
ÑÅÊÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 517.984
Í.Ï. Áîíäàðåíêî

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß
ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÌÀÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L(Q(x), h,H) äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ:

lY := −Y ′′ +Q(x)Y = λY, x ∈ (0, π), (1)

U(Y ) := Y ′(0)− hY (0) = 0, V (Y ) := Y ′(π) +HY (π) = 0.

Çäåñü Y = [yk]k=1,m � âåêòîð-ñòîëáåö, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð è
Q(x) = [Qjk(x)]j,k=1,m, ïðè÷åì Qjk(x) ∈ L2(0, π) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ôóíêöèè. Ìàòðèöó Q(x) â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëîì.
Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè h = [hjk]j,k=1,m, H = [Hjk]j,k=1,m,
ãäå hjk è Hjk � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Èçó÷àåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà
è êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå èçâåñòíîé îáðàòíîé çàäà÷è â ñêàëÿðíîì
ñëó÷àå, ïðè m = 1 [1]. Â ðàáîòàõ [2, 3] äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ
è ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì äàí-
íîé ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
îáðàòíîé çàäà÷è â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå, òî åñòü ïðè Q(x) = Q∗(x),
h = h∗, H = H∗. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
áûëè ïîëó÷åíû â ñòàòüå [4] äëÿ ñëó÷àÿ ñ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì, çà-
êëþ÷àþùåìñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîé ïðîñòîòå ñïåêòðà, êîòîðîå íå òðåáóåòñÿ
â äàííîé ñòàòüå.

Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîá-
ðàæåíèé [1].

Ïóñòü ϕ(x, λ) = [ϕjk(x, λ)]j,k=1,m ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïðè
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ϕ(0, λ) = Im, ϕ

′(0, λ) = h, ãäå Im � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà m × m. Ôóíêöèÿ ∆(λ) := det[V (ϕ)] íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé êðàåâîé çàäà÷è L. Îíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ è èìååò íå
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áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé, ïðè÷åì âñå íóëè âåùåñòâåííûå. Íó-
ëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
êðàåâîé çàäà÷è L ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

Ïóñòü ω = h + H + 1
2

∫ π
0 Q(x) dx. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ω = diag{ω1, . . . , ωm}. Âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî
äîáèòüñÿ ïðèìåíåíèåì óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ñàìîñî-
ïðÿæåííóþ ìàòðèöó ω ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1.Êðàåâàÿ çàäà÷à L èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé Λ = {λnq}n≥0,q=1,m. Ïðè ýòîì

ρnq =
√
λnq = n+

ωq
πn

+
κnq
n
, {κnq}n≥0 ∈ l2, q = 1,m. (2)

Ïóñòü Φ(x, λ) = [Φjk(x, λ)]j,k=1,m � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëî-
âèÿõ U(Φ) = Im, V (Φ) = 0m (0m � íóëåâàÿ ìàòðèöà m ×m). Ïîëîæèì
M(λ) := Φ(0, λ). Ìàòðèöà M(λ) = [Mjk(λ)]j,k=1,m íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
Âåéëÿ çàäà÷è L. Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ M(λ) ìåðîìîðôíà ïî λ è èìååò ïðî-
ñòûå ïîëþñà â òî÷êûõ {λnq}.

Ïîëîæèì
αnq := Res

λ=λnq
M(λ).

Âåëè÷èíû Λ0 := {λnq, αnq}n≥0, q=1,m íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè äàí-
íûìè çàäà÷è L.

Ñ÷èòàåì, ÷òî λnq = λkl ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè n = k, êîãäà
{λnqnj}j=1,rn, ãäå 1 ≤ qn1 < qn2 < · · · < qnrn ≤ m, rn ≤ m, � âñå ðàçëè÷íûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èç {λnq}q=1,m. Îáîçíà÷èì

α′nqnj := αnqnj , j = 1, rn, α′nq = 0m, 1 ≤ q ≤ m, q /∈ {qnj}j=1,rn.

Ïóñòü {ωms
}s=1,p � âñå ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç íàáîðà {ωq}q=1,m. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèå α
(s)
n =

∑
ωq=ωms

α′nq, s = 1, p.

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

α(s)
n =

2

π
I(s) +

κ(s)
n

n
, {κ(s)

n }n≥0 ∈ l2, s = 1, p, (3)

ãäå

I(s) = [I
(s)
jk ]j,k=1,m, I

(s)
jk =

{
1, j = k, ωj = ωms

,

0, èíà÷å.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì Λ0 ïîñòðîèòü Q, h
è H.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îá-
ðàòíîé çàäà÷è 1.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíû {λnq, αnq}n≥0,q=1,m áûëè ñïåê-
òðàëüíûìè äàííûìè ñàìîñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷è L(Q, h,H) ñ ïî-
òåíöèàëîì Q(x) = [Qjk(x)]j,k=1,m, Qjk(x) ∈ L2(0, π) è òàêîé, ÷òî

h+H + 1
2

π∫
0

Q(x) dx ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) λnq 6= λkl ïðè n 6= k. Åñëè λnq = λnl, òî αnq = αnl;
2) âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (2) è (3);
3) âñå λnq âåùåñòâåííûå. Ðàíãè ìàòðèö αnq ðàâíû êðàòíîñòÿì λnq

è αnq = (αnq)
∗, αnq ≥ 0 ïðè âñåõ n ≥ 0, q = 1,m;

4) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà-ñòðîêè γ(λ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíê-
öèåé è èìååò àñèìïòîòèêó γ(λ) = O(exp(|Im

√
λ|π)) ïðè |λ| → ∞, èç

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ γ(λnq)αnq = 0 ïðè âñåõ n ≥ 0, q = 1,m ñëåäóåò, ÷òî
γ(λ) ≡ 0.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñêà-
ëÿðíîãî ñëó÷àÿ (ñì. [1, ñ. 72]). Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå
ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå 4. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñêàëÿðíîì
ñëó÷àå îíî âûòåêàåò èç óñëîâèé 1 � 3.
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ÓÄÊ 519.4
Ä.À. Áðåäèõèí

Î ÏÎËÓÃÐÓÏÏÀÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ
Ñ ÓÍÀÐÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÖÈßÌÈ

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé Φ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé ñîâîêóïíîñòè Ω îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóåò àëãåáðó (Φ,Ω), íàçûâàå-
ìóþ àëãåáðîé îòíîøåíèé. Âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
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êàê óïîðÿäî÷åííàÿ îòíîøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ ⊂.
Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè îáî-
çíà÷èì ÷åðåç R{Ω} (R{Ω,⊂}) êëàññ àëãåáð (óïîðÿäî÷åííûõ àëãåáð) îò-
íîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç Ω. Ïóñòü V ar{Ω} (V ar{Ω,⊂}) � ìíîãîîáðàçèå,
ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω} (R{Ω,⊂}).

Îñíîâû àáñòðàêòíî-àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ àëãåáð îòíî-
øåíèé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ À.Òàðñêîãî [1]. Èì áûëè ðàññìîòðåíû
àëãåáðû îòíîøåíèé ñî ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè: áóëåâû îïåðàöèè îáúå-
äèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è äîïîëíåíèÿ −; îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ◦ è
îáðàùåíèÿ −1 îòíîøåíèé; íóëüàðíûå îïåðàöèè ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî), I
(òîæäåñòâåííîå îòíîøåíèå), U (óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå). Ñóùåñòâóåò
ðÿä äðóãèõ âàæíûõ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè [2 � 6]. Êàê ïðàâèëî, òà-
êèå îïåðàöèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îïåðàöèè àëãåáð îòíîøåíèé
Òàðñêîãî. Àëãåáðà îòíîøåíèé ñ óêàçàííûì òèïîì îïåðàöèé íàçûâàþòñÿ
ðåäóêòàìè àëãåáð îòíîøåíèé Òàðñêîãî.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññîâ àëãåáð îòíîøå-
íèé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ áàçèñà òîæäåñòâ ïîðîæäåííûõ èìè
ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå âûÿñíåíèÿ âîïðîñà îá èõ êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè.
Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ðàññìîòðåíèè îïåðàöèé ïðîèçâåäåíèÿ ◦, îáúåäèíå-
íèÿ ∪ îòíîøåíèé, à òàêæå äâóõ óíàðíûõ îïåðàöèé ∆ è ∇, îïðåäåëÿåìûõ
ôîðìóëàìè

∆(ρ) = {(x, x) : (∃y, z)(y, z) ∈ ρ}, ∇(ρ) = {(x, x) : (∃y)(y, y) ∈ ρ}.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ∆(ρ) = I (∇(ρ) = I), åñëè ρ 6= ∅ (îòíîøå-
íèå ρ ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ òî÷êó (y, y) ∈ ρ), ñëåäîâàòåëüíî, îïåðà-
öèÿ ∆ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê èíäèêàòîð íåïóñòîòû îòíîøåíèÿ, à
îïåðàöèÿ ∇ � êàê èíäèêàòîð òîãî, ÷òî îòíîøåíèå ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàöèè ∆ è ∇ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-
ðåç îïåðàöèè àëãåáð îòíîøåíèé Òàðñêîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∆(ρ) =
= (U ◦ ρ ◦ U) ∩ I è ∇(ρ) = (U ◦ ( ρ ∩ I) ◦ U) ∩ I.

Îáùåèçâåñòíî, ÷òî êëàññ R{◦} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ïîëóãðóïï,
ïîýòîìó àëãåáðû îòíîøåíèé, â ñèãíàòóðó êîòîðûõ âõîäèò îïåðàöèÿ óìíî-
æåíèÿ îòíîøåíèé, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ïîëóãðóïïû îòíîøåíèé
ñ äîïîëíèòåëüíûìè îïåðàöèÿìè [4].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.
Èõ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåò îïèñàíèå ýêâàöè-
îíàëüíûõ òåîðèé àëãåáð îòíîøåíèé ñ ïîçèòèâíûìè è ïðèìèòèâíî ïîçè-
òèâíûìè îïåðàöèÿìè, ïîëó÷åííîå àâòîðîì â ðàáîòàõ [7 � 10].

Òåîðåìà 1. Àëãåáðà (A, ·, ∗) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-
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çèþ V ar{◦,∆} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâàì

(xy)z = x(yz) (1), (x∗)∗ = x∗ (2), xy∗ = y∗x (3),

(xy∗)∗ = x∗y∗ (4), xx∗ = x (5).

Òåîðåìà 2. Óïîðÿäî÷åííàÿ àëãåáðà (A, ·, ∗,≤) òèïà (2, 1) ïðèíàäëå-
æèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{◦,∆,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâ-
ëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (5) è òîæäåñòâó xy∗ ≤ x (6).

Òåîðåìà 3. Àëãåáðà (A, ·, •) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ
V ar{◦,∇} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
(1) è òîæäåñòâàì:

(x∗)2 = x∗ (7), xy• = y • x (8),

(xy)• = (yx)• (9), (xy•)• = x • y• (10),
x • (xp)• = x• (11) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p.

Òåîðåìà 4. Óïîðÿäî÷åííàÿ àëãåáðà (A, ·, •,≤) òèïà (2, 1) ïðèíàäëå-
æèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{◦,∇,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâ-
ëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1), (7) � (11) è òîæäåñòâó xy• ≤ x (12).

Òåîðåìà 5. Àëãåáðà (A, ·,∗ , •) òèïà (2, 1, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðà-
çèþ V ar{◦,∆,∇} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæ-
äåñòâàì (1) � (5), (7) � (11) è òîæäåñòâàì

(x∗)• = x∗ (13), (x•)∗ = x• (14).
Òåîðåìà 6. Óïîðÿäî÷åííàÿ àëãåáðà (A, ·,∗ , •,≤) òèïà (2, 1, 1) ïðè-

íàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ V ar{◦,∆,∇,⊂} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (14).

Òåîðåìà 7. Àëãåáðà (A, ·,+, ∗) òèïà (2, 2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãî-
îáðàçèþ V ar{◦,∪,∆} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì (1) � (5) è òîæäåñòâàì

(x+ y) + z = x+ (y + z) (15), x+ x = x (16), x+ y = y + x (17),

(x+ y)z = xz + yz (18), x(y + z) = xy + xz (19),

(x+ y)∗ = x∗ + y∗ (20), x+ xy∗ = x (21).

Òåîðåìà 8. Àëãåáðà (A, ·,+, •) òèïà (2, 2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãî-
îáðàçèþ V ar{◦,∪,∇} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì (1), (7) � (11), (15) � (19) è òîæäåñòâàì

(x+ y)• = x •+y• (22), x+ xy• = x (23).

Òåîðåìà 9. Àëãåáðà (A, ·,+,∗ , •) òèïà (2, 2, 1, 1) ïðèíàäëåæèò ìíî-
ãîîáðàçèþ V ar{◦,∪,∆,∇} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò òîæäåñòâàì (1) � (5), (7) � (11), (13) � (23).

Òåîðåìà 10. Ìíîãîîáðàçèÿ V ar{◦,∇}, V ar{◦,∇,⊂}, V ar{◦,∆,∇},
V ar{◦,∪,∇} è V ar{◦,∪,∆,∇} íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî áàçèðóåìûìè.
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Î ÊÎÍÑÒÐÓÊÒÈÂÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÍÅÏÎËÍÎÉ
ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß

1. Ïóñòü {λn}n≥0 � ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
L = L(q(x), h,H) :

−y′′ + q(x)y = λy, 0 < x < π, (1)

U(y) := y′(0)− hy(0) = 0, V (y) := y′(π) +Hy(π) = 0, (2)

ãäå q(x) ∈ L(0, π) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à h, H � êîìïëåêñíûå
÷èñëà.

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ îäíà íåïîëíàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
äëÿ L. Îáðàòíûå çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðîâ ïî
íåêîòîðûì èõ ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì [1]. Èçâåñòíî, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû L îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ôóíêöèè Âåéëÿ, ÷òî ðàâ-
íîñèëüíî, íàïðèìåð, çàäàíèþ ñïåêòðîâ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1) ñ îäíèì îáùèì êðàåâûì óñëîâèåì. Â íåïîëíûõ îáðàòíûõ çàäà÷àõ
òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü îïåðàòîð ïî ÷àñòè ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ïðè íà-
ëè÷èè î íåì àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåïîëíóþ
îáðàòíóþ çàäà÷ó.
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Çàäà÷à 1. Ïî ñïåêòðó {λn}n≥0 íàéòè ïîòåíöèàë q(x) íà èíòåðâàëå
(π/2, π) è êîýôôèöèåíò H â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî q(x) íà (0, π/2) è h
èçâåñòíû àïðèîðè.

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû çàäà÷è 1 â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå èññëåäîâà-
ëèñü â [2, 3] è äðóãèõ ðàáîòàõ (ñì. ñïèñîê ëèò-ðû â [3]). Â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Â [3] ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1 â êëàññå âåùåñòâåííûõ ïîòåíöè-
àëîâ èç W−1

2 [0, π], ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî è îñíîâàíî íà
ìåòîäå îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åí àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷è 1, èñïîëüçóþùèé èíòåðïîëÿöèþ, è ïàðàëëåëüíî äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 1. Çàäàíèå ñïåêòðà {λn}n≥0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîýôôè-
öèåíòû L â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî q(x) íà (0, π/2) è h èçâåñòíû àïðèîðè.

2. Ïóñòü ôóíêöèè S(x, λ), ϕ(x, λ), ψ(x, λ), Φ(x, λ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ

S ′(0, λ) = ϕ(0, λ) = ψ(π, λ) = U(Φ) = 1,

S(0, λ) = U(ϕ) = V (ψ) = V (Φ) = 0.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn, n ≥ 0, êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ñîâïàäàþò ñ
íóëÿìè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(λ) := 〈ψ(x, λ), ϕ(x, λ)〉, ãäå
〈y, z〉 := yz′ − y′z. Î÷åâèäíî, ÷òî ∆(λ) = V (ϕ) = −U(ψ). Êðîìå òîãî,
èçâåñòíî (ñì., íàïð., [1]), ÷òî ôóíêöèÿ ∆(λ) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íóëÿìè
îäíîçíà÷íî ïî ôîðìóëå

∆(λ) = π(λ0 − λ)
∞∏
n=1

λn − λ
n2

. (3)

Ôóíêöèè Φ(x, λ) è M(λ) := Φ(0, λ) íàçûâàþòñÿ ðåøåíèåì Âåéëÿ è ôóíê-
öèåé Âåéëÿ äëÿ L ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì

Φ(x, λ) = S(x, λ) +M(λ)ϕ(x, λ) = −ψ(x, λ)

∆(λ)
, M(λ) = −∆0(λ)

∆(λ)
, (4)

ãäå ∆0(λ) = ψ(0, λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè y(0) = V (y) = 0. Ïóñòü {λ0

n}n≥0 �
ñïåêòð ïîñëåäíåé. Î÷åâèäíî, ÷òî {λn}n≥0 ∩ {λ0

n}n≥0 = ∅. Ïðè n → ∞
èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà (ñì., íàïð., [1])

λn = n2 + ω + o(1), λ0
n =

(
n+

1

2

)2

+ ω0 + o(1), ω, ω0 − const.

Ôîðìóëû (4) äàþò

ψ(x, λ) = ∆0(λ)ϕ(x, λ)−∆(λ)S(x, λ). (5)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∆1(λ) := −ψ′(π/2, λ), ∆0
1(λ) := ψ(π/2, λ),

Θ(λ) := ϕ(π/2, λ), Ξ(λ) := ϕ′(π/2, λ). (6)

Çàìåòèì, ÷òî ∆1(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîé çàäà÷è

−y′′ + q(x)y = λy, π/2 < x < π, y′(π/2) = V (y) = 0, (7)

à ôóíêöèÿ

M1(λ) := −∆0
1(λ)

∆1(λ)
(8)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Âåéëÿ äëÿ (7). Ôóíêöèè Ξ(λ) è Θ(λ), â ñâîþ î÷åðåäü,
ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1) íà èíòåðâàëå (0, π/2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà è Äèðèõëå
â òî÷êå π/2 è îáùèì êðàåâûì óñëîâèåì U(y) = 0 â òî÷êå 0 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïóñòü {ξn}n≥0 è {θn}n≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ôóíêöèé Ξ(λ) è
Θ(λ) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà

ξn = (2n)2 + ω1 + o(1), θn = (2n+ 1)2 + ω0
1 + o(1). (9)

Ïóñòü mn è m
0
n � êðàòíîñòè íóëåé ξn è θn ñîîòâåòñòâåííî (ξn = ξn+1 =

= . . . = ξn+mn−1, θn = θn+1 = . . . = θn+m0
n−1). Ïîëîæèì

S := {n : n ∈ N, ξn−1 6= ξn} ∪ {0}, S0 := {n : n ∈ N, θn−1 6= θn} ∪ {0}.

Äàëåå, ñîãëàñíî (5) áóäåì èìåòü

∆0
1(λ) = ∆0(λ)Θ(λ)−∆(λ)S(π/2, λ),

−∆1(λ) = ∆0(λ)Ξ(λ)−∆(λ)S ′(π/2, λ).

}
(10)

Ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå ôóíêöèé ψ(x, λ), ψ′(x, λ) [1] ïðè |λ| → ∞ áóäåì
èìåòü

d(λ) := ∆1(λ) + ρ sin
ρπ

2
= O

(
exp

(|Imρ|π
2

))
,

d0(λ) := ∆0
1(λ)− cos

ρπ

2
= O

(1

ρ
exp

( |Imρ|π
2

))
,

 (11)

ãäå ρ2 = λ. Êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |λ| ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|Θ(λ)| ≥ Cδ exp

( |Imρ|π
2

)
, λ ∈ G1

δ , |Ξ(λ)| ≥ Cδ|ρ| exp

( |Imρ|π
2

)
, λ ∈ G0

δ , (12)

ãäå Ga
δ = {λ = ρ2 : |ρ− 2n− a| ≥ δ, n ∈ Z}.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû îá èíòåðïîëÿöèè öåëûõ
ôóíêöèé [4], à òàêæå ìîæåò áûòü äîêàçàíî íåïîñðåäñòâåííî, èñõîäÿ èç
(9), (11), (12).

Ëåììà 1. Çàäàíèå ÷èñåë

{d(ν)(ξn)}ν=0,mn−1, n∈S, {d(ν)
0 (θn)}ν=0,m0

n−1, n∈S0 (13)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèè ∆1(λ), ∆0
1(λ). Ïðè ýòîì

∆1(λ) = −ρ sin
ρπ

2
+ d(λ), ∆0

1(λ) = cos
ρπ

2
+ d0(λ), (14)

ãäå

d(λ) =
∞∑
n=0

d(θn)
Ξ(λ)

(λ− ξn)Ξ′(ξn)
, d0(λ) =

∞∑
n=0

d0(θn)
Θ(λ)

(λ− θn)Θ′(θn)
, (15)

åñëè âñå íóëè ôóíêöèé Θ(λ), Ξ(λ) ïðîñòûå, òî åñòü mn = m0
n = 1 äëÿ

âñåõ n (ñëó÷àé êðàòíûõ íóëåé âíåñåò íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ).

Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 è óòâåðæäåíèþ
òåîðåìû 1.

Àëãîðèòì 1. Ïóñòü çàäàí ñïåêòð {λn}n≥0, ÷èñëî h è ôóíêöèÿ q(x)
íà (0, π/2).
1) âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå (3);
2) ñòðîèì ôóíêöèè Θ(λ), Ξ(λ) ïî ôîðìóëàì (6) è íàõîäèì èõ íóëè
θn, ξn, n ≥ 0;
3) íàõîäèì ÷èñëà (13) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (10), (11);
4) ñòðîèì ôóíêöèè ∆1(λ), ∆0

1(λ) ïî ôîðìóëàì (14), (15);
5) âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ Âåéëÿ M1(λ) êðàåâîé çàäà÷è (7) ïî ôîðìóëå (8)
è íàõîäèì ôóíêöèþ q(x) íà (π/2, π) è êîýôôèöèåíò H, èñïîëüçóÿ àëãî-
ðèòì 1 èç [5].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ è ÍÍÑ
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ÓÄÊ 517.518.82

È.Þ. Âûãîä÷èêîâà

ÍÀÈËÓ×ØÅÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ
ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÈÍÎÌÎÌ
ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ñåãìåíòíîé ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïðè íàëè÷èè
îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà ñâåðõó è ñíèçó. Ïîëó÷åí êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå, ñðàâíèìîé ñ èçâåñòíûì â òåîðèè ïðèáëèæåíèé
àëüòåðíàíñîì Ï.Ë. ×åáûøåâà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü n,N � öåëûå ÷èñëà, n ≥ 0,
N ≥ n + 1, T = {t0 < t1 < ... < tN}, A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1,
pn(A, t) = a0 + a1t + . . . + ant

n. Íà ñåòêå T çàäàíû ñåãìåíòíûå
ôóíêöèè Φ(·) è Ψ(·): Φ(tk) = [y1,k; y2,k], y2,k ≥ y1,k, Ψ(tk) =
= [ν1,k; ν2,k], ν2,k ≥ ν1,k, k = 0, N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f (A, tk) =
= max {pn (A, tk)− y1,k, y2,k − pn (A, tk)}, g (A, tk) = max{ν1,k − pn(A, tk),
pn (A, tk)− ν2,k}, h (A) = maxk=0,N g(A, tk).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

ρ(A) := max
k=0,N

f(A, tk) −→ min
A∈D={A∈Rn+1:h(A)≤0}

. (1)

2. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì

ρ∗∗ = min
A∈D

ρ (A) ,< (ν) = {A ∈ D : ρ (A) = ρ∗∗} .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïñåâäîâíóòðåííåé îöåíêå [1]:

δ(A) := mink=0,Nmin{pn(A, tk)−ν1,k; ν2,k−pn(A, tk)} −→ maxA∈Rn+1. (2)

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2) ÷åðåç

Ω =
{
A ∈ Rn+1 : δ (A) = δ∗

}
,
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ãäå δ∗ = maxA∈Rn+1 δ(A).
Òåîðåìà 1. δ∗ ≥ 0⇐⇒ D 6= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A∗ ∈ Ω. Íåðàâåíñòâî δ(A∗) ≥ 0 ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå pn(A
∗, tk)−ν1,k ≥ 0, ν2,k−pn(A∗, tk) ≥ 0, ∀k = 0, N . Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò, ÷òî A∗ ∈ D.
Äëÿ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé (ñì., íàïð., [2]):

ρ(A) := max
k=0,N

f(A, tk) −→ min
A∈Rn+1

, (3)

ïîëîæèì ρ∗ = min
A∈Rn+1

ρ (A), < =
{
A ∈ Rn+1 : ρ (A) = ρ∗

}
.

Ñëåäñòâèåì èç [1, 3] ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû |D| = 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû çàäà÷à (2) èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è δ∗ = 0.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî |D| > 1 .
3. Êðèòåðèé ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂z (A) ñóáäèôôåðåíöèàë

ôóíêöèè z (A). Ñëåäñòâèåì èç [3, ñ. 258] ÿâëÿåòñÿ
Ëåììà 1. Ïóñòü < ∩ D = ∅. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð A∗ áûë

ðåøåíèåì çàäà÷è (1), íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ:

0n+1 ⊂ co {∂ρ (A∗) , ∂h (A∗)} .

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò èç [2, 4].
Îïðåäåëèì íà ïîäìíîæåñòâå TT ñåòêè T ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ξ(·) : TT ⇒ 2R, îáðàçàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà
ξ(t) èç R.

Ëåììà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû

0n+1 ∈ co {ξ(t)(1, t, . . . , tn) : t ∈ TT} ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
1) ñóùåñòâóåò òî÷êà tl ∈ T , â êîòîðîé 0 ∈ ξ(tl);
2) ñóùåñòâóåò ñåëåêòîð η(t) ∈ ξ(t) è íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ÷èñåë

tj1 < tj2 < · · · < tjn+2
èç ìíîæåñòâà ÒT òàêèõ, ÷òî η(tji) 6= 0 è

sign η(tji) = −sign η(tji+1
), i = 1, n+ 1.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ñåòêè T :

Rρ
1 (A) := {tk ∈ T : ρ (A) = pn (A, tk)− y1,k > y2,k − pn (A, tk)} ,

Rρ
2 (A) := {tk ∈ T : ρ (A) = pn (A, tk)− y1,k < y2,k − pn (A, tk)} ,

Rh
1 (A) := {tk ∈ T : h (A) = pn (A, tk)− ν2,k > ν1,k − pn (A, tk)} ,
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Rh
2 (A) := {tk ∈ T : h (A) = pn (A, tk)− ν2,k < ν1,k − pn (A, tk)} ,

RR (A) = Rρ
1 (A) ∪Rρ

2 (A) ,

Rρ
3 (A) := {tk ∈ T : ρ (A) = pn (A, tk)− y1,k = y2,k − pn (A, tk)} ,

Rh
3 (A) := {tk ∈ T : h (A) = pn (A, tk)− ν2,k = ν1,k − pn (A, tk)} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R1 (A) = Rh
2 (A) ∪Rρ

1 (A) ,

R2 (A) = Rh
1 (A) ∪Rρ

2 (A) .

Òåîðåìà 3. Êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ïóñòü |D| > 1. Âåê-
òîð A∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî
A∗ ∈ < ∩D, ëèáî

h(A∗) = 0 (4)

è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
(I) Rh

3 (A∗) 6= ∅, RR (A∗) ∩Rh
3 (A∗) 6= ∅,

(II) ∃ n+ 2 òî÷êè
{
tj0 < ... < tjn+1

}
⊂ T òàêèå, ÷òî åñëè

tk ∈ R1 (A∗) (R2 (A∗)), òî tk+1 ∈ R2 (A∗) (R1 (A∗)) äëÿ k = 0, n+ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü < ∩ D = ∅, A∗ ∈ < (ν). Òîãäà âûïîëíÿåò-

ñÿ (4). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóáäèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì èìååì

∂Af(A∗, t) =

{
(1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rρ

1 (A∗) ,
−(1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rρ

2 (A∗) .
(5)

∂Ag(A∗, t) =

 (1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rh
2 (A∗) ,

−(1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rh
1 (A∗) ,

[-1,1](1, t, . . . , tn), åñëè t ∈ Rh
3 (A∗) .

(6)

Òåïåðü óòâåðæäåíèå íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåìì 1, 2 è
ôîðìóë (5), (6). Äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîéñòâ ïîëèíîìà è ðàñ-
ñóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ [1].

Èç òåîðåìû 3 è [3] âûòåêàåò
Òåîðåìà 4. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Ïðè < ∩ D = ∅ äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ëèáî óñëîâèÿ (II) òåîðåìû 3, ëèáî óñëîâèÿ (I)
ïðè íàëè÷èè âî ìíîæåñòâå Rh

3 (A∗) íå ìåíåå ÷åì (n+1) òî÷åê.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü T = {0 < 1 < 2 < 3}, Φ(0) = [1; 2], Φ(1) = [1; 1],

Φ(2) = [2; 3], Φ(3) = [0; 0], Ψ(0) = [0; 5], Ψ(1) = [1; 5], Ψ(2) = [0; 5],
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Ψ(3) = [0; 5] n = 1, ν = 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1): p1(t) = 2/3 + 1/3t.
Ðåøåíèåì áåçóñëîâíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì p1(t) = 7/3− 1/3t.

Ïðèìåð 2. Èçìåíèì óñëîâèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ëèøü ïîëîæèâ
Ψ(0) = [5; 5]. Çàäà÷à (1) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé p1(t) = 5 + αt,
α ∈ [−2;−1/3], ts = 0. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ïîëèíîìà
p1(t) ≡ 5 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Rh

3 (A∗) 6= ∅, íî ðåøåíèåì çàäà÷è îí íå
ÿâëÿåòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåí-
òà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 514.764

Ñ.Â. Ãàëàåâ, À.Â. Ãîõìàí

ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÅ ÍÅÃÎËÎÍÎÌÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ,
ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÛÅ Ñ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÉ

ÏÎ×ÒÈ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

Â ñòàòüå íàõîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ âíóòðåííèõ íåãîëîíîìíûõ ñâÿçíîñòåé, ñîâìåñòèìûõ ñ äîïóñòèìîé ïî-
÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Ïóñòü D � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå êîðàçìåðíîñòè 1, çàäàííîå âìåñòå
ñî ñâîèì îñíàùåíèåì D⊥, íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X ðàçìåðíîñòè n è
êëàññà C∞. Ñëåäóÿ Â.Â. Âàãíåðó, òàêîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåì íàçûâàòü
íåãîëîíîìíûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n−1 è êîðàçìåðíîñòè 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî ñ íåêîòîðûìè óòî÷íåíèÿìè èçëàãàåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå
ðåçóëüòàòû ìîæíî îáîáùèòü íà íåãîëîíîìíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëü-
íîé êîðàçìåðíîñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè íåãîëîíîìíîå ìíîãîîáðàçèå
èíòåðïðåòèðóåò ëèíåéíûå íåãîëîíîìíûå ñâÿçè, íàêëàäûâàåìûå íà ìåõà-
íè÷åñêóþ ñèñòåìó [1].
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Ðàçâèâàÿ ãåîìåòðèþ íåãîëîíîìíûõ ìíîãîîáðàçèé, Â.Â. Âàãíåð ââîäèò
ïîíÿòèå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê ñîâîêóï-
íîñòè òåõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ, çàäàííûõ â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèè, êî-
òîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ñàìîãî íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è îò åãî
îñíàùåíèÿ [2]. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âíóòðè íåãîëîíîìíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè ∇, êîòîðóþ, ñëåäóÿ òåðìèíî-
ëîãèè Â.Â. Âàãíåðà, óìåñòíî íàçûâàòü âíóòðåííåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîä
âíóòðåííåé àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå

∇ : ΓD × ΓD → ΓD,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ∇f1~u1+f2~u2 = f1∇~u1 + f2∇~u2;
2) ∇~uf~v = f∇~u~v + (~uf)~v.

Âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü ñëåäóåò îòëè÷àòü îò òàê íàçûâàåìîé óñå÷¼ííîé
ñâÿçíîñòè. Ïîä ïîñëåäíåé ðàçíûå àâòîðû ïîíèìàþò ðàçíûå ñïîñîáû çàäà-
íèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïîìèìî óñå÷¼ííîé è âíóòðåííåé ñâÿçíîñòåé
â ðÿäå ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâÿçíîñòè, îñóùåñòâëÿþùèå ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ðàñïðåäåëåíèè âäîëü ïðîèçâîëüíûõ êðè-
âûõ ìíîãîîáðàçèÿ X. Òàêèå ñâÿçíîñòè íàçûâàþòñÿ ñâÿçíîñòÿìè â âåê-
òîðíîì ðàññëîåíèè, îïðåäåëÿåìîì íåãîëîíîìíûì ìíîãîîáðàçèåì. Òàê, â
÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿÿ êðèâèçíó âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè∇, Â.Â. Âàãíåð ñïå-
öèàëüíûì îáðàçîì ñòðîèò ñâÿçíîñòü â ðàñïðåäåëåíèè D êàê â âåêòîðíîì
ðàññëîåíèè.

Íàðÿäó ñ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ, Â.Â. Âàãíåð ðàññìàòðèâàåò ñòðóê-
òóðû, çàäàâàåìûå â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèè êàê ñå÷åíèÿ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé âèäà

D ⊗ · · · ⊗D ⊗D∗ ⊗ · · · ⊗D∗,

ãäå D∗ � ñîïðÿæ¼ííîå ê D ðàñïðåäåëåíèå.
Òàêèå ñòðóêòóðû áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèìè òåíçîðíûìè ñòðóê-

òóðàìè. Â ÷àñòíîñòè, Â.Â. Âàãíåðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ðèìàíîâà äîïóñòè-
ìàÿ ñòðóêòóðà, ñîâìåñòèìàÿ ñ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ:

∇g = 0.

Íàëè÷èå îñíàùåíèÿ D⊥ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò âíóòðåííåé òåíçîðíîé
ñòðóêòóðû ê ñîîòâåòñòâóþùåé äîïóñòèìîé òåíçîðíîé ñòðóêòóðå. Èìåí-
íî, âñÿêîå âíóòðåííåå âåêòîðíîå ïîëå áóäåì íàçûâàòü îäíîâðåìåííî äî-
ïóñòèìûì âåêòîðíûì ïîëåì. Âñÿêîé âíóòðåííåé 1-ôîðìå λ ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå äîïóñòèìóþ 1-ôîðìó λ̃, ïîëàãàÿ
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λ̃|D = λ, λ̃|D⊥ = 0.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè, êàæäîé âíóòðåííåé òåíçîðíîé ñòðóêòóðå òèïà
(p, q) ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äîïóñòèìóþ
òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó òèïà (p, q) è îáðàòíî.

Ðàññìîòðèì äîïóñòèìóþ ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ò.å.
âíåøíþþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàìêíóòóþ 2-ôîðìó ω, òàêóþ ÷òî:

1) rkω = n− 1;
2) ω|D⊥ = 0.
Âàæíûé ïðèìåð òàêîé ñòðóêòóðû äà¼ò êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà.
Â ðàáîòå [3] Â.Â. Âàãíåð ñòðîèò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-

àíòîâ äîïóñòèìîé ìåòðè÷åñêîé ôîðìû g, èñïîëüçóÿ âíóòðåííþþ ñâÿç-
íîñòü, ñîâìåñòèìóþ ñ g. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Â.Â. Âàãíåðîì, àíàëî-
ãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì â ãîëîíîìíîì ñëó÷àå. Ìû ñòàâèì
ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âíóòðåííèõ ñâÿçíîñòåé, ñîâìåñòèìûõ ñ
äîïóñòèìîé ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â ãîëîíîìíîì ñëó÷àå ïî-
äîáíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. [4 � 6]). Êëàññè÷åñêèé
ðåçóëüòàò ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîñòè ñ íóëåâûì êðó÷å-
íèåì, ñîâìåñòèìîé ñ ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω, ýêâèâàëåíòíî
çàìêíóòîñòè ω.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìûé íèæå ïðèìåð, â ñëó÷àå íåãîëîíîìíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ íå èíòåãðèðóåìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò äî-
ïóñêàòü âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì.

Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

X =
{(
x1, x2, x3

)
∈ R3|x2 6= 0, x3 6= 0

}
.

Ðàñïðåäåëåíèå D òàêîå, ÷òî D =
〈
~e1, ~e2

〉
, ~e1 = ∂1 − x2∂3, ~e2 = ∂2,

íå èíòåãðèðóåìî è ìîæåò áûòü ñíàáæåíî äîïóñòèìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ω = x3dx1 ∧ dx2.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, dω = dx1∧dx2∧dx3 6= 0, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∇ω = 0,
ãäå Γ1

21 = Γ1
12 = b3

x3 , Γ2
21 = Γ2

12 = − x2

2x3 −
b2
x3 , à b2, b3 � ïðîèçâîëüíûå

ôóíêöèè, çàäàííûå íà ìíîãîîáðàçèè X.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω ñîâìåñòèìà
ñ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ ∇ íóëåâîãî êðó÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(dω)|D = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîêàçàíî â [7]. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ïðèåìîì, èñïîëüçóåìûì â ðàáî-
òå [6]. Îïðåäåëèì â íåãîëîíîìíîì ìíîãîîáðàçèè D âíóòðåííþþ ñâÿç-
íîñòü ∇, çàäàâàÿ â ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ [7, 8] åå êîýôôèöèåíòû ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

Γabc =
1

3
ωad
(
~ecωdb − ~ebωcd + γbcd

)
,

ãäå γbcd � îáúåêò, ñèììåòðè÷íûé ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ è èçìåíÿþùèéñÿ
ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèè Γabc îïðå-
äåëÿëè îáúåêò ñâÿçíîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà. Ñ ïîìîùüþ î÷å-
âèäíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíà ñîâìåñòèìà ñ ôîð-
ìîé ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (dω)|D = 0.
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ÓÄÊ 518.9

Å.Â. Ãóäîøíèêîâà

ÏÎÐßÄÎÊ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÊËÀÑÑÎÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2], â êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ

Ln(f ;x) =
1

g(z(x))n

∞∑
k=0

f
(k
n

)
αk,n

[
z(x)

ψ(z(x))

]k
,

ãäå g(z) è ψ(z) � àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå |z| < a, ïðèíèìàþùèå ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ íà [0; a], òàêèå ÷òî íà [0; a] xψ′(x) < ψ(x) è ÷èñëà

α0,n = g(0)n è αk,n =
1

k!

dk−1

dzk−1

[(
g(z)n

)′
ψ(z)k

]
z=0

, k = 1,∞,

íåîòðèöàòåëüíû, à z(x) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

x(z) =
zψ(z)

ψ(z)− zψ′(z)
· g
′(z)

g(z)
.

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî x(z) ìîíîòîííà íà [0; a], z′(x) > 0, è
g′(z) > 0.

Îáîçíà÷èì v(x) =
xg(x)

z′(x)g′(x)
.

Â ðàáîòå [2] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, íåñëîæíîå óòî÷íåíèå êîòîðîé
ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

Òåîðåìà 1.

Äëÿ f ∈ C[0;x(a)] |Ln(f ;x)− f(x)| ≤ 2ω

(
f ;

√
v(x)

n

)
.

Äëÿ f ∈ C1[0;x(a)] |Ln(f ;x)− f(x)| ≤ 2

√
v(x)

n
· ω

(
f ′;

√
v(x)

n

)
.

Äëÿ f ∈ C2[0;x(a)] |Ln(f ;x)− f(x)| ≤ v(x)

2n

[
ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
+ ‖f ′′‖

]

è |Ln(f ;x)− f(x)− v(x)

2n
| ≤ v(x)

n
· ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
.
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Èç òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðàìè Ln óëó÷-
øàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò êëàññà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ê äèôôåðåíöè-
ðóåìûì è îò äèôôåðåíöèðóåìûõ ê äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûì, íî íå
äàëüøå, è ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ r ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïðè
r ≥ 2 åñòü 1/n.

Ñëåäóÿ èäåå Áåðíøòåéíà, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ

Mn(f ;x) = Ln(f ;x)− 1

2
Ln((t− x)2;x)Ln(f

′′;x).

Òåîðåìà 2. Äëÿ f ∈ C2[0;x(a)]

|Mn(f ;x)− f(x)| ≤ 2
v(x)

n
ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(t) = f(x) + f ′(x)(t− x) +
1

2
f ′′(x)(t− x)2 +Rn(x, t), (1)

ãäå Rn(x, t) =
1

2
[f ′′(ξ)− f ′′(x)](t− x)2, ξ � òî÷êà ìåæäó x è t.

Ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó (1) îïåðàòîð Ln:

Ln(f(t);x) = f(x)Ln(1;x) + f ′(x)Ln((t− x);x) +
1

2
f ′′(x)Ln((t− x)2;x)+

+Ln(Rn(x; t);x).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [2],

Ln(1;x) = 1, Ln(t− x;x) = 0, Ln((t− x)2;x) =
v(x)

n
⇒

⇒ Ln((f(t);x) = f(x) +
1

2
f ′′(x)

v(x)

n
+ Ln(Rn(x, t);x)⇒

⇒Mn(f ;x)− f(x) =
1

2
[f ′′(x)− Ln(f ′′(t);x)]

v(x)

n
+ Ln(Rn(t, x);x).

Âî-ïåðâûõ, ïî òåîðåìå 1

|Ln(f ′′;x)− f ′′(x)| ≤ 2ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîãî δ > 0

|f ′′(ξ)− f ′′(x)| ≤
(

1 +
(t− x)2

δ2

)
ω(f ′′; δ)⇒
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⇒ Ln(Rn(t, x);x) ≤ 1

2
ω(f ′′; δ)

[
Ln((t− x)2;x) +

1

δ2
Ln((t− x)4;x)

]
.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî Ln((t−x)4;x) =
v(x)v′2(x) + v2(x)v′′(x)

n3
, ïîýòîìó,

âçÿâ δ =
v(x)

n
, ïîëó÷àåì

Ln(Rn(t, x);x) ≤ 1

2
ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
v(x)

n

[
1 +

v′2(x)

v(x)n
+
v′′(x)

n

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Mn(f ;x)− f(x)| ≤ 2
v(x)

n
ω

(
f ′′;

√
v(x)

n

)
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-
00167).
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ÓÄÊ 517.927.25

À.Ï. Ãóðåâè÷

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÐÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñóùåñòâîâàíèå ó ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâ-
íåíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ðåøåíèé, êîòîðàÿ èìååò àñèìïòîòè-
êó ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó, òàêóþ ÷òî åå ãëàâíûé ÷ëåí ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì íåêîòîðîãî êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ïðè ýòîì èìååò ïðîñòîå
ïðåäñòàâëåíèå. Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà, èçó-
÷èòü ïîâåäåíèå åãî ðåçîëüâåíòû, ñäåëàòü âûâîä î ñâîéñòâàõ ðÿäà Ôóðüå ïî
ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì [1]. Â ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà íàõîäÿòñÿ â ïîëîñå, ñîäåðæàùåé âåùåñòâåííóþ
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îñü, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ðàñ-
ïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè [2], ïîëåçíî çíàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò àñèìïòîòèêó íå íà îòðåçêå
ïðÿìîé, à â íåêîòîðîì âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå. Â äàííîé ñòàòüå äëÿ
ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòà-
ìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [1].

Ïóñòü Qm � çàìêíóòûé âûïóêëûé m-óãîëüíèê, P � ïîëóïîëîñà â êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè {ρ|Re ρ ≥ ρ0 > 0; | Im ρ| ≤ h}, ãäå ρ0, h � ôèêñèðî-
âàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî ôóíêöèé
f(z), íåïðåðûâíûõ â Qm è àíàëèòè÷åñêèõ â Qm, {Ak}mk=1 � âåðøèíû ìíî-
ãîóãîëüíèêà P .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ϑν(z, ρ) = aν +
m∑
j=1

n∑
k=1

z∫
A(j)

Qkj(z, ξ, ρ)ϑk(ξ, ρ)dξ, ν = 1, 2 . . . , n, (1)

ãäå aν = const , A(j) � âåðøèíû Qm (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), ôóíê-
öèè Qkj(z, ξ, ρ) êàê ôóíêöèè z èëè ξ ïðèíàäëåæàò S, à ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ z è ξ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â P è íåïðåðûâíûìè â P , ïðè-
÷åì Qkj(z, ξ, ρ) = O(1

ρ) ðàâíîìåðíî ïî z, ξ ïðè z ∈ Qm, ξ ∈ [A(j), z],
ãäå [A(j), z] � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè A(j) è z. Òîãäà ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì R0 è |ρ| > R0, ρ ∈ P , ñèñòåìà (1) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå {ϑν(z, ρ)}nν=1, ïðè÷åì ϑν(z, ρ) êàê ôóíêöèè z ïðèíàä-
ëåæàò S è ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ρ ïðè |ρ| > R0

è ρ ∈ P è íåïðåðûâíûìè ïðè ρ ∈ P (|ρ| > R0), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû
àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

ϑν(z, ρ) = aν +O
(1

ρ

)
, ν = 1, 2, . . . , n. (2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

U (n) + p2(z)U (n−2) + . . .+ pn(z)U + ρnU = 0, (3)

ãäå pk(z) (k = 2, 3, . . . , n) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñò-
âó S.

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå (3) èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-
íèé {Uk(z, ρ)}nk=1, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ P è |ρ| äîñòàòî÷íî áîëüøîì Uk(z, ρ) ∈ Qm;
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2) ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ Qm ôóíêöèè Uk(z, ρ) àíàëèòè÷íû â P è
íåïðåðûâíû â P ïðè |ρ| äîñòàòî÷íî áîëüøîì;

3) ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

U
(j)
k (z, ρ) = (ρωk)

j(exp ρωkz)
(

1 +O
(1

ρ

))
, k = 1, n; j = 0, n− 1. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿí-
íûõ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî óðàâíåíèå (3) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

U =
n∑
j=1

Cj(ρ)eρωjz +
n∑
j=1

ωj
nρn−1

Z∫
Aj

eρωj(z−ξ)m(u) dξ, (5)

ãäå â êà÷åñòâå íèæíèõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëü-
íûå òî÷êè ìíîãîóãîëüíèêà Qm, à èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåé-

íûì îòðåçêàì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè Aj è z; m(U) =
n∑
k=2

pk(z)U (n−k).

Èçó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðè Cj = 0, j 6= k; Ck = 1, ãäå k � ôèê-
ñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå n. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç Uk(z, ρ).

Èìååì

Uk = eρωkz +
n∑
j=1

ωj
nρn−1

z∫
Aj(k)

eρωj(z−ξ)m(Uk) dξ. (6)

Óáåäèìñÿ, ÷òî òî÷êè Aj(k) (j = 1, 2, . . . , n) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ïðè
z ∈ Qm è ξ èçìåíÿþùåéñÿ íà îòðåçêå [Aj(k), z] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:
Reωj(z − ξ) ≤ Reωk(z − ξ), òî åñòü

Re(ωj − ωk)(z − ξ) ≤ 0. (7)

Ïóñòü ñåêòîð, îáðàçóåìûé ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà Qm, èñõîäÿùè-
ìè èç âåðøèíû As, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì αs ≤ arg(z − As) ≤ βs,
s = 1, 2, . . . , n. Òîãäà åñëè â êà÷åñòâå íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ
âçÿòü As, òî íåðàâåíñòâî (7) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ òåõ çíà÷åíèé j, äëÿ
êîòîðûõ èìååò ìåñòî π

2 − αj ≤ arg(ωj − ωk) ≤ 3
2 − βj.

Ðàññìîòðèì ñåêòîð Ds, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì π
2 − αs ≤ arg z ≤

≤ 3π
2 − βs. Äîêàæåì, ÷òî

m⋃
s=1

Ds ñîâïàäàåò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ. Ñ ýòîé

öåëüþ ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ê âèäó βs−π ≤ π
2 −arg z ≤ αs.
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Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ïîëó÷èâøèõñÿ ñåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñî
âñåé ïëîñêîñòüþ.

Áóäåì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè Aj(k) â óðàâíåíèè (6) âûáðà-
íû òàê, ÷òî íà îòðåçêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (7).
Íî òîãäà ïðè ρ ∈ P ñïðàâåäëèâû îöåíêè Re ρ(ωj − ωk)(z − ξ) = O(1),
j = 1, 2, . . . , n. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (4) îñòàåòñÿ ñâå-
ñòè óðàâíåíèå (6) ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. [1, ñ. 58]) è
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.
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ÎÁ ÀÑÔÅÐÈ×ÍÎÑÒÈ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÊÎÌÏÀÊÒÀ

1. Çàäà÷åé îá àñôåðè÷íîñòè âûïóêëîãî êîìïàêòàD èç êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Rp ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ: intD 6= ∅ íàçûâàþò

ϕ(x) ≡ R(x)

ρ(x)
−→ min

x∈D
, (1)

ãäå ôóíêöèè

R(x) = max
y∈D

n(x− y), ρ(x) = min
y∈Ω

n(x− y)

âûðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ñàìîé óäàëåííîé òî÷-

êè êîìïàêòà D è ñàìîé áëèçêîé òî÷êè ìíîæåñòâà Ω = Rp \D â çàäàííîé
íîðìå n(·). Ôóíêöèÿ R(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà Rp, à ρ(x) � âîãíóòîé
íà D, èçâåñòíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèàëà ∂R(x) è

ñóïåðäèôôåðåíöèàëà ∂ρ(x) ýòèõ ôóíêöèé [1, 2]. Ïîêàçàòåëü àñôåðè÷íî-
ñòè ϕ∗ = min{ϕ(x) : x ∈ D} èñïîëüçóåòñÿ (îáû÷íî äëÿ ñëó÷àÿ åâêëèäî-
âîé íîðìû) ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ âûïóêëîãî òåëà è ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ
åãî ïðèáëèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè (ñì.,
íàïð., [3]). Îäíàêî àâòîðàì íå óäàëîñü îáíàðóæèòü êàêèå-ëèáî ðåçóëüòà-
òû ïî èññëåäîâàíèþ çàäà÷è (1). Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1), à òàêæå ïðèâîäèòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ.
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2. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ, êîòîðûå äàëåå â ï. 3
áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 1 [2]. Ôóíêöèè R(x) è ρ(x) ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî ëèïøèöåâû-
ìè íà Rp, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç Rp âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|R(x1)−R(x2)| ≤ n(x1 − x2), (2)

|ρ(x1)− ρ(x2)| ≤ n(x1 − x2). (3)

Ôóíêöèÿ R(x), ÿâëÿÿñü âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà Rp, äèôôåðåíöèðóå-
ìà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp. Ïîýòîìó èç (2) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå.Äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ Rp ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

R′(x, g) ≡ lim
α↓0

α−1[R(x+ αg)−R(x)] ≤ n(g),∀x ∈ Rp.

Ëåììà 2 [2]. Åñëè D � ñòðîãî âûïóêëîå ìíîæåñòâî è òî÷êè x1, x2 ∈
∈ D óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

ρ(x1) ≤ ρ(x2) < ρ(x1) + n(x1 − x2),

òî äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

ρ(αx1 + (1− α)x2) > αρ(x1) + (1− α)ρ(x2).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

f(x, β) ≡ R(x)− βρ(x) −→ min
x∈D

(4)

ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè β > 0.

Ëåììà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (4), íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

[∂R(x∗)− β∂ρ(x∗)]
⋂

K+(x∗, D) 6= ∅, (5)

ãäå K+(x∗, D) � ñîïðÿæåííûé êîíóñ ê êîíóñó âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé
ìíîæåñòâà D â òî÷êå x∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿR(x) âûïóêëà, à ρ(x) � âîãíóòà
íà D, òî ôóíêöèÿ f(x, β) âûïóêëà ïî x íà D. Ïîýòîìó, êàê èçâåñòíî [1],
êðèòåðèåì òîãî, ÷òî òî÷êà x∗ ∈ D áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (4), ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíåíèå â íåé ñîîòíîøåíèÿ

∂xf(x∗, β)
⋂

K+(x∗, D) 6= ∅,
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ãäå ∂xf(x∗, β) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, β) ïî x â òî÷êå x∗. Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà [1] ìû èìååì
äëÿ x ∈ D

∂xf(x, β) = ∂R(x)− β∂ρ(x).

Ëåììà äîêàçàíà.

3. Êðèòåðèé äëÿ öåíòðà àñôåðè÷íîñòè äàåò
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ intD áûëà ðåøåíèåì çàäà-

÷è (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ρ(x∗)∂R(x∗)
⋂

R(x∗)∂ρ(x∗) 6= ∅. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóá-
äèôôåðåíöèðóåìîé (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Äåìüÿíîâà�Ðóáèíîâà [5]) è
íà ýòîé îñíîâå äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü ñîîòíîøåíèÿ (6). Äîêàæåì åãî
äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, òî÷êà x∗ ∈ intD óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ (6), îäíàêî ñóùåñòâóåò òî÷êà y∗ ∈ intD, äëÿ êîòîðîé

ϕ(y∗) < ϕ(x∗). (7)

Î÷åâèäíî ñîîòíîøåíèå (6) ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ

op ∈ ∂R(x∗)− ϕ(x∗)∂ρ(x∗).

Ïîñêîëüêó äëÿ òî÷êè x∗ ∈ intD êîíóñ K+(x∗, D) = {op}, èç íåãî ñëåäó-
åò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (5). Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3
èìååì

f(x∗, ϕ(x∗)) = min
x∈D

f(x, ϕ(x∗)). (8)

Èç (8) ïîëó÷àåì

R(y∗)− ϕ(x∗)ρ(y∗) ≥ R(x∗)− ϕ(x∗)ρ(x∗) = 0. (9)

À ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà (7) âûïîëíÿåòñÿ

R(y∗)− ϕ(x∗)ρ(y∗) < R(y∗)− ϕ(y∗)ρ(y∗) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (9). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Åñëè D � ñòðîãî âûïóêëûé êîìïàêò, òî çàäà÷à (1) èìå-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(x1) = ϕ(x2) = ϕ∗, à ñëåäîâà-

òåëüíî,
R(x1)− ϕ∗ρ(x1) = R(x2)− ϕ∗ρ(x2) = 0.
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Îòñþäà âûòåêàåò

R(x)− ϕ∗ρ(x) ≡ 0, x ∈ [x1, x2], (10)

ïîñêîëüêó ïðîòèâíîå îçíà÷àëî áû äëÿ âûïóêëîé ïî xôóíêöèè f(x, ϕ∗) ñó-
ùåñòâîâàíèå òî÷êè x0 ∈ (x1, x2), â êîòîðîé R(x0)−ϕ∗ρ(x0) < 0, à çíà÷èò,
ϕ(x0) < ϕ∗, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àôôèííîå
ïîâåäåíèå (10) ôóíêöèè f(x, ϕ∗) íà îòðåçêå [x1, x2] îçíà÷àåò, ÷òî è ôóíê-
öèè R(x) è ρ(x) òàêæå îáÿçàíû âåñòè ñåáÿ íà ýòîì îòðåçêå êàê àôôèííûå
ôóíêöèè. Òîãäà ïîâåäåíèå ôóíêöèè R(x) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå

R(x1 + α(x2 − x1)) = R(x1) + αR′(x1, x2 − x1), α ∈ [0, 1]. (11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àôôèííîñòü ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ρ(x) â ñèëó ëåììû 2
âëå÷åò ðàâåíñòâî ρ(x2) = ρ(x1) + n(x1 − x2), à ñëåäîâàòåëüíî, è

ρ(x1 + α(x2 − x1)) = ρ(x1) + αn(x1 − x2), α ∈ [0, 1]. (12)

Èç (10) � (12) ïîëó÷àåì

f(x1+α(x2−x1), ϕ
∗) = R(x1)−ϕ∗ρ(x1)+α(R′(x1, x2−x1)−ϕ∗n(x1−x2)) = 0,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (10), âûòåêàåò R′(x1, x2 − x1) = ϕ∗n(x1 − x2). Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ ëåììû 1, ïîñêîëüêó ϕ∗ > 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü íå
åäèíñòâåííûì. Êðîìå òîãî, óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè êîìïàêòà D, ÿâ-
ëÿÿñü äîñòàòî÷íûì, íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåí-
òà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 515.14
À.Â. Åðøîâ

Î ÐÀÑÑËÎÅÍÈßÕ ÑÎ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÌ ÃÐÓÏÏÎÈÄÎÌ
ÌÀÒÐÈ×ÍÛÕ ÏÎÄÀËÃÅÁÐ

Ââåäåíèå. Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç [1]. ×åðåç
Homalg(Mk(C), Mkl(C)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ óíèòàëüíûõ ∗- ãî-
ìîìîðôèçìîâ èç Mk(C) â Mkl(C). Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì

PU(kl)/(Ek ⊗ PU(l))

ãðóïïû PU(kl). Ïóñòü Ak → X � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå Mk(C)-
ðàññëîåíèå (òàêèì îáðàçîì, åãî ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà åñòü PGLk(C)
èëè åå äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò PU(k)). Homalg(Mk(C), Mkl(C))-
ðàññëîåíèå, ïîëó÷åííîå èç Ak → X ïîñëîéíûì ïðèìåíåíèåì ôóíêòîðà
Homalg(. . . , Mkl(C)), îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk, l(Ak)→ X.

Ãðóïïîèä Gk, l îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìíîæåñòâî îáú-
åêòîâ G0

k, l ñîñòîèò èç óíèòàëüíûõ ∗-ïîäàëãåáð, èçîìîðôíûõ Mk(C), â
ôèêñèðîâàííîé àëãåáðå Mkl(C) (íàçûâàåìûõ â äàëüíåéøåì �k - ïîäàë-
ãåáðàìè �), à ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ (ñîáñòâåííî Gk, l) � èç âñåõ óíè-
òàëüíûõ ∗-ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè k - ïîäàëãåáðàìè.
Òîïîëîãèÿ íà îáúåêòàõ è ìîðôèçìàõ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì: G0

k, l ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì Grk, l :=
= PU(kl)/(PU(k) ⊗ PU(l)) � �ìàòðè÷íûì ãðàññìàíèàíîì�, ïàðàìåòðè-
çóþùèì k-ïîäàëãåáðû â Mkl(C), à Gk, l � ñ ïðîñòðàíñòâîì Hk, l(Ak, l), ãäå

Ak, l → Grk, l (1)

� òàâòîëîãè÷åñêîå Mk(C)-ðàññëîåíèå íàä Grk, l (åãî ñëîé íàä x ∈ Grk, l
åñòü ïîäàëãåáðà â Mkl(C), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé òî÷êå).

Áóäó÷è ãðóïïîèäîì, Gk, l çàäàíî âìåñòå ñî ñòðóêòóðíûìè ìîð-
ôèçìàìè: ¾source¿ è ¾target¿ s, t : Gk, l ⇒ G0

k, l, êîìïîçèöèåé
m : Gk, l ×

s G0 t
k, l

Gk, l → Gk, l, åäèíèöåé e : G0
k, l → Gk, l è îáðàùåíèåì

i : Gk, l → Gk, l, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèÿì [2].
Ïî ïðè÷èíàì, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â [3], íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó-

÷àé, êîãäà (k, l) = 1.
Ïîíÿòèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû è ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñòðóêòóðíîé ãðóï-

ïîé G î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà (òîïîëîãè÷åñêèé)
ãðóïïîèäG [2, 4]. Òî÷íåå (ëåâîå), äåéñòâèåG íà ïðîñòðàíñòâå Y , ñíàáæåí-
íîì îòîáðàæåíèåì (�ìîìåíòîì�) τ : Y → G0 � ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå G ×

sG0 τ
Y → Y, óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì.
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Ãëàâíîå (ëåâîå) G-ðàññëîåíèå ñ áàçîé X � ýòî òàêîå G-ïðîñòðàíñòâî P
ñ ìîìåíòîì τ : P → G0 è G-èíâàðèàíòíîé ïðîåêöèåé π : P → X, ÷òî
îòîáðàæåíèå

G ×
sG0 τ

P → P ×
πX π

P, ((g, p), s(g) = τ(p)) 7→ (gp, p)

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäàG = G, ìû âîçâðàùà-
åìñÿ ê îáû÷íûì îïðåäåëåíèÿì, ïîñêîëüêó ãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ãðóïïîèä ñ îäíîòî÷å÷íûì ïðîñòðàíñòâîì îáúåêòîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàññëîåíèå âèäà π : Hk, l(Ak)→ X èìååò åñòåñòâåí-
íóþ ñòðóêòóðó ãëàâíîãî Gk, l-ðàññëîåíèÿ (ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ êàê

h 7→ h((Ak)x) ⊂Mkl(C), h ∈ Hk, l(Ak), π(h) = x,

à äåéñòâèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð).
Ïóñòü Auniv

k → BPU(k) � óíèâåðñàëüíîåMk(C)-ðàññëîåíèå. Â [1] ïîêà-
çàíî, ÷òî Hk, l(A

univ
k ) → BPU(k) � óíèâåðñàëüíîå ãëàâíîå Gk, l - ðàññëîå-

íèå. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ãëàâíîå Gk, l - ðàññëîåíèå
èìååò âèä Hk, l(Ak) → X äëÿ íåêîòîðîãî (îïðåäåëåííîãî îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) Mk(C)-ðàññëîåíèÿ Ak.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïð., [5]), ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G
ëþáîå ãëàâíîå G-ðàññëîåíèå ìîæåò áûòü ñêëååíî èç ëîêàëüíûõ òðèâèà-
ëèçàöèé ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî 1-êîöèêëà ×åõà ñî çíà÷åíèÿìè â G (áîëåå
òîãî, îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ ýêâèâàëåòíîñòü ìåæäó êëàññàìè èçîìîð-
ôèçìà G-ðàññëîåíèé è êëàññàìè êîãîìîëîãèé òàêèõ êîöèêëîâ). Äàäèì
ñîîòâåòñòâóþùåå îïèñàíèå äëÿ ãëàâíûõ Gk, l-ðàññëîåíèé.

Ëîêàëüíîå îïèñàíèå Gk, l-ðàññëîåíèé. Òðèâèàëüíîå Gk, l-ðàññëîåíèå
íàä X � ðàññëîåíèå, èíäóöèðîâàííîå èç

Hk, l(Ak, l)→ Grk, l (2)

(ñì. (1)), ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ X → Grk, l. Îáîñíîâàíè-
åì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî (2) èìååò êàíîíè÷åñêîå ñå÷åíèå
x 7→ IdMk, x

, ãäå Mk, x � k-ïîäàëãåáðà, îòâå÷àþùàÿ òî÷êå x ∈ Grk, l (íà-
ïîìíèì, ÷òî äëÿ ãðóïïû G ãëàâíîå G-ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî⇔ îíî èìå-
åò ñå÷åíèå, ïðè÷åì ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåò òðèâèàëèçàöèþ, è íàîáîðîò). Â
÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ãðóïïîèäîâ ñóùåñòâóþò íåèçîìîðôíûå òðèâèàëüíûå
ãëàâíûå ðàññëîåíèÿ [2].

Òàêèì îáðàçîì, çàäàòü òðèâèàëèçàöèþ Gk, l-ðàññëîåíèÿ Hk, l(Ak)→ X
� òî æå ñàìîå, ÷òî çàäàòü îòîáðàæåíèå f : X → Grk, l, òàêîå ÷òî Ak =
= f ∗Ak, l, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òðîéêó (Ak, µ, X ×Mkl(C)), ãäå µ : Ak →

29



→ X×Mkl(C) � îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèé íàä X, ÿâëÿþùååñÿ íà êàæäîì
ñëîå óíèòàëüíûì ∗ -ãîìîìîðôèçìîì ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

Íàïîìíèì, ÷òî àâòîìîðôèçìû òðèâèàëüíîãî ãëàâíîãî G-ðàññëîåíèÿ
íàä X ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè X → G. Â
ñëó÷àå ãðóïïîèäà Gk, l îòîáðàæåíèå ν : X → Gk, l îïðåäåëÿåò êîìïîçèöèè
f := s ◦ ν, f ′ := t ◦ ν : X → Grk, l, îòâå÷àþùèå íåêîòîðûì òðîéêàì (òðè-
âèàëèçàöèÿì ðàññìàòðèâàåìîãî Gk, l-ðàññëîåíèÿ) (Ak, µ, X × Mkl(C)) è
(A′k, µ

′, X ×Mkl(C)), ïðè÷åì ν çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ïîäðàññëîåíè-
ÿìè µ(Ak) è µ

′(A′k) âX×Mkl(C). Â [1] ïîñëåäíèå íàçûâàëèñü ÷àñòè÷íûìè
èçîìîðôèçìàìè ìåæäó òðîéêàìè, ïîñêîëüêó íå âñåãäà òàêîé èçîìîðôèçì
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà âñåãî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Òåïåðü, çíàÿ ÷òî òàêîå òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå è åãî àâòîìîðôèçìû,
ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ñêëåèâàíèþ ãëîáàëüíîãî ðàññëîåíèÿ èç ëîêàëüíûõ
òðèâèàëèçàöèé ñ ïîìîùüþ 1-êîöèêëà. Èòàê, ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, U := {Uα}α∈A � åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå. 1-êîöèêë {gαβ}α, β∈A ñî çíà÷åíèÿìè â Gk, l (èëè ïðîñòî
Gk, l-êîöèêë) � íàáîð òàêèõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé gαβ : Uα ∩ Uβ →
→ Gk, l ÷òî

1) gαβ è gβγ êîìïîíèðóåìû íà Uα ∩ Uβ ∩ Uγ, ò.å. ∀x ∈ Uα ∩ Uβ∩
∩ Uγ t(gαβ(x)) = s(gβγ(x)), ãäå s è t� îòîáðàæåíèÿ ¾sourc¿ è ¾target¿
äëÿ ãðóïïîèäà Gk, l;

2) gβγgαβ = gαγ íà Uα ∩ Uβ ∩ Uγ (â ÷àñòíîñòè, gαα(x) ∈ Im(e), gβα =
= i(gαβ), ãäå e è i � åäèíèöà è îáðàùåíèå äëÿ ãðóïïîèäà Gk, l.

Íà ìíîæåñòâå Gk, l-êîöèêëîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (êîãîìîëîãè÷íîñòè), îáîáùàþùåå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïîíÿòèå äëÿ ãðóïïîâûõ 1-êîöèêëîâ [4].

Òåïåðü ñêëåèâàíèå ãëîáàëüíîãî Gk, l-ðàññëîåíèÿ èç ëîêàëüíûõ
òðèâèàëèçàöèé ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðèâèàëèçà-
öèÿ íàä Uα � òðîéêà (Ak, α, µα, Uα × Mkl(C)) èëè ïðîñòî îòîáðàæå-
íèå fα : Uα → Grk, l. Ðàññìîòðèì Gk, l-êîöèêë {gαβ}α, β∈A, òàêîé ÷òî
s(gαβ) ≡ fα|Uα∩Uβ è t(gαβ) ≡ fβ|Uα∩Uβ ∀α, β ∈ A. Êîöèêë {gαβ}α, β∈A
îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íûå èçîìîðôèçìû èç (Ak, α, µα, Uα × Mkl(C))|Uα∩Uβ â
(Ak, β, µβ, Uβ ×Mkl(C))|Uα∩Uβ äëÿ âñåõ α, β ∈ A, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ íà
òðîéíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå òðèâèàëèçàöèè, âîçíè-
êàþùèå íàä äâîéíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè, ñêëåèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷-
íûõ èçîìîðôèçìîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêîå Gk, l-ðàññëîåíèå íàä X èìååò âèä Hk, l(Ak) äëÿ
íåêîòîðîãî Mk(C)-ðàññëîåíèÿ Ak → X. Êàê âîññòàíîâèòü Ak ïî ïîëó-
÷åííîìó ëîêàëüíîìó îïèñàíèþ? Îòâåò äîâîëüíî î÷åâèäåí: Ak ïîëó÷àåòñÿ

30



ñêëåéêîé ëîêàëüíûõ ðàññëîåíèé Ak, α → Uα ïî èçîìîðôèçìàì íàä ïåðåñå-
÷åíèÿìè Uα∩Uβ, îïðåäåëÿåìûìè ÷àñòè÷íûìè èçîìîðôèçìàìè. Çàìåòèì,
÷òî âëîæåíèÿ µα ïðè ýòîì íå ñêëåèâàþòñÿ íè â êàêîé ãëîáàëüíûé îáúåêò
êàê è ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè äëÿ ðàññëîåíèé ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 07-
01-00046-à, 07-01-91555-ÍÍÈÎ-à è 08-01-00034-à).
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Ì.Þ. Èãíàòüåâ

Î ÐÅØÅÍÈÈ ÎÄÍÎÉ ÍÅÏÎËÍÎÉ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ØÒÓÐÌÀ � ËÈÓÂÈËËß

Ïóñòü Ω = {λn}n=1,∞ � ïîäìíîæåñòâî ñïåêòðà êðàåâîé çàäà÷è:

`y ≡ −y′′ + q(x)y = λy, b− π < x < b, (1)

y(b− π) = y(b) = 0, (2)

ãäå b < π/2.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó Ω è çíà÷åíèÿì ïîòåíöèàëà
q(x) íà [b− π, 0] âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàë íà âñåì îòðåçêå [b− π, b].

Çàäà÷à 1 îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì "íåïîëíûì"(èëè "ïîëóîáðàò-
íûì") çàäà÷àì, â êîòîðûõ íåäîñòàòîê ñïåêòðàëüíîé èíôîðìàöèè êîì-
ïåíñèðóåòñÿ íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé îá èñêîìîì ïîòåíöèàëå.
Âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ (è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è 1)
ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ (ñì., íàïð., [1 � 3]).
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çà-
äà÷è 1.

Îáîçíà÷èì

c(x, λ) = cos
√
λx, s(x, λ) =

sin
√
λx√
λ

.
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Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ.

Óñëîâèå A. Ñèñòåìà ôóíêöèé {s (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[0, 2b].

Ïóñòü S(x, λ), S0(x, λ), C0(x, λ) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè S(b − T, λ) = S0(0, λ) = C ′0(0, λ) = 0, S ′(b−
−T, λ) = S ′0(0, λ) = C0(0, λ) = 1.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

ϕ(x, λ) := S(0, λ)c(x, λ) + S ′(0, λ)s(x, λ). (3)

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë q(x) èçâåñòåí àïðèîðè äëÿ x ∈ [b− π, 0], âåëè÷èíû
S(0, λ) è S ′(0, λ) òàêæå èçâåñòíû àïðèîðè (äëÿ âñåõ λ). Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèè ϕ(x, λ) ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè äëÿ âñåõ λ è x ∈ [b− π, b].

Ëåììà 1. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

`y ≡ −y′′ + q(x)y = λy,A < x < B, y(A) = y(B) = 0. (4)

Ïóñòü {λn}n=1,∞ � ïîäìíîæåñòâî ñïåêòðà çàäà÷è (4) òàêîå, ÷òî ñè-
ñòåìà ôóíêöèé {s (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[0, a] a ≤ B − A. Ïóñòü
SA(x, λ) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè `y = λy, y(A) = 0, y′(A) = 1. Òî-
ãäà ñèñòåìà ôóíêöèé {SA (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ
L2[A,A+ a] è L2[B − a,B].

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî A = 0. Òîãäà ïîëíîòà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñëåäóåò
èç ïðåäñòàâëåíèÿ SA(x, λ) = (E + G)s(x, λ) [4] è ïîëíîòû ñèñòåìû
{s (x, λn)}n=1,∞. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè −y′′ + q∗(x)y = λy, y(0) = 0, y′(0) = 1, ãäå
q∗(x) := q(B−x). Îáîçíà÷èì åå ðåøåíèå ÷åðåç S∗(x, λ). Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî S∗(x, λ) = SB(B−x, λ), ãäå SB(x, λ) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè `y = λy,
y(B) = 0, y′(B) = −1. ßñíî, ÷òî ñïåêòð çàäà÷è Äèðèõëå ñ ïîòåíöèàëîì
q∗(x) ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4). Â ñèëó äîêàçàííîé ðàíåå ïåðâîé
÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñèñòåìà {S∗ (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[0, a]. Íî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà {SB (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[B − a,B]. Äàëåå,
ïîñêîëüêó âñå λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4), èìååì SB (x, λn) =
= βnSA (x, λn). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A ñèñòåìà ôóíêöèé
{ϕ (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[−b, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ [4] äëÿ
S(x, λ), ÷òî ñ ó÷åòîì (3) äàåò

S(x, λ) = ϕ(x, λ) +

x∫
−x

K(x, t)ϕ(t, λ) dt, x ∈ [−b, b]. (5)
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Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A ñèñòåìà
{S (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[−b, b]. À òàê êàê â ñèëó (5) èìååì ϕ (x, λn) =
= (E +K)−1S (x, λn), òî è ñèñòåìà {ϕ (x, λn)}n=1,∞ ïîëíà â L2[−b, b].

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ çàäà÷è 1. Äëÿ ýòîãî
ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (5), ïîëîæèâ â íåì x = b è λ =
= λn, n = 1,∞. Ïîñêîëüêó λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2),
èìååì S (b, λn) = 0 è (5) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

b∫
−b

f(t)ϕ (t, λn) dt = −ϕ (b, λn) , n = 1,∞, (6)

ãäå f(t) = K(b, t). Â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû {ϕ (x, λn)}n=1,∞ ðàâåí-
ñòâîì (6) ôóíêöèÿ f(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç âõîäíûå äàííûå
çàäà÷è 1.

Äàëåå, çíàÿ ôóíêöèþ f(t), t ∈ [−b, b] ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó 1 ê
êëàññè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷å Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå [0, b] â
òîé èëè èíîé ïîñòàíîâêå. Ïîêàæåì, êàê, èñïîëüçóÿ f(t), t ∈ [−b, b], íàéòè
ôóíêöèþ Âåéëÿ [5]:

M(λ) = −C0(b, λ)

S0(b, λ)
. (7)

Âåëè÷èíû C0(b, λ) è S0(b, λ) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñ ó÷åòîì K(b, t) = f(t) ýòî äàåò:

S0(b, λ) = s(b, λ) +

b∫
−b

f(t)s(t, λ) dt, (8)

C0(b, λ) = c(b, λ) +

b∫
−b

f(t)c(t, λ) dt. (9)

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ôóíêöèþ f(t), ìû ìîæåì, èñïîëüçóÿ (7) � (9), íàéòè
M(λ). Âîññòàíîâëåíèå ïî ôóíêöèè Âåéëÿ M(λ) ïîòåíöèàëà q(x), â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå
êîòîðîé ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ [5].

Îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.

Àëãîðèòì 1. Äàíû q(x), x ∈ [b− T, 0], Ω = {λn}n=1,∞.
1) âû÷èñëÿåì S(x, λ) äëÿ x ∈ [b− T, 0], λ ∈ Ω;
2)ñòðîèì ôóíêöèþ ϕ(x, λ) (3), x ∈ [−b, b], λ ∈ Ω;
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3) íàõîäèì f(t), t ∈ [−b, b], èç (6);
4) âû÷èñëÿåì S0(b, λ), C0(b, λ), M(λ), èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñî-

îòíîøåíèÿ (8), (9), è (7);
5) ïî M(λ) âîññòàíàâëèâàåì q(x), x ∈ [0, b] [5].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è ÍÍÑ (ïðîåê-
òû 07-01-00003 è 07-01-92000-ÍÍÑ-à).
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ÓÄÊ 517.9

Â.Ì. Êîíþøêîâ

ÎÁÙÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ

Îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòåí è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå îáùèé àëãîðèòì ïåðåíîñèòñÿ íà óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, îáîñíîâûâàåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå ïðè íàõîæäåíèè ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:{
uxy = f(x, y, u, p, q),

u|l = 0, p|l = 0, q|l = 0,
(1)

ãäå u = u(x, y), p = ∂u
∂x , q = ∂u

∂y , l � ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè Oxy, îá-
ëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðåñåêàåò åå òîëü-
êî ëèøü â îäíîé òî÷êå è íå êàñàåòñÿ åå. Ôóíêöèÿ f(x, y, u, p, q) îïðåäåëåíà
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è íåïðåðûâíà â îáëàñòè (ðèñóíîê), ïðîåêöèåé êîòîðîé íà Oxy ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê J = {x0 ≤ x ≤ x0 + a, y0 ≤ y ≤ y0 + b} è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì u, p, q.

D

J

a P

b

A A

A

x

y

A x  ,y( )

2

1

3

0    0

0

Ðåøåíèå (1) íàõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè un(x, y),
ãäå {un(x, y)}∞1 � ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè:{

uxy = fn(x, y, u, p, q),

u|l = 0, p|l = 0, q|l = 0,
n = 0, 1, 2, . . . ,

à ôóíêöèè fn(x, y, u, p, q) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) è

fn(x, y, un(x, y), pn(x, y), qn(x, y)) ≡ f(x, y, un(x, y), pn(x, y), qn(x, y)), (2)

n = 0, 1, 2, . . .
Ðàññìàòðèâàåìûé â ñòàòüå ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íàçûâàåòñÿ

àëãîðèòìîì Z. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x, y, u, p, q) íà-
çûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, îïðåäåëÿþùåé àëãîðèòì Z.

Ïóñòü fn(x, y, u, p, q) = αn(u − un) + βn(p − pn) + γn(q − qn)+
+f(x, y, un, pn, qn), ãäå {αn}∞1 , {βn}∞1 , {γn}∞1 � îãðàíè÷åííûå ÷èñëîâûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1, C2,
C3 òàêèå, ÷òî |αn| ≤ C1, |βn| ≤ C2, |γn| ≤ C3 äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . .

Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un(x, y)}∞1 ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è Êîøè (1) íà ïðÿìîóãîëüíèêå J .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè
âûáðàííîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x, y, u, p, q)} ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé äëÿ
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðèìàíà. Ñõîäèìîñòü ïîñòðî-
åííûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì, èçëîæåííûì â òåîðåìå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé [1].
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Ñ.À. Êðåéñ

ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÛÅ ÄÓÀËÜÍÛÅ ÔÐÅÉÌÛ
Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôðåéìû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ äóàëüíûõ ôðåéìîâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã óòâåðæäå-
íèÿ, ðàíåå ïîëó÷åííîãî â [1] äëÿ ôðåéìîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôðåéìîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçû-
âàåòñÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ (ϕn)

∞
n=1 ⊂ H\{0}, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò òàêèå

ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû A è B, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàìî÷-
íûå íåðàâåíñòâà:

A ‖f‖2 ≤
∞∑
n=1

|(f, ϕn)|2 ≤ B ‖f‖2

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H.
Êîíñòàíòû A è B èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò ôðåéìîâûìè êîí-

ñòàíòàìè. Ïðè ýòîì A íàçûâàåòñÿ íèæíåé ôðåéìîâîé êîíñòàíòîé, à
B � âåðõíåé ôðåéìîâîé êîíñòàíòîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ïðî-
ñòðàíñòâà H íàçûâàþò áåññåëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â H, åñëè äëÿ
íåå ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåðõíÿÿ ôðåéìîâàÿ êîíñòàíòà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôðåéì (yn) ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâà-
åòñÿ àëüòåðíàòèâíûì äóàëüíûì ôðåéìîì äëÿ ôðåéìà (xn), åñëè äëÿ
ëþáîãî x ∈ H ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ:

x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [1].
Òåîðåìà 1. Åñëè (xn) è (yn) � áåññåëåâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, äëÿ ëþáîãî x ∈ H óäîâëåòâîðÿþùèå
ðàâåíñòâàì

x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn,

òîãäà (xn) è (yn) � àëüòåðíàòèâíûå äóàëüíûå ôðåéìû.
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Ïîñëå òîãî êàê Ãðîøåíèã [2] âïåðâûå îáîáùèë ôðåéìû íà áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà è íàçâàë èõ àòîìàðíûìè ðàçëîæåíèÿìè, â ýòîé îáëàñòè íà-
áëþäàëàñü î÷åíü áîëüøàÿ àêòèâíîñòü. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ôðåéìà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, â
ðàáîòå [1, îïð. 3.3] ôðåéì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ áåçóñëîâíîãî áàçèñà
îáúåìëþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è X∗ � ñîïðÿæåííîå ê íåìó. Äàëåå,
ïóñòü çàäàíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Xd, ñîñòîÿùåå èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé a = (an) è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: cèñòåìà
êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ (εn) îáðàçóåò áàçèñ â Xd. Êðîìå òîãî, ñîïðÿæåííàÿ
ñèñòåìà (ε∗n) îáðàçóåò áàçèñ â X∗d . Òîãäà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗d
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñíîâà êàê ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü çàäàíû ñèñòåìû (xn) ⊂ X è (yk) ⊂ X∗. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A, Ã, B, B̃ òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

A ‖x‖X ≤ ‖(x, yn)‖Xd
≤ B ‖x‖X (1)

è ëþáîãî y ∈ X∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Ã ‖y‖X∗ ≤ ‖(xn, y)‖X∗d ≤ B̃ ‖y‖X∗ . (2)

Åñëè ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ

x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn, (3)

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ñèñòåì (xn) è (yn) îáðàçóåò ôðåéìèíã.
Çàìå÷àíèå. Ôðåéìèíã ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì àëüòåðíàòèâíûõ

äóàëüíûõ ôðåéìîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëû (1) è (2) â ñëó÷àå, êîãäà X � ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, òî ñèñòåìû (xn)

∞
n=1 è (yn)

∞
n=1 ÿâëÿþòñÿ ôðåéìàìè âX â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ 1, à èç ðàâåíñòâ (3) ñëåäóåò, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò îïðåäå-
ëåíèþ 2, òî åñòü îáðàçóþò ïàðó àëüòåðíàòèâíûõ äóàëüíûõ ôðåéìîâ.

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1, äëÿ ôðåéìèíãà
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (xn) ⊂ X, (yn) ⊂ X∗ è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
B > 0, ÷òî ïðè âñåõ y èç X∗

‖(xn, y)‖X∗d ≤ B ‖y‖X∗ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ X:(
(x, yn)

)
∈ Xd
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è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ

x =
∞∑
n=1

(x, yn)xn.

Òîãäà ïàðà ñèñòåì (xn) è (yn) îáðàçóåò ôðåéìèíã.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ óäîáíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî

âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.
Ëåììà 1. Ïóñòü (εn) � ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ, îáðàçóþùàÿ

áàçèñ â Xd. Îïðåäåëèì îïåðàòîð L : Xd 7→ X, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìó-
ëå Lεn = xn ïðè âñåõ n ∈ N . Òîãäà ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

L∗y =
(

(xn, y)
)

ïðè ëþáîì y ∈ X∗.
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà îïåðàòîð L∗

èíúåêòèâåí, òî åñòü äëÿ ëþáîãî y ∈ X∗ âûïîëíÿåòñÿ íèæíåå íåðàâåí-
ñòâî â (2).

Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) è (yn) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn) òàêæå ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ:

y =
∞∑
n=1

(xn, y) yn

ïðè ëþáîì âûáîðå y ∈ X∗.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ëåììû 1

è ëåììû 2, ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå âåðõíåãî íåðàâåíñòâà â (1) äëÿ
(xn) ðàâíîñèëüíî îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà L, îïðåäåëåííîãî â ëåììå 1.
Èç ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî L ñþðúåêòèâåí, è òåì ñàìûì
ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗ èíúåêòèâåí. À èç ïîñëåäíåãî âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå íèæíåé êîíñòàíòû â (2) äëÿ ñèñòåìû (xn). Íåðàâåíñòâà (1) äëÿ
ñèñòåìû (yn) ñëåäóþò èç ëåììû 3 ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà ðàâíîìåðíîé îãðàíè-
÷åííîñòè Áàíàõà � Øòåéíãàóçà è äâîéñòâåííîñòè îïåðàòîðíûõ èíúåêöèé
è ñþðúåêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû (xn) è (yn) óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâàì (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, äëÿ íèõ âåðíà ôîðìóëà
âîññòàíîâëåíèÿ (3). Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò ôðåéìèíã.
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ÓÄÊ 512.53
Â.À. Ìîë÷àíîâ

Î ÑÒÐÎÅÍÈÈ ÃÎÌÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÏÎËÓÃÐÓÏÏ
ÂÅÊÒÎÐ-ÔÓÍÊÖÈÉ

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòîâ [1] ÿâ-
ëÿåòñÿ èçó÷åíèå âçàèìîñâÿçè ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè àâòîìàòîâ è êàòåãî-
ðèé èõ êîìïîíåíò � ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, ïîëóãðóïï âõîäíûõ ñèìâîëîâ è
ìíîæåñòâ âûõîäíûõ ñèìâîëîâ àâòîìàòîâ. Òàê êàê ïîëóãðóïïû âõîäíûõ
ñèìâîëîâ àâòîìàòîâ åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè âåêòîð-
ôóíêöèé, òî îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå ìîðôèçìîâ
òàêèõ ïîëóãðóïï íà ÿçûêå àëãåáðû îòíîøåíèé [2].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ñþðüåêòèâíûõ
ãîìîìîðôèçìîâ ïîëóãðóïï âåêòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ýïèìîðôèçìà-
ìè êàòåãîðèè ïîëóãðóïï.

Ïóñòü X, Y � íåêîòîðûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì T (X) êàê
ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X, F (X, Y ) � ìíîæåñòâî âñåõ
îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y. Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà X
ìíîæåñòâî X × Y îáîçíà÷àþòñÿ f : x → X × Y è íàçûâàþòñÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿìè íà ìíîæåñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X × Y . Ìíîæå-
ñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîð-ôóíêöèé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì S(X, Y ).

Êàæäàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f : x → X × Y îïðåäåëÿåò óïîðÿäî÷åí-
íóþ ïàðó (f1, f2) îòîáðàæåíèé f1 : X → X, f2 : X → Y ïî ôîðìóëå
f(x) = (f1(x), f2(x)), ãäå x ∈ X. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ f1, f2 íàçûâàþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòàìè âåêòîð-ôóíêöèè f. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ïàðû îòîáðàæåíèé f1 : X → X, f2 : X → Y ïîëó-
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå [2] îòîáðàæåíèé f1, f2 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé f :
x→ X × Y ñ êîìïîíåíòàìè f1, f2. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ôóíêöèè ìîæ-
íî îòîæäåñòâëÿòü ñ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè èõ êîìïîíåíò è ìíîæåñòâî
S(X, Y ) ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì X×F (X, Y )
ìíîæåñòâ X,F (X, Y ).

Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé f, g èç ìíîæåñòâà S(X, Y ) åñòåñòâåííî îïðåäÿ-
ëÿåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïî ôîðìóëå f · g = (f1g1, f1g2), ãäå f1g1, f1g2

� îáû÷íûå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Èçâåñòíî [2], ÷òî òàêîå óìíîæå-
íèå âåêòîð-ôóíêöèé àññîöèàòèâíî. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî S(X, Y ) ñ îïåðàöè-
åé óìíîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé îáðàçóåò ïîëóãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ñî çíà-
÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X×Y. Ïîäïîëóãðóïïû ïîëóãðóïïû S(X, Y ) íàçû-
âàþòñÿ ïîëóãðóïïàìè âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ño çíà÷åíèÿìè
â ìíîæåñòâå X × Y.
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Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ ïîëóãðóïï âåêòîð-ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ èõ
ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè àâòîìàòîâ.

Ñëåäóÿ [1], ïîä àâòîìàòîì áóäåì ïîíèìàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
âèäà A = (X,S, Y, δ, λ), ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé X, ïîëóãðóï-
ïû âõîäíûõ ñèìâîëîâ S, ìíîæåñòâà âûõîäíûõ ñèìâîëîâ Y, ôóíêöèè ïå-
ðåõîäîâ δ : X → X è âûõîäíîé ôóíêöèè λ : X → Y, êîòîðûå ïðè
ëþáûõ x ∈ X, s, t ∈ S óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: δ(x, st) = δ(δ(x, s), t)
è λ(x, st) = λ(δ(x, s), t). Êàæäûé ñèìâîë s ∈ S îïðåäåëÿåò ïàðó îòîá-
ðàæåíèé δs : X → X,λs : X → Y, êîòîðûå êàæäîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà
x ∈ X ïåðåâîäÿò â íîâîå ñîñòîÿíèå δs(x) = δ(x, s) è â âûõîäíîé ñèìâîë
λs(x) = λ(x, s). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìâîë s ∈ S îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå X
âåêòîð-ôóíêöèþ fs = (δs, λs) ño çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X×Y. Ïî îïðå-
äåëåíèþ àâòîìàòà ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå âõîäíûõ ñèìâîëîâ s, t ∈ S
íà ñîñòîÿíèå x ∈ X ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ft(fs(x)) = (δ(δ(x, s), t), λ(δ(x, s), t)) = (δ(x, st), λ(x, st)) = fst(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå s 7→ fs (s ∈ S) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì ïîëóãðóïïû S â ñèììåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó âåêòîð-ôóíêöèé
S(X, Y ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ s, t ∈ S íàéäåòñÿ òàêîé x ∈ X, ÷òî
δs(x) 6= δt(x) èëè λs(x) 6= λt(x). Òàêèå àâòîìàòû íàçûâàþòñÿ àâòîìàòàìè
áåç ðàâíîäåéñòâóþùèõ ñèãíàëîâ.

Ëåììà 1. Ïîëóãðóïïà âõîäíûõ ñèìâîëîâ àâòîìàòà áåç ðàâíîäåé-
ñòâóþùèõ ñèãíàëîâ A = (X,S, Y, δ, λ) èçîìîðôíà ïîëóãðóïïå åãî âåêòîð-
ôóíêöèé {fs : s ∈ S}.

Ïîëóãðóïïà S âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ño çíà÷åíèÿìè â ìíî-
æåñòâåX×Y íàçûâàåòñÿ ïðèåìëåìîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èç ìíîæåñòâàX (ñîîòâåòñòâåííî Y ) íàéäóòñÿ
òàêèå x ∈ X, f ∈ S, ÷òî f1(x) = a (ñîîòâåòñòâåííî f2(x) = a);

2) íàéäóòñÿ f, g ∈ S ñ ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì f1 è òîæäåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì g1.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ïðèåìëåìîé ïîëóãðóïïû S âåêòîð-ôóíêöèé íà
ìíîæåñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X × Y ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ýëåìåíò f ∈ S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì íóëåì
ïîëóãðóïïû S, åñëè f = (cx, cy) äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ X, y ∈ Y ;
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2) ýëåìåíò f ∈ S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëåâîé åäèíè-
öåé ïîëóãðóïïû S, åñëè f = (∆X , ψ) äëÿ òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ∆X ìíîæåñòâà X è íåêîòîðîãî ψ : X → Y ;

3) ýëåìåíòû f, g ∈ S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå èìåþò îäèíàêîâûå
ïåðâûå êîìïîíåíòû f1 = g1, åñëè f · e = g · e äëÿ íåêîòîðîé ëåâîé
åäèíèöû e ïîëóãðóïïû S.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � ïðèåìëåìàÿ ïîëóãðóïïà âåêòîð-ôóíêöèé
íà ìíîæåñòâå X ño çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X × Y, S1 � ïðèåìëå-
ìàÿ ïîëóãðóïïà âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X1 ño çíà÷åíèÿìè â
ìíîæåñòâå X1 × Y1 è π : S → S1 � ãîìîìîðôèçìîì ïîëóãðóïïû S
íà ïîëóãðóïïó S1. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ñþðüåêöèè ϕ : X → X1 è
ψx : Y → Y1 (x ∈ X), ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
π(f) = (ϕ2(f1), f2

f1), ãäå ϕ2(f1) = ϕ−1(f1)ϕ è f2
f1(ϕ(a)) = ψf1(a)(f2(a))

äëÿ âñåõ a ∈ X.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü S � ïðèåìëåìàÿ ïîëóãðóïïà âåêòîð-ôóíêöèé

íà ìíîæåñòâå X ño çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X × Y, S1 � ïðèåìëåìàÿ
ïîëóãðóïïà âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X1 ño çíà÷åíèÿìè â ìíîæå-
ñòâå X1×Y1. Òîãäà îòîáðàæåíèå π : S → S1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîëóãðóïïû S íà ïîëóãðóïïó S1, åñëè íàéäóòñÿ
òàêèå áèåêöèè ϕ : X → X1 è ψx : Y → Y1 (x ∈ X), ÷òî äëÿ ëþáîãî S âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: π(f) = (ϕ2(f1), f2

f1), ãäå f2
f1(ϕ(a)) = ψf1(a)(f2(a))

äëÿ âñåõ a ∈ X.
Ñëåäñòâèå 2. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ AutS(X, Y ) ïîëóãðóïïû

S(X, Y ) âñåõ âåêòîð-ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè â ìíî-
æåñòâå X × Y èçîìîðôíà ñïëåòåíèþ P (Y ) o P (X) ãðóïï P (Y ), P (X)
ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâ Y è X ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â èçó÷åíèè ýïèìîðôèç-
ìîâ êàòåãîðèè àâòîìàòîâ.
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ÓÄÊ 519.4
Â.Å. Íîâèêîâ

ÑÂßÇÜ ÌÅÆÄÓ ÐÅØ�ÒÊÀÌÈ ÊÎÍÒÅÊÑÒÎÂ
Ñ ÁÈÍÀÐÍÛÌ È n-ÀÐÍÛÌ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ

Â ðàáîòàõ íåìåöêèõ ìàòåìàòèêîâ Ð. Âèëëå [1] è Á. Ãàíòåðà [2] áûë
îñíîâàí ôîðìàëüíûé êîíöåïòóàëüíûé àíàëèç (ÔÊÀ) è ïîêàçàíû åãî ïðè-
ëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ áàçàìè äàííûõ [3]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ÔÊÀ ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè êîíòåêñòà ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì è åãî ðåø¼òêè êîíöåïòîâ,
êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èñòî÷íèê äîïîëíèòåëüíûõ çíàíèé â êëàñ-
ñèôèêàöèè îáúåêòîâ, îïèñàííûõ â áàçå äàííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ìû èìååì
áàçó äàííûõ (òàáë. 1), â êîòîðîé äài îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêòó ïðèñóù ai-é
àòðèáóò, íåòi îçíà÷àåò ¾íå ïðèñóù¿.

Òîãäà ïî òðàäèöèîííîìó ÔÊÀ ìû ïîëó÷àåì êîíòåêñò (G,M, I), ñ áè-
íàðíûì îòíîøåíèåì I (òàáë. 2) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ðåø¼òêó êîíöåï-
òîâ L1 (ðèñ. 1), ãäå {a1}′ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {a2}′ = {2, 3, 5, 6}, {a3}′ =
= {3, 4, 6, 7}, {a2}′

⋂
{a3}′ = {3, 6}.

Òàáëèöà 1 Òàáëèöà 2
Îáúåêòû Àòðèáóòû
G a1 a2 a3

1 äà1 íåò2 íåò3

2 äà1 äà2 íåò3

3 äà1 äà2 äà3

4 äà1 íåò2 äà3

5 äà1 äà2 íåò3

6 äà1 äà2 äà3

7 äà1 íåò2 äà3

8 äà1 íåò2 íåò3

M
G a1 a2 a3

1 ×
2 × ×
3 × × ×
4 × ×
5 × ×
6 × × ×
7 × ×
8 ×

Â ðàáîòàõ [4, 5] áûë ðàññìîòðåí êîíòåêñò ñ n-àðíûì îòíîøåíèåì,
÷òî ïîçâîëÿåò íå òðàíñôîðìèðîâàòü áàçó äàííûõ â áèíàðíîå îòíîøå-
íèå, à ïðÿìî íà å¼ îñíîâå ñòðîèòü ðåø¼òêó êîíöåïòîâ ïî âûáðàííûì
îáúåêòàì. Â ÷àñòíîñòè, òàáë. 1 îïèñûâàåò 4-àðíîå îòíîøåíèå. Èñïîëü-

çóÿ åãî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòåêñòà, ìû ïîëó÷àåì
_
ρ1 ({äà1}) =

= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
_
ρ1 ({äà2}) = {2, 3, 5, 6},

_
ρ1 ({íåò2}) = {1, 4, 7, 8},

_
ρ1

({äà3}) = {3, 4, 6, 7},
_
ρ1 ({íåò3}) = {1, 2, 5, 8},

_
ρ1 ({äà2})

⋂ _
ρ1 ({äà3}) =

= {3, 6},
_
ρ1 ({äà2})

⋂ _
ρ1 ({íåò3}) = {2, 5},

_
ρ1 ({íåò2})

⋂ _
ρ1 ({äà3}) =

= {4, 7},
_
ρ1 ({íåò2})

⋂ _
ρ1 ({íåò3}) = {1, 8}. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåø¼ò-

êà êîíöåïòîâ L2 ïîêàçàíà íà ðèñ. 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè òðàíñôîðìàöèè
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áàçû äàííûõ ïî òðàäèöèîííîìó ÔÊÀ ìû òåðÿåì çàìåòíóþ ÷àñòü èíôîð-
ìàöèè. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ïîòåðÿ íàðóøàåò åñòåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. Åñëè ïî êàêîìó-ëèáî àòðèáóòó ìû ìîæåì âûäåëèòü
îäèí ïîäâèä (êàê íåïóñòîå è ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî âèäà),
òî âìåñòå ñ íèì íåïðåìåííî âûäåëÿåòñÿ åù¼ íå ìåíåå îäíîãî ïîäâèäà, ëèáî
òîò, êîòîðûé ýòèì àòðèáóòîì íå îáëàäàåò, ëèáî òå, êîòîðûå èìåþò äðó-
ãèå åãî çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, â íàøåé ðåø¼òêå êàæäûé íåàòîìíûé ýëåìåíò
äîëæåí ïîêðûâàòü íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ðåø¼òêà L2 (ðèñ. 2) îáëàäà-
åò ýòèì ñâîéñòâîì, à ðåø¼òêà L1 (ðèñ. 1) � íåò è ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé
ðåø¼òêè L2.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
Â òðàäèöèîííîì ÔÊÀ ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ìíîãîçíà÷íûé êîí-

òåêñò êàê ÷åòâ¼ðêà (G,M,W, I), ãäå G, M è W � ìíîæåñòâà îáúåê-
òîâ, ìíîãîçíà÷íûõ àòðèáóòîâ è çíà÷åíèé àòðèáóòîâ ñîîòâåòñòâåííî, à
I ⊆ G×M ×W � òåðíàðíîå îòíîøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

(g,m, v) ∈ I, (g,m,w) ∈ I ⇒ v = w.

Åñëè (g,m,w) ∈ I, òî w � çíà÷åíèå àòðèáóòà m äëÿ îáúåêòà g è âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íî îäíî çíà÷åíèå äëÿ êàæäîé ïàðû
îáúåêò � àòðèáóò. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíîå îòíîøåíèå
íå òîëüêî îäíîçíà÷íîå îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, íî è ïîëíîå
îòíîñèòåëüíî âñåõ àòðèáóòîâ.

Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé ìåòîä òðàíñôîðìàöèè (íàçûâàåìûé ïðî-
ñòûì øêàëèðîâàíèåì) ìíîãîçíà÷íîãî êîíòåêñòà (G,M,W, I) â îäíîçíà÷-
íûé: äëÿ êàæäîãî m ∈ M , ðàññìàòðèâàåì îäíîçíà÷íûé êîíòåêñò Sm :=
= (Gm,Mm, Im), ãäå m(G) ⊆ Gm. Òîãäà êîíòåêñò (G,N, J), îïðåäåë¼ííûé
óñëîâèÿìè

1) N :=
⋃
m∈M{m} ×Mm;

2) (g, (m,n)) ∈ J :⇔ (g,m,w) ∈ I ∧ (w, n) ∈ Im,
ÿâëÿåòñÿ ïðååìñòâåííûì êîíòåêñòîì.
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Äîïóñòèì, ìíîãîçíà÷íûé êîíòåêñò îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé äàííûõ, çàäàí-
íîé òàáë. 3, ãäå G = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, M = {m1,m2}. Òîãäà Mm1

=
= {a1, a2, a3}, Mm2

= {b1, b2} (òàáë. 4) è îïèñàííûé ìåòîä äàñò êîíòåêñò,

çàäàâàåìûé òàáë. 4. Ïðè ýòîì
_
ρ1 ({a1}) = {a1}′ = {1, 4},

_
ρ1 ({a2}) =

= {a2}′ = {2, 5},
_
ρ1 ({a3}) = {a3}′ = {3, 6},

_
ρ1 ({b1}) = {b1}′ = {1, 2, 3},

_
ρ1 ({b2}) = {b2}′ = {4, 5, 6}. Îòêóäà {a1}′

⋂
{b1}′ = {1}, {a2}′

⋂
{b1}′ = {2},

{a3}′
⋂
{b1}′ = {3}, {a1}′

⋂
{b2}′ = {4}, {a2}′

⋂
{b2}′ = {5}, {a3}′

⋂
{b2}′ =

= {6}.

Òàáëèöà 3 Òàáëèöà 4
G m1 m2

1 a1 b1

2 a2 b1

3 a3 b1

4 a1 b2

5 a2 b2

6 a3 b2

m1 m2

G a1 a2 a3 b1 b2

1 × ×
2 × ×
3 × ×
4 × ×
5 × ×
6 × ×

Ðèñ. 3

Ñëåäîâàòåëüíî, êîíöåïòóàëüíûå
ðåø¼òêè êîíòåêñòà ñ òåðíàðíûì
îòíîøåíèåì è êîíòåêñòà ñ áè-
íàðíûì îòíîøåíèåì ñîâïàäàþò
(ñì. ðèñ. 3), ÷òî, ïðåæäå âñåãî,
îáóñëàâëèâàåòñÿ óêàçàííûì âûøå
òðåáîâàíèåì îäíîçíà÷íîñòè è
ïîëíîòû èñõîäíîãî îòíîøåíèÿ (íà
ïðàêòèêå íå âñÿêàÿ áàçà äàííûõ
îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì).

Ê òîìó æå â ñëó÷àå àíàëèçà íà êîíòåêñòå ñ òåðíàðíûì îòíîøåíèåì íåò
íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿòü êàêóþ-ëèáî äîïîëíèòåëüíóþ òðàíñ-
ôîðìàöèþ èñõîäíîãî îòíîøåíèÿ, ïðèâîäÿùóþ ê íåïðîäóêòèâíîìó óâåëè-
÷åíèþ òàáëèöû, à äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè îïåðàòîðàìè
áàç äàííûõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K1 = (G,G ×M1 ×M2 × . . .Mn−1, ρ ⊆ G ×M1×
× M2× . . .Mn−1) íåêîòîðûé êîíòåêñò ñ n-àðíûì îòíîøåíèåì è L1 åãî
êîíöåïòóàëüíàÿ ðåø¼òêà. Ïóñòü K1 = (G,M, I) � êîíòåêñò ñ áèíàð-
íûì îòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì èç K1 îäíèì èç ìåòîäîâ òðàíñôîðìàöèè
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òðàäèöèîííîãî ÔÊÀ, è L2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíöåïòóàëüíàÿ ðåø¼ò-
êà. Òîãäà L2 ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé ðåø¼òêè L1 ñ òåì æå íàèáîëüøèì
è íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì.
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ÓÄÊ 519.95:681.31

À.À. Îðåë

ØÀÁËÎÍÛ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß ÁÈÇÍÅÑ-ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÑÅÒÅÉ ÏÅÒÐÈ

Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà òåõíîëîãèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ áèçíåñ-
ïðîöåññîâ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýòàïîâ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðèìåíÿëàñü
ìåòîäîëîãèÿ ñòðóêòóðíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ SADT è ñîçäàâàëàñü ôóíêöè-
îíàëüíàÿ ìîäåëü, à çàòåì íà åå îñíîâå ñòðîèëàñü èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñåòåé Ïåòðè.

Â ðàáîòå [2] áûëà ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèî-
íàëüíîé SADT-ìîäåëè íà îñíîâå ñåòè Ïåòðè.

Â ðàáîòå [3] áûëî ïðåäëîæåíî âûäåëèòü ïîëåçíûå, ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìûå, êîíñòðóêöèè óïðàâëåíèÿ â ñõåìàõ ïîòîêîâ ðàáîò. Òàêèå êîíñòðóê-
öèè íàçâàíû øàáëîíàìè ïî àíàëîãèè ñ ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè øàáëîíàìè
ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíû øàáëîíû ñåòåé Ïåòðè, ïðè ïîìîùè êî-
òîðûõ ðåàëèçóþòñÿ íåêîòîðûå ïîëåçíûå êîíñòðóêöèè SADT-ìîäåëåé.

Ïóñòü èìåþòñÿ ïðîöåññû PA, PB è PC, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé îäíèì
èç äâóõ ñïîñîáîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 1, 2.
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Äëÿ ïðîñòîòû íà SADT-äèàãðàììàõ áóäåì èçîáðàæàòü òîëüêî âõîä-
íûå è âûõîäíûå äóãè. Íà ðèñ. 1 da � âûõîäíûå äàííûå ïðîöåññà PA, à
db è dc � âõîäíûå äàííûå ïðîöåññîâ PB è PC ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 2
db è dc � âûõîäíûå äàííûå ïðîöåññîâ PB è PC ñîîòâåòñòâåííî, à da �
âõîäíûå äàííûå ïðîöåññà PA. Áóäåì ñ÷èòàòü da, db è dc ìíîæåñòâàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ da = db ∪ dc. Ìíîæåñòâà äàííûõ db è
dc ìîãóò èìåòü îáùóþ ÷àñòü.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðîöåññû PB è PC ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâ-
íûìè. Â ñëó÷àå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 1, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà
PA ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèáî òîëüêî PB, ëèáî òîëüêî PC, à ñëó÷àå, ïðåä-
ñòàâëåííîì íà ðèñ. 2, ïðîöåññó PA ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü ëèáî òîëüêî
PB, ëèáî òîëüêî PC. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íà ñåòÿõ Ïåòðè äàííûõ ïðî-
öåññîâ ïðåäëàãàþòñÿ øàáëîíû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3, 4, ãäå îâàëàìè
èçîáðàæåíû ïîçèöèè, à ïðÿìîóãîëüíèêàìè � ïåðåõîäû.

Ïóñòü ïðîöåññû PB è PC âûïîëíÿþòñÿ ïîñëå ïðîöåññà PA (ðèñ. 1) èëè
ïåðåä ïðîöåññîì PA (ðèñ. 2). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäëàãàþòñÿ äâà âàðèàíòà
øàáëîíîâ ñåòåé Ïåòðè. Íàèáîëåå ïðîñòûå øàáëîíû ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ,
êîãäà ìíîæåñòâà äàííûõ db è dc íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îíè èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 5, 6.
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Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà db è dc èìåþò îáùóþ ÷àñòü,
øàáëîíû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7, 8.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: db-c = db � dc, dc-b = dc � db, db*c =
= db ∩ dc.

Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ P, êîòîðûé ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ â
çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà Ñ (ðèñ. 9, 10). Åñëè ïðî-
öåññ Ñ çàâåðøàåòñÿ ñ âûõîäíûìè äàííûìè O, òî ïðîöåññ P íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, à åñëè â ðåçóëüòàòå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà C âûðàáàòûâàþòñÿ äàí-
íûå dc, òî ïðîöåññ P âûïîëíÿåòñÿ. Ðåçóëüòàòîì çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà P
ÿâëÿþòñÿ äàííûå dp, êîòîðûå ïîñòóïàþò íà âõîä ïðîöåññà C. Èíèöèèðó-
þòñÿ ïðîöåññû âõîäíûìè äàííûìè I (âàðèàíò dpi äëÿ öèêëà ñ ïðåäóñëî-
âèåì (ñì. ðèñ. 9) èëè âàðèàíò dci äëÿ öèêëà ñ ïîñòóñëîâèåì (ñì. ðèñ. 10)).
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Ñîîòâåòñòâóþùèå øàáëîíû ñåòåé Ïåòðè äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïðîöåññîâ
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11, 12.

Çäåñü ïðîöåññ C èçîáðàæåí â âèäå áëîêà, âêëþ÷àþùåãî äâà àëüòåð-
íàòèâíûõ ïðîöåññà CO è CP. Ïðîöåññ CO çàâåðøàåò öèêë è ôîðìèðó-
åò âûõîäíûå äàííûå O, à CP ïðîäîëæàåò öèêë, ôîðìèðóÿ âõîäíûå äàí-
íûå dc äëÿ ïðîöåññà P. Ðèñ. 11, 12 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðî-
öåññû èìåþò ñòðóêòóðíîå ñõîäñòâî. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî íà÷àëüíîé
ðàçìåòêîé. Ïðîöåññû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 11, èíèöèèðóþòñÿ ôèø-
êîé â ïîçèöèè dpi, à ïðîöåññû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 12, � ôèøêîé â
ïîçèöèè dci. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èçìåíÿòü âèä öèêëè÷åñêîãî ïðîöåñ-
ñà (öèêë ñ ïðåäóñëîâèåì èëè öèêë ñ ïîñòóñëîâèåì) ïîñðåäñòâîì âûáîðà
ñòàðòîâîé ïîçèöèè è èñïîëüçîâàòü â îáîèõ ñëó÷àÿõ åäèíûé øàáëîí.
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ÓÄÊ 512.643.2+512.558
Â.Á. Ïîïëàâñêèé

Î ÑÎÕÐÀÍÅÍÈÈ ÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÅÄÈÍÈÖÅ
ÏÎËÓÏÅÐÌÀÍÅÍÒÎÂ ÁÓËÅÂÛÕ {0, 1}-ÌÀÒÐÈÖ

Çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ ìàòðè÷íûõ ñâîéñòâ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö ñ
ýëåìåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëóêîëüöà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ øèðîêî
ïðåäñòàâëåííûõ ðàáîò ïî ýòîé òåìå â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòå-
ðàòóðå (ñì., íàïð., îáçîð [1]). Â ýòîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâà
êâàäðàòíûõ ìàòðèö M íàä áóëåâîé {0, 1}-àëãåáðîé ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè,
ðàâíûìè 1, êîòîðûå äëÿ ìàòðèöû A = (aij) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

+

∇ A =
⋃

(λ1,...,λn)∈
+

P

∩nk=1a
λk
k ,

−
∇ A =

⋃
(λ1,...,λn)∈

−
P

∩nk=1a
λk
k .

Çäåñü
+

P è
−
P îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà âñåõ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ n - ïîä-

ñòàíîâîê (n ≥ 2). Äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ìàò-
ðè÷íûé ìíîãî÷ëåí ñ àðãóìåíòàìè èç M è êîýôôèöèåíòàìè èç áóëåâîé
{0, 1}-àëãåáðû ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî ïîëóïåðìàíåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû
äàåì ïðèìåðû íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ëèíåéíûå èí-
âàðèàíòû áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, êàêîâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîëóïåðìàíåíòû {0, 1}-ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì áèíàðíûì
îòíîøåíèÿì íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷àåì, ÷òî
ìíîæåñòâî M, ïîïîëíåííîå íóëåâîé ìàòðèöåé, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïî-
ëóêîëüöîì è ïîëóìîäóëåì íàä áóëåâîé {0, 1}-àëãåáðîé.

Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíûé ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí

f(A,B,C, ...) =

ri⋃
i=0

rj⋃
j=0

rk⋃
k=0

...(λijk... ∩ AmiBnjCpk...)

ñ àðãóìåíòàìè èç ìíîæåñòâà M áóëåâûõ êâàäðàòíûõ {0, 1}-ìàòðèö îäèíà-
êîâûõ ðàçìåðîâ ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè, ðàâíûìè 1, è êîýôôèöèåíòàìè λijk...
èç áóëåâîé {0, 1}-àëãåáðû ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî ïîëóïåðìàíåíòîâ. Ïðè÷åì,

åñëè íå âñå êîýôôèöèåíòû λijk... ðàâíû íóëþ, òî è
+

∇ f(A,B,C, ...) =

=
−
∇ f(A,B,C, ...) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò ïîêàçàòü, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
A u B ìàòðèö A, B ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè, ðàâíûìè 1, åñòü ìàòðèöà ñ ïî-
ëóïåðìàíåíòàìè, ðàâíûìè 1. Âî-âòîðûõ, îáúåäèíåíèå A∪B ìàòðèö A, B
èç M åñòü ìàòðèöà èç M.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè
äëÿ ïîëóïåðìàíåíòîâ (ñì., íàïð., [2, 3] èëè [4, §19]):

(
+

∇ A∩
+

∇ B) ∪ (
−
∇ A∩

−
∇ B) ⊆

+

∇ (A uB)

è

(
−
∇ A∩

+

∇ B) ∪ (
+

∇ A∩
−
∇ B) ⊆

−
∇ (A uB).

Ñëåäîâàòåëüíî, èç
±
∇ A =

±
∇ B = 1 ïîëó÷àåì

±
∇ (A uB) = 1.

Ïîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ìàòðèö A ∪ B ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè, ðàâ-
íûìè 1, åñòü ìàòðèöà ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè, ðàâíûìè 1, ìîæíî òàêèì æå
îáðàçîì, åñëè ó÷èòûâàòü íåðàâåíñòâà

+

∇ A∪
+

∇ B ⊆
+

∇ (A ∪B)

è
−
∇ A∪

−
∇ B ⊆

−
∇ (A ∪B),

êîòîðûå íåñëîæíî ïðîâåðèòü.
Òî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå λ∩A ìàòðèöû A ñ ðàâíûìè ïîëóïåðìàíåíòàìè ñ

áóëåâûì êîýôôèöèåíòîì λ åñòü ìàòðèöà ñ ðàâíûìè ïîëóïåðìàíåíòàìè,
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî î÷åâèäíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí ñ àðãóìåíòàìè
èç M è êîýôôèöèåíòàìè èç áóëåâîé {0, 1}-àëãåáðû ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî
ïîëóïåðìàíåíòîâ.

Ïðèìåð. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2
ñ ðàâíûìè 1 ïîëóïåðìàíåíòàìè ñîñòîèò èç îäíîé ìàòðèöû âèäà A =

=

(
1 1
1 1

)
. Ìàòðèöàìè ðàçìåðà 3× 3 èç M ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû âèäà

A =

1 1 0
1 1 0
0 0 1

 , B =

1 0 0
0 1 1
0 1 1

 , C =

1 0 1
0 1 0
1 0 1


è ëþáûå ìàòðèöû, êîòîðûå ñîäåðæàò óêàçàííûå ìàòðèöû A, B èëè C.

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî M∪{O} áóëåâûõ êâàäðàòíûõ {0, 1} � ìàò-
ðèö îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè, ðàâíûìè 1, ïîïîëíåííîå
íóëåâîé ìàòðèöåé O, ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ àääèòèâíîé îïåðàöèåé ∪ è
ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ áóëåâûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå çàêîíîâ äèñ-
òðèáóòèâíîñòè:
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(A ∪B) · C = A · C ∪B · C, A · (B ∪ C) = A ·B ∪ A · C.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýëåìåíòà ((A∪B)·C)ij, ñòîÿùåãî â ñòðî÷êå i è ñòîëáöå
j ìàòðèöû (A ∪B) · C, ïîëó÷àåì

((A∪B)·C)ij =
⋃
k

((Ai
k∪Bi

k)∩Ck
j ) =

⋃
k

(Ai
k∩Ck

j )∪
⋃
k

(Bi
k∩Ck

j ) = (A·C∪B·C)ij.

Âòîðàÿ ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 2.Ìíîæåñòâî M∪{O} áóëåâûõ êâàäðàòíûõ {0, 1}-ìàòðèö
îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ ñ ïîëóïåðìàíåíòàìè, ðàâíûìè 1, ïîïîëíåííîå íó-
ëåâîé ìàòðèöåé O, ÿâëÿåòñÿ ïîëóìîäóëåì ñ àääèòèâíîé îïåðàöèåé îáú-
åäèíåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì ñêàëÿðîâ, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ áóëåâà
{0, 1}- àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìàòðèö èç
M∪ {O} ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èç M∪ {O}, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, M∪{O} îáðàçóåò ïîëóìîäóëü,
òî åñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè, îáúåäèíåíèåì ìàòðèö
A∪B = (aij ∪ bij) ∈ Bm×n (çàìåíÿþùèì ñëîæåíèå) è ïåðåñå÷åíèåì ìàòðè-
öû ñ ýëåìåíòîì èç áóëåâîé àëãåáðû λ∩A = (λ∩aij) ∈ Bm×n (çàìåíÿþùèì
óìíîæåíèå íà ñêàëÿð), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äëÿ ëþáûõ ìàòðèö è áó-
ëåâûõ ñêàëÿðîâ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);
2) A ∪B = B ∪ A;
3) A ∪O = A;
4) 1 ∩ A = A;
5) (α ∩ β) ∩ A = α ∩ (β ∩ A);
6) (α ∪ β) ∩ A = (α ∩ A) ∪ (β ∩ A);
7) α ∩ (A ∪B) = (α ∩ A) ∪ (α ∩B).
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ÓÄÊ 517.54

Å.Â. Ðàçóìîâñêàÿ

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÎÌ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÅ
Â ÏÎÄÊËÀÑÑÅ ÎÄÍÎËÈÑÒÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ

¾ÒÈÏÈ×ÍÎ¿ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïóñòü C � êëàññ Êàðàòåîäîðè ôóíêöèé p(z) = 1 + p1z + p2z
2 + . . .,

àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå E = {z : |z| < 1}, Re p(z) ≥ 0. Âû-
äåëèì åãî ïîäêëàññ C(α, γ), 0 ≤ α < 1, 0 ≤ γ ≤ 1

1−α , ôóíêöèé h(z):

h(z) = 1+h1z+h2z
2+. . . òàêèõ, ÷òî h(z) = 1−γ

(1−α)p(z)+α+γ, p(z) ∈ C. ×åðåç
S îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ è îäíîëèñòíûõ â êðóãå Å ôóíêöèé
f(z) = 1 + a1z + a2z

2 + . . . è ðàññìîòðèì åãî ïîäêëàññû: SM = {f(z) ∈
∈ S, |f(z)| < M ∀ z ∈ E, 1 < M < ∞} � êëàññ îäíîëèñòíûõ îãðàíè-
÷åííûõ ôóíêöèé è SM(α, γ), êîòîðûé ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ SM [1, 2]:
åñëè îáîçíà÷èòü Ct(α, γ) ïîäêëàññ C(α, γ) ôóíêöèé h(z, t), îïðåäåëåííûõ
íà E × [0, logM ] è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: h(·, t) ∈ C(α, γ) äëÿ ïî-
÷òè âñåõ t ∈ [0, logM ]; h(w, ·) èçìåðèìà íà [0, logM ] ∀ w ∈ E, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ∈ SM(α, γ). Îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) = Mf(z, logM,h), (1)

ãäå f(z, t, h) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà � Êóôà-
ðåâà

dw

dt
= −wh(w, t), t ∈ [0, logM ], h ∈ Ct(α, γ)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì w|t=0 = z, z ∈ E. À òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
f(z) ∈ SMR (α, γ), åñëè f(z) ∈ SM(α, γ) è óäîâëåòâîðÿåò â E: f(z) = f(z).

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ êëàññà S è åãî
ïîäêëàññîâ, âîñõîäÿùèå ê çíàìåíèòîé ãèïîòåçå Áèáåðáàõà, ðàññìàòðè-
âàëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, âçàèìíîå èçìåíå-
íèå âòîðîãî è òðåòüåãî êîýôôèöèåíòà òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèé êëàññà SM(α, γ) è SMR (α, γ) áûëî èçó÷åíî â ðàáîòàõ À.Þ. Âàñèëüåâà
[2, 3]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà
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(a2, a2a3) â êëàññå S
M
R (α, γ). Îáîçíà÷èì

Φ1(ξ) = ξ3 log3M +
αξ3 log2M

(1− α)(1− γ)
+ (1− α)(1− γ)

(
1

M 2
− 1

)
ξ logM,

Φ2(ξ) = ξ3 log3M − ξ3 log2M

1− γ
+ (1− α)(1− γ)

(
1

M 2
− 1

)
ξ logM,

Φ3 = 2(1− α)2(1− γ)2

(
1

M
− 1

)2

×

×
(

4(1− α)(1− γ)

(
1

M
− 1

)
+

(
1

M
+ 1

)
(1− 2α)

)
.

Òåîðåìà. Ãðàíèöà ñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ (a2, a2a3) â êëàññå
SMR (α, γ) îïðåäåëÿåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå ñëåäóþùèìè óñëîâèÿ-
ìè:

ïðè 0 ≤ γ ≤ 1,
åñëè 0 ≤ |ξ| ≤ 2(1−α)(1−γ)

M è 0 ≤ α ≤ 1
2, òî a2 = ξ logM , |a2a3| ≤ Φ1(|ξ|), à

ïðè 1/2 ≤ α < 1, ïîëó÷àåì a2 = ξ logM , |a2a3| ≤ Φ2(|ξ|);
ïðè 1 ≤ γ ≤ 1

1−α,

åñëè 0 ≤ |ξ| ≤ 2(1−α)(1−γ)
M è 0 ≤ α ≤ 1

2, òî a2 = ξ logM , |a2a3| ≤ Φ2(|ξ|), à
ïðè 1/2 ≤ α < 1, ïîëó÷àåì a2 = ξ logM , |a2a3| ≤ Φ1(|ξ|);
åñëè 2(1−α)(1−γ)

M ≤ |ξ| ≤ 2(1−α)(1− γ), òî a2 = ±2(1−α)(1− γ)
(

1
M − 1

)
,

|a2a3| ≤ Φ3.

Êàæäàÿ òî÷êà ãðàíèöû ýòîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé äîñòàâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé, ïðåäñòàâèìîé â âèäå (1), ãäå

h(z, t) =
1− γ

(1− α)p(z, t) + α
+ γ,

p(z, t) =

(
1 + p1(t)

2

)
(1 + z)1±z

1∓z +
(

1− p1(t)
2

)
(1− z)(

1 + p1(t)
2

)
(1− z)1∓z

1±z +
(

1− p1(t)
2

)
(1 + z)

,

p1(t) = [−ξet]2(1−α)|1−γ|
−2(1−α)|1−γ|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [2] îïèñàíû ãðàíèöû ìíîæåñòâà G � âçà-
èìíîãî èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ h1 è h2 â êëàññå CR(α, γ). Áóäåì ðå-
øàòü çàäà÷ó îá ýêñòðåìóìå a2a3 ïðè ôèêñèðîâàííîì a2 êàê çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, çàäàâ âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò (x1(t), x2(t)) =
= (a2(t), a3(t)) è âåêòîð óïðàâëåíèé (u1(t), u2(t)) = (h1(t), h2(t)),
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(u1, u2) ∈ G. Èç óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà � Êóôàðåâà ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó [2] è ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

a2a3 = −
logM∫
0

[x2(t)u1(t)e
−t + 2x2

1(t)u1(t)e
−t + x1(t)u2(t)e

−2t] dt.

Ñîñòàâëÿÿ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíò-
ðÿãèíà, èìååì, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì
ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, logM ], ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå
îáëàñòè G. Èññëåäóÿ ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì íà G ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è γ, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ âûáîðà
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ó÷¼òîì âûõîäà íà ãðàíèöó èçìåíåíèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ u1(t). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t ≤ logM è ïîäñòàâëÿÿ u1(t) è u2(t) â óðàâ-
íåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Ñïðàâåä-
ëèâîñòü òåîðåìû ïðè α = 0 ñëåäóåò èç âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ê ïðåäåëó
ïðè α→ 0.
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ÓÄÊ 519.83

Â.Â. Ðîçåí

ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÅ ÈÑÕÎÄÛ ÄËß ÂÅÅÐÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ
ÊÎÀËÈÖÈÉ

1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû ñ êâàçèóïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè âèäà

G = 〈(Xi)i∈I , A, (ωi)i∈I , F 〉, (1)

ãäå Xi � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà i ∈ I, I = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî
èãðîêîâ, A � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, ωi � îòíîøåíèå êâàçèïîðÿäêà íà A, âû-
ðàæàþùåå ïðåäïî÷òåíèÿ èãðîêà i, F :

∏
i∈I
Xi → A � ôóíêöèÿ ðåàëèçàöèè.

Íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâà A,Xi (i ∈ I) a priori íå íàêëàäûâà-
åòñÿ. Ïîä êîàëèöèåé â èãðå G ïîíèìàåòñÿ ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
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S ⊆ I. Ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé êîàëèöèè S îïðåäåëÿåòñÿ êàê XS =
∏
i∈S

Xi,

à îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ êîàëèöèè S çàäà¼òñÿ â âèäå ωS =
⋂
i∈S

ωi.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèÿ xS ∈ XS íàçûâàåòñÿ âîçðàæåíèåì êîàëè-
öèè S íà èñõîä a ∈ A, åñëè ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè äîïîëíèòåëüíîé êîàëè-
öèè yI\S ∈

∏
i∈I\S

Xi âûïîëíåíî F (xS, yS)
ωS
> a.

Èñõîä a íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ êîàëèöèè S, åñëè ó íå¼ íå ñóùå-
ñòâóåò âîçðàæåíèé íà ýòîò èñõîä.

Èñõîä a íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ñåìåéñòâà êîàëèöèè K ⊆ 2I

(êîðî÷å � K-äîïóñòèìûì), åñëè îí äîïóñò�èì äëÿ âñåõ êîàëèöèé ýòîãî
ñåìåéñòâà.

Â ñòàòüå íàéäåíû óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå êàê íà êîìïîíåíòû èãðû
G âèäà (1), òàê è íà ñòðóêòóðó êîàëèöèé K, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâî-
âàíèå â èãðå G K-äîïóñòèìûõ èñõîäîâ. Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â [1].

2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî êîàëèöèé K îáðàçóåò âååðíóþ
ñòðóêòóðó, åñëè ëþáûå äâå êîàëèöèè èç K ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëè-
áî îäíà èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü â èãðå G âñå êâàçèó-
ïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 〈A, ωi〉(i ∈ I) óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòàþùèõ öåïåé (ÎÂÖ). Òîãäà
äëÿ ëþáîé âååðíîé ñòðóêòóðû êîàëèöèé K ñóùåñòâóåò
K-äîïóñòèìûé èñõîä.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä ëåìì.
Ëåììà 1. Èç óñëîâèÿ ÎÂÖ äëÿ âñåõ 〈A, ωi〉(i ∈ I) ñëåäóåò óñëîâèå

ÎÂÖ äëÿ ëþáîãî êâàçèóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈A, ωS〉, ãäå S ⊆ A.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþ-

ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1

ωS
< · · ·

ωS
< ak

ωS
< ak+1

ωS
< . . .

Äëÿ êàæäîé ïàðû âèäà ak
ωS
< ak+1 íàéä¼òñÿ èíäåêñ ik = 1, . . . ,m, ãäå

m = |S|, ïðè êîòîðîì ak
ωik
< ak+1. Ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

a1

ωi1
< a2

ωi2
< . . . ak

ωik
< ak+1

ωik+1

< . . . (2)

Òàê êàê èíäåêñû i1, . . . , ik, . . . ïðèíèìàþò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà-
÷åíèé, õîòÿ áû îäèí èç íèõ (íàïðèìåð ip) âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (2) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Â èòîãå ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþ-
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ùóþ ïîñëåäîâàòåíîñòü ïî îòíîøåíèþ
ωip
< , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ÎÂÖ

â êâàçèóïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå 〈A, ωip〉.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà ââåä¼ì

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K � ñåìåéñòâî êîàëèöèé. Íàçîâ¼ì êîàëèöèþ
S ∈ K ñóùåñòâåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èñõîä a ∈ A, êîòîðûé äî-
ïóñò�èì äëÿ âñåõ êîàëèöèé èçK, ñòðîãî ñîäåðæàùèõñÿ â S, íî íå äîïóñò�èì
äëÿ êîàëèöèè S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîàëèöèÿ S íàçûâàåòñÿ íåñóùå-
ñòâåííîé.

Ëåììà 2. Èñõîä, äîïóñòèìûé äëÿ âñåõ ñóùåñòâåííûõ êîàëèöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ K, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ âñåõ êîàëèöèé èç K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè âûñîòó h(S) êîàëèöèé
S ∈ K óñëîâèåì:{

h(S) = 0, åñëè S ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â K (ïî âêëþ÷åíèþ);
h(S) = max

T⊂S, T∈K
h(T ) + 1.

Ïóñòü a � èñõîä, äîïóñòèìûé äëÿ âñåõ ñóùåñòâåííûõ êîàëèöèé èç K.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a íåäîïóñò�èì äëÿ íåêîòîðîé êîàëèöèè èç K. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç S0 ïðèíàäëåæàùóþ K êîàëèöèþ íàèìåíüøåé âûñîòû, äëÿ êî-
òîðîé èñõîä a ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ êîàëè-
öèÿ S0 íåñóùåñòâåííàÿ. Òàê êàê óñëîâèå T ⊂ S âëå÷¼ò h(T ) < h(S), òî
äëÿ âñåõ êîàëèöèé T ⊂ S0, ãäå T ∈ K, èñõîä a ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì;
ïîëó÷àåì, ÷òî êîàëèöèÿ S0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, ÷òî âåä¼ò ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü K � âååðíàÿ ñòðóêòóðà
êîàëèöèé. Â ñèëó ëåììû 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K ñîäåðæèò òîëüêî ñó-
ùåñòâåííûå êîàëèöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîàëèöèè S ∈ K îáîçíà÷èì
÷åðåç KS ìíîæåñòâî òåõ êîàëèöèé èç K, êîòîðûå ñòðîãî ñîäåðæàòñÿ â S.

Ïóñòü D(KS) � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, äîïóñòèìûõ äëÿ âñåõ êîàëèöèé
èç KS, à D(S) � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, íåäîïóñòèìûõ äëÿ êîàëèöèè S. Ïî-
ëîæèì ∆(S) = D(KS)

⋂
D(S); èç îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííîé êîàëèöèè

ñëåäóåò, ÷òî ∆(S) 6= ∅. Â ñèëó ëåììû 1 íåïóñòîå ìíîæåñòâî ∆(S) èìååò
ìàêñèìàëüíîé ýëåìåíò aS ∈ ∆(S) îòíîñèòåëüíî êâàçèïîðÿäêà ωS. Òàê êàê
aS ∈ D(S), òî ñóùåñòâóåò âîçðàæåíèå xS êîàëèöèè S íà èñõîä aS. Ïóñòü
K∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ êîàëèöèé èç K. Äëÿ
êàæäîé êîàëèöèè S ∈ K∗ çàôèêñèðóåò âîçðàæåíèå xS êîàëèöèè S íà
èñõîä aS. Â ñèëó óñëîâèÿ âååðíîñòè, ìàñèìàëüíûå êîàëèöèè èç K∗ ïîïàð-
íî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ xS∗ êîàëèöèè
S∗ =

⋃
S∈K∗

S, äëÿ êîòîðîé å¼ ïðîåêöèÿ íà S ñîâïàäàåò ñ xS ïðè ëþáîé

S ∈ K∗. Ââèäó ýòîãî ïðè êàæäîé ñòðàòåãèè yI\S∗ äîïîëíèòåëüíîé êîàëè-
öèè I\S∗ äëÿ S ∈ K∗ âûïîëíåíî
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F (xS∗, yI\S∗)
ωS
> aS. (3)

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêèé èñõîä âèäà a∗ = F (xS∗, yI\S∗) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
äëÿ âñåõ êîàëèöèé èç K. Ïðîâåðèì âíà÷àëå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ìàñè-
ìàëüíîé êîàëèöèè S ∈ K∗. Óáåäèìñÿ, ÷òî a∗ äîïóñòèì äëÿ ëþáîé êîàëè-
öèè T ∈ KS. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ aS ∈ ∆(S) ⊆ D(KS), ò.å.

aS äîïóñòèì äëÿ êîàëèöèè T ; òàê êàê a∗
ωS
> aS è ωS ⊆ ωT , òî a

∗ ωT
> aS,

ñëåäîâàòåëüíî, èñõîä a∗ òåì áîëåå äîïóñòèì äëÿ êîàëèöèè T . Ïîêàçàëè,
÷òî a∗ ∈ D(KS) äëÿ S ∈ K∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a∗ íåäîïóñòèì äëÿ êîàëè-
öèè S. Òîãäà a∗ ∈ D(S), çíà÷èò, a∗ ∈ D(KS)

⋂
D(S) = ∆(S), ÷òî âìåñòå ñ

óñëîâèåì (3) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñâîéñòâîì ìàñèìàëüíîñòè ýëå-
ìåíòà aS â ∆(S). Èòàê, èñõîä a∗ óêàçàííîãî âèäà äîïóñò�èì äëÿ âñÿêîé
ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè S ∈ K∗, à òàêæå äëÿ âñåõ ñîäåðæàùèõñÿ â íåé
êîàëèöèé ñåìåéñòâà K. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñÿêàÿ êîàëèöèÿ èç K ëèáî ñàìà
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, ëèáî ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ìàêñèìàëü-
íîé, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî, ÷òî èñõîä a∗ äîïóñò�èì äëÿ âñåõ êîàëèöèé
ñåìåéñòâà K.

Îòìåòèì ðÿä ñëåäñòâèé äîêàçàííîé òåîðåìû.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � èãðà ñ êâàçèóïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè, â

êîòîðîé êâàçèóïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 〈A, ωi〉 (i ∈ I) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì ÎÂÖ. Òîãäà

a) äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà K ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîàëèöèé ñó-
ùåñòâóåò K-äîïóñòèìûé èñõîä;

b) äëÿ ëþáîé öåïè êîàëèöèé K ñóùåñòâóåò K-äîïóñòèìûé èñõîä;
c) ñóùåñòâóåò èñõîä, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè èíäèâèäóàëüíîé è

êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè (ò.å. äîïóñòèìûé äëÿ êàæäîãî èãðîêà
i ∈ I è êîàëèöèè I âñåõ èãðîêîâ).

Ñëåäñòâèå 2. Â èãðå G äâóõ èãðîêîâ, â êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ÎÂÖ, ñóùåñòâóåò èñõîä, äîïóñòèìûé äëÿ âñåõ êîàëèöèé.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ
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òèêà. 1988. � 6. Ñ. 77�82.
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ÓÄÊ 514.133
Ë.Í. Ðîìàêèíà

ÈÍÂÀÐÈÀÍÒ ÃÐÓÏÏÛ ÑÈÌÌÅÒÐÈÉ ÝÊÂÈÄÈÑÒÀÍÒÛ
ÐÀÑØÈÐÅÍÍÎÉ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ââåäåíî îñîáîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå Ω ìåæäó òî÷êàìè èçî-
òðîïíûõ ïðÿìûõ ðàñøèðåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè H2. Âûäåëåíà
ïîäãðóïïà Gh ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè H2, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èí-
âàðèàíòíî ðàññòîÿíèå Ω. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîäãðóïïà Gh ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
ñèììåòðèé ýêâèäèñòàíòû ïëîñêîñòè H2.

Ïóñòü àáñîëþò ðàñøèðåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè H2 â êàíîíè-
÷åñêîì ðåïåðå R çàäàí óðàâíåíèåì

x1x2 − x2
3 = 0, (1)

òîãäà ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû G ïëîñêîñòèH2

â ðåïåðå R èìååò âèä a b 2ε
√
ab

c d 2εε1ε2

√
cd

ε1

√
ac ε2

√
bd εε1

√
bc+ εε2

√
ad

 , (2)

ãäå ∆ = εε2

√
ad − εε1

√
bc 6= 0, ε = ±1, ε1 = ±1, ε2 = ±1, a, b, c, d �

íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Êàæäîé ïàðå òî÷åê A è B ïëîñêîñòè H2, çàäàííûõ â ðåïåðå R âåùå-

ñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè A(ai), B(bi), i = 1, 2, 3, ãäå a1b2 +a2b1−a3b3 < 0,
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðîéêó ÷èñåë:(∣∣∣∣ b1√

b23−b1b2
− a1√

a23−a1a2

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣ b2√
b23−b1b2

− a2√
a23−a1a2

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣ b3√
b23−b1b2

− a3√
a23−a1a2

∣∣∣∣) , (3)

êîòîðóþ íàçîâåì êîîðäèíàòàìè ïàðû A,B â ðåïåðå R.
Ëåììà. Ïàðà òî÷åê A,B ïëîñêîñòè H2 îïðåäåëÿåò èçîòðîïíóþ ïðÿ-

ìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå åå êî-
îðäèíàòû (x; y; z) (3) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: xy = z2.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó, íàéäåì çíà÷åíèå ΨAB òàíãåíöèàëüíîé ìåòðè÷åñêîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Ψ(X) = 4X1X2 −X2

3 ïëîñêîñòè H2, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çàäàíèþ àáñîëþòà (1), îò êîîðäèíàò (3) ïàðû òî÷åê A,B èçîòðîïíîé
ïðÿìîé:

ΨAB =
3
(
b3

√
a2

3 − a1a2 − a3

√
b2

3 − b1b2

)2

(a2
3 − a1a2) (b2

3 − b1b2)
. (4)
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×èñëî ΩAB =
√

1
3ΨAB íàçîâåì îñîáûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì

ìåæäó òî÷êàìè A è B èçîòðîïíîé ïðÿìîé ïëîñêîñòè H2. Ñîãëàñíî
ðàâåíñòâó (4)

ΩAB =

∣∣∣∣∣ b3√
b2

3 − b1b2

− a3√
a2

3 − a1a2

∣∣∣∣∣ . (5)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (5.6) [1, ñ. 287] â ðåïåðå R = {A1, A2, A3, E} ðàâåíñòâî
(5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ΩAB =
∣∣fc(BA3

)
− fc

(
AA3

)∣∣, (6)

ãäå fc � ñîîòâåòñòâåííî òèïó ïðÿìîé AA3(BA3) ýëëèïòè÷åñêèé èëè ãè-
ïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ ðàññòîÿíèÿ AA3(BA3).

Òåîðåìà. Ïðåîáðàçîâàíèå H èç ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû G ïëîñêî-
ñòè H2 ñîõðàíÿåò áåç èçìåíåíèÿ îñîáîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå Ω
ìåæäó òî÷êàìè èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êî-
ýôôèöèåíòû ìàòðèöû (2) ïðåîáðàçîâàíèÿ H óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
b = c = 0 èëè a = d = 0.

Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû G, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èíâàðèàíòíî
îñîáîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå Ω ìåæäó òî÷êàìè èçîòðîïíûõ ïðÿ-
ìûõ, îáðàçóþò ãðóïïó (îáîçíà÷èì åå Gh). Ñîãëàñíî òåîðåìå â ðåïåðå R
êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû Gh ìîæåò áûòü çàäàíî îäíîé èç ñëåäóþ-
ùèõ ìàòðèö:

C1 :

 a 0 0
0 d 0

0 0 ε
√
ad

 , C2 :

 0 b 0
c 0 0

0 0 ε
√
bc

 , ad 6= 0, bc 6= 0, ε = ±1. (7)

Ìàòðèöà C1 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé [2] îïðåäåëÿåò íà ïëîñ-
êîñòè H2 îòðàæåíèå îò ïðÿìîé (a = d, ε = −1), ñäâèã âäîëü ïðÿìîé
(a 6= d, ε = 1) è ñêîëüçÿùåå îòðàæåíèå (a 6= d, ε = −1). Ìàòðèöà C2 �
îòðàæåíèå îò ïðÿìîé (ε = 1) è ïîâîðîò âîêðóã âíóòðåííåé îòíîñèòåëüíî
àáñîëþòà òî÷êè (ε = −1).

Â êàæäîì ïðåîáðàçîâàíèè ãðóïïû Gh èíâàðèàíòíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïðÿìàÿ (A1A2) ïëîñêîñòè H

2 è åå ïîëþñ (A3(0 : 0 : 1)) îòíîñèòåëüíî àáñî-
ëþòíîé êâàäðèêè (1). È, îáðàòíî, êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïûG, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðîãî èíâàðèàíòíà ïðÿìàÿ A1A2, çàäàíî îäíîé èç ìàòðèö (7).
Ïðÿìàÿ A1A2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïó÷îê ýêâèäèñòàíòíûõ êîíè÷åñêèõ
ñå÷åíèé ñ áàçîé A1A2

(
x2

3 − kx1x2 = 0, k < 1
)
, èâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Gh. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Gh ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
ñèììåòðèé ýêâèäèñòàíòû ïëîñêîñòè H2.
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Ãðóïïà Gh êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè P 2 îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ ïëîñêîñòè P 2 \ T3 ñ âû-
ðîæäåííûì êóáè÷åñêèì àáñîëþòîì T3, ñîñòîÿùèì èç îâàëüíîé ëèíèè è
ïåðåñåêàþùåé åå äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.
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Î ÏÎËÍÎÒÅ ÊÎÐÍÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÏÓ×ÊÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì âûðàæåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

`(y, λ) :=
∑
s+k=n

pskλ
sy(k), psk ∈ C, p0n 6= 0, (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè äâóõòî÷å÷íûìè íîðìèðîâàííûìè ïîëóðàñïàäà-
þùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû:

Ui(y, λ) :=
∑

s+k=κi0
λsαisky

(k)(0) = 0, i = 1, l,

Ui(y, λ) :=
∑

s+k≤κi0
λsαisky

(k)(0) +
∑

s+k≤κi1
λsβisky

(k)(1) = 0, i = l + 1, n,

(2)
ãäå λ ∈ C � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, αisk, βisk ∈ C, κi0,κi1 ∈ {0, 1, . . . ,
n− 1}, n− l ≤ l < n.

Ïóñòü êîðíè {ωj}n1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ∑
s+k=n

pskω
k = 0

ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà
êîîðäèíàò. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü

0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn. (3)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ), ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî èëè îòñóòñòâóåò m-êðàòíàÿ (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòà
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ñèñòåìû êîðíåâûõ (ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ) ôóíêöèé ýòîãî ïó÷êà
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].

Îñíîâîïîëàãàþùåé ïî óêàçàííîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [1], â êîòî-
ðîé áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá n-êðàòíîé ïîëíîòå êîðíåâûõ ôóíê-
öèé ïó÷êà L(λ), ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ñî ñïå-
öèàëüíîé ãëàâíîé ÷àñòüþ

`(y, λ) := y(n) + λny + {âîçìóùåíèå},

è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â
ðàáîòå [2] â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî
âûðàæåíèÿ è â ðàáîòå [3] â ñëó÷àå ñóììèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îáîá-
ùåíèå ýòîé òåîðåìû íà ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ âîëüòåððîâà
îïåðàòîðà áûëî ñäåëàíî â [4]. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãëàâíîé ÷àñòè äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [5, 6]. Â ðàáîòàõ
[7, 8], îòíîñÿùèõñÿ ê îáùåìó âèäó ïó÷êà L(λ), ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ n-êðàòíîé ïîëíîòû â L2[0, 1] ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé â òåð-
ìèíàõ ñòåïåííîé îãðàíè÷åííîñòè ïî ïàðàìåòðó λ ôóíêöèè Ãðèíà ïó÷êà
íà íåêîòîðûõ ëó÷àõ. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá n- è m-êðàòíîé
ïîëíîòå è íåïîëíîòå êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ), äèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, à êðàåâûå óñëî-
âèÿ � ïîëóðàñïàäàþùèåñÿ, ïðîâåäåíî â ðàáîòå [9].

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà (1), (2) ñ óñëîâèåì (3) íå âûïîëíÿåòñÿ
îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå [9], à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ d, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî, íå ñîäåðæàùàÿ ω-êîðíåé è äåëÿùàÿ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, âíóòðè êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëî ýòèõ
êîðíåé íå ìåíüøå n− l.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

aij =
∑

s+k=κi0

αiskω
k
j , i = 1, n, j = 1, n;

bij =
∑

s+k=κi1

βiskω
k
j , i = l + 1, n, j = 1, n;

κi = min{κi0,κi1}, i = l + 1, n; [n]+ =

{
n, åñëè n ≥ 0,
0, åñëè n < 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3) è

det(aij)
l
i,j=1 6= 0, det(aij)

n
i,j=1 6= 0, det(bij)

n
i,j=l+1 6= 0,
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òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà (1), (2) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1]
ïðè m ≤ n − l ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì

÷èñëà
n∑

i=l+1

[m− 1− κi]+.

Òåîðåìà òî÷íà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïðè l = n−1 èm = n−l+1(= 2)
â [10, 11] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîðíè {ωj}n1 , ïðè êîòîðûõ ñè-
ñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êîâ âèäà (1), (2) 2-êðàòíî íåïîëíû â L2[0, 1]
è èìåþò áåñêîíå÷íûé äåôåêò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåí-
òà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 519.83

Ò.Ô. Ñàâèíà

ÃÎÌÎÌÎÐÔÈÇÌÛ È ÊÎÍÃÐÓÝÍÒÍÎÑÒÈ ÈÃÐ
Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Èãðà äâóõ èãðîêîâ ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñè-
ñòåìà îáúåêòîâ

G = 〈X, Y, A, ρ1, ρ2, F 〉,

ãäå X � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà 1, Y � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èã-
ðîêà 2, A � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, ρi � îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ èãðî-
êà i, i = 1, 2, çàäàííîå íà A, F � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñèòóàöèé
X × Y â ìíîæåñòâî èñõîäîâ A.

Ïóñòü òåïåðü, êðîìå èãðû G, çàäàíà åùå îäíà èãðà ñ îòíîøåíèÿìè
ïðåäïî÷òåíèÿ òåõ æå èãðîêîâ Γ = 〈U, V, B, σ1, σ2, Φ〉.

Îïðåäåëåíèå 1. Òðîéêà îòîáðàæåíèé (ϕ1, ϕ2, ψ), ãäå ϕ1 : X → U,

ϕ2 : Y → V, ψ : A→ B, íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èãðû G â èãðó Γ,
åñëè äëÿ i = 1, 2 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a1

ρi

. a2 ⇒ ψ(a1)
σi
. ψ(a2), (i = 1, 2), (H1)

ψ ◦ F = Φ ◦ (ϕ1�ϕ2). (H2)

Îïðåäåëåíèå 2. Òðîéêà îòîáðàæåíèé (ϕ1, ϕ2, ψ), ãäå ϕ1 : X → U,

ϕ2 : Y → V, ψ : A→ B, íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ãîìîìîðôèçìîì èãðû G â
èãðó Γ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (çäåñü ρ∗i åñòü ñòðîãàÿ
÷àñòü, à ρsi � ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü îòíîøåíèÿ ρi):

a1

ρ∗i
< a2 ⇒ ψ(a1)

σ∗i
< ψ(a2), (i = 1, 2), (H1a)

a1
ρsi∼ a2 ⇒ ψ(a1)

σsi∼ ψ(a2) (i = 1, 2) (H1b)

è óñëîâèå (H2).
ßñíî, ÷òî ñòðîãèé ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, íî îáðàò-

íîå íåâåðíî.
Åñëè ϕ1 � îòîáðàæåíèå X íà U , ϕ2 � îòîáðàæåíèå Y íà V (ò.å.

ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêöèÿìè), òî ãîìîìîðôèçì (ϕ1, ϕ2, ψ)
íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì èëè ãîìîìîðôèçìîì èãðû G íà èãðó Γ. Åñëè
æå îòîáðàæåíèÿ ϕ1, ϕ2 è ψ ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a1

ρi

. a2 ⇔ ψ(a1)
σi
. ψ(a2), i = 1, 2, (1)
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òî ãîìîìîðôèçì (ϕ1, ϕ2, ψ) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì èãðû G íà èãðó Γ.
Äâå èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì îäíîé èç íèõ íà äðóãóþ. Åñëè îòîáðàæåíèÿ
ϕ1, ϕ2 è ψ èíúåêòèâíû è â óñëîâèè (1) âìåñòî ⇔ âûïîëíåíà èìïëèêà-
öèÿ ⇒, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðâàÿ èãðà èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ âî
âòîðóþ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G = 〈X, Y, A, ρ1, ρ2, F 〉 � èãðà ñ îòíîøåíèÿìè
ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ è ìíîæåñòâå
èñõîäîâ çàäàíû îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ε1 ⊆ X2, ε2 ⊆ Y 2, ε3 ⊆ A2

è äëÿ òðîéêè ýêâèâàëåíòíîñòåé ε = (ε1, ε2, ε3) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè:

x′
ε1≡ x

y′
ε2≡ y

}
⇒ F (x′, y′)

ε3≡ F (x, y). (2)

Òîãäà îïðåäåëåíà ôàêòîð-èãðà

G/ ε = 〈X/ ε1, Y / ε2, A/ ε3, ρ1/ ε3, ρ2/ ε3, Fε〉

ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ, è òðîéêà êàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
ϕ = (ϕε1, ϕε2, ϕε3) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì G íà G/ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðåàëèçàöèè Fε èãðû G/ ε óñëîâèåì:

Fε([x]ε1 , [y]ε2)
df
= [F (x, y)]ε3.

Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Fε êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî,
âîçüìåì äðóãèõ ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ x′ ∈ [x]ε1 , y

′ ∈ [y]ε2. Òîãäà

x′
ε1≡ x, y′

ε2≡ y, îòñþäà ïî óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè F (x′, y′)
ε3≡ F (x, y),

ò.å. [F (x′, y′)]ε3 = [F (x, y)]ε3. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ Fε ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðåàëèçàöèè Fε ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
Fε(ϕε1(x), ϕε2(y)) = ϕε3(F (x, y)). Òàêèì îáðàçîì, çäåñü âûïîëíåíî óñëî-
âèå (H2) ãîìîìîðôèçìà, ïðè÷åì ψ = ϕε3, Φ = Fε, ϕ1 = ϕε1, ϕ2 =
= ϕε2. Óñëîâèå (H1) ãîìîìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ôàêòîð-
îòíîøåíèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G, Γ � äâå èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ
è òðîéêà îòîáðàæåíèé ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) � ãîìîìîðôèçì G íà Γ.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) òðîéêà îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè εϕ = (εϕ1

, εϕ2
, εϕ3

), êàæäîå
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ,
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè (2), ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ôàêòîð-èãðó G/ εϕ;

2) ñóùåñòâóåò òðîéêà îòîáðàæåíèé θ = (θ1, θ2, θ3) èç èãðû G/ εϕ
â Γ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âëîæåíèåì G/ εϕ â Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíÿþòñÿ ðàâíîñèëüíîñòè:

x′
εϕ1≡ x⇔ ϕ1(x

′) = ϕ1(x);

y′
εϕ2≡ y ⇔ ϕ2(y

′) = ϕ2(y);

a′
εϕ3≡ a⇔ ϕ3(a

′) = ϕ3(a).

Êàæäîå èç îòíîøåíèé (εϕ1
, εϕ2

, εϕ3
) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-

âàëåíòíîñòè. Ïðîâåðèì óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè, êîòîðîå ñâîäèòñÿ
çäåñü ê âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà ϕε3(F (x′, y′)) = ϕε3(F (x, y)). Òàê êàê
(ϕ1, ϕ2, ϕ3) � ãîìîìîðôèçì, òî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò
âèä Φ(ϕ1(x

′), ϕ2(y
′)) = Φ(ϕ1(x), ϕ2(y)), à òàê êàê ϕ1(x

′) = ϕ1(x),
ϕ2(y

′) = ϕ2(y), òî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïî òåîðåìå 1 ìîæíî
ïîñòðîèòü ôàêòîð-èãðó G/ εϕ, ïðè÷åì òðîéêà êàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
áóäåò ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì G íà G/ εϕ.

2. Ñòðîèì èçîìîðôíîå âëîæåíèå èãðû G/ εϕ â èãðó Γ ïî ïðàâè-
ëó: θ1([x]εϕ1) = ϕ1(x), θ2([y]εϕ2) = ϕ2(y), θ3([a]εϕ3) = ϕ3(a). Óáåäèìñÿ, ÷òî
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé θ1, θ2, θ3 êîððåêòíû, ò.å. êàæäîå èç óêàçàííûõ
îòîáðàæåíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü x′ è x íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå êëàññå,

òîãäà x′
εϕ1≡ x, îòêóäà ϕ1(x

′) = ϕ1(x). Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ â êîððåêò-
íîñòè îïðåäåëåíèé θ2, θ3.

Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé θ1, θ2, θ3 (íàïðèìåð, äëÿ θ1).
Èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâíîñèëüíîñòåé

θ1([x
′]εϕ1) = θ1([x]εϕ1)⇔ ϕ1(x

′) = ϕ1(x)⇔ x′
εϕ1≡ x⇔ [x′]εϕ1 = [x]εϕ1 .

Ïðîâåðèì, ÷òî òðîéêà îòîáðàæåíèé (θ1, θ2, θ3) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì èç èãðû G/ εϕ â Γ.

Óáåäèìñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H1). Ïóñòü
(
[a1]εϕ3 , [a2]εϕ3

)
∈

∈ ρi/ εϕ3
. Òîãäà ∃a′1

εϕ3≡ a1, a
′
2

εϕ3≡ a2 (ò.å. ϕ3(a
′
1) = ϕ3(a1), ϕ3(a

′
2) = ϕ3(a2))

(a′1, a
′
2) ∈ ρi; òàê êàê ϕ � ãîìîìîðôèçì, òî (ϕ3(a

′
1), ϕ3(a

′
2)) ∈ σi. Èñïîëü-

çóÿ íàïèñàííûå âûøå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì (ϕ3(a1), ϕ3(a2)) ∈ σi. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ θ3 ïîëó÷àåì

(
θ3([a1]εϕ3), θ3([a2]εϕ3)

)
∈ σi.
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Óñëîâèå (H2) ïðèíèìàåò âèä

θ3(Fε([x]εϕ1 , [y]εϕ2)) = Φ(θ1([x]εϕ1), θ2([y]εϕ2)).

Çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

θ3(Fε([x]εϕ1 , [y]εϕ2)) = θ3([F (x, y)]εϕ3) = ϕ3(F (x, y));

òàê êàê ϕ � ãîìîìîðôèçì, òî

ϕ3(F (x, y)) = Φ(ϕ1(x), ϕ2(y)) = Φ(θ1([x]εϕ1), θ2([y]εϕ2)).

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ â (1) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
òðîéêà îòîáðàæåíèé (θ1, θ2, θ3) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âëîæåíèåì ôàêòîð-
èãðû G/ εϕ â èãðó Γ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÄÊ 517.518.85

Ñ.Ï. Ñèäîðîâ

ÎØÈÁÊÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÌÈ

ÏóñòüW åñòü çàìêíóòîå óðàâíîâåøåííîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà îñíîâå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln. Äëÿ f ∈ W ïîëîæèì

If := (l1f, . . . , lnf).

Îïåðàòîð I : W → Rn íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèîííûì.
Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ âîçíèêàþò âî

ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è ïðèâëåêàþò ïîâû-
øåííîå âíèìàíèå. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðåäìåòà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå
[1] è êíèãå [2].

Ïóñòü V � íåêîòîðûé êîíóñ â Rn. Ïóñòü Φ(V ) îçíà÷àåò êëàññ âñåõ
ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ A : Rn → R, èñïîëüçóþùèõ èíôîðìàöèþ I, òàêèõ,
÷òî A(v) > 0 äëÿ âñåõ v ∈ V .

Âåëè÷èíà

e(L,W, I, V ) := inf
A∈Φ(V )

sup
f∈W

|Lf − A(If)|
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åñòü îøèáêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà L íà W íà îñíîâå èíôîðìàöèè If , f ∈ W , ñ îãðàíè÷åíè-
åì V .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü W åñòü çàìêíóòîå óðàâíîâåøåííîå âûïóêëîå ïîä-
ìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X è V åñòü íåêîòîðûé êîíóñ â
Rn. Òîãäà

e(L,W, I, V ) ≥ sup
f∈W, −If∈V

Lf.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

e(L,W, I, V ) ≥ inf
A∈Φ(V )

sup
f∈W

(Lf − A(If)) ≥

≥ inf
A∈Φ(V )

sup
f∈W, −If∈V

(Lf + A(−If)) ≥

≥ inf
A∈Φ(V )

sup
f∈W, −If∈V

Lf = sup
f∈W, −If∈V

Lf.

Ðàññìîòðèì êîíóñ V+ := {v ∈ Rn : v ≥ 0}.
Ïóñòü n = pr, p ∈ N, r ∈ N, p, r ≥ 2, D = [0, 1]r, X = C(D) åñòü

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå D ôóíêöèé, ζ = (ζ1, . . . , ζr) ∈
∈ D. Îáîçíà÷èì

A = {(x[i1]
1 , . . . , x[ir]

r ) : 0 ≤ ij ≤ p} ⊂ D

ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ëåæàò â óçëàõ ìíîãîìåðíîé ñåòêè

0 6 x
[1]
i < . . . < x

[p]
i 6 1, i = 1, . . . , r.

Ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n òî÷åê, ïåðåíóìåðóåì èõ è îáîçíà÷èì a[i],
i = 1, . . . , n.

Ïóñòü L = δζ , I = (δa1, . . . , δan), ò.å. Lf = f(ζ) è If =
= (f(a[1]), . . . , f(a[n])).

Îáîçíà÷èì Pm ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
ïîðÿäêà íå âûøå m, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå D, è

P ∗m :=

{
p = p(x1, . . . , xr) ∈ Pm :

∣∣∣∣ ∂mp

∂xi1 . . . ∂xim

∣∣∣∣ ≤ 1, 1 ≤ ij ≤ r, j = 1, . . . , r

}
.

Ïóñòü ζ ∈ D è x
[ki]
i ≤ ζi < x

[ki+1]
i , i = 1, . . . , r. Îáîçíà÷èì

p(x1, . . . , xr) =
1

2

r∑
i=1

(
xi −

x
[ki+1]
i + x

[ki]
i

2

)2

− 1

2

r∑
i=1

(
x

[ki+1]
i − x[ki]

i

2

)2

.
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Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà îøèáêè îïòèìàëüíîé èí-
òåðïîëÿöèè íà ìíîæåñòâå P ∗m íà îñíîâå èíôîðìàöèè I ñ îãðàíè÷åíè-
åì V+:

e(δζ , P
∗
2 , I, V+) =

{
0, m = 0, 1,

p(ζ1, . . . , ζr), m = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m = 0 èëè m = 1, òî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëå-
äóåò èç ëåììû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 2. Î÷åâèäíî, p ∈ P2 è −Ip ∈ V+.
Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

e(δζ , P2, I, V+) ≥ sup
f∈P2, −If∈V+

f(ζ) > p(ζ).

Ëèíåéíûé àëãîðèòì, äàþùèé âåðõíþþ îöåíêó, ìîæåò áûòü óñïåøíî
ïîñòðîåí [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-
00167-a) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÅ ÃÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ ÃÐÓÏÏÛ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÒÎËÅÐÀÍÒÍÛÕ ÏÅÒÅËÜ

Â ñòàòüå ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ ïóòåé è òî÷-
íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ äîêà-
çûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ïðî-
ñòðàíñòâà òîëåðàíòíûõ ïåòåëü.

Òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî [1] � ýòî ïàðà (X, τ), ãäå τ ∈ X × X � îò-
íîøåíèå òîëåðàíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X, ò.å. ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷-
íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå. Îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîíÿòèÿ ñõîæåñòè è çàìåíÿþò íåïðåðûâ-
íîñòü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé.
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Îòîáðàæåíèå f : (X, τ)→ (Y, θ) òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ
òîëåðàíòíûì, åñëè èç òîëåðàíòíîñòè x1τx2 ñëåäóåò f(x1)θf(x2).

Â òåîðèè òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèè [2] ðîëü åäèíè÷íîãî îòðåçêà ïàðà-
ìåòðîâ ãîìîòîïèè èãðàþò òîëåðàíòíûå ïðîñòðàíñòâà (In, ιn), ãäå n ∈ N,
In =

{
k
n

∣∣ k = 0, n
}
, knιn

l
n ⇔ |k − l| ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 1. Äâà òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèÿ f0, f1 : (X, τ) →
→ (Y, θ) íàçûâàþòñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè è çàïèñûâàþòñÿ f0∼f1,
åñëè ñóùåñòâóåò n ∈ N è òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : (X × In, τ × ιn)→
→ (Y, θ) òàêîå, ÷òî

1) (∀x ∈ X) F (x, 0) = f0(x), 2) (∀x ∈ X) F (x, 1) = f1(x).
Åñëè â îïðåäåëåíèè 1 âçÿòü n = 1, òî òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïíîñòü íà-

çûâàþò ïðîñòîé è çàïèñûâàþò f0 ≈ f1.
Îïðåäåëåíèå òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ [3] ôîðìàëüíî ïîâòîðÿåò ñâîé

àëãåáðî-òîïîëîãè÷åñêèé àíàëîã è îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òîëåðàíòíàÿ ãîìî-
òîïèÿ â áàçå ðàññëîåíèÿ ïîäíèìàåòñÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â ïðîñòðàí-
ñòâî ðàññëîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Òîëåðàíòíûì ïóòåì äëèíû n â (X, τ) íàçûâàåòñÿ
òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå ωn : (In, ιn) → (X, τ). Òî÷êè ωn(0) è ωn(1) íà-
çûâàþòñÿ íà÷àëîì è êîíöîì ïóòè ωn. Åñëè ωn(0) = ωn(1) = x0, òî ωn
íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíîé ïåòëåé â òî÷êå x0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (X, x0) � ìíîæåñòâî òîëåðàíòíûõ ïóòåé ïðîñòðàí-
ñòâà (X, τ) ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0 ∈ X è îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà òîëå-
ðàíòíûõ ïåòåëü

Ω(X, x0) = {ωn ∈ P (X, x0) | ωn(1) = x0} ,

ïîäìíîæåñòâà òîëåðàíòíûõ ïóòåé îãðàíè÷åííîé äëèíû

PM(X, x0) = {ωn ∈ P (X, x0) | n ≤M} , M ∈ N,

ïîñòîÿííûõ òîëåðàíòíûõ ïóòåé

CP (X, x0) =

{
εn ∈ P (X, x0) | (∀k = 0, n) εn(

k

n
) ≡ x0

}
.

Ïóñòü ωn : (In, ιn)→ (X, τ) � òîëåðàíòíûé ïóòü â (X, τ). Ýëåìåíòàð-
íûì çàìåäëåíèåì ïóòè ωn â òî÷êå k = 0, n íàçîâåì òîëåðàíòíûé ïóòü
µ(k)(ωn) äëèíû n+ 1 òàêîé, ÷òî

µ(k)(ωn)(
l

n+ 1
) =

{
ωn(

l
n), l = 0, k;

ωn(
l−1
n ), k = k + 1, n+ 1;

Îïðåäåëåíèå 3.Ïóòè ωn è ω′m èç P (X, x0) íàçîâåì κ�òîëåðàíòûìè,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
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1) n = m è ωn ≈ ω′m,
2) n = m+ 1 è ωn ≈ µ(k)(ω′m),

k = max
{
k|(∀l = 0, k)ωn(

l
n) = ω′m( l

m)
}
,

3) m = n+ 1 è µ(k)(ωn) ≈ ω′m,
k = max

{
k|(∀l = 0, k)ωn(

l
n) = ω′m( l

m)
}
.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî M ∈ N ïðîñòðàíñòâî (PM(X, x0),κ) ÿâëÿ-
åòñÿ òîëåðàíòíî ñòÿãèâàåìûì è

PM(X, x0) ⊂ PM+1(X, x0), P (X, x0) =
⋃
M∈N

PM(X, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèÿ

F : PM(X, x0)× IM → PM(X, x0),

F (ωn,
l

M
)(
k

n
) =

{
ωn(

k
n), k = 0,M − l;

ωn(
M−l
n ), k = M − l, n;

G : CPM(X, x0)× IM−1 → CPM(X, x0),

G(εn,
l

M − 1
) =

{
εn, n ≤M − l;
εM−l, n ≥M − l.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿþò òîëåðàíòíûå ãî-
ìîòîïèè

F : 1PM (X,x0) ∼ Φ, G : 1CPM (X,x0) ∼ constε1,

ãäå Φ : PM(X, x0) → CPM(X, x0) òàêîå, ÷òî Φ(ωn) = εn, à îòîáðàæåíèå
constε1(εn) ≡ ε1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

F ∗G : PM(X, x0)× I2M−1 → PM(X, x0),

F ∗G(ωn,
l

2M − 1
) =

{
F (ωn,

l
M ), l = 0,M ;

G(εn,
l−M
M−1), l = M, 2M − 1;

îñóùåñòâëÿåò òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ

F ∗G : 1PM (X,x0) ∼ constε1, constε1(ωn) ≡ ε1. �

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì
Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà

(X, τ) ïðîñòðàíñòâî (P (X, x0),κ) èìååò òðèâèàëüíûå òîëåðàíòíûå ãî-
ìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû, ò.å. (∀m ≥ 1) πm(P (X, x0)) = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû â ðàáîòå [3] äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 2. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå ρ : (P (X, x0),κ) → (X, τ)

òàêîå, ÷òî
ρ(ωn) = ω(1),
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ÿâëÿåòñÿ òîëåðàòíûì ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì ρ−1(x0) = (Ω(X, x0),κ).
Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíûõ ïåòåëü (Ω(X, x0),κ) ëè-

íåéíî ñâÿçíîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) èìååò ñëåäóþùèå
òîëåðàíòíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû:

(∀m ≥ 1) πm(Ω(X, x0)) ∼= πm+1(X). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 9 èç ðàáîòû [4], íàïèøåì òî÷-
íóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ èç
òåîðåìû 2:

· · · → πm(Ω(X, x0))→ πm(P (X, x0))→
→ π(X)→ πm−1(Ω(X, x0))→ πm−1(P (X, x0))→ . . . .

Èç òî÷íîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò (1). �
Ñëåäñòâèå 1. Âñå òîëåðàíòíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû πm(Ω(X, x0)),

m ≥ 1, ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíûõ ïåòåëü (Ω(X, x0),κ) êîììóòàòèâ-
íû.
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ÀÏÐÈÎÐÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ
Â ÊÐÓÃÅ

Ïóñòü K � êðóã ñ öåíòðîì O ðàäèóñà h è ãðàíèöåé Γ, C = C(K)
� ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà K ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖u‖C = sup{|u(x)| :
x ∈ K}, L∞ = L∞(K) � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åí-
íûõ íà K ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖u‖∞ = essup {|u(x)| : x ∈ K}, D = D(K) �
ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ñîñðå-
äîòî÷åííûõ ñòðîãî âíóòðè K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U êëàññ ôóíêöèé èç C,
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äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó L∞(K). Ïðè ýòîì ∆u ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ñîáîëå-
âà [1, c. 44]: îòíîñèòåëüíî ïàðû ôóíêöèé u ∈ C, v ∈ L∞ ñ÷èòàåì, ÷òî
u ∈ U , v = ∆u, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
K

vϕ dx =
∫
K

u∆ϕdx.

Â äàííîé ñòàòüå äëÿ êëàññà U ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êðóãå, ðåøåíà
çàäà÷à Äèðèõëå è âûâåäåíà àïðèîðíàÿ îöåíêà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ðåøåíèÿ.

1. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäè-
ìûõ â äàëüíåéøåì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èì ñïåöèàëüíîå èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäíîé ∂u

∂ρ0
ôóíêöèé u ∈ U .

Ïóñòü M0(ρ0, ϕ0) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà K, M1(ρ1, ϕ1) � òî÷êà, ñî-
ïðÿæ¼ííàÿ ñM0 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ, P (r, ψ) � ïåðåìåííàÿ òî÷êà
òàêàÿ, ÷òî P ∈ K, ∂

∂np
� ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå P . Ïî-

ëîæèì r0 = |M0P |, r1 = |M1P |, ρ0 = |OM0|, ρ1 = |OM1|. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

G(M0, P ) = ln
r0h

ρ0r1
. (1)

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ G(M0, P ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðóãà K,
è äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîé ôóíêöèè u ∈ U èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

∂u

∂ρ0
=

1

2π

∫
Γ

u(M0, P )
∂2G(M0, P )

∂ρ0∂np
dψ +

1

2π

∫∫
K

∂G(M0, P )

∂ρ0
∆u(P )r dr dψ.

(2)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ôóíê-

öèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðóãà K, ò.å.
1) G(M0, P ) = G(P,M0);
2) G(M0, P ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆G = 0 ïî P íà ìíî-

æåñòâå K \ {M0};
3) G(M0, P ) íà Γ îáðàùàåòñÿ â íîëü;
4) G(M0, P ) = ln r0 + v(M0, P ), ãäå v = v(M0, P ) � ãàðìîíè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ âñþäó â K ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ.
Îòìåòèì åù¼ ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè (1) è å¼ ïðîèçâîäíûõ.

1. Ôóíêöèè G(M0, P ) è ∂G(M0,P )
∂ρ0

èìåþò èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü
ïðè P = M0.

2. Ôóíêöèè ∂G(M0,P )
∂ρ0

, ∂G(M0,P )
∂np

, ∂
2G(M0,P )
∂ρ0∂np

ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âñþ-
äó â K, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè P = M0.
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Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè (1) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü [2, c. 69�
71], [3, c. 319�320] ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

u(M0) =
1

2π

∫
Γ

u(P )
∂G(M0, P )

∂np
dψ +

1

2π

∫∫
K

G(M0, P )∆u(P )r dr dψ (3)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u, îïðåäåë¼ííîé, íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé âìåñòå
ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà K.

Ïîêàæåì, ÷òî (3) âåðíî è äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ U . Ïóñòü ϕ ∈ D,∫
K

ϕdx = 1. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ïîëîæèì ϕε(x) = 1
ε2ϕ
(
x
ε

)
è îïðåäåëèì

ôóíêöèè uε(x) è ∆uε(x), ñëåäóÿ [4, c. 679�680]. Äëÿ ôóíêöèè uε(x) ñïðà-
âåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3). Íîðìû ‖uε‖C è ‖∆uε‖C ðàâíî-
ìåðíî ïî ε îãðàíè÷åíû. Ïðè ε → 0 ôóíêöèè uε ñõîäÿòñÿ âñþäó â K ê
ôóíêöèè u, à ∆uε ïî÷òè âñþäó ê ∆u [5, c. 20�21, òåîðåìà 125]. Ïî òåîðåìå
Ëåáåãà î ìàæîðàíòíîé ñõîäèìîñòè â ïðåäåëå ïðè ε→ 0 ïîëó÷àåì (3) äëÿ
u ∈ U . Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè (1) îáà èíòåãðàëà â (3) ìîæíî äèôôåðåí-

öèðîâàòü ïî ρ0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ u ∈ U ïðîèçâîäíàÿ ∂u(M0)
∂ρ0

ñóùåñòâóåò è
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ïðè ýòîì èìååò ìåñòî (2).

2. Íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîäíîé

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì ϕ0 = 0.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ôóíêöèé êëàññà U ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ
îöåíêà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé:∥∥∥∥ ∂u∂ρ0

∥∥∥∥ ≤ A‖u‖C +B‖∆u‖∞, (4)

ãäå

A =
4h

π

ρ0

h2 − ρ2
0

,

B =
3h2ρ0 − ρ2

0

12(h2 − ρ2
0)

+
h4 − ρ4

0

4ρ2
0

+
(h4 − ρ4

0)
2(h4 − ρ2

0)

4πρ2
0(h

8 + ρ6
0)(ρ

2
0 + 1)

−

−(h2 + ρ2
0)

2

4πρ3
0

arctg
h4 − ρ2

0

ρ0(h4 + ρ2
0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2) ïîëó÷àåì∣∣∣∣ ∂u∂ρ0

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
Γ

|u(M0, P )|
∣∣∣∣∂2G(M0, P )

∂ρ0∂np

∣∣∣∣ dψ+

+
1

2π

∫∫
K

∣∣∣∣∂G(M0, P )

∂ρ0

∣∣∣∣ |∆u(P )|r dr dψ,
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èëè ∣∣∣∣ ∂u∂ρ0

∣∣∣∣ ≤
 1

2π

∫
Γ

∣∣∣∣∂2G(M0, P )

∂ρ0∂np

∣∣∣∣ dψ
 ‖u‖C+

+

 1

2π

∫∫
K

∣∣∣∣∂G(M0, P )

∂ρ0

∣∣∣∣ r dr dψ
 ‖∆u‖∞.

Îïðåäåëÿÿ çíàêè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè (1), íàõîäèì êîíñòàíòû A è B,
à çàòåì óñòàíàâëèâàåì (4).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ êëàññà ãàðìîíè÷åñêèõ íà êðóãå K ôóíêöèé ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà:

∂u

∂ρ0
= O

(
ρ0

h2 − ρ2
0

)
.
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ÓÄÊ 517.51

À.Þ. Òðûíèí

ÏÐÈÌÅÐ ÑÈÑÒÅÌÛ ×ÅÁÛØÅÂÀ Ñ ÏÎ×ÒÈ ÂÑÞÄÓ
ÑÕÎÄßÙÅÉÑß Ê ÍÓËÞ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜÞ

ÔÓÍÊÖÈÉ ËÅÁÅÃÀ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèé è
êîíñòàíò Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ ïî ñèñòåìàì ×åáûøåâà,
íà÷àòûå â ðàáîòå [1]. À èìåííî âåðíà
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Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ×åáûøåâà íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ íà [0, 1] ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà ïî ýòîé ñèñòåìå ï.â. íà [0, 1]
ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xk,n = k
n , k = 0, n, n ∈ N, è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ [1, ñì. (1)], åñòü dn = 1
22(n+1) .

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {lk,n}nk=0, n ∈ N, ïî-
ñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ [1, ñì. (2)], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ×åáûøåâà
[2, 3]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k0 íîìåð áëèæàéøåãî ê x óçëà èíòåðïîëèðîâàíèÿ
xk0,n = k0

n (åñëè òàêèõ óçëà äâà, òî � íîìåð ëåâîãî èç áëèæàéøèõ). Òîãäà

äëÿ ëþáûõ n ∈ N è x ∈ [0, 1] \ [xk0,n −
√
dn
n , xk0,n +

√
dn
n ]

|lk0,n(x)| = |y(x, n)|| (−1)k02dn
πn(x− xk0,n)

| ≤ 2
√
dn
π

=
1

π2n
.

Îòñþäà è [1, ñì. (4)] (ñì. òàêæå ïðåäïîñëåäíþþ ôîðìóëó ðàáîòû [1]) ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ n ≥ 3 äëÿ ôóíêöèé Ëåáåãà Ln(x) =

∑n
k=0 |lk,n(x)| ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî

Ln(x) ≤ 1

π2n
+

16 ln (2n)

π22(n+1)
, (1)

åñëè

x ∈ En = {x : x ∈ [0, 1], |x− xk,n| ≥
√
dn
n

; k = 0, n}. (2)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E = ∪∞n=1∩∞j=nEj. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæå-
ñòâà En (ñìîòðèòå (2)), mesEn = 1− 1

2n . Ïîýòîìó

mes
(
∩∞j=nEj

)
≥ 1−

∞∑
j=n

1

2j
= 1− 1

2n−1

∞∑
i=1

1

2i
.

Òåïåðü â ñèëó [4, òåîðåìà 11, ãë. 3, � 4], òàê êàê E ⊂ [0, 1],

mesE = lim
n→∞

mes
(
∩∞j=nEj

)
= 1.

À èç (1) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

lim
n→∞

Ln(x) = 0, x ∈ E.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå.Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû ïî ýòîé ñèñòåìå äëÿ ëþáîé

f ∈ C[0, π] ï.â. íà [0, π] ñõîäÿòñÿ ê íóëþ:

lim
n→∞

Ln(f, x) = 0.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-
00167) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÓÄÊ 517.51

Ð.Í. Ôàäååâ

ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÑÊÎÐÎÑÒÈ
ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐßÄÀ ÔÓÐÜÅ

ÏÎ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ

Ïóñòü P = {pj}∞j=1 ⊂ N, òàê ÷òî 2 ≤ pj ≤ N äëÿ âñåõ j ∈ N è ïóñòü
Zj = {0, 1, . . . , pj−1}. Åñëè m0 = 1 è mn = p1 . . . pn ïðè n ∈ N, òî êàæäîå
÷èñëî x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Zj, (1)

(ïðè x = k/mn, 0 < k < mn, áåðåì ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì xj 6= 0). Åñëè ÷èñëî k ∈ Z+ ïðåäñòàâèìî åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì â âèäå k =

∑∞
j=1 kjmj−1, kj ∈ Zj, òî ïî îïðåäåëåíèþ χk(x) =

= exp
(

2πi
(∑∞

j=1
xjkj
pj

))
. Ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0 îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà

â L[0, 1). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ∈ L[0, 1) è ÷àñòè÷íàÿ ñóì-
ìà Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

f̂(n) =

∫ 1

0

f(t)χn(t)dt, n ∈ Z+; Sn(f)(x) =
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), n ∈ N.

Åñëè x, y ∈ [0, 1) ïðåäñòàâëåíû â âèäå (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ x⊕y := z =
=
∑∞

j=1 zjm
−1
j , zj ∈ Zj, zj = xj + yj (mod pj). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

x 	 y. Ïóñòü Dn(x) =
n−1∑
j=0

χj(x) � ÿäðî Äèðèõëå äëÿ äàííîé ñèñòåìû,
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òîãäà Sn(f)(x) = f ∗ Dn(x) :=
∫ 1

0 f(x 	 t)Dn(t) dt. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè
k < mn ôóíêöèè χk(x) ïîñòîÿííû íà [i/mn, (i+1)/mn), i = 0, . . . ,mn−1,
à Dmn

(t) ðàâíîmn íà [0, 1/mn) è íóëþ íà [1/mn, 1). Âñå ýòè ôàêòû ìîæíî
íàéòè â ðàáîòå [1, �1.5].

Ïóñòü osc(f, [a, b)) = sup
x,y∈[a,b)

|f(x)−f(y)|, à λ = {λj}∞j=0 � ïîëîæèòåëü-

íàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì λ0 = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ

Flp,λ(f, I
n
0 ) = sup

j≥n

mj/mn∑
i=0

(
osc(f, Iji )

λi

)p
 1

p

, n ∈ Z+, 1 ≤ P <∞.

Ëåììà [2, ãë. 4, �3]. Ïóñòü n =
s∑
j=1

njmj−1, nj ∈ Zj, j = 1, . . . , s.

Òîãäà

Dn(t) = Dms−1(t)

ns−1∑
l=0

χlms−1
(t)+

+χnsms−1
(t)Dms−2(t)

ns−1−1∑
l=0

χlms−2
(t) + ...+ χnsms−1

(t)...χn2m1
(t)Dm0

(t)

n1−1∑
l=0

χlm0
(t).

Òåîðåìà. Ïóñòü n =
s∑
j=1

njmj−1, nj ∈ Zj, j = 1, . . . , s, ns 6= 0, gx(t) =

= f(x)− f(x	 t), 1 < p <∞, 1/p+ 1/q = 1. Òîãäà

|f(x)− Sn(f)(x)| ≤ nsFlp,λ(gx, I
s−1
0 ) + 2ps

s−2∑
k=0

ms−1/mk−1∑
i=0

λqi

 1
q

mknk+1

ms

Flp,λ(gx, I
k
0 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Sn(f)(x) = f ∗Dn(x), òî f(x)− Sn(f, x) =

=
1∫

0

Dn(t)gx(t)dt. Ïîñêîëüêó gx(0) = 0, ñëåäóÿ ëåììå, îöåíèì ñíà÷àëà

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Dms−1(t)

(
ns−1∑
l=0

χlms−1
(t)

)
gx(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ms−1

1
ms−1∫
0

(
ns−1∑
l=0

χlms−1
(t)

)
gx(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ ms−1

1
ms−1∫
0

∣∣∣∣∣
ns−1∑
l=0

χlms−1
(t)

∣∣∣∣∣ |gx(t)− gx(0)|dt ≤
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≤ nsms−1

1
ms−1∫
0

osc(gx, I
s−1
0 )dt ≤ nsFlp,λ(gx, I

s−1
0 ). (2)

Ïóñòü Jk =

∣∣∣∣ 1∫
0

Dmk
(t)

(
nk+1−1∑
l=0

χlmk
(t)

)
χnsms−1

(t) . . . χ
nk+2
mk+1(t)gx(t)dt

∣∣∣∣.
Òàê êàê ôóíêöèè χmj

(x) ïðè j < s − 1 ïîñòîÿííû íà âñåõ Is−1
i è

[0, 1
mk

) =
ms−1/mk−1⋃

i=0

Is−1
i , òî îáîçíà÷àÿ çíà÷åíèå χ

ns−1
ms−2(x) . . . χ

nk+2
mk+1(x) íà Is−1

i

÷åðåç Ai (|Ai| = 1), ïîëó÷àåì

Jk = mk

∣∣∣∣∣∣∣
ms−1/mk−1∑

i=0

∫
Is−1i

Ai

(
nk+1−1∑
l=0

χlmk
(t)

)
χnsms−1

(t)gx(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ mknk+1

ms−1/mk−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Is−1i

χnsms−1
(t)gx(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ =: Mk.

Ïîñêîëüêó Is−1
i =

ps−1⋃
j=0

Isj+ips è χms−1 ïîñòîÿííà íà âñåõ I
s
i , òî, ïðîèçâåäÿ

çàìåíó ïåðåìåííîé, èìååì

Mk ≤ mknk+1

ms−1/mk−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣∣
ps−1∑
j=0

∫
Isips

χnsms−1

(
t⊕ j

ms

)
gx

(
t⊕ j

ms

)
dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ mknk+1

ms−1/mk−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Isips

ps−1∑
j=0

χnsms−1

(
j

ms

)
gx

(
j

ms
⊕ t
)
dt

∣∣∣∣∣∣∣ .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ps−1∑
j=0

χms−1

(
j
ms

)
=

ps−1∑
j=0

exp
(

2πijns
ps

)
= 0, òàê êàê

ns 6= 0. Ââåäåì âåëè÷èíû r1 =
ps−1∑
j=0

(< exp(2πijns/ps))
+ è r2 =

=
ps−1∑
j=0

(= exp(2πijns/ps))+. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî [3], íàõîäèì, ÷òî

∣∣∣∣∣
ps−1∑
j=0

exp

(
2πijns
ps

)
gx

(
t⊕ j

ms

)∣∣∣∣∣ ≤ (r1 + r2)osc(gx(t), I
s−1
i ),
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îòêóäà

Mk ≤ mknk+1(r1 + r2)
1

ms

ms−1/mk−1∑
i=0

osc(gx(t), I
s−1
i ) ≤

≤ 2mknk+1ps
ms

ms−1/mk−1∑
i=0

λqi

 1
q
ms−1/mk−1∑

i=0

(
osc(gx(t), I

s−1
i )

λi

)p 1
p

≤

≤ 2mknk+1ps
ms

ms−1/mk−1∑
i=0

λqi

 1
q

Flp,λ(gx(t), I
k
0 ). (3)

Èç (2) è (3) âûòåêàåò ðåçóëüòàò òåîðåìû.
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ
ÔÓÍÊÖÈßÌ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ Ñ ßÄÐÎÌ,

ÐÀÇÐÛÂÍÛÌ ÍÀ ËÓ×ÀÕ

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå è â ðÿäû ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì
ôóíêöèÿì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî òåðïèò ðàçðûâû ïåð-
âîãî ðîäà íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç öåíòðà åäèíè÷íîãî êâàäðàòà.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L[0, 1] èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Af =

1∫
0

A(x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1], (1)

ãäå ÿäðî A(x, t) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ: α1 ïðè 0 ≤ t ≤ x ≤ 1
2 ,

α2 ïðè 0 ≤ x ≤ t ≤ 1
2 , α3 ïðè 0 ≤ x ≤ 1− t ≤ 1

2 , α4 ïðè 0 ≤ 1− t ≤ x ≤ 1
2 ,
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α5 ïðè
1
2 ≤ x ≤ t ≤ 1, α6 ïðè

1
2 ≤ t ≤ x ≤ 1, α7 ïðè

1
2 ≤ 1 − t ≤ x ≤ 1,

α8 ïðè
1
2 ≤ x ≤ 1− t ≤ 1.

Îïåðàòîð (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà,
ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå [1]. Â äàííîé ñòàòüå äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (1) âû-
äåëåí êëàññ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì
è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì (ñ.ï.ô.) îïåðàòîðà A è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ Ôóðüå, à òàêæå íàéäåíû óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà (1) è ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âèä îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
l = (α1 − α2)(α6 − α5)− (α7 − α8)(α4 − α3) 6= 0 è èìååò âèä

A−1y =
1

l

(
(α6 − α5)y

′(x) + (α3 − α4)y
′ (1− x)

)
, x ∈

[
0,

1

2

]
,

A−1y =
1

l

(
(α1 − α2)y

′ (x) + (α8 − α7)y
′(1− x)

)
, x ∈

[
1

2
, 1

]
,

ãäå y(x) ∈ DA−1 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì[

1 +
1

l
(α2(α6 − α5) + α3(α8 − α7))

]
y(0) +

1

l

[
α3α1 − α2α4−

− α2(α6 − α5)− α3(α8 − α7)
]
y

(
1

2

)
− 1

l
(α3α1 − α2α4)y(1) = 0,

1

l
(α8α6 − α5α7)y(0) +

[
1 +

1

l

(
α8(α3 − α4) + α5(α1 − α2)−

− α8α6 + α5α7

)]
y

(
1

2

)
− 1

l

(
α8(α3 − α4) + α5(α1 − α2)

)
y(1) = 0.

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñ.ï.ô. îïåðàòîðà A ïðîâî-

äèòñÿ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà ñâîéñòâàõ è îöåíêàõ ðåçîëüâåíòû Ôðåä-
ãîëüìà Rλ(A)f = (I − λA)−1Af , ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåê-
òðàëüíûé ïàðàìåòð.

Ââåäåì êðàåâóþ çàäà÷ó

v′(x) = λDv(x) +Dm(x), x ∈
[
0,

1

2

]
, (2)

P0v(0) + P1v

(
1

2

)
= 0, (3)
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ãäå v(x) =
(
v1(x), v2(x), v3(x), v4(x)

)T
, f(1 − x)

)T
, D = (aij)

4
i,j=1,

a11 = −a33 = α1 − α2, a14 = −a32 = α4 − α3,
a22 = −a44 = α6 − α5, a23 = −a41 = α7 − α8,
aij = aji = 0, i = 1, 4, j = 2, 3, m(x) =

(
f(x), f

(
1
2 + x

)
, f
(

1
2 − x

)
,

P0 =

(
Q1 Q2

0 0

)
, P1 =

(
0 0
Q2 Q1

)
, Q2 = −M , Q1 = E + M ,

M =
1

l

(
α2(α6 − α5) + α3(α8 − α7) α3α1 − α2α4

α8α6 − α5α7 α8(α3 − α4) + α5(α1 − α2)

)
,

E �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 2. Åñëè v(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2), (3),
à ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî íóëå-
âîå ðåøåíèå, òî Rλ(A) ñóùåñòâóåò è Rλ(A)f = v1(x) ïðè x ∈

[
0, 1

2

]
,

Rλ(A)f = v2

(
x− 1

2

)
ïðè x ∈

[
1
2 , 1
]
.

Ðàññìîòðèì êëàññ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ

α3 = α4, α7 = α8, α2 = α5 = 0. (4)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

α1α6 6= 0, α1 6= ±α6. (5)

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ ìàòðèöà Γ, äèàãîíàëèçèðóþùàÿ D,
òî åñòü Γ−1DΓ = D1 = diag(ω1, ω2, ω3, ω4), ωi, i = 1, 4 � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû D. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2), (3) ïåðåéäåò â

h′(x) = λD1h(x) +m1(x),

U(h) = P0Γh(0) + P1Γh

(
1

2

)
= 0,

ãäå h = Γ−1v, m1(x) = Γ−1Dm(x).
Îáîçíà÷èì Y (x, λ) = diag

(
eλω1x, . . . , eλω4x

)
, ∆(λ) = U (Y (x, λ)),

Sδ =
{
λ ∈ C : |λ− λm| ≥ δ > 0, λm- íóëè ∆(λ),

|λ− i4πk
ωj
| ≥ δ, j = 1, 4, k ∈ Z

}
.

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 3 (ðàâíîñõîäèìîñòè). Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (5), à
òàêæå α3α8 6= 0 è α3α8 6= α6α1, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L[0, 1]
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èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→∞

∥∥∥Sr(f, x)−
2∑
j=1

γ1j
1

ω j
σr|ωj | (m1j, x)

∥∥∥
[ε, 12−ε]

= 0,

lim
r→∞

∥∥∥Sr(f, x)−
4∑
j=3

γ2j
1

ω j
σr|ωj |

(
m1j, x−

1

2

)∥∥∥
[ 12+ε,1−ε]

= 0,

ãäå ε ∈
(
0, 1

4

)
, Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñ.ï.ô. îïåðàòî-

ðà A äëÿ òåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòîðûõ |λk| < r; γkj �
êîìïîíåíòû ìàòðèöû Γ: Γ−1DΓ = D1 = diag(ω1, . . . , ω4); σr(f, x) � ÷à-
ñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå

{
ei4πkx

}
íà îòðåçêå

[
0, 1

2

]
, ïðè

òàêèõ k ∈ Z, ÷òî |k| < r

4π
; m1j � êîìïîíåíòû m1(x).
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ÎÁ ÝÏÈÌÎÐÔÈÇÌÀÕ ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ãèïåðãðàôè÷å-
ñêèå àâòîìàòû áåç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, ò.å. àâòîìàòû, ó êîòîðûõ ìíî-
æåñòâà ñîñòîÿíèé íàäåëåíû äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
ãèïåðãðàôà. Ýòî äîñòàòî÷íî øèðîêèé è âåñüìà âàæíûé êëàññ àâòîìàòîâ,
òàê êàê ìíîãîîáðàçèå òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì îõâàòûâàåò, â ÷àñò-
íîñòè, àâòîìàòû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè
(íàïðèìåð, ïðîåêòèâíûìè èëè àôôèííûìè).

Íàïîìíèì [1], ÷òî ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà H = (X,L),
ãäå X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è L � ñåìåéñòâî ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíî-
æåñòâ X. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, à ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà L íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà. Âåðøèíû ãèïåðãðàôà,
ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîìó åãî ðåáðó, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè. Ãèïåð-
ãðàô H = (X,L) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ëþáàÿ åãî âåðøèíà
ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó åãî ðåáðó.

Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãèïåðãðàô H áóäåì íàçû-
âàòü ãèïåðãðàôîì ñ p-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè, åñëè â êàæäîì ðåáðå ýòîãî
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ãèïåðãðàôà íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, p + 1 âåðøèíà è, ê òîìó æå, ëþ-
áûå p åãî âåðøèí ïðèíàäëåæàò íå áîëåå ÷åì îäíîìó åãî ðåáðó.

Íàïðèìåð, ýôôåêòèâíûé ãèïåðãðàô ñ 1-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè � ãè-
ïåðãðàô, ðåáðà êîòîðîãî îáðàçóþò íåòðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
âåðøèí áåç îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïðîåêòèâ-
íàÿ ïëîñêîñòü, òàê è àôôèííàÿ ïëîñêîñòü ñ ÷èñëîì òî÷åê áîëåå ÷åòûðåõ
ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ãèïåðãðàôàìè ñ 2-îïðåäåëèìûìè ðåáðàìè, âåð-
øèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ýòèõ ïëîñêîñòåé, à ðåáðàìè � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðÿìûå (ñì., íàïð., [2]).

Ãîìîìîðôèçìîì ãèïåðãðàôà H = (X,L) â ãèïåðãðàô H1 = (X1, L1)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî X1, êîòîðîå ñìåæ-
íûå â ãèïåðãðàôå H âåðøèíû ïåðåâîäèò â ñìåæíûå âåðøèíû ãèïåðãðà-
ôà H1, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

(∀r ∈ L)(∃r′ ∈ L1)(ϕ(r) ⊂ r′).

Ãîìîìîðôèçì f : H −→ H1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûì, åñëè îáðàçîì
ìíîæåñòâà âåðøèí X ãèïåðãðàôà H ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî âåðøèí X1

ãèïåðãðàôà H1, ò.å. f(X) = X1.

Ãîìîìîðôèçì ãèïåðãðàôà H â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì H.
Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãèïåðãðàôà H ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè
îáðàçóåò ïîëóãðóïïó EndH.

Ãèïåðãðàôû H = (X,L) è H1 = (X1, L1) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ áèåêöèÿ f ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî X1, êîòîðàÿ
ñîõðàíÿåò ðåáðà ýòèõ ãèïåðãðàôîâ, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ

(∀Y ⊂ X)(Y ∈ L⇐⇒ f(Y ) ∈ L1).

Èçîìîðôèçì ãèïåðãðàôà H íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì H.
Ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè è òîæäåñòâåí-
íûì îòîáðàæåíèåì â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà îáðàçóþò ãðóï-
ïó AutH.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X −→ Y îáîçíà÷èì f 2 îòîáðàæåíèå X2 â Y 2,
êîòîðîå äëÿ (a, b) ∈ X2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: f 2(a, b) = (f(a), f(b)).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ : X −→ X âûïîëíÿåòñÿ f 2(ϕ) =
= f−1ϕf.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîä ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì ïîíèìàåòñÿ
ïîëóãðóïïîâîé àâòîìàò áåç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ [3] A = (X,S, δ), ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî X íàäåëåíî òàêîé ñòðóêòóðîé ãèïåðãðàôà
H = (X,L), ÷òî ïðè ëþáîì âõîäíîì ñèãíàëå s ∈ S ôóíêöèÿ ïåðåõî-
äîâ δs ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì H. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî ãèïåðãðàôà H
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àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = (H,EndH, δ) ñ ôóíêöèåé δ(ϕ, x) = ϕ(x),
ãäå (ϕ, x) ∈ EndH × X, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôè÷åñêèì àâòîìàòîì, êîòî-
ðûé îáîçíà÷àåòñÿ AtmH è íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ãèïåðãðàôè÷åñêèì
àâòîìàòîì.

Ýíäîìîðôèçìîì ãèïåðãðàôè÷åñêîãî àâòîìàòà A = (H,S, δ) íàçûâà-
åòñÿ ïàðà îòîáðàæåíèé π = (f, g), ãäå f � ýíäîìîðôèçì ãèïåðãðàôà H,
g � ýíäîìîðôèçì ïîëóãðóïïû EndH è äëÿ ëþáûõ x ∈ X, s ∈ S âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî f(δ(x, s)) = δ(f(x), g(s)). Ýíäîìîðôèçì π : A −→ A íàçû-
âàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì àâòîìàòà A íà àâòîìàò A, åñëè f : H −→ H,
g : S −→ S � àâòîìîðôèçìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H = (X,L) � ýôôåêòèâíûé ãèïåðãðàô ñ p - îïðå-
äåëèìûìè ðåáðàìè. Äëÿ óíèâåðñàëüíîãî ãèïåðãðàôè÷åñêîãî àâòîìàòà
AtmH = (H,EndH, δ) è ýíäîìîìîðôèçìà π = (f, g) àâòîìàòà AtmH
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) π = (f, g) � ñþðüåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì AtmH;

2) g � ñþðüåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì EndH, g = f 2;

3) g � àâòîìîðôèçì EndH, g = f 2;

4) π � àâòîìîðôèçì àâòîìàòà AtmH;

5) f � àâòîìîðôèçì H, g = f 2.

Ñëåäñòâèå. Ïîëóãðóïïà ñþðüåêòèâíûõ ýíäîìîðôèçìîâ àâòîìà-
òà AtmH ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ Aut(AtmH), êîòîðàÿ
èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ AutH è
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(EndH).
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÑÒÅÏÅÍßÌÈ ÐÅÇÎËÜÂÅÍÒ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

Ïîëó÷åí ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåíèé ê ãëàäêèì ðåøåíèÿì èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, èìåþùåãî ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà è
âûðîæäåííîå ÿäðî â ñèòóàöèè, êîãäà îáðàòíûé îïåðàòîð íåîãðàíè÷åí.
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Â äàííîé ñòàòüå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå ïðèáëèæàþùèõ ñâîéñòâ ðå-
çîëüâåíòû îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [1].

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû:

Ω(k)
r =

{
Ω

(k)
2r , x ∈ [0, 1/2],

Ω
(k)
1r , x ∈ [1/2, 1],

ãäå

Ω2ru = r

1∫
x

er(x−t)u(t)dt.

Ëåììà 1. Îïåðàòîðû Ωk
ir, i = 1, 2, èìåþò âèä

Ωk
1r = rk

x∫
0

(x− t)k−1

(k − 1)!
e−r(x−t)u(t)dt, (1)

Ωk
2r = rk

1∫
x

(t− x)k−1

(k − 1)!
er(x−t)u(t)dt. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k = 2 èìååì

Ω2
1ru = r2

x∫
0

e−r(x−t)dt

t∫
0

e−r(t−τ)u(τ)dτ =

= r2e−rx
x∫

0

dt

t∫
0

erτu(τ)dτ = r2e−rx
x∫

0

erτu(τ)dτ

x∫
τ

dt =

= r2e−rx
x∫

0

(x− τ)erτu(τ)dτ = r2

x∫
0

(x− τ)e−r(x−τ)u(τ)dτ.

Çàìåíèâ îáîçíà÷åíèå τ íà t, ïîëó÷èì (1) ïðè k = 2.
Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîëó÷èì ôîðìóëó (1) äëÿ ëþáî-

ãî k.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (2) äëÿ Ωk

2ru.

Ëåììà 2. Åñëè u ∈ C1[0, 1], òî îïåðàòîðû Ωk
ir, i = 1, 2, èìåþò

ïðåäñòàâëåíèå

Ωk
1ru = −r

k−1xk−1e−rx

(k − 1)!
u(0) + Ωk−1

1r u− 1

r
Ωk

1ru
′, (3)
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Ωk
2ru = −r

k−1(1− x)k−1e−r(1−x)

(k − 1)!
u(1) + Ωk−1

2r u+
1

r
Ωk

2ru
′, (4)

ãäå k ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = 2. Òîãäà èç (1) ïîëó÷àåì

Ω2
1ru = r2

x∫
0

(x− t)e−r(x−t)u(t)dt.

Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

Ω2
1ru = r2

1

r
[e−r(x−t)(x− t)u(t)]

x

|
0
−1

r

x∫
0

e−r(x−t)[−u(t) + ((x− t)u(t))′t]dt

 =

= r

−xe−rxu(0) +

x∫
0

e−r(x−t)u(t)dt−
x∫

0

e−r(x−t)(x− t)u′(t)dt

 =

= −rxe−rxu(0) + Ω1ru−
1

r
Ω2

1ru
′.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçûâàåì ôîðìóëó (3).
È òî÷íî òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (4).

Ëåììà 3. Äëÿ u(x) ∈ C[0, 1] ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

‖Ωk
1ru− u‖C[ε,1] → 0 ïðè r →∞, k = 1, 2, . . . ; (5)

‖Ωk
2ru− u‖C[0,1−ε] → 0 ïðè r →∞, k = 1, 2, . . . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k = 1 ñîîòíîøåíèå (5) äîêàçàíî â ëåììå 1 èç
ðàáîòû [3]. Ïóñòü k ≥ 2, à u(x) ∈ Ck[0, 1] Îáîçíà÷èì ϕl(r, x) = −rlxle−rx

l! .
Èç (3) èìååì

‖Ωk
1ru− u‖C[ε,1] ≤ ‖ϕk−1(r, x)u(0)‖C[ε,1] + ‖Ωk−1

1r u− u‖C[ε,1]+

+

∥∥∥∥1

r
Ωk

1ru
′
∥∥∥∥
C[ε,1]

≤ ‖ϕk−1(r, x)u(0)‖C[ε,1] + ‖ϕk−2(r, x)u(0)‖C[ε,1]+

+ · · ·+ ‖ϕ1(r, x)u(0)‖C[ε,1] + ‖Ω1ru− u‖C[ε,1] +

∥∥∥∥1

r
Ω2

1ru
′
∥∥∥∥
C[ε,1]

+
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+

∥∥∥∥1

r
Ω3

1ru
′
∥∥∥∥
C[ε,1]

+ · · ·+
∥∥∥∥1

r
Ωk

1ru
′
∥∥∥∥
C[ε,1]

.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ϕl(r, x) ≤ rle−rε íà îòðåçêå [ε, 1], òî ñóììà ñëàãà-
åìûõ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè ϕl(r, x), l = 1, . . . , k − 1, èìååò îöåíêó
O(rk−1e−rε‖u‖C[0,1]). Äàëåå, ‖Ω1ru − u‖C[ε,1] → 0 ïðè r → ∞ äëÿ ëþáîé
u(x) ∈ C[0, 1].

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå u′(x), ìîãóò áûòü êàê
óãîäíî ìàëûìè ïðè r →∞, åñëè u(x) ∈ Ck[0, 1], ò.å. ÷òî

∥∥1
rΩ

l
1ru
′
∥∥
C[ε,1]

→
→ 0 ïðè r →∞ äëÿ l = 2, . . . , k.

Ïóñòü l = 2. Òîãäà èç (1.16) ñ çàìåíîé u íà u′ ïîëó÷èì

1

r
Ω2

1ru
′ = −xe−rxu′(0) +

1

r
Ω1ru

′ − 1

r2
Ω2

1ru
′′.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî 1
rΩ1ru

′ è 1
r2Ω

2
1ru
′′ èìåþò îöåíêó O

(
1
r

)
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r èç (3) ïîëó÷àåì

1

r
Ωl

1ru
′ =

1

r
ϕl−1(r, x)u′(0) +

1

r
Ωl−1

1r u
′ − 1

r2
Ωl

1ru
′′. (7)

Èç (1) èìååì

1

r
Ωl−1

1r u
′ = rl−2

x∫
0

e−r(x−t)
(x− t)l−2

(l − 2)!
u′(t)dt, (8)

1

r2
Ωl

1ru
′′ = rl−2

x∫
0

e−r(x−t)
(x− t)l−1

(l − 1)!
u′′(t)dt. (9)

Áåðåì èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (8) è (9) ïî ÷àñòÿì, êàæäûé ðàç
"ïåðåáðàñûâàÿ"ïðîèçâîäíóþ íà ôóíêöèþ u′(t) â (8) è ôóíêöèþ u′′(t) â
(9) äî òåõ ïîð, ïîêà ïåðåä èíòåãðàëàìè íå èñ÷åçíóò ñòåïåíè r, ò.å. èíòå-

ãðèðóåì l−2 ðàçà. Òîãäà â (8) ìû ïðèäåì ê èíòåãðàëó
x∫
0

e−r(x−t)u(l−1)(t)dt,

à â (9) � ê èíòåãðàëó
x∫
0

e−r(x−t)(x − t)u(l)(t)dt, êîòîðûå èìåþò îöåíêè

O
(

1
r‖u

(l−1)‖C[0,1]

)
è O

(
1
r‖u

(l)‖C[0,1]

)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè, áóäóò ñîñòî-
ÿòü èç ôóíêöèé ϕm(r, x), m = 1, . . . , l−3 â ôîðìóëå (8); m = 1, . . . , l−2 â
ôîðìóëå (9), óìíîæåííûõ íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u(x) â íóëå
äî (l− 2) -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â ôîðìóëå (8); äî (l− 1) -ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî â ôîðìóëå (9). Îáùàÿ ñóììà ýòèõ ïîäñòàíîâîê è ïåðâîãî
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ñëàãàåìîãî, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (7), áóäeò èìåòü ïîðÿäîê
rl−1e−rε íà îòðåçêå [ε, 1].

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (5) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ëþáîé u(x) ∈ Ck[0, 1]. Íî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, k ðàç íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ, âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] ïî òåîðåìå Âåéåð-
øòðàññà.

Äàëåå, íîðìû îïåðàòîðîâ Ωk
1r, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê îïåðàòîðû èç

C[0, 1] â C[ε, 1], îãðàíè÷åíû êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò r, ïîñêîëüêó

‖Ωk
1ru‖C[ε,1] = ‖Ω1r(Ω

k−1
1r )u‖C[ε,1] = ‖Ω1rΩ1r . . . (Ω1ru)‖C[ε,1] ≤ ‖u‖C[0,1].

Ïî òåîðåìå Áàíàõà � Øòåéíãàóçà ñîîòíîøåíèå (5) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþ-
áîé u ∈ C[0, 1].

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü (6).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåí-
òà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß
Ñ ÐÀÇÐÛÂÍÎÉ ÂÅÑÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îïåðàòîð: Ly = p(x)y′(x), x ∈ [0, 1], p(x) = a ïðè
x ∈ [0, 1

2 ], p(x) = b ïðè x ∈ [1
2 , 1], a > 0, b > 0, ñ êðàåâûì óñëîâèåì:

y(0) = y(1).
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíà òåîðåìà ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé

ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L è â îáû÷íûé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è àíàëîã òåîðåìû Æîðäàíà � Äèðèõëå.

Â ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííîé p(x) îïåðàòîð L èçó÷àëñÿ â ðàáîòå [1]. À
äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ ñ ðàçðûâíîé âåñî-
âîé ôóíêöèåé Â.À. Èëüèí [2] ïîëó÷èë òåîðåìó ðàâíîñõîäèìîñòè â òî÷êå
ðàçðûâà, à Í.Ï. Êóïöîâ [3, ñ. 201�205] ïîëó÷èë àíàëîã òåîðåìû Äèðèõëå.

Ïóñòü y = Rλf = (L− λE)−1f , ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, E �
åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà

p(x)y′(x)− λy(x) = f(x), (1)
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y(0) = y(1). (2)

Ïåðåéäåì îò (1), (2) ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

ay′1(x)− λy1(x) = f1(x), (3)

by′2(x)− λy2(x) = f2(x), (4)

y1(0) = y2(1/2), y1(1/2) = y2(0), (5)

ãäå y1(x) = y(x), y2(x) = y(1
2 +x), f1(x) = f(x), f2(x) = f(1

2 +x), x ∈ [0, 1
2 ].

Ïóñòü R̃λF = ((R̃λF )1, (R̃λF )2)
T (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ) è F (x) =

= (f1(x), f2(x))T .

Ëåììà 1. Åñëè λ òàêîâî, ÷òî ñèñòåìà (3) � (5) ïðè fi(x) ≡ 0 (i =
= 1, 2) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

R̃λΦ = gλΦ + V (x, λ)∆−1(λ)U(gλΦ), (6)

ãäå Φ(x) = (Φ1(x),Φ2(x))T =
(
f1(x)
a , f2(x)

b

)T
,

gλΦ =

− 1/2∫
x

eµ1(x−t)Φ1(t) dt,−
1/2∫
x

eµ2(x−t)Φ2(t) dt


T

ïðè Reλ ≥ 0,

gλΦ =

 x∫
0

eµ1(x−t)Φ1(t) dt,

x∫
0

eµ2(x−t)Φ2(t) dt

T

ïðè Reλ < 0,

V (x, λ) = diag (eµ1x, eµ2x), µ1 = λa−1, µ2 = λb−1,∆(λ) = U(V (x, λ)) =

= M0V (0, λ) +M1V (1
2 , λ),M0 =

(
1 0
0 1

)
, M1 =

(
0 −1
−1 0

)
.

Îáîçíà÷èì δ(λ) = det ∆(λ) = 1 − e
1
2 (µ1+µ2). ßñíî, ÷òî íóëè δ(λ) ÿâ-

ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñèñòåìû (3) � (5). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sδ
îáëàñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç λ-ïëîñêîñòè óäàëåíèåì âñåõ íóëåé δ(λ) âìå-
ñòå ñ êðóãîâûìè îêðåñòíîñòÿìè îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà δ. Òîãäà èìåþò
ìåñòî îöåíêè:

|δ(λ)| ≥ C|e
1
2 (µ1+µ2)|, Reλ ≥ 0, (7)

|δ(λ)| ≥ C, Reλ ≤ 0, (8)

ãäå C > 0 è íå çàâèñèò îò λ, λ ∈ Sδ.
Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

∆(λ) =

(
1 e

1
2µ2

e
1
2µ1 1

)
, ∆−1(λ) =

(
x11 x12

x21 x22

)
,
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ãäå x11 = x22 = 1
δ(λ) , x12 = 1

δ(λ)e
1
2µ2, x21 = 1

δ(λ)e
1
2µ1.

Ëåììà 3. Ïîëîæèì Ω(x, λ; f) = (Ω1,Ω2)
T = V (x, λ)∆−1(λ)U(gλΦ).

Òîãäà â Sδ ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

Ωi(x, λ; f) = O(e−µi(
1
2−x)‖f‖1), åñëè Reλ ≥ 0,

Ωi(x, λ; f) = O(eµix‖f‖1), åñëè Reλ < 0.

Çäåñü ‖f‖1 =
1∫

0

|f(t)| dt.

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç (7), (8) è ëåììû 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̃0
λF ðåøåíèå ñèñòåìû (3), (4) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

yi(0) = yi(1/2) (i = 1, 2).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììû 1 è 3, ïîëó÷àåì

Ëåììà 4. Åñëè f(x) ∈ L[0, 1], òî

lim
r→∞

∥∥∥∥∥
∫
|λ|=r

[R̃λF − R̃0
λF ] dλ

∥∥∥∥∥
[ε, 12−ε]

= 0,

ãäå 0 < ε < 1
2, ‖ · ‖[ε, 12−ε]

� íîðìà C[ε, 1
2 − ε] â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-

ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sr(f, x) ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x)
ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L äëÿ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé λk, äëÿ êîòîðûõ |λk| < r. Òîãäà

Sr(f, x) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(R̃λF )j

(
x− 1

2
(j − 1)

)
dλ, (9)

x ∈
[

1
2(j − 1), 1

2j
]

(j = 1, 2).

Èç ëåììû 4 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé f(x) ∈ L[0, 1] èìååò ìåñòî

lim
r→∞

∥∥Sr(f, x)− p−1(x)σj,rp−1(x)(f, x)
∥∥
C[Ωε]

= 0,

ãäå σj,r(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå
{e4kπix}+∞

−∞, ðàññìàòðèâàåìîé íà îòðåçêå
[

1
2(j − 1), 1

2j
]

(j = 1, 2), äëÿ
òåõ k, äëÿ êîòîðûõ |4kπ| < r; Ωε = [ε, 1

2 − ε] ∪ [1
2 − ε, 1− ε], ε > 0.

Ïðèñòóïàåì ê ïîëó÷åíèþ àíàëîãà òåîðåìû Æîðäàíà � Äèðèõëå. Èñ-
ïîëüçóÿ ëåììû 1 è 2, ïîëó÷àåì

90



Ëåììà 5. Åñëè f(x) ∈ C[0, 1]∩V [0, 1] è f(0) = f(1), òî ñïðàâåäëèâû
ôîðìóëû:

(R̃λF )1 =− 1

λ
f1(x)− 1

λ

1/2∫
x

eµ1(x−t) df1(t) +
x11

λ

1/2∫
0

eµ1(x−t) df1(t)+

+
x12

λ

1/2∫
0

eµ1xe−µ2t df2(t),

(R̃λF )2 =− 1

λ
f2(x)− 1

λ

1/2∫
x

eµ2(x−t) df2(t) +
x21

λ

1/2∫
0

eµ2xe−µ1t df1(t)+

+
x22

λ

1/2∫
0

eµ2(x−t) df2(t).

Òåîðåìà 2. Åñëè f(x) ∈ C[0, 1] ∩ V [0, 1] è f(0) = f(1), òî

lim
r→∞
‖f(x)− Sr(f, x)‖C[0,1] = 0.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (9), ëåìì 2, 5 è îöå-
íîê (7), (8).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåí-
òà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ãóðåâè÷ À.Ï., Õðîìîâ À.Ï. Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ ñî çíàêîïåðåìåííîé âåñîâîé ôóíêöèåé // Ìàò. çàìåòêè. 1994. Ò. 56, � 4.
Ñ. 3�15.

2. Èëüèí Â.À. Î ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì â òî÷êàõ ðàç-
ðûâà êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà // Ìàò. çàìåòêè. 1977. Ò. 22, � 5.
Ñ. 679�698.

3. Êóïöîâ Í.Ï. Îá àíàëîãå òåîðåìû Äèðèõëå äëÿ ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì

ôóíêöèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè // Èññëå-

äîâàíèÿ ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé. Ì.: Ôèçìàòãèç,

1961.

91



ÓÄÊ 519.642.8
Ã.Â. Õðîìîâà

Î ÂÛÁÎÐÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ
ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ

ÌÅÒÎÄÎÌ Ì.Ì. ËÀÂÐÅÍÒÜÅÂÀ

Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-
ðèçàöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ïðîèçâîëüíûì ëè-
íåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ì.Ì. Ëàâ-
ðåíòüåâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà

Au = f, (1)

ãäå A � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå, A−1 ñóùåñòâóåò, íî íåîãðàíè÷åí, ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàíà ïðè-
áëèæåííî: ‖fδ − f‖ ≤ δ; ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

Tα = (αE + A)−1, (2)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäó Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà [1].
Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ýòîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A =

= A∗ > 0, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà ñåìåéñòâî Tα ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿ-
ðèçèðóþùèì [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ïóñòü òåïåðü A � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Â
ðàáîòå [3] äàíû óñëîâèÿ íà îïåðàòîð A è òî÷íîå ðåøåíèå u, íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå äëÿ ñõîäèìîñòè:

‖Tαf − u‖ → 0 ïðè α→ 0. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, ò.å. u ∈M(A) (çàìûêà-
íèå îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A), ‖αTαAv‖ → 0 ïðè α→ 0, äëÿ u = Av
è ‖TαA‖ ≤ K, ãäå K íå çàâèñèò îò α.

Ïðèìåíèì îïåðàòîðû Tα ê fδ è âûÿñíèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè

‖Tαfδ − u‖ → 0 ïðè α→ 0, δ → 0.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆(δ, Tα, u) = sup {‖Tαfδ − u‖ : ‖fδ − f‖ ≤ δ} .
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû

92



∆(δ, Tα, u)→ 0 ïðè δ → 0, (4)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ α = α(δ), óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèÿì:

α(δ)→ 0, δ/α(δ)→ 0 ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 èç [4], êîòîðàÿ îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé, åñëè âìåñòî óðàâíåíèÿ (8) èç [4] ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
αu+Au = f , ñîîòâåòñòâóþùåå ìåòîäó Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà. Ñîãëàñíî ýòîé
òåîðåìå, äëÿ ñõîäèìîñòè (4) ïðè α→ 0, δ → 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

à) ∆1(Tα, u) = ‖Tαf − u‖ → 0 ïðè α→ 0,
á) ∆2(Tα, δ) ≡ sup {‖Tαfδ − Tαf‖ : ‖fδ − f‖ ≤ δ} → 0 ïðè α → 0,

δ → 0.
Óñëîâèå a) âûïîëíÿåòñÿ ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Ïîñêîëüêó ∆2(Tα, δ) = ‖Tα‖ δ, òî óñëîâèå á) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

‖Tα‖ δ → 0 ïðè α→ 0, δ → 0, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñîãëàñîâàíèþ α = α(δ)
òàêîìó, ÷òîáû

∥∥Tα(δ)

∥∥ δ → 0 ïðè δ → 0.
Âûðàçèì íîðìó ‖Tα‖ ÷åðåç íîðìó ‖TαA‖.
Èìååì:

Tα = (αE+A)−1 =
1

α

[
(E +

1

α
A)−1 ∓ E

]
=

1

α

[
E + (E +

1

α
A)−1 − E

]
=

= 1
α

[
E + (E + 1

αA)−1(E − (E + 1
αA))

]
= 1

α

[
E − 1

α(E + 1
αA)−1A

]
=

= 1
α(E − TαA).
Èç ïîñëåäíåãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûòåêàåò äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

1

α
|1−K| ≤ ‖Tα‖ ≤

1

α
(1 +K).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåí-
òà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-2970.2008.1).
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4. Èâàíîâ Â.Ê. Îá èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà // Äèô-

ôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1967. Ò. 3, � 3. Ñ. 410�421.

ÓÄÊ 519.642.8

Î.È. Øàòàëèíà

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ËÅÆÀÍÄÐÀ

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèòèå ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â
ðàáîòå [1] äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñëó÷àé íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [-1,1] ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà å¼
ïðèáëèæåíèåì fδ(x) â ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1] : ‖fδ(x)− f(x)‖L2[−1,1] ≤ δ.

Òðåáóåòñÿ ïî fδ(x) è δ ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå ê f(x) â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà C[−1, 1]. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè
èç L2 â C.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ÷àñòè÷íûå ñóììû Ôó-
ðüå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà.

Ïóñòü Pn(x)∞n=0 � ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíä-
ðà [2].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn îïåðàòîð ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå ôóíêöèè f(x)
ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà:

Snf =
n∑
k=0

akPk(x).

Äëÿ áîëüøîãî êëàññà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü:

‖Snf − f‖C[−1,1] → 0, (1)

ïðè n→∞.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿåòñÿ ñõîäè-

ìîñòü (1).
Ïðèìåíèì îïåðàòîð Sn ê ôóíêöèè fδ(x) è ðàññìîòðèì íîðìó

‖Snfδ − f‖C[−1,1].

Ñïðàâåäëèâà î÷åâèäíàÿ îöåíêà:

‖Snfδ − f‖C[−1,1] ≤ ‖Sn‖L2→Cδ + ‖Snf − f‖C . (2)
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Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè

‖Snfδ − f‖C[−1,1] → 0 (3)

ïðè n→∞, δ → 0, äîñòàòî÷íî ñîãëàñîâàòü n ñ δ òàê, ÷òîáû

δ‖Sn(δ)‖L2→C → 0

ïðè δ → 0.
Íàéäåì ýòî ñîãëàñîâàíèå.
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëà ìåñòî ñõîäèìîñòü (3), äîñòà-

òî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ n = n(δ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì:
n(δ)→∞, δn(δ)→ 0 ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íîðìó ‖Sn‖L2→C . Èñïîëüçóåì èçâåñò-
íóþ ôîðìóëó äëÿ íîðìû èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà:

‖Snf‖L2→C = max
x

(

∫ 1

−1

K2
n(x, t)dt)

1
2 ,

ãäå

Kn(x, t) =
n∑
k=0

Pk(x)Pk(t)

� ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Â ñèëó îðòîíîðìèðóåìîñòè è îñíîâíûõ
ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ïîëó÷àåì

‖Sn‖L2→C ≤
1√
2

(n+ 1). (4)

Ïîäáèðàÿ îñîáûì îáðàçîì êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ è òî÷êó, èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ (4) íàõîäèòñÿ îöåíêà ñíèçó ‖Sn‖L2→C , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé.
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖Sn‖L2→C =
1√
2

(n+ 1). (5)

Èç (2) è (5) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Åñëè íà ôóíêöèþ f(x) íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ïîçâîëÿ-

þùèå ïîëó÷èòü îöåíêó íîðìû ‖Snf − f‖C â (2), òî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ
n = n(δ) ìîæíî óêàçàòü êîíêðåòíûå ôîðìóëû è ïîëó÷èòü îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè äëÿ ‖Sn(δ)fδ − f‖C .

Òåîðåìà 2. Åñëè f(x) ∈ Lipα, α > 1
2, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖Sn(δ)fδ − f‖C[−1,1] ≤ Kδ
2α−1
2α+1 , (6)
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ãäå n(δ) = [|C1(α)δ−
2

2α+1 |],
δ ≤ δ0 = (C1(α)

2 )α+ 1
2 ,

C1(α) = (
√

2C(α)(α− 1
2)

2
2α+1 ,

K = 1√
2
C1(α) + C(α)C2,

C(α) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò âûáîðà α,

C2(α) = (C1(α)− 2δ
2

2α+1

0 ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ f(x) ∈ Lipα, α > 1

2 , âûïîë-
íÿåòñÿ îöåíêà:

‖Snf − f‖C ≤
C(α)

nα−
1
2

. (7)

Ïîäñòàâëÿåì (6) è (5) â (2):

‖Snfδ − f‖C ≤
1√
2

(n+ 1)δ +
C(α)

nα−
1
2

. (8)

Âûáåðåì n = n(δ) èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïðàâîé ÷àñòè (7) è âîçüìåì
öåëóþ ÷àñòü îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. Ýòó öåëóþ ÷àñòü áóäåì ñ÷èòàòü
íàéäåííûì ñîãëàñîâàíèåì n(δ), ïðè÷åì ïîëó÷àåì:

n(δ) = [C1(α)δ
1

2α+1 ], (9)

ãäå C1(α) îïðåäåëåíî â óñëîâèè òåîðåìû.
Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (8) è ñäåëàâ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîãî

ñëàãàåìîãî, îêîí÷àòåëüíî èìååì

‖Sn(δ)fδ − f‖C[−1,1] ≤

≤ 1√
2
C1(α)δ

2α−1
2α+1 + C(α)δ

2α−1
2α+1 (C1(α)− 2δ

2
2α+1

0 )
1
2−α,

ò.å. ïîëó÷èëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-

öèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ f (p) ∈ Lipα, p+ α > 1
2 .
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Ðÿäû ýêñïîíåíò èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå êàê â àíàëèçå, òàê è â òåîðèè
÷èñåë. Ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò èçó÷àëèñü ìíî-
ãèìè ìàòåìàòèêàìè. Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò è èõ îáîáùåíèÿì ïðîâåäåíû À.Ô. Ëåîí-
òüåâûì [1, 2] è åãî ó÷åíèêàìè.

Ïóñòü L1(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
k � öåëàÿ ôóíêöèÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ1(r),

lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1 è òèïà σ1. Ïî îïðåäåëåíèþ ρ(r) íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííûì ïî-

ðÿäêîì, åñëè ñóùåñòâóåò lim
r→∞

ρ(r) = ρ, lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî âñå íóëè ôóíêöèè L1(λ) ïðîñòûå, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç {λk}∞k=1. Îáî-
çíà÷èì äàëåå ÷åðåç B � êëàññ öåëûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
èç ýòîãî êëàññà öåëàÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ2(r), lim

r→∞
ρ2(r) = ρ2 è òèïà

σ2 < γ ïðè ýòîì óòî÷íåííîì ïîðÿäêå è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ρ2 =
ρ1

ρ− 1
, (γρ2)

1/ρ2(2σ1ρ1)
1/ρ1 = 1. (1)

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò âàæíóþ
ðîëü èãðàåò èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

ωL1
(µ, F ) =

∞∑
k=0

ck

[
F (k−1)(0) + µF (k−2)(0) + · · ·+ µk−1F (0)

]
.

Ýòà ôóíêöèÿ â êëàññå B ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî µ, òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1). Èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
áûëà ââåäåíà è èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ À.Ô. Ëåîíòüåâà è ïðèìåíÿëàñü â
äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäîâ ýêñïîíåíò êàê â ðàáîòàõ À.Ô. Ëåîí-
òüåâà, òàê è â ðàáîòàõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ [3, 4]. Â äàëüíåéøåì áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü L(λ) = L1(λ)L2(λ), ãäå L1(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ óòî÷-
íåííîãî ïîðÿäêà ρ1(r), lim

r→∞
ρ1(r) = ρ1 (ρ1 > 1) è òèïà σ1, L2(λ) � öåëàÿ

ôóíêöèÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ̃1(r), lim
r→∞

ρ̃1(r) = ρ1 (ρ1 > 1) è òèïà σ1.

Åñëè f ∈ B, òî

ωL(µ, f) = L1(µ)ωL2
(µ, f) + ωL1

(µ,Φ),Φ(z) = ML2
(f),
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ãäå ML2
(f) =

∞∑
k=0

bkf
(k)(z), L2(λ) =

∞∑
k=0

bkλ
k.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ â îñíîâíîì òàê æå, êàê äî-
êàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [2,
ñ. 225] äëÿ öåëûõ ôóíêöèé îáû÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Öåëîé ôóíêöèè f(z), f ∈ B, ïðèâåäåì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ðÿä
ýêñïîíåíò:

f(z) ∼
∞∑
k=1

Ake
λkz, Ak =

ωL1
(λk, f)

L′1(λk)
. (2)

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè: åñëè âñå
êîýôôèöèåíòû ðÿäà (2) ðàâíû íóëþ, òî f(z) ≡ 0. Ïîýòîìó ôóíêöèþ f(z)
ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî êîýôôèöèåíòàì Ak [4]. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîò-
ðåí ñëó÷àé, êîãäà

L1(λ) =
∞∏
k=1

(
1− λ

λk

)
e
λ
λk , λk > 0. (3)

Ìíîæåñòâî òî÷åê A = {λk} èìååò ïëîòíîñòü ∆ = lim
r→∞

n(r)
ρ1(r) ïðè óòî÷íåí-

íîì ïîðÿäêå ρ1(r), lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1, 1 < ρ1 < 2 è λk+1 − λk > dλ
1−ρ1(λk)
k ,

k > k0, d > 0. Ôóíêöèÿ L1(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ1(r)
è òèïà σ = − π∆

sinπρ1
.

Ïóñòü B∗ � ïîäêëàññ öåëûõ ôóíêöèé èç B òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
f(z), ïðèíàäëåæàùàÿ B∗, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà:

ML1
(f) =

∞∑
k=0

ckf
(k)(z) = 0,

ãäå L1(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
k. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ∈ B∗ îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè,
òî f(z) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(z) ∈ B∗, òî ïðèìåíÿÿ ëåììó, ñôîðìóëè-
ðîâàííóþ âûøå, è (3), ïîëó÷àåì

f(z) =
∞∑
k=1

Ake
λkz, (4)

|Ak| < Be−hαk, αk = λρ1k , h > −π∆ tg
πρ1

2
, B = const. (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè ðÿäîì ýêñïîíåíò (4), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
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èìåþò îöåíêó (5). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ãàøèìîâà [5], òàê êàê ôóíêöèÿ
f(z) îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè, f(z) ≡ 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîé òåîðåìå òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíê-
öèè f(z) êëàññó B∗ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äëÿ öåëîé ôóíêöèè, ïðè-
íàäëåæàùåé êëàññó B, ðÿä ýêñïîíåíò (2) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ, à òàêæå
ñõîäèòüñÿ íå ê ôóíêöèè f(z).
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ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÃÐÀÔÅ Ñ ÊÎÐÍÅÂÛÌ ÖÈÊËÎÌ

1. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóð-
ìà � Ëèóâèëëÿ íà ãðàôå ñ êîðíåâûì öèêëîì. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è. Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ Øòóð-
ìà � Ëèóâèëëÿ íà äåðåâå (ò.å. íà ãðàôå áåç öèêëîâ) èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòå [1].

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô G â Rm ñ âåðøèíàìè V = {v0, . . . , vr} è
ðåáðàìè E = {e0, . . . , er}, ãäå e0 � öèêë, v0 ∈ e0. Ãðàô èìååò âèäG = e0∪T,
ãäå T � äåðåâî ñ êîðíåì v0, âåðøèíàìè {v0, . . . , vr} è ðåáðàìè {e1, . . . , er},
ïðè÷åì T ∩e0 = v0 è v0 � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà äëÿ T. Åñëè e = [v, w] � ðåá-
ðî (ñì. [1]), òî v � åãî íà÷àëüíàÿ òî÷êà, à w � åãî êîíå÷íàÿ òî÷êà; ãîâîðÿò,
÷òî e âûõîäèò èç v è çàêàí÷èâàåòñÿ â w. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé âåðøè-
íû v îáîçíà÷èì ÷åðåç R(v) := {e ∈ E : e = [v, w], w ∈ V } ìíîæåñòâî
ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç v. Äëÿ v ∈ V ïîëîæèì |v| � ÷èñëî ðåáåð ìåæäó v0

è v; ÷èñëî |v| íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì âåðøèíû v. Ïîðÿäêîì ðåáðà e ∈ E íà-
çûâàåòñÿ ïîðÿäîê åãî êîíå÷íîé òî÷êè. ×èñëî σ := maxj=1,r |vj| íàçûâàåòñÿ
âûñîòîé äåðåâà T. Ïóñòü V (µ) := {v ∈ V : |v| = µ}, µ = 0, σ � ìíîæåñòâî
âåðøèí ïîðÿäêà µ, à E (µ) := {e ∈ E : e = [v, w], v ∈ V (µ−1), w ∈ V (µ)},
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µ = 1, σ � ìíîæåñòâî ðåáåð ïîðÿäêà µ. Çàíóìåðóåì âåðøèíû vj òàê, ÷òî
Γ := {v1, . . . , vp} � ãðàíè÷íûå âåðøèíû G, vp+1 ∈ V (1), à vj, j > p + 1,
çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |vj|. Àíàëîãè÷íî çàíóìåðóåì ðåáðà:
ej = [vjk, vj], j = 1, r, jk < j. Â ÷àñòíîñòè, E := {e1, . . . , ep} � ãðàíè÷íûå
ðåáðà, ep+1 = [v0, vp+1]. Ðåáðî ep+1, âûõîäÿùåå èç v0, íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì
ðåáðîì äëÿ T.

Ïóñòü dj � äëèíà ðåáðà ej, j = 0, r. Êàæäîå ðåáðî ej ∈ E ïàðàìåòðè-
çóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, dj], ïðè÷åì äëÿ j = 1, r êîíå÷íàÿ âåðøèíà vj
ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à íà÷àëüíàÿ âåðøèíà vjk ñîîòâåòñòâóåò xj = dj; äëÿ
öèêëà e0 îáà êîíöà x0 = +0 è x0 = d0 − 0 ñîîòâåòñòâóþò v0. Èíòåãðè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ Y íà G èìååò âèä Y = {yj}j=0,r, ãäå yj(xj) îïðåäåëåíû
íà ej. Ïóñòü q = {qj}j=0,r � èíòåãðèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà G,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà � Ëè-
óâèëëÿ íà G:

−y′′j (xj) + qj(xj)yj(xj) = λyj(xj), xj ∈ [0, dj], j = 0, r, (1)

ãäå yj(xj), y
′
j(xj) ∈ AC[0, dj] óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñêëåé-

êè âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ v0 è vk, k = p+ 1, r:

yj(dj) = yk(0) ïðè âñåõ ej ∈ R(vk),
∑

ej∈R(vk)

y′j(dj) = y′k(0), k = p+ 1, r,

(2)
yp+1(dp+1) = y0(d0) = y0(0), y′p+1(dp+1) + y′0(d0) = y′0(0). (3)

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L0(G) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè yj(0) = 0, j = 1, p. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì êðàåâûå çàäà÷è Lk(G),
k = 1, p, äëÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè y′k(0) = 0, yj(0) = 0, j = 1, p\k.
Ïóñòü Λk = {λkn}n≥1 � ñïåêòð Lk(G), k = 0, p (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).
Ïóñòü Sj(xj, λ), Cj(xj, λ), j = 0, r, � ðåøåíèÿ (1) íà ðåáðå ej ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè Sj(0, λ) = C ′j(0, λ) = 0, S ′j(0, λ) = Cj(0, λ) = 1. Ïîëîæèì
h(λ) := S0(d0, λ), h(λ) := S0(d0, λ), H(λ) := C0(d0, λ) − S ′0(d0, λ). Ïóñòü
{νn}n≥1 � íóëè öåëîé ôóíêöèè h(λ), ωn := signH(νn), Ω = {ωn}n≥1.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïî äàííûì Λk, k = 0, p, è Ω ïîñòðîèòü ïîòåí-
öèàë q íà G.

2. Ôèêñèðóåì k = p+ 1, r è îáîçíà÷èì Qk := {z ∈ T : vk < z}, Gk :=
= G \Qk. Òîãäà Qk =

⋃
ei∈R(vk) Tki, ãäå Tki � äåðåâî ñ êîðíåì vk è êîðíå-

âûì ðåáðîì ei. ßñíî, ÷òî Gk = e0 ∪ Tk, ãäå Tk = T \Qk.
Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè D � ãðàô, òî L0(D) � êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ (1)

íà D ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ. Ïóñòü
{Y }D := {yj}ej∈D. Åñëè vj � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà D, òî Lj(D) îáîçíà-
÷àåò êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ (1) íà D ñ óñëîâèåì Íåéìàíà Y ′|vj = 0 â vj
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è ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå âî âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ. Òàêæå
ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L1(T ) äëÿ (1) íà T ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
Y ′|v0 = 0, Y|vj = 0, j = 1, p.

Ôèêñèðóåì k = 1, p. Ïóñòü Φk = {Φkj}j=0,r � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñêëåéêè (2), (3) è êðàåâûì óñëîâèÿì

Φkj(0, λ) = δkj, j = 1, p, (4)

ãäå δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îáîçíà÷èìMk(λ) := Φ′kk(0, λ), k = 1, p.Ôóíê-
öèÿ Mk(λ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéëÿ îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íîé âåðøè-
íû vk. Ïîëîæèì M 0

kj(λ) = Φ′kj(0, λ), M 1
kj(λ) = Φkj(0, λ), j = 0, r. Òîãäà

Φkj(xj, λ) = M 1
kj(λ)Cj(xj, λ) +M 0

kj(λ)Sj(xj, λ), j = 0, r. (5)

Â ÷àñòíîñòè, M 0
kk(λ) = Mk(λ), M 1

kk(λ) = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (2)�(4),
ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó sk îòíîñèòåëüíî M 0

kj(λ),M1
kj(λ), j = 0, r.

Îïðåäåëèòåëü ∆0(λ,G) ýòîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò k è èìååò âèä

∆0(λ,G) = ∆0(λ, T )d(λ) + ∆1(λ, T )h(λ), (6)

ãäå d(λ) = C0(d0, λ) +S ′0(d0, λ)− 2, à ∆0(λ, T ) è ∆1(λ, T ) � õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ôóíêöèè çàäà÷ L0(T ) è L1(T ) ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [1]). Ôóíêöèÿ
∆0(λ,G) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ ïîðÿäêà 1/2, è åå íóëè (ñ ó÷åòîì êðàòíî-
ñòåé) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è L0(G). Ðåøàÿ àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó sk, ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà: M ν

kj(λ) =

= ∆ν
kj(λ,G)/∆0(λ,G), ν = 0, 1, j = 0, r, ãäå îïðåäåëèòåëü ∆ν

kj(λ,G)
ïîëó÷àåòñÿ èç ∆0(λ,G) çàìåíîé ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî M ν

kj(λ), íà
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Â ÷àñòíîñòè,

Mk(λ) = −∆k(λ,G)/∆0(λ,G), k = 1, p, (7)

ãäå ∆k(λ,G), k = 1, p, ïîëó÷àþòñÿ èç ∆0(λ,G) çàìåíîé S
(ν)
k (dk, λ),

ν = 0, 1 íà C
(ν)
k (dk, λ). Íóëè ∆k(λ,G) (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ñîâïàäàþò

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è Lk(G). Ôóíêöèÿ ∆k(λ,G), k = 0, p,
íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé çàäà÷è Lk(G).

Ôèêñèðóåì k = p+ 1, r. Ïóñòü ∆0(λ,Gk) è ∆k(λ,Gk) � õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ L0(Gk) è Lk(Gk) ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëà (6) ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê âèäó

∆0(λ,G) = ∆0(λ,Qk)∆0(λ,Gk) +
( ∏
ei∈R(vk)

∆0(λ, Tki)
)

∆k(λ,Gk), (8)
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ãäå ∆0(λ,Qk) è ∆0(λ, Tki) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè are äëÿ L0(Qk)
è L0(Tki) ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî äëÿ ej ∈ E ∩ Tks èìååì

∆j(λ,G) = ∆j(λ,Qk)∆0(λ,Gk) +
(

∆j(λ, Tks)
∏

ei∈R(vk), i 6=s

∆0(λ, Tki)
)

∆k(λ,Gk), (9)

ãäå ∆j(λ,Qk) è ∆j(λ, Tki) ïîëó÷åíû èç ∆0(λ,Qk) è ∆0(λ, Tki) çàìåíîé

S
(ν)
j (dj, λ), j = 0, 1, íà C

(ν)
j (dj, λ).

Ïóñòü λ = ρ2, Im ρ ≥ 0, Λδ := {ρ : arg ρ ∈ [δ, π − δ]}, λ0
kn =

= (ρ0
kn)

2, k = 0, p, � ñïåêòð çàäà÷è L0
k(G) ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì q = 0,

è ïóñòü ∆0
k(λ,G) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ L0

k(G). Èñïîëüçóÿ
(6), (8), (9), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Ñóùåñòâóåò h > 0 òàêîå, ÷òî ñïåêòð λkn = ρ2

kn ëåæèò â ïîëîñå
|Im ρ| < h.
2) Ïðè ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞ èìååì ∆k(λ,G) = ∆0

k(λ,G)(1 +O(ρ−1)).
3) Ïðè n→∞ èìååì ρkn = ρ0

kn +O((ρ0
kn)
−1).

4) Ïîëîæèì λ01
kn = λ0

kn, åñëè λ
0
kn 6= 0, è λ01

kn = 1, åñëè λ0
kn = 0. Òîãäà

∆k(λ,G) = A0
k

∞∏
n=0

λkn − λ
λ01
kn

, A0
k =

(−1)sk

sk!

( ∂sk
∂λsk

∆0
k(λ,G)

)
|λ=0

, (10)

ãäå sk ≥ 0 � êðàòíîñòü íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ L0
k(G).

3. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ G íà ðåáðå ek,
k = 1, p, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ IP(k): äàíà Mk(λ), ïîñòðîèòü qk(xk), xk ∈
∈ [0, dk].

Òåîðåìà 1. Çàäàíèå ôóíêöèè Âåéëÿ Mk îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïî-
òåíöèàë qk íà ek. Ôóíêöèÿ qk ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõ îòîá-
ðàæåíèé (ñì. [1]).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó íà ðåáðå e0, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ IP(0): äàíû d(λ), h(λ),Ω, ïîñòðîèòü q0(x0), x0 ∈ [0, d0].

Òåîðåìà 2. Çàäàíèå d(λ), h(λ),Ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåíöè-
àë q0(x0) íà [0, d0]. Ôóíêöèÿ q0 ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî ñëåäóþùåìó
àëãîðèòìó.

Àëãîðèòì 1. Äàíû d(λ), h(λ),Ω.
1) Íàõîäèì {νn}n≥1� íóëè h(λ).
2) Âû÷èñëÿåì H(νn) = ωn

√
d2(νn)− 4.

3) Ñòðîèì S ′0(d0, νn) = (d(νn)−H(νn))/2.

4) Íàõîäèì {αn}n≥1 ïî ôîðìóëå αn = ḣ(νn)S
′
0(d0, νn), ḣ(λ) := dh(λ)

dλ .
5) Ñòðîèì q0 ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì {νn, αn}n≥1, ðåøàÿ êëàññè÷åñêóþ
îáðàòíóþ çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ (ñì. [1]).
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Ïóñòü äàíû Λk, k = 0, p, è Ω. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 1 ñî-
ñòîèò â ðåàëèçàöèè òàê íàçûâàåìûõ Dµ-ïðîöåäóð ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè
µ = σ, σ − 1, . . . , 1, 0.
Dσ-ïðîöåäóðà. 1) Äëÿ êàæäîãî k = 0, p ñòðîèì ∆k(λ,G) ïî (10).
2) Äëÿ êàæäîãî k = 1, p âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ Âåéëÿ Mk(λ) ïî (7).
3) Äëÿ êàæäîãî ek ∈ E (σ) ðåøàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó IP(k) è íàõîäèì
qk(xk), xk ∈ [0, dk].

4) Äëÿ êàæäîãî ek ∈ E (σ) âû÷èñëÿåì C
(ν)
k (dk, λ), S

(ν)
k (dk, λ), ν = 0, 1.

5) Äëÿ êàæäîãî vk ∈ V (σ−1) \ Γ âûáåðåì s è j òàê, ÷òîáû ej ∈ E ∩ Tks.
Ðåøàÿ ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (8), (9), íàõîäèì ∆0(λ,Gk) è
∆k(λ,Gk).
6) Ïðè êàæäîì vk ∈ V (σ−1) \ Γ ñòðîèì ôóíêöèþ Âåéëÿ Mk(λ) äëÿ Gk ïî
ôîðìóëå

Mk(λ) = −∆k(λ,Gk)/∆0(λ,Gk). (11)

Âûïîëíèì Dµ-ïðîöåäóðû ïðè µ = = 2, σ − 1 ïî èíäóêöèè. Ôèêñèðóåì
µ = 2, σ − 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Dσ-,. . . , Dµ+1-ïðîöåäóðû óæå âûïîëíå-
íû. Âûïîëíèì Dµ-ïðîöåäóðó.

Dµ-ïðîöåäóðà. 1) Äëÿ êàæäîãî ek ∈ E (µ) ðåøàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó
IP(k) íà Gk è íàõîäèì qk(xk), xk ∈ [0, dk].

2) Äëÿ êàæäîãî ek ∈ E (µ) âû÷èñëÿåì C
(ν)
k (dk, λ), S

(ν)
k (dk, λ), ν = 0, 1.

3) Äëÿ êàæäîãî vk ∈ V (µ−1) \ Γ âûáåðåì s è j òàê, ÷òîáû ej ∈ E ∩ Tks.
Ðåøàÿ ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (8), (9), íàõîäèì ∆0(λ,Gk) è
∆k(λ,Gk).
4) Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì vk ∈ V (µ−1) \ Γ âû÷èñëÿåì Mk(λ) äëÿ Gk

ïî (11).

D1-ïðîöåäóðà. 1) Ðåøàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó IP(p+1) íà Gp+1 è íà-
õîäèì qp+1(xp+1), xp+1 ∈ [0, dp+1] íà êîðíåâîì ðåáðå ep+1.

2) Âû÷èñëÿåì C
(ν)
p+1(dp+1, λ), S

(ν)
p+1(dp+1, λ), ν = 0, 1.

3) Íàõîäèì d(λ) and h(λ), ðåøàÿ ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó

∆0(λ,Gp+1) = Sp+1(dp+1, λ)d(λ) + S ′p+1(dp+1, λ)h(λ),

∆p+1(λ,Gp+1) = Cp+1(dp+1, λ)d(λ) + C ′p+1(dp+1, λ)h(λ).

D0-ïðîöåäóðà. Ñòðîèì q0(x0), x0 ∈ [0, d0] íà e0 ïî àëãîðèòìó 1.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùÿÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3. Çàäàíèå Λk, k = 0, p, è Ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåí-
öèàë q íà G, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì Dσ-,
Dσ−1-,. . . , D0-ïðîöåäóð.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ è ÍÍÑ
(ïðîåêòû 07-01-00003 è 07-01-92000-ÍÍÑ-à).
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1. Þðêî Â.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ì.: Ôèçìàòëèò,
2007.



ÑÅÊÖÈß ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÓÄÊ 629
À.Ã. Áèðþêîâ, Â.Ã. Áèðþêîâ, Þ.Í. ×åëíîêîâ

ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÓÃËÎÂÛÌ ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûâîäà òâåðäîãî òåëà íà çàäàí-
íóþ ïðîãðàììíóþ òðàåêòîðèþ óãëîâîãî äâèæåíèÿ. Äâèæåíèå òâåðäîãî
òåëà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â îòêëîíåíèÿõ [1]

δ ˙̄ωξ = δε̄ξ +
[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× δω̄ξ,

2 ˙̄ν = δω̄ξ ◦ ν̄,
(1)

ãäå ω̄0
ξ = ω̄0

ξ(t) � ïðîãðàììíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, δω̄ξ = δωξ1ī1 + δωξ2ī2+
+ δωξ3ī3, δε̄ξ = δεξ1ī1+δεξ2ī2+δεξ3ī3 � êâàòåðíèîíû îøèáêè óãëîâîé ñêîðî-
ñòè è óãëîâîãî óñêîðåíèÿ, ī1, ī2, ī3 � ìíèìûå åäèíèöû Ãàìèëüòîíà, âîëíà
îçíà÷àåò ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí, ν̄ = ν0+ν1ī1+ν2ī2+ν3ī3 � êâàòåðíèîí,
õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèå òåêóùåé îðèåíòàöèè îò ïðîãðàììíîé, îïè-
ñûâàåìîé êâàòåðíèîíîì ïðîãðàììíîé îðèåíòàöèè λ̄0 = λ̄0(t). Çíàê ¾◦¿
îáîçíà÷àåò êâàòåðíèîííîå ïðîèçâåäåíèå, à ¾×¿ � âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå δε̄ξ, ïåðåâîäÿùåå òâåðäîå òåëî èç íà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

δω̄ξ (0) = δω̄0
ξ , ν̄ (0) = ν̄0 (2)

â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå

δω̄ξ (t1) = 0, ν̄ (t1) = 1 (3)

çà âðåìÿ t1. Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

J =
t1∫
0

[
α1

(
ν2

1 + ν2
2 + ν2

3

)
+ α2

(
δω2

1 + δω2
2 + δω2

3

)
+

+α3

(
δε2

1 + δε2
2 + δε2

3

)]
dt

(4)
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äîëæåí ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Â ôóíêöèîíàëå (4) α1, α2, α3

� ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà óïðàâëåíèå íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè-
÷åíèé, à âðåìÿ ïåðåîðèåíòàöèè ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì (çàäàííûì).

Ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà [2]

H = −
[
α1

(
ν2

1 + ν2
2 + ν2

3

)
+ α2

(
δω2

1 + δω2
2 + δω2

3

)
+

+α3

(
δε2

1 + δε2
2 + δε2

3

)]
+ ϕ1 (δεξ1 + Ω2δωξ3 − Ω3δωξ2) +

+ϕ2 (δεξ2 + Ω3δωξ1 − Ω1δωξ,3) + ϕ3 (δεξ3 + Ω1δωξ2 − Ω2δωξ1) +

+
1

2
ψ0 (−ν1δωξ1 − ν2δωξ2 − ν3δωξ3) +

1

2
ψ1 (ν0δωξ1 − ν2δωξ3 + ν3δωξ2) +

+
1

2
ψ2 (ν0δωξ2 + ν1δωξ3 − ν3δωξ1) +

1

2
ψ3 (ν0δωξ3 − ν1δωξ2 + ν2δωξ1) ,

(5)
ãäå ϕ1, ϕ2, ϕ3 è ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 � ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ôàçîâûì ïåðåìåííûì δωξ1, δωξ2, δωξ3 è ν0, ν1, ν2, ν3.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåí-
íûõ ϕ1, ϕ2, ϕ3 è ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 èìååò âèä

˙̄ϕ =
[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× ϕ̄+

1

2
vect

(
ν̄ ◦ ˜̄ψ

)
+ 2α2δω̄ξ,

˙̄ψ =
1

2
δω̄ξ ◦ ψ̄ − ϕ̄ ◦ δω̄ξ ◦ ν̄ ◦ ω̄0

ξ − δω̄ξ ◦ ϕ̄ ◦ ν̄ ◦ ω̄0
ξ + 2α1ν̄v,

ãäå ψ̄ = ψ0 +ψ1ī1 +ψ2ī2 +ψ3ī3, ϕ̄ = ϕ1ī1 +ϕ2ī2 +ϕ3ī3, , vect(·) � âåêòîðíàÿ
÷àñòü êâàòåðíèîíà.

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà (5) äëÿ
íåîãðàíè÷åííîãî óïðàâëåíèÿ èìååì

δε̄ =
ϕ̄

2α3
. (6)

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êðàåâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, çàìêíóòàÿ ïîëó÷åííûì çàêîíîì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(6), çàïèøåòñÿ â âèäå

δ ˙̄ωξ =
ϕ̄

2α3
+
[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× δω̄ξ,

2 ˙̄ν = δω̄ξ ◦ ν,
˙̄ϕ =

[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× ϕ̄+

1

2
vect

(
ν̄ ◦ ˜̄ψ

)
+ 2α2δω̄ξ,

˙̄ψ =
1

2
δω̄ξ ◦ ψ̄ − ϕ̄ ◦ δω̄ξ ◦ ν̄ ◦ ω̄0

ξ − δω̄ξ ◦ ϕ̄ ◦ ν̄ ◦ ω̄0
ξ + 2α1ν̄v.

(7)
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Ñèñòåìà (7) � ýòî ñèñòåìà ÷åòûðíàäöàòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîðÿäîê ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîíèæåí íà åäèíèöó

ïóòåì ââåäåíèÿ íîâîé âåêòîðíîé ïåðåìåííîé p̄ = vect
(
ν̄ ◦ ˜̄ψ

)
:

δ ˙̄ωξ =
ϕ̄

2α3
+
[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× δω̄ξ,

2 ˙̄ν = δω̄ξ ◦ ν̄,
˙̄ϕ =

[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× ϕ̄+

1

2
p̄+ 2α2δω̄ξ,

˙̄p = δω̄ξ × p̄− α1ν0ν̄v − 2
[
ν̄ ◦ ω̄0

ξ ◦ ˜̄ν
]
× [ϕ̄× δω̄ξ].

(8)

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå åñòü îðèåíòèðî-
âàííîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå, ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è. Íàéäåíû òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà
äëÿ óðàâíåíèé çàäà÷è: ñêàëÿðíûé ïåðâûé èíòåãðàë

α3|δω̄ξ|2 −
1

4α2
|ϕ̄|2 +

1

2
p̄ · δω̄ξ − α1ν

2
0 = C, (9)

è äâà âåêòîðíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà

δω̄ × ϕ̄+
1

2
p̄− 1

2
˜̄ν ◦ p̄ ◦ ν̄ = D̄, (10)

δω̄ξ − ˜̄ν ◦ δω̄ξ ◦ ν̄ = K̄| ν̄v × δω̄ξ|, (11)

ãäå C, D̄, K̄ � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷åðåç çàäàí-
íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîãðàììíûì äâèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ îðè-
åíòèðîâàííîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå, à âåñîâûå êîýôôèöèåíòû α1 =
= α2 = 0, íàéäåíî ÷àñòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âåêòîð δω̄ξ ñîíàïðàâëåí èëè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí âåêòîðó p̄

íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåøåíè-
åì, ïîñòðîåííûì â ðàáîòå [3]. Âåêòîð îøèáêè ïî óãëîâîé ñêîðîñòè δω̄ξ è
êâàòåðíèîí îøèáêè îðèåíòàöèè ν̄ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

δω̄ξ(t) = δω̄ξ
0 − 1

2α3

[
ϕ̄0t−

1

4
p̄0t

2
]
,

ν̄(t) = exp
(1

2
C̄
[
|δω̄0

ξ |t− |p̄0|
t3

24α3
− |ϕ̄0|

t2

4α3

])
◦ ν̄0,

ϕ̄(t) = ϕ̄0 +
1

2
p̄0t, p̄ = p̄0 = const,

|p̄0| =
48α3ϑ− 24α3|δω̄0

ξ |t1
t21

, |ϕ̄0| =
−12α3ϑ+ 4α3|δω̄0

ξ |t1
t1

,
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ϑ = 2 arccos(sqal(ν̄ ◦ ˜̄
ν0)),

ãäå C̄ =
δω̄ξ
|δω̄ξ|

, exp(·) � êâàòåðíèîííàÿ ýêñïîíåíòà, sqal(·) � ñêàëÿðíàÿ

÷àñòü êâàòåðíèîíà. Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî, êîãäà δω̄0
ξ � vect(ν̄0) �

� p̄0 � ϕ̄0.

Ïðè α1 6= 0 è α2 6= 0 çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Íüþòîíà. Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðäèëè ýô-
ôåêòèâíîñòü ïîñòðîåííîãî çàêîíà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-
00310).
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Ñ.Â. Èâàíîâ, À.Ä. Êîâàëåâ

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÔÎÐÌÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ
ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Â òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî äèíàìèêå
óäàðíûõ âîëí â äâóõôàçíûõ ãàçîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå
ó÷åñòü îñíîâíîé ôèçè÷åñêèé ôàêòîð � ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ
ñæèìàåìîé ñðåäû. Ðàâíîâåñèå ìîäåëè äâóõôàçíûõ èëè â îáùåì ñëó÷àå
ìíîãîôàçíûõ ñðåä ñîîòâåòñòâóþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ñðåäàì, òî åñòü
îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè.
Â çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ âîëí óðàâíåíèÿ ñîñòîÿ-
íèÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñðåäû ðàññìàòðèâàþòñÿ îáû÷íî êàê ïðîèçâîëü-
íûå è îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè çàêîíàì òåðìîäèíàìèêè [1]. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé
ñðåäû õàðàêòåðèçóþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íèæå äàíî êîíñòðóêòèâíîå îáîáùåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé òåðìîäè-
íàìè÷åñêîé ìîäåëè ïðîèçâîëüíîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñðåäû íà ñëó÷àé
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ëîêàëüíî ðàâíîâåñòíîé ìíîãîôàçíîé ñðåäû ñ ïðîèçâîëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè ñîñòîÿíèÿ ôàç. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷å-
íèè êîíñòðóêòèâíûõ âûðàæåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìíîãîôàçíóþ ñðåäó, ÷åðåç êîíöåíòðàöèè ôàç è
íàáîðû íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèå
ñâîéñòâà ôàç.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîèçâîëüíîé äâóõïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ñðåäû îòíîñèòåëüíî p, ρ, T, S, U, a � äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè, òåì-
ïåðàòóðû, óäåëüíîé ýíòðîïèè, óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè è àäèàáàòè-
÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà, çàïèøåì â âèäå, áëèçêîì [1]

dρ
ρ = dp

ρa2 − αpT
dS
cp
, dT

T = αp
dp
ρcp

+ dS
cp
,

U = PdP
p2a2 +

(
1− pαp

ρcp

)
TdS , da

a = (m− 1) dp
ρa2 +m′ dScp .

(1)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò p, ρ, T, a è âêëþ÷àþò èçîáàðíûé
êîýôôèöèåíò ðàñøèðåíèÿ αp, èçîáàðíóþ óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü cp è ïà-
ðàìåòðû m,m′, õàðàêòåðèçóþùèå íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ:

m ≡ ρa (δpa)S + 1 = 1
2ρ

3a4
(
δppρ

−1
)
S
,

m′ ≡ cp
a (δSa)p = −1

2a
2cpδpSρ.

(2)

Äëÿ îáû÷íûõ ñðåä âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, ñâÿçàííîå ñ åäèíñòâåííî-
ñòüþ ïðåäñòàâëåíèé îá óäàðíîì ïåðåõîäå è âõîäÿùåå â îïðåäåëåíèå ñðåäû
ñ íîðìàëüíûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè:

m > 0,
(
(δppV )S > 0, (δvvp)S > 0;V = ρ−1

)
. (3)

Çäåñü ïðèâåäåíû òàêæå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè íåðàâåíñòâà.

Äëÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûõ ìíîãîôàçíûõ ñðåä ïàðàìåòðû p, T ÿâëÿ-
þòñÿ îáùèìè äëÿ ôàç, à ïàðàìåòðû ρ, αp, cp � àääèòèâíûìè ïî ôàçàì.
Ïîýòîìó äëÿ îáîáùåíèÿ (1) íà ñëó÷àé ìíîãîôàçíûõ ñðåä îñòàåòñÿ âûðà-
çèòü a,m,m′ ÷åðåç ïàðàìåòðû, àääèòèâíûå ïî ôàçàì.

Åñòåñòâåííûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìîäè-
íàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ãèááñà, çàâèñÿùåãî îò ðàâíîâåñíûõ ïàðàìåòðîâ
Φ = Φ (p, T ). Ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ôóíêöèè
îò T è ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû:

ρ = Φ−1
p , S = −ΦT , U = Φ− pΦp − TΦT ,

a2 ≡ (δρp)S = Φ2
pΦTT

(
Φ2
pT − ΦppΦTT

)−1
.

(4)

Çäåñü èíäåêñû â îáîçíà÷åíèè Φ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíîå äèôôåðåí-
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öèðîâàíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ òîæäåñòâ.

Â äîïîëíåíèå ê p, T è ρ = ρ (p, T ) ââåäåì íàáîð íåçàâèñèìûõ ïàðàìåò-
ðîâ, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç Φ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþùèõñÿ àääèòèâíûìè
ïî ôàçàì:

αp ≡ ρ
(
δTρ

−1
)
p

= ρΦpT , βT ≡ −ρ
(
δpρ
−1
)
T

= −ρΦpp;

cp ≡ T (δTS)p = −TΦTT , c
′
p ≡ T (δT c)p = −TδT (TΦTT ) ;

mpp ≡ ρ
(
δppρ

−1
)
T

= ρΦppp = − (δpβT )T + β2
T ;

mpT ≡ −ρ
(
δpTρ

−1
)

= −ρΦppT = − (δpαp)T + αpβT = (δtβt)p + αpβT ;

mTT ≡ −ρ
(
δTTρ

−1
)

= −ρΦpTT = − (δTαp)p − α2
p = ρT−1 (δpcp)T .

(5)

Çäåñü βT � èçîòåðìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ñæèìàåìîñòè. Ïàðàìåòðû cp è

c′p õàðàêòåðèçóþò êàëîðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû �
òåðìè÷åñêèå. Íåçàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà. Ïîëíîòà íàáîðà ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò
ïîëíîòå íàáîðà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêîâ. Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ ïàðàìåòðîâ mpp, mpT , mTT ÷åðåç αp,
βT , cp óäîáíû, íàïðèìåð ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïðàâî÷íûõ òàáëèö. Çíàêè â
îïðåäåëåíèÿõ ïàðàìåòðîâ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûõ ñðåä ïàðàìåòðû áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè.

Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà ÷åðåç àääèòèâíûå ïàðàìåòðû (5) ïî-
ëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû (4); äëÿ âûâîäà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ m, m′ íåîáõîäèìû äîâîëüíî ãðîìîçêèå ïî-
ñòðîåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîëó÷èì

1
a2 = ρβT − α2

p
T
cp

;

m = 1
2ρ

2a4

[
mpp − 3mpT

(
αpT
ρcp

)
− 3mTT

(
αpT
ρcp

)2

−
(
αpT
ρcp

)3 ρc′p−ρcp
T 2

]
;

m′ = αpT − 1
2ρa

2T

[
mpT + 2mTT

(
αpT
ρcp

)
+
(
αpT
ρcp

)2 ρc′p−ρcp
T 2

]
.

(6)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëèðîâêà äèôôåðåíöèàëüíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé
ìîäåëè ïðîèçâîëüíîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñðåäû (1), (5), (6) ëåãêî îáîá-
ùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîôàçíûõ ñðåä.

Êîíöåíòðàöèÿ ôàçû îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèáî ëîêàëüíûì ìàññî-
âûì ñîäåðæàíèåì χi, ðàâíûì îòíîøåíèþ ìàññû ôàçû ê ìàññå ñìåñè, ëèáî
ëîêàëüíûì îáúåìíûì ñîäåðæàíèåì ϕi, ðàâíûì îòíîøåíèþ îáúåìà ôà-
çû ê îáúåìó ñìåñè. Âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ îòíîñèòåëüíîão ñêîëüæåíèÿ
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ôàç ìàññîâîå ñîäåðæàíèå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè äâèæåíèè ñóáñòàíöè-
îíàëüíîãî îáúåìà ñìåñè, à îáúåìíîå èçìåíÿåòñÿ. Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå
ñîîòíîøåíèÿ

∑
i

χi = 1, 1
ρ =

∑
i

χi
ρi
, ϕi = χi ρρi

= χi
ρi

(∑
i

χi
ρi

)−1

;∑
i

ϕi = 1, ρ =
∑
i

ϕiρi, χi = ϕi
ρi
ρ = ϕiρi

(∑
i

ϕiρi

)−1

.

(7)

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèå è êàëîðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû, ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè ïî îáúåìó
è ìàññå ôàç ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî âûòåêàåò èç àääèòèâíîñòè ïî ìàññå ïî-
òåíöèàëà Φ:

f =
∑
i

ϕifi, (f = αp, βT ,mpp,mpT ,mTT ) ;

g =
∑
i

χigi,
(
g = cp, c

′
p, S, U,Φ

)
.

(8)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé òåðìîäèíàìè-
÷åñêîé ìîäåëè ìíîãîôàçíîé ñðåäû ñ ïðîèçâîëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿ-
íèÿ ôàç íåîáõîäèìî çàäàòü íàáîðû íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ (5) äëÿ êàæ-
äîé ôàçû â îòäåëüíîñòè ïî çàäàííûì êîíöåíòðàöèÿì ôàç χi, ϕi, ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî â ñèëó (7) îïðåäåëåíèþ íàáîðà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ
ìíîãîôàçíîé ñìåñè (8) è ðàñ÷åòó çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çâóêà è äðóãèõ ïà-
ðàìåòðîâ ñîãëàñíî (6). Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (1) äëÿ ìíîãîôàçíîé ñðåäû.

Ðàçâèòûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûõ ìíîãî-
ôàçíûõ ñðåä ïðèâîäèò ê êîíñòðóêòèâíûì âûðàæåíèÿì äëÿ òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìíîãîôàçíîé ñðåäû è äîñòàâëÿåò ïðîãðàììíî ðåàëè-
çóåìûé àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëåé ìíîãîôàçíûõ ñðåä ïî äàííûì
î ôàçàõ.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Ðûæîâ Î.Ñ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êàðòèíà îáòåêàíèÿ òåë âðàùåíèÿ çâóêîâûì ïî-
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ÓÄÊ 533.6.011.72:532.529
Ñ.Â. Èâàíîâ, À.Ä. Êîâàëåâ

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ
ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈß

ÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â ÄÂÓÕÔÀÇÍÛÕ
ÃÀÇÎÆÈÄÊÎÑÒÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ìíîãîôàçíûõ ñðåäàõ íà
îñíîâå ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò ñâîéñòâ ôàç è ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðû ñìåñè. Íèæå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ðàñïðîñòðàíåííûé íà ïðàêòèêå ñëó÷àé ãàçîæèäêîñòíûõ ñðåä ïóçûðü-
êîâîé ñòðóêòóðû. Ïðåíåáðåæåíèå ñêîðîñòíîé íåðàâíîâåñíîñòüþ â ñðåäàõ
ïóçûðüêîâîé ñòðóêòóðû ñâÿçàíî ñ íåçíà÷èòåëüíûì âëèÿíèåì ïóçûðüêîâ
ãàçà íà ïåðåíîñ ìàññû â ñðåäå èç-çà ìàëîé ïëîòíîñòè ãàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïëîòíîñòüþ íåñóùåé æèäêîñòè. Äëÿ ñðåä èíîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð ãàçî-
âçâåñåé, ñêîðîñòíîé íåðàâíîâåñíîñòüþ ôàç (êàïåëü æèäêîñòè è íåñóùåãî
ãàçà) ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ ïðîòÿæåííûõ çîí ðåëàê-
ñàöèè çà óäàðíûìè âîëíàìè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ
ñðåäû [1] ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ Ðýíêèíà � Ãþãîíèî äëÿ ýëåìåíòà
ôðîíòà óäàðíîé âîëíû â âèäå

du
a = dp

ρa2 , dv = 0, dNa = m
2
dp
ρa2(

dp
ρa2 = dρ

ρ =
cpdT
a2αpT

= da
(m−1)a

)
.

(1)

Çäåñü dp � ñêà÷îê äàâëåíèÿ íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû; du, dv � èçìåíåíèÿ

íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè; dN � îòêëîíåíèå ñêî-
ðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåìåíòà óäàðíîé âîëíû îò ñêîðîñòè çâóêà ïåðåä
ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû.

Ñâîéñòâà ôàç ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäû çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ áàðîòðîïíîé, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ â
ôîðìå Òåòà è èìååò ïîñòîÿííóþ òåïëîåìêîñòü; ãàç â ñâîáîäíîì ñîñòî-
ÿíèè ÿâëÿåòñÿ òåðìè÷åñêè è êàëîðè÷åñêè ñîâåðøåííûì. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ îò ðàâíîâåñíûõ ïàðàìåòðîâ p,
T èìåþò âèä

ρ1 = ρ10

[
1 + γ1

p−p0
ρ10a210

]1/γ1
, ρ2 = γ2

γ2−1
p

cp2T
;

a1 = a10

(
ρ1
ρ10

)(γ1−1)/2

, a2
2 = γ2p

ρ2
= (γ2 − 1)cp2T ;

ρ = ϕ1ρ1 + ϕ2ρ2, ϕ1 + ϕ2 = 1;χi = ϕi
ρi
ρ , (i = 1, 2).

(2)
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Îïðåäåëèì íàáîð íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäû
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [1] ñîîòíîøåíèÿìè àääèòèâíîñòè:

αp = ϕ2

T , βT = ϕ1

ρ10a210

(
ρ1
ρ10

)−γ1
+ ϕ2

p ;

cp = χ1cp1 + χ2cp2, c
′
p = 0;

mpp = ϕ1
γ1+1
ρ210a

4
10

(
ρ1
ρ10

)−2γ1
+ ϕ2

2
p2 ,mpT = ϕ2

pT ,mTT = 0.

(3)

Íàáîð ïàðàìåòðîâ (3) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò îáùóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ

òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ìíîãîôàçíîé ñðåäû â ñëó÷àå äâóõôàçíîé ãà-
çîæèäêîñòíîé ñðåäû. Îäíàêî äëÿ öåëåé àíàëèçà óäîáíî ïðîâåñòè ÿâíóþ
ïîäñòàíîâêó íàáîðà ïàðàìåòðîâ â îáùóþ ìîäåëü è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èòü

1
ρa2 = ϕ1

ρ1a21
+ ϕ2

ρ2a22

[
1 + (γ2 − 1)

χ1cp1
cp

]
,

m = ϕ2
γ2+1

2

(
ρa2

ρ2a22

)2 (
1 + γ2−1

γ2+1
χ1cp1
cp

)
×

×
[
1 + (γ2 − 1)

χ1cp1
cp

]
+ ϕ1

γ1+1
2

(
ρa2

ρ1a21

)2

,

m′ = ϕ2 − 1
2ϕ2

ρa2

ρ2a22

[
1 + (γ2 − 1)

χ1cp1
cp

]
.

(4)

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî ðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäû,
ñîñòîÿùåé èç æèäêîñòè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ â ôîðìå Òåòà è ñîâåð-
øåííîãî ãàçà (2), îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè [1] ñ
êîýôôèöèåíòàìè (3), (4).

Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà â ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäå (4) ïîëó÷à-
åòñÿ ïî îáùåé ìåòîäèêå [1], ðàçðàáîòàííîé äëÿ ìíîãîôàçíûõ ñðåä. Ïðè
ýòîì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àäèàáà-
òè÷åñêèé äëÿ ñìåñè â öåëîì. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, âûðàæåíèå äëÿ ðàâ-
íîâåñíîé ñêîðîñòè çâóêà â ãàçîæèäêîñòíîé ñìåñè ïîëó÷àþò óïðîùåííûì
ñïîñîáîì, ôîðìóëèðóÿ àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå ïðîöåññîâ,
ïðîèñõîäÿùèõ ïðè èçìåíåíèè îáúåìà ïóçûðüêîâ ãàçà. Âñëåäñòâèå ìàëî-
ñòè òåïëîåìêîñòè ãàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåïëîåìêîñòüþ íåñóùåé æèäêîñòè
(χ2cp2 � χ1cp1) ïðè îïèñàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñìåñè ôîðìóëèðóåòñÿ
àïðèîðíîå ïðåäïîëîæåíèå îá èçîòåðìè÷åñêîì õàðàêòåðå ïðîöåññîâ â ãà-
çå. Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè çâóêà (4) ïðåäñòàâëåíèÿ îá
èçîòåðìè÷íîñòè ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî: ïðè χ2cp2 � χ1cp1, ÷òî ýêâè-
âàëåíòíî χ1cp1/cp ∼ 1, ñêîðîñòü çâóêà â ñìåñè áóäåò çàâèñåòü îò èçîòåð-
ìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà â ãàçå a2/

√
γ2 è âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà
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â ñìåñè ïðèìåò èçâåñòíûé âèä. Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèÿ îá èçîòåðìè÷-
íîñòè âîçíèêàþò àâòîìàòè÷åñêè è ïðè àíàëèçå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ
âîëí, ÷òî òàêæå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Îáùíîñòü è êîíñòðóêòèâíîñòü ïðèìåíÿåìîé ôîðìû äèôôåðåíöèàëü-
íîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëÿþò îñâîáîäèòüñÿ îò èçëèøíèõ
àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå âíóòðåííèõ ïðîöåññîâ â ñìåñè.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÈÑÎÊ

1. Èâàíîâ Ñ.Â., Êîâàëåâ À.Ä. Îá îäíîé ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîé òåðìîäèíàìè-
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ÓÄÊ 501.1

Â.È. Êîïíèíà, Å.Ñ. Ãóáèíà

ÈÇÃÈÁ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏËÈÒÛ

Ðàññìîòðèì óïðóãîå ðàâíîâåñèå òîíêîé ýëëèïòè÷åñêîé àíèçîòðîïíîé
ïëèòû, îñëàáëåííîé îäíèì ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì. Öåíòð îòâåðñòèÿ
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïëèòû. Òîëùèíà êîëüöà ðàâíà òîëùèíå ïëèòû h; øè-
ðèíà êîëüöà äîñòàòî÷íàÿ, ÷òîáû ê êîëüöó ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü òåîðèþ
èçãèáà ïëèò.

Ïëèòà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíî-
ñòè m, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî âíóòðåííåìó êîíòóðó. Âíåøíèé
êîíòóð ïëèòû æåñòêî çàäåëàí. Îïðåäåëèì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå òàêîé ïëèòû. Ñ÷èòàåì ìàòåðèàë ïëàñòèíêè àíèçîòðîïíûì, îá-
ëàäàþùèì îäíîé ïëîñêîñòüþ óïðóãîé ñèììåòðèè, ïàðàëëåëüíîé ñðåäèí-
íîé ïëîñêîñòè ïëèòû. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïóñòü ïëîñêîñòü XOY ñîâïàäàåò ñî ñðåäèííîé ïëîñêîñòüþ ïëèòû, îñü OZ
íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç.

Îáîçíà÷èì:

L0 � âíåøíèé êîíòóð ïëèòû � ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a0, b0;

L1 � âíóòðåííèé êîíòóð ïëèòû � ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a1, b1.

Çàäà÷à îá èçãèáå òàêîé ïëèòû ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé
W(x,y), ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîãèá åå ñðåäèííîé ïëîñêîñòè.

Èñêîìûå ôóíêöèè W(x,y) óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 4-ãî ïîðÿäêà [1]:

D11
∂4W

∂x4
+ 4D16

∂4W

∂x3∂y
+ 2(D12 + 2D66)

∂4W

∂x2∂y2
+D26

∂4W

∂x∂y3
+D22

∂4W

∂y4
= 0 (1)
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è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì [1]:
1) íà êîíòóðå L0:

W = 0,
dW

dn
= 0; (2)

2) íà êîíòóðå L1:

Mn = m, Nn +
∂Hnt

∂s
= 0. (3)

Â óðàâíåíèè (1) Dkj � æåñòêîñòè ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà
ïëèòà. Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2), (3) n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó êîíòóðó; Mn � èçãèáàþùèé ìîìåíò, Nn + ∂Hnt

∂s � îáîáùåííàÿ
ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùèå â ïëèòå íà ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ n.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä êîìïëåêñíûõ ïî-
òåíöèàëîâ, ïðåäëîæåííûé Ñ.Ã. Ëåõíèöêèì, cîãëàñíî êîòîðîìó èñêîìûå
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå [1]

W (x, y) = 2Re [W1(z1) +W2(z2)] (j = 1, 2). (4)

Çäåñü Wj(zj) � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòÿõ zj = x + µjy , ãäå µj � êîìïëåêñíûå ïàðà-
ìåòðû èçãèáà, õàðàêòåðèçóþùèå ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà. Ôóíê-
öèè áóäåì íàõîäèòü èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) è (3), ïðåîáðàçîâàâ èõ ê
âèäó [2]:

íà êîíòóðå L0 :

2Re[W ′
1(t1) +W ′

2(t2)] = 0; 2Re[µ1W
′
1(t1) + µ2W

′
2(t2)] = 0; (5)

íà êîíòóðå L1 :

2Re

[
p1

µ1
W ′

1(t1) +
p2

µ2
W ′

2(t2)

]
= −my;

2Re [q1W
′
1(t1) + q2W

′
2(t2)] = −my, (6)

ãäå pj, qj � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå çàâèñÿò îò Djk .
Ñîãëàñíî Â. Â. Ìåãëèíñêîìó [2], èñêîìûå ôóíêöèè Wj(zj) âûáèðàåì

òàê, ÷òîáû èõ ïðîèçâîäíûå èìåëè âèä

W ′
j(zj) =

∞∑
k=1

Ajk

[ζ1(zj))]
+
∞∑
k=1

CjkPk0(zj). (7)

Çäåñü Ajk , Cjk � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ
èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5), (6). Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â
ðàáîòå [2].
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Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [3], ïîñòàâëåí-
íóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñèñòåìà
óðàâíåíèé áûëà ñîêðàùåíà äî 12 óðàâíåíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò k =5. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ñèñòåìà êâàçèðåãóëÿðíà. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå, ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîãèáû è èçãèáà-
þùèå ìîìåíòû â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìîé ïëèòû [2].

×èñëåííûå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ êðóãëîé ïëèòû ñ êðóãîâûì
îòâåðñòèåì; äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïëèòû ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ âàðüèðîâàëàñü øèðèíà êîëüöà.

Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ ïëèòû âûáèðàëèñü ÑÂÀÌ (ñëàáî-
àíèçîòðîïíûé ìàòåðèàë) [2] è òðåõñëîéíàÿ àâèàöèîííàÿ ôàíåðà
(ìàòåðèàë ñ ñèëüíîé àíèçîòðîïèåé) [2].

Äëÿ èëëþñòðàöèè â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïðîãèáà èçãèáàþ-
ùèõ ìîìåíòîâ Mr , Mθ â òî÷êàõ íà êîíòóðàõ ïëèòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ýëëèïòè÷åñêàÿ ïëèòà (a0 = 5, b0 = 2, a1 = 1, b1 = 0,5) èçãîòîâëåíà èç
ôàíåðû.

Óãëû,0 Âíåøíèé êîíòóð Âíóòðåííèé êîíòóð
W Mr Mθ W Mr Mθ

0 0.000 -0.017 -0.011 -2.016 1.030 -1.093
10 0.004 0.026 -0.002 -2.011 1.025 -0.876
20 0.012 0.094 0.058 -1.997 1.015 -0.285
30 0.018 0.132 0.152 -1.976 1.005 0.421
40 0.014 0.138 0.203 -1.951 0.997 0.703
50 0.004 0.134 0.164 -1.924 0.993 0.177
60 -0.002 0.137 0.085 -1.898 0.991 -0.840
70 0.004 0.137 0.049 -1.878 0.990 -1.781
80 0.013 0.125 0.053 -1.865 0.989 -2.372
90 0.017 0.117 0.059 -1.861 0.989 -2.568

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â öåëîì ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà âíóòðåííåì è âíåøíåì êîíòóðàõ âûïîëíÿþòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Ïðîãèá äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ çàãðóæåí-
íîãî êîíòóðà. Ïðè ýòîì â ýëëèïòè÷åñêîé ïëèòå èç ôàíåðû çíà÷åíèå ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðîãèáà áîëåå ÷åì â 10 ðàç ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå ïðîãèáà â ïëèòå èç ÑÂÀÌà.

Èçãèáàþùèå ìîìåíòû äîñòèãàþò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà çà-
ãðóæåííîì êîíòóðå, è òàêèì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò Mθ. Ñàìîå íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ìîìåíòà Mθ äîñòèãàåòñÿ â êðóãëîé ôàíåðíîé ïëèòå.
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Îíî ïðèìåðíî â 3 ðàçà áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ ýòîãî æå ìî-
ìåíòà â òàêîé æå ïëèòå, èçãîòîâëåííîé èç ÑÂÀÌà.

Ãåîìåòðèÿ ïëèòû è ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà âëèÿþò íà ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ïëèòå.

Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèÿ âî âñåõ èçó÷åííûõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ
âáëèçè êîíòóðà îòâåðñòèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåò-
ñòâóþò ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
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Â.Ñ. Êîæàíîâ

ÐÀÑ×ÅÒ ÒÅ×ÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å Î ÑÕËÎÏÛÂÀÍÈÈ
ÏÓÑÒÎÉ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÀÂÅÐÍÛ

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ ñõëîïûâàíèÿ ïó-
ñòîé ñôåðè÷åñêîé êàâåðíû â ñæèìàåìîé ñðåäå ñ îòíîøåíèåì óäåëüíûõ
òåïëîåìêîñòåé γ. Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ Õàíòåðà [1] äëÿ äèà-
ïàçîíà çíà÷åíèé γ èç èíòåðâàëà (2.4058, 8.4635).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè ïðîòåêàåò â ðàì-
êàõ ãîìýíòðîïè÷åñêîé ìîäåëè. Ñâîéñòâî ãîìýíòðîïèè îçíà÷àåò, ÷òî ýí-
òðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ s = s(r, t) ïîñòîÿííà íå òîëüêî âäîëü òðàåêòîðèè
÷àñòèöû, íî è âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ (äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé). Â òàêèõ
óñëîâèÿõ äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî äâóõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè [2]:

(c2)t + u(c2)r + (γ− 1)c2(ur + 2u/r) = 0, ut + uut + (c2)r/(γ− 1) = 0, (1)

ãäå t � âðåìÿ, r � êîîðäèíàòà, u = u(r, t) � ñêîðîñòü ÷àñòèöû æèäêîñòè,
c2 = c2(r, t) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà.

Ïåðåéäåì ê àâòîìîäåëüíîé ôîðìå, îïðåäåëÿÿ ñâÿçè (A = const),

u = −Anr1−1/nF (η), c2 = A2n2r2−2/nG(η), η = At/r1/n. (2)
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Çäåñü n � ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíîñòè, F = F (η) è G = G(η) � àâòîìî-
äåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ôóíêöèé u è c2 ñîîòâåòñòâåííî, η � íåçàâèñèìàÿ
àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ïîäñòàíîâêà (2) â (1) äàåò ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé F è G:

ηF
′
(η) = ∆1/∆0/(γ − 1) = (3n− 1)F −∆5/∆0/(γ − 1),

(1 + ηF )G
′
(η) = G∆2/∆0 = G [−2(1− n)F + ∆5/∆0] ,

∆0 = (1 + ηF )2 − η2G,
∆5 = (γ − 1)(1 + ηF ) [2nηF + 3n− 1]F + 2(1− n)ηG.

Çàäà÷à î ñõëîïûâàíèè ïîëîñòè ìàòåìàòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ñâîåîáðàç-
íîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ V = −ηF (η), Z = η2G(η).

Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè γ òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå n, ÷òîáû èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ ÎÄÓ dZ/dV = ∆̄2(V, Z, γ, n)/∆̄1(V, Z, γ, n), âûõîäÿùàÿ èç
îñîáîé òî÷êè òèïà ñåäëî P1(V1 = 1, Z1 = 0) âäîëü ñåïàðàòðèñû, ïðîõî-
äèëà ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó òèïà óçåë P3(V3, Z3) ñ êîîðäèíàòàìè

V3 =
(
−B1 +

√
B2

1 − 4B2B0

)
/ (2B2) , Z3 = (1− V3)

2,

B1 = γ − 3− (3γ − 5)n, B2 = 2(γ − 1)n, B0 = 2(1− n)

âäîëü óñà îòäåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàêîé ïðîõîä îáåñïå÷èâàåò àíàëèòè÷-
íîñòü ôóíêöèé F è G íà ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå (ÏÕ), êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çâóêîâóþ âîëíó, ïðèõîäÿùóþ â öåíòð ôîêóñèðîâêè âìåñòå
ñ ãðàíèöåé ïîëîñòè. ÏÕ õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì η = η3, à íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè V Z åé îòâå÷àåò òî÷êà P3.

Â îñíîâó ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëîæåíû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé F è G â
îêðåñòíîñòè ÏÕ η = η3:

F = F3 + piδ
i, G = G3 + qiδ

i, η = η3 + δ, δ << 1.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïîêàçàòåëü àâòîìîäåëüíîñòè, çíà÷åíèÿ àâòîìî-
äåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé íà ÏÕ è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ pi, qi äëÿ
ïÿòè çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû.
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γ 2.41 3.0 5.0 7.0 8.46
n 0.77676398 0.70856126 0.60088048 0.55521127 0.53527898
η3 -0.835240 -0.753657 -0.581142 -0.481214 -0.430373
F3 0.967161 0.942845 0.869569 0.819936 0.792801
G3 0.0529459 0.147470 0.724508 1.58293 2.34324
p1 -0.309315 -0.364650 -0.402266 -0.392542 -0.381475
q1 0.535782 0.928155 2.20141 3.44138 4.35758
p2 -0.0706131 -0.0986944 -0.135258 -0.144106 -0.145698
q2 0.0744925 0.171971 0.658430 1.30359 1.84798
p3 -0.0300842 -0.0493061 -0.0815538 -0.0930389 -0.0968312
q3 0.0338956 0.0947750 0.459084 0.994268 1.46585
ηsw 0.959757 0.670408 0.365720 0.263572 0.221756

Äëÿ çíà÷åíèé γ ∈ (2.4058, 8.4635) ïîñòðîåíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîð-
ìóëà, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàâèñèìîñòü n îò γ:

n =
−0.00098762γ2 + 0.45733304γ + 0.62886285

γ − 0.18884320
. (3)

Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ n ïî ôîðìóëå
(3) ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèåì n, âû÷èñëÿåìûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
Ðóíãå � Êóòòà, ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 5 · 10−3%.

Ïîñëå ôîêóñèðîâêè ïîëîñòè â öåíòðå âîçíèêàåò îòðàæåííàÿ óäàðíàÿ
âîëíà (ÓÂ), êîòîðàÿ äâèæåòñÿ (îò öåíòðà) íàâñòðå÷ó íàáåãàþùåìó íà íåå
ïîòîêó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêàÿ ìîäåëü îòðàæåíèÿ, ÷òî ýíòðîïèÿ ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç ÓÂ íå ìåíÿåòñÿ è âî âñåé îáëàñòè çà ÓÂ îñòàåòñÿ ðàâíîé ñâîåìó
ïåðâîíà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ [1]. Îñíîâíóþ òðóäíîñòü â ïîñòðîåíèè ðåøå-
íèÿ íà ñòàäèè îòðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ óäàðíîãî
ïåðåõîäà ηsw.

Íà ðèñóíêå äàíû ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé F è
G (ïî r) íà îáåèõ ñòàäèÿõ òå÷åíèÿ äëÿ ïÿòè çíà÷åíèé γ (ÏÕ îáîçíà÷åíà
ñèìâîëîì �, ïóíêòèðîì óêàçàíî ïîëîæåíèå óäàðíîãî ïåðåõîäà)
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Àâòîð áëàãîäàðèò È.À. ×åðíîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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ÑÛÏÓ×ÅÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÒÂÅÐÄÛÌ ÇÅÐÍÎÌ

Ñûïó÷åå òåëî, îòäåëüíûå ç¼ðíà êîòîðîãî íå èñïûòûâàþò ïëàñòè÷å-
ñêèõ äåôîðìàöèé íè ïðè êàêèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ åãî ïåðåðàáîòêè, áóäåì
íàçûâàòü òâåðäîç¼ðåííûì ñûïó÷èì ìàòåðèàëîì, èëè ñûïó÷èì òåëîì ñ
òâ¼ðäûì çåðíîì. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäåë òåêó÷åñòè îòäåëüíûõ ç¼ðåí ïîäîá-
íîãî ñûïó÷åãî òåëà äîëæåí áûòü âî ìíîãî ðàç áîëüøèì ïðåäåëà ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ñàìîãî ñûïó÷åãî ìàòåðèàëà. Ê òàêèì ìàòåðèàëàì îòíîñÿòñÿ
âñå êàìåííûå ïîðîäû ìåëêîé ôðàêöèè, ïåñêè è ò.ä.

Ðàññìîòðèì èñòå÷åíèå ñûïó÷åãî òåëà ïðè ðàçãðóçêå áóíêåðà â ôîðìå
ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ãîðèçîíòàëüíûì âûïóñêíûì îòâåðñòèåì â âèäå ùåëè
âî âñþ äëèíó äíèùà áóíêåðà, ðàñïîëîæåííûì ó îäíîé èç åãî áîêîâûõ
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ñòåíîê, è âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ýòîì ìîäåëüþ èñòå÷åíèÿ ñûïó÷åãî òåëà [1],
îñíîâàííîé íà òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðè ïåðåìåííûõ íàãðóæå-
íèÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà áóíêåðà äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî, ÷òî-
áû â êàæäîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, óäàë¼ííîì îò òîðöåâûõ ñòå-
íîê, ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü äâèæåíèå ñûïó÷åãî òåëà îäèíà-
êîâûì, ÷òî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå äâèæåíèÿ ìà-
òåðèàëà åãî èññëåäîâàíèåì òîëüêî â îäíîì èç ýòèõ ñå÷åíèé.

Îòíåñåì âûäåëåííîå ñå÷åíèå áóí-
êåðà ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò ñîãëàñíî ðèñóíêó. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåí-
íî - äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ìàòåðèàëà è åãî äâèæåíèÿ ïðè
ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà ðàçãðóçêè
áóíêåðà â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêå èìååì óðàâíåíèÿ òåîðèè
óïðóãîñòè â ïðèðàùåíèÿõ íàïðÿ-
æåíèé [2]:

∂∆σx
∂x

+
∂∆τxy
∂y

= 0,
∂∆τxy
∂x

+
∂∆σy
∂y

= ∆F. (1)

Â îñíîâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìîãî ìàòåðè-
àëà ëåæàò, êàê ïðàâèëî, óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè, óñëîâèÿ óïðî÷íåíèÿ è
àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ.

Â òåîðèè òå÷åíèÿ â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü
ìåæäó ïðèðàùåíèÿìè äåôîðìàöèé dεx, dεy, dγxy, ïðèðàùåíèÿìè íàïðÿ-
æåíèé dσx, dσy, dτxy è íàïðÿæåíèÿìè σx, σy, τxy.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðî÷íåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, à ïðèðàùåíèÿ
äåôîðìàöèé ñêëàäûâàþòñÿ èç ïðèðàùåíèé óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ

dεx = dεxe + dεxp, dεy = dεye + dεyp, dγxy = dγxye + dγxyp, (2)

çäåñü èíäåêñàìè e è p îáîçíà÷åíû óïðóãèå è ïëàñòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáú¼ìà θ è ñðåäíåå
íàïðÿæåíèå σ ñâÿçàíû òàêæå, êàê è ïðè óïðóãîé äåôîðìàöèè: σ = Kθ
èëè dσ = Kdθ, ãäå K = λ/µ � îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèðàùåíèÿ íàïðÿæåíèé è óïðóãèõ äåôîðìàöèé
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ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îáîáùåííûì çàêîíîì Ãóêà:

dεxe = 1/E[(1−µ2)dσx−µ(1+µ)dσy], dεye = 1/E[(1−µ2)dσy−µ(1+µ)dσx],

dγxye = 1/Gdτxy. (3)

Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè âîçüìåì ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå, ïî êî-
òîðîìó íàñòóïëåíèå ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âòî-
ðûì èíâàðèàíòîì äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé, à â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà q óïðî÷-
íåíèÿ âûáåðåì ïàðàìåòð Óäêâèñòà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îáîáùåííóþ êðèâóþ σ

È
=

= Φ(q) ìîæíî ïîñòðîèòü ïî äèàãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà, íàé-
äåííîé èç îïûòîâ.

Ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çàïèøåì â âèäå [2, 3]

dεxp = Fσ(σi)(σx − σ)dσi, dεyp = Fσ(σi)(σy − σ)dσi,

dγxyp = Fσ(σi)τxydσi, (4)

ãäå

σi =
√

(1− µ+ µ2)(σ2
x + σ2

y)− σxσy(1 + 2µ− 2µ2) + 3τ 2
xy, (5)

σ = (1 + +µ)/3(σx + σy).

Çíà÷åíèå ôóíêöèè Fσ(σi) ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé
êðèâîé äåôîðìèðîâàíèÿ è îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå [4]

F (σi) =


(1− µ)/((1 + µ)σi)(1/Ek − (1− 2µ2/(1− µ))/E),
σi > σ1

i , dεi > 0,

0, σi < σ1
i , dεi ≤ 0, Ek = ∂σi(εi)/∂εi,

(6)

ãäå σ1
i � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïî êðèâîé äåôîð-

ìèðîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè εi1p, íàêîïëåííîé ê íà÷àëó ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ εi1p =

∫
dep. Çäåñü èíòåíñèâíîñòü äèôôåðåí-

öèàëîâ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dep = 2/3
√

(dεxp)2 + (dεyp)2 − dεxpdεyp + (dγxyp)2. (7)

Ïîäñòàâèâ (3) è (4) â (2), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷åñêè
äåôîðìèðóåìîé ñðåäû ïî òåîðèè òå÷åíèÿ:

dεx = 1/E[(1− µ2)dσx − µ(1 + µ)dσy] + Fσ(σi)(σx − σ)dσi,

dεy = 1/E[(1− µ2)dσy − µ(1 + µ)dσx] + Fσ(σi)(σy − σ)dσi, (8)

dγxy = 1/Gdτxy + Fσ(σi)τxydσi.
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×èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðîâåäåì ìåòîäîì äîïîë-
íèòåëüíûõ äåôîðìàöèé [5], cîãëàñíî êîòîðîìó ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäèò-
ñÿ ïîýòàïíî â ñìûñëå íàãðóæåíèÿ. Ïðè ýòîì ðåàëüíûé ïðîöåññ íàãðó-
æåíèÿ � ðàçãðóçêè ìàòåðèàëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèì ïðî-
öåññîì, â êîòîðîì èçìåíåíèå íàãðóæàþùåãî ïàðàìåòðà àññîöèèðóåòñÿ ñ
èçìåíåíèåì âðåìåíè. Â êà÷åñòâå íàãðóæàþùåãî ïàðàìåòðà âûáåðåì ïå-
ðåìåùåíèå v â öåíòðå îòâåðñòèÿ âûïóñêà ìàòåðèàëà, à â ðîëè íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîçüìåì ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è, íî ïðè
çàêðûòîì âûïóñêíîì îòâåðñòèè.

Ñîãëàñíî òåõíèêå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíûõ äåôîðìàöèé
âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé (8) ïî âðåìåíè äëÿ n-ãî ýòàïà
íàãðóæåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∆nεx = 1/E[(1− µ2)∆nσx − µ(1 + µ)∆nσy] + ∆nεxp,

∆nεy = 1/E[(1− µ2)∆nσy − µ(1 + µ)∆nσx] + ∆nεyp,

∆nγxy = 1/G∆nτxy + ∆nγxyp, (9)

ãäå

∆nεxp =< εxpn > dσi, ∆nεyp =< εypn > dσi, ∆nεxyp =< εxypn > dσi,

ïðè ýòîì ïîä < εxpn >, < εypn >, < εxypn > ïîíèìàåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå
âåëè÷èí

εxp = [Fσ(σi)(σx − σ)]n, εyp = [Fσ(σi)(σy − σ)]n, γxyp = [Fσn(σi)τxyn. (10)

Ðàçðåøèâ ñîîòíîøåíèÿ (8) îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé è
ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî íóëþ îáúåìíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, áóäåì
èìåòü

∆nσx = (λ+ 2G)∆nεx + λ∆nεy − 2G∆nε
γ
x,

∆nσy = (λ+ 2G)∆nεy + λ∆nεx − 2G∆nε
γ
y , ∆nτxy = G∆nγxy −G∆nγxyp.

(11)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùå-

íèé íà êàæäîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ ïîñòðîèì ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé áóäåì âû÷èñ-
ëÿòü ïî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ ïðåäûäóùåãî ýòàïà,
çàòåì áóäåì ïîëàãàòü

< ∆un >= 1/2(∆un−1 + ∆un), < ∆vn >= 1/2(∆vn−1 + ∆vn),
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< εxpn >= 1/2(εxpn−1 + εxpn), . . . (12)

Ðàñ÷åò áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèÿ ïðèðàùåíèé ïåðå-
ìåùåíèé è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íà ñìåæíûõ èòåðàöèÿõ íå îêàæóòñÿ
äîñòàòî÷íî áëèçêèìè.

Åñëè ïîäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿ (11) â óðàâíåíèÿ (1) è èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì Êîøè, ñâÿçûâàþùèå ïðèðàùå-
íèÿ êîìïîíåíò äåôîðìàöèè ñ ïðèðàùåíèÿìè ïåðåìåùåíèé, òî ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîñëåäíèõ. Ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé ïðîâîäèëîñü ìåòî-
äîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, äëÿ ÷åãî áûëà ïîñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ óêàçàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿëèñü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ðèñóíîê): íà ãðàíèöå LM è EN : ∆nτxy = 0, ∆nσy = 0
� ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü; íà ãðàíèöå MN : ∆nu = 0, ∆nτxy = tg Ψ∆nσx �
øåðîõîâàòàÿ ñòåíêà, Ψ � óãîë òðåíèÿ; íà ãðàíèöå EO: ∆nu = 0, ∆nv = 0
� àáñîëþòíî øåðîõîâàòàÿ ñòåíêà; íà ãðàíèöå OL: ∆nu = 0, ∆nτxy=0 � èäå-
àëüíî ãëàäêàÿ ñòåíêà. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (ÊÐÊÇ) ðåøà-
ëàñü ìåòîäîì âåðõíåé ðåëàêñàöèè.

Ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ñëåäóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëÿëèñü èñõîäíûå äàííûå
çàäà÷è: çàäàâàëèñü ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè , b, îáëàñòè ðåøåíèÿ,
ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà E, µ, Ψ, σt1, σ

t
2, σ

t
3, σ

t
4 è çàâèñè-

ìîñòü σi = σi(εi) â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå èëè òàáëè÷íî. Äàëåå çàäàâàëèñü
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â âû÷èñëåíè-
ÿõ � u, v, ∆u, ∆v, εx, σx, ε

p
x, e

p, . . . Çàòåì ðåøàëàñü óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ
çàäà÷à ïðè çàêðûòîì îòâåðñòèè, ò.å. íà âñåé ãðàíèöå ON ïðèíèìàëèñü
óñëîâèÿ ∆u = 0, ∆v = 0. Ïðè ýòîì íàãðóæåíèå ñîáñòâåííûì âåñîì îñó-
ùåñòâëÿëîñü íå ñðàçó, à ïîýòàïíî � çàm � ýòàïîâ. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãîðèòìà çàäà÷è èñòå÷åíèÿ, è ïîýòî-
ìó îòäåëüíî åãî îïèñûâàòü íå áóäåì, òåì áîëåå, ÷òî ðàçãðóçêà îòäåëüíûõ
ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà ïðè íàãðóæåíèè ñîáñòâåííûì âåñîì ïðèíöèïèàëüíî
íåâîçìîæíà. Ïîä ýëåìåíòîì ìàòåðèàëà çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøàÿ ñîâîêóïíîñòü îòäåëüíûõ çåðåí â îêðåñòíîñòè óçëà (i, j).

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè çàêðûòîì îòâåðñòèè áóäåì ñ÷èòàòü ïåðâûì
ýòàïîì ðåøåíèÿ çàäà÷è èñòå÷åíèÿ. Îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò ðåøåíèÿ
u2, v2, 2εx, . . . , 2σx, . . . , 2e

p (èíäåêñàìè âíèçó óñëîâèìñÿ îòìå÷àòü íîìåð
ýòàïà íàãðóæåíèÿ, à èíäåêñàìè ââåðõó, ñëåâà èëè ñïðàâà, � íîìåð èòå-
ðàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) íà âòîðîì ýòàïå ïðîâîäè-
ëèñü ïî ôîðìóëàì

u2 = u1 + ∆2u, v2 = v1 + ∆2v, 2εx =1 εx + ∆2εx, . . . , 2σx =1 σx+
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+∆2σx, . . . , 2e
p =1 e

p + ∆2e
p (13)

è ñëåäóþùåé ñõåìå.
Ïî íàéäåííûì íà ïåðâîì ýòàïå äîïîëíèòåëüíûì äåôîðìàöèÿì, ïðè

∆p = 0, îòêðûòîì îòâåðñòèè è çàäàííûì çíà÷åíèÿì (∆2v)i, 0 ïî íåêîòî-
ðîìó çàêîíó (ëèíåéíîìó èëè ñèíóñîèäàëüíîìó, i � ñîîòâåòñòâîâàëî òî÷-
êàì îòâåðñòèÿ) ðåøåíèåì ÊÐÊÇ íàõîäèëîñü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ∆2u

1,
∆2v

1, çàòåì ïî ôîðìóëàì � àíàëîãàì ñîîòíîøåíèé Êîøè � îïðåäåëÿ-
ëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåëè÷èíû ∆2ε

1
x, . . . , äàëåå, ïî íèì è ôîðìóëàì

(11) ïðè ∆1
2εxp = 0, . . . âû÷èñëÿëèñü ∆2σ

1
x, . . . , ïîñëå ÷åãî � âåëè÷èíû

2σ
1
x =1 σx + ∆2σ

1
x, . . . , ïî íèì è ôîðìóëå (5) âû÷èñëÿëèñü èíòåíñèâíîñòè

íàïðÿæåíèé σi. Äàëåå, ïî ôîðìóëå (3) îïðåäåëÿëèñü ïðèðàùåíèÿ óïðó-
ãèõ äåôîðìàöèé ∆21εxe, çàòåì � ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
∆21εxp = ∆21εx− − ∆21εxe, . . . , è ïî íèì è ôîðìóëå (7) âû÷èñëÿëàñü èí-
òåíñèâíîñòü 1

2de
p äèôôåðåíöèàëîâ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ïîñëå ÷åãî

îïðåäåëÿëîñü çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè 2e
1
p =1 ep+

1
2de

p è, íàêîíåö, çíà÷åíèå
èíòåíñèâíîñòè ïîëíûõ äåôîðìàöèé ei ïî ôîðìóëå

2e
1
i = σi/

√
3 +2 e

1
p.

Ïðè ýòîì çíàê ¾+¿ èëè ¾�¿ äëÿ σi âûáèðàëñÿ (òàê æå, êàê è äëÿ
1
2de

p)
èñõîäÿ èç çíàêà îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ = ε2

x + ε2
y, èìåííî, åñëè θ > 0

(ò.å. è σ > 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñòÿæåíèþ ýëåìåíòà ìàòåðèàëà), òî ïðè-
íèìàëñÿ çíàê ¾�¿, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè ñæàòèè ýëåìåíòà ìàòåðèàëà �
çíàê ¾+¿.

Äàëåå âû÷èñëÿëîñü ïðèðàùåíèå èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ∆ei =
= 2e

1
i −1 ei è çàòåì âêëþ÷àëñÿ àëãîðèòì ó÷åòà èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ýëå-

ìåíòà ñûïó÷åãî òåëà, êîòîðûé âûäàâàë çíà÷åíèå σdi èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
æåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå êðèâîé äåôîðìèðîâàíèÿ, íàéäåííîé îïûòíûì
ïóòåì, è çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé Ek = ∂σi(εi)/∂εi � ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ,
çàòåì ïî ôîðìóëàì (6) è (10) îïðåäåëÿëèñü âåëè÷èíû 1

2ε
p
x, . . . , è ïî íèì

è ôîðìóëàì (11) è (9) ïåðåîïðåäåëÿëèñü äîïîëíèòåëüíûå äåôîðìàöèè
∆1

2ε
p
x, . . . , ïðè÷åì dσi âû÷èñëÿëîñü êàê dσi =1

2 σ
d
i −1 σ

d
i .

Ïîñëå ÷åãî ñ íàéäåííûìè çíà÷åíèÿìè ∆1
2ε
p
x âûïîëíÿëàñü âòîðàÿ èòå-

ðàöèÿ ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, çàòåì âû÷èñëåíèÿ ïî-
âòîðÿëèñü â îïèñàííîì ïîðÿäêå äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçëè÷èÿ â çíà÷åíèÿõ
∆n−1

2 εpx . . . δ
n
2 ε

p
x, . . . îêàçûâàëèñü ìåíüøå òðåáóåìîé ïîãðåøíîñòè, ïîñëå

÷åãî ïî ôîðìóëàì (13) è íàõîäèëèñü êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ íà âòîðîì ýòà-
ïå âûãðóçêè áóíêåðà (âòîðîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ). Òðåòèé ýòàï íà÷èíàëñÿ
ñ ðåøåíèÿ ÊÐÊÇ ïðè ∆2ε

p
x, . . . è íàõîæäåíèÿ ∆1

3u, ∆1
3v, äàëåå ïðîöåññ ïî-

âòîðÿëñÿ äî çíà÷åíèé un, vn, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿëñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë
ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè ó÷åòå èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ýëåìåí-
òà ìàòåðèàëà áûëè èñïîëüçîâàíû ïðåäåëû òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè�
ñæàòèè äèíàìè÷åñêè óëîæåííîãî ñûïó÷åãî òåëà íàðÿäó ñ òàêîâûìè äëÿ
ìàòåðèàëà ñ åñòåñòâåííîé (íàñûïüþ) óêëàäêîé çåðåí [1]. Ïîä äèíàìè÷å-
ñêîé óêëàäêîé ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè òå÷åíèè
ìàòåðèàëà åãî çåðíà, ñòðåìÿñü çàíÿòü óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå, îðèåíòèðó-
þòñÿ äëèííûìè îñÿìè è óòîëùåííûìè ÷àñòÿìè ïî íàïðàâëåíèþ ê îòâåð-
ñòèþ è, äâèãàÿñü ê íåìó, ñáëèæàþòñÿ (ðåãóëÿðíî óêëàäûâàþòñÿ), óâåëè-
÷èâàÿ òåì ñàìûì ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà è ïðåäåëû òåêó÷åñòè.
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Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îðè-
åíòàöèåé îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷åííîé
ðåàêòèâíîé òÿãè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè îðáèòû, ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé
çàäà÷å ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äåñÿòîãî ïîðÿäêà è âîñåìüþ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óñëîâèÿìè òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè è ðàâåíñòâîì H|t1 = H(λ,µ, χ, u0)|t1 = 0, èìåþùèì ìå-
ñòî äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Çäåñü H−
ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà; λ � íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí îðè-
åíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò; µ � êâàòåðíèîí, ñîïðÿæåííûé ê ôàçîâîé ïåðåìåííîé λ;
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χ � ñêàëÿðíàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîïðÿæåííàÿ ê èñòèííîé àíîìàëèè ϕ, õàðàê-
òåðèçóþùåé ïîëîæåíèå ÊÀ íà îðáèòå; u0 � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå; t1 �
âðåìÿ, ïîäëåæàùåå îïðåäåëåíèþ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ.

Óðàâíåíèÿ çàäà÷è èìåþò ãëîáàëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû:

||λ|| = λ2
0 + λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 = 1,

ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = const,

ν3 + κν1 = const,

(κν3 − ν1)
2 + (1 + κ2)ν2

2 = const,

(κ2 − 1)ν2
1 + 2κν1ν3 − ν2

2 = const,

H(λ,µ, χ,u0) = 0.

(1)

Çäåñü λj � êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà λ, νj � êîìïîíåíòû âåêòîðíîé ÷àñòè

êâàòåðíèîíà ν = λ̃ ◦ µ; κ = u
r3

c2
; r =

p

1 + e cosϕ
; r � ìîäóëü ðàäèóñà-

âåêòîðà öåíòðà ìàññ ÊÀ; p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû; c �
ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé.

Èíòåãðàëû (1) ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ïðîòÿæåíèè âñå-
ãî èíòåðâàëà óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ÊÀ è îáëàäàþò îáùèì ñâîéñòâîì:
ïóñòü Ψ(ϕ, κ,λ,ν) = const � îäèí èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (1) è ïðè ϕ = ϕ̃

ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ, òîãäà â ñëó÷àå áûñòðîäåéñòâèÿ

Ψ(ϕ̃, κ,λ,ν) = Ψ(ϕ̃,−κ,λ,ν). (2)

Çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà
ôóíêöèè H ïî ïåðåìåííîé u ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè óïðàâëåíèÿ
(−umax ≤ u ≤ ≤ umax < ∞, u � àëãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðåàêòèâíîãî
óñêîðåíèÿ, îðòîãîíàëüíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû ÊÀ ). Â ñëó÷àå áûñòðîäåé-
ñòâèÿ îí èìååò âèä

u =

{
umax, ν1 ≥ 0,

−umax, ν1 < 0.

Íàéäåíû òàêæå 2 ëîêàëüíûõ èíòåãðàëà óðàâíåíèé çàäà÷è, êîòîðûå
âìåñòå ñ òðåòüèì èíòåãðàëîì (1) îïðåäåëÿþò îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ:

1

k2

[
ν1 − κν3

]
cos(kϕ)− 1

k
ν2 sin(kϕ) = const,

1

k
ν2 cos(kϕ) +

1

k2

[
ν1 − κν3

]
sin(kϕ) = const.

(3)

Çäåñü k =
√

(1 + κ2).
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Ðàâåíñòâî (2) äëÿ èíòåãðàëîâ (3) íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíè
íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè è ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ ëèøü íà ïðî-
òÿæåíèè îòäåëüíî âçÿòûõ ó÷àñòêîâ àêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ. Ìîìåíò ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà äëÿ óêà-
çàííûõ ëîêàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî èíòåãðàëû (3) ÿâëÿþòñÿ ãëî-
áàëüíûìè äëÿ ¾âûðîæäåííîé¿ çàäà÷è, êîãäà ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå
νi ≡ ≡ 0, i = 1, 3, à òàêæå â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðåàêòèâíîãî óñêîðåíèÿ,
îðòîãîíàëüíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû, èëè íóëåâîãî ðàäèóñà îðáèòû. Òàêèå
óñëîâèÿ ëèøàþò çàäà÷ó ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, à ïîòîìó íåïðèåìëåìû, õî-
òÿ ìàòåìàòè÷åñêè âïîëíå äîïóñòèìû.

Ó÷åò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (1) è èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ êîìïîíåíò νk êâàòåðíèîíà ν ïîçâîëÿåò, êàê îïèñàíî â [1], ïîíè-
çèòü ïîðÿäîê êðàåâîé çàäà÷è (áåç åå óñëîæíåíèÿ) íà 7 åäèíèö è ïðèâåñòè
åå ê âèäó

dν1

dϕ
=ν2,

dν2

dϕ
=− ν1 + κν3,

dν3

dϕ
=− κν2,

(4)

ãäå ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = const.

Ôàêòè÷åñêè óðàâíåíèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Âîçìîæíà äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè
êðóãîâîé îðáèòû ÊÀ, êîãäà çàäàþòñÿ íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ îðèåíòàöèè
íîðìàëè ê ïëîñêîñòè îðáèòû. Òîãäà ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå óñëîâèÿ òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè, èìåþùèå âèä

ïðè t = t1 ν3 = 0, χ = 0.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò ìåñòî â íà÷àëå äâèæåíèÿ ÊÀ ïðè t = 0.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè è ïåðâûõ èíòåãðà-
ëîâ íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
νk0 :
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ν10 = 2
c

±rumax
,

ν20 =
C31 cosϕ0 + C32 sinϕ0

C31 sinϕ0 − C32 cosϕ0
ν10,

ν30 = 0.

Âåðõíèé çíàê áåðåòñÿ, êîãäà íà ïåðâîì àêòèâíîì ó÷àñòêå äâèæåíèÿ
ÊÀ óïðàâëåíèå u = +umax, íèæíèé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; Cij � êîì-
ïîíåíòû ìàòðèöû íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ C, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ÷åðåç
çàäàííûå êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíîâ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé îðèåíòàöèé

îðáèòû: Cij(∆Λ) = Cij(Λ̃
0 ◦ Λ∗); νi0 = νi(0), ϕ0 = ϕ(0); Λ0 = Λ(0),

Λ∗ = Λ(t1). Êâàòåðíèîí Λ îðèåíòàöèè îðáèòû ÊÀ ñâÿçàí ñ ôàçîâîé ïå-

ðåìåííîé λ ñîîòíîøåíèåì λ = Λ ◦
(

cos
ϕ

2
+ i3 sin

ϕ

2

)
.

Çíàíèå ýòèõ óñëîâèé äàåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé
ïåðåîðèåíòàöèè êðóãîâîé îðáèòû ÊÀ ïðè âòîðîì âàðèàíòå ïîñòàíîâêè
çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-
00 310).
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Â ñòàòüå â ïåðåìåííûõ Êóñòààíõåéìî �Øòèôåëÿ (KS � ïåðåìåííûõ ),
ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ðåøåíà çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ), äâèæóùåãîñÿ
ïîä äåéñòâèåì áîëüøîé è ìàëîé òÿãè, äëÿ âñòðå÷è ñ äðóãèì ÊÀ, êîòî-
ðûé äâèæåòñÿ ïî ñâîåé îðáèòå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê öåíòðó
ãðàâèòàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ ìàêñèìóìà áîëüøîé òÿãè ê ñèëå ïðèòÿæåíèÿ
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ê öåíòðó. Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ðåøåíà çàäà÷à, êîãäà ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå áîëüøîé òÿãè íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ è áîëüøàÿ
òÿãà ñòàíîâèòñÿ èìïóëüñíîé.

1. KS-ïåðåìåííûå u = (u0, u1, u2, u3), s = (s0, s1, s2, s3) ñâÿçàíû ñ âåê-
òîðàìè ïîëîæåíèÿ x è ñêîðîñòè v èçâåñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè [1, 2]. Ïåðå-
ìåííàÿ h îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ åäèíèöû ìàññû ÊÀ. Óïðàâëÿåìûé
ÊÀ äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê öåíòðó è äâóõ äâèãàòå-
ëåé áîëüøîé è ìàëîé òÿãè. Òÿãà ð1 ñðàâíèìà ñ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ ê öåí-
òðó è ìîæåò ïðåâûøàòü å¼ â íåñêîëüêî ðàç, òÿãà ð2 ìàëà ïî ñðàâíåíèþ
ñ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ ê öåíòðó. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì óïðàâëå-
íèè äëÿ âñòðå÷è óïðàâëÿåìîãî è íåóïðàâëÿåìîãî ÊÀ. ×åðåç R îáîçíà÷èì
õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, íàïðèìåð, ðàäèóñ íà÷àëüíîé îðáèòû óïðàâëÿå-
ìîãî ÊÀ, γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ.
Ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè:

u = R1/2u∗; s = (γM)1/2 s∗; h =
γM

R
h∗; τ =

(
R

γM

)1/2

τ ∗;

I = R

(
R

γM

)1/2

I∗; t = R

(
R

γM

)1/2

t∗; p1 =
γM

R2
p∗1;α1 =

R2

γM
α∗1;

p1 max =
γM

R2
p∗1 max; p2 = p2 maxp

∗
2; α2 =

(
R2

γM

)2

α∗2;
p2 maxR

2

γM
= ε << 1.

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, âåðõíèé èí-
äåêñ "∗" íàä êîòîðûìè îïóñêàåòñÿ. Äâèæåíèå íåóïðàâëÿåìîãî àïïàðà-
òà À â áåçðàçìåðíûõ KS-ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ τa
ñîîòíîøåíèÿìè

ua = C cos(kτa) + D sin(kτa); sa = k (D cos(kτa)−C sin(kτa)) ;

k = (−0.5ha)
1/2 ; ha = −(C2 +D2)−1 < 0;

t =
τa∫
τaí

(ua)
2 dτa; τa ≥ τ; C = const; D = const.

(1)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óïðàâëÿåìîãî ÊÀ ñ ó÷åòîì τa â áåçðàçìåðíûõ KS-
ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [1, 2]

du

dτ
= s;

ds

dτ
= 0.5hu + 0.5u2P (u)(p1 + εp2);

dh

dτ
= 2 (s, P (u)(p1 + εp2) ;

(2)

dτa
dτ

=
u2

(ua(τa))
2 ,
dt

dτ
= u2.
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Ôóíêöèîíàë, êîòîðûé äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà äîëæåí ïðèíèìàòü ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

I =

τk∫
0

[
α0 + α1|p1|+ ε2α2p

2
2

]
u2dτ, |p1| ≤ p1 max, |p2| ≤ 1 . (3)

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî ÊÀ è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå τa îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ïðè τ = 0

u = uí, s = sí, h = hí, τa = τaí. (4)

Â êîíå÷íûé "ìîìåíò âðåìåíè" τ = τk, êîòîðûé çàðàíåå íå çàäàåò-
ñÿ, óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (2) â ïðîñòðàíñòâå (u, s, h, τa) â ñëó÷àå ìÿãêîé
âñòðå÷è äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà ìíîãîîáðàçèè

P T (u(τk))u(τk) = P T (ua(τa(τk)))ua(τa(τk));

P T (u(τk))s(τk) = P T (ua(τa(τk)))sa(τa(τk)). (5)

2. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñèñòåìû (2) èìååò âèä

H = −(α0 + α1|p1|+ ε2α2p
2
2)u

2 + (µ, s)+
+
(
ν, 0.5hu + 0.5u2P (u)(p1 + εp2)

)
+

+2η(u, P (u)(p1 + εp2)) + ϑu2 (ua (τa))
−2 .

(6)

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå µ = (µ0, µ1, µ2, µ3),ν = (ν0, ν1, ν2, ν3), η, ϑ
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ìàê-
ñèìóìà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå p1opt è p2opt âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôàçîâûå
è ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, èõ íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì
âåêòîðà P T (u)q, ãäå q = 0.5u2ν + 2ηs. Íà ïðàâîì ïîäâèæíîì êîíöå òðà-
åêòîðèè ïðè τ = τk äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Â
ñëó÷àå ìÿãêîé âñòðå÷è îíè èìåþò âèä

l(µ,u) + l(ν, s) = 0; l(ν,u) = 0; η = 0; ϑ+ (s,µ) + 0.5h(u,ν) = 0. (7)

Êðîìå òîãî, òàê êàê τk çàðàíåå íå çàäàåòñÿ, òî ïðè τ = τk Hopt|τk = 0.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñâîäèò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ.

3. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè p1 max ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé âû-
øå çàäà÷è áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì óïðàâ-
ëåíèè äâèæåíèåì ÊÀ ñ èìïóëüñíîé òÿãîé è ìàëîé òÿãîé p2 [3]. Ìîìåíò
ñîîáùåíèÿ èìïóëüñà òÿãè τi îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

∣∣P T (u)q
∣∣ = = α1u

2.
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Íàïðàâëåíèå âåêòîðà èìïóëüñà òÿãè ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòî-
ðà P T (u)q. Èç óðàâíåíèé äëÿ ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ ñëåäó-
åò, ÷òî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê èìïóëüñíîé òÿãå â ìîìåíò ñîîáùåíèÿ
èìïóëüñà ïåðåìåííûå u, τa, η, ϑ, q îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, à ïåðåìåí-
íûå s, h, µ, ν èñïûòûâàþò ñêà÷êè, âåëè÷èíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Íèæå â òàáëèöå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé p1 max äëÿ ìÿãêîé âñòðå÷è óïðàâëÿå-
ìîãî êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, íàõîäÿùåãîñÿ íà îðáèòå Çåìëè, ñ àïïàðà-
òîì, êîòîðûé äâèæåòñÿ ïî îðáèòå Ìàðñà. Óãîë, íà êîòîðûé â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ñäâèíóò àïïàðàò, íàõîäÿùèéñÿ íà îðáèòå Ìàðñà,
îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîãî àïïàðàòà ðàâåí 60◦. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíûõ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé α0 = 1.0, α1 =
= 0.75, α2 = 0.5, ε = 0.2. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äâèãàòåëè ñ òÿãîé p1

âêëþ÷àþòñÿ â íà÷àëå è â êîíöå ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ.

p1 max tp1 tp2 tk ∆t1 + ∆t2 I2 I
1.0 0.33890 1.58098 2.09403 0.85195 0.99503 2.83250
5.0 0.09728 1.49339 1.63462 0.23851 0.43657 2.57269
10.0 0.05243 1.47753 1.55160 0.12550 0.35859 2.52875
25.0 0.02130 1.46729 1.49780 0.05181 0.31487 2.50072
∞ 0.0 1.45998 1.45998 0.0 0.28716 2.48121

Â òàáëèöå tp1 � ìîìåíò âûêëþ÷åíèÿ òÿãè p1, tp2 � ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ
òÿãè p1 íà âòîðîì ýòàïå, tk � îáùåå âðåìÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, ∆t1+
+ ∆t2 � ñóììàðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ àïïàðàòà íà ïåðâîì è âòîðîì ýòàïàõ

ñ âêëþ÷åííîé òÿãîé p1, I2 =
τk∫
0

p2
2u

2dτ , I � çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (3). Â

ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
òÿãà p1 çàìåíåíà èìïóëüñíûì äâèãàòåëåì, êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ â íà÷àëü-
íûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî
èìïóëüñà ðàâíà 0.54554, à âåëè÷èíà êîíå÷íîãî ðàâíà 0.77782.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-
00310).
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ÓÄÊ 533.38

Ð.À. Ñàôîíîâ

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ×
ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÈÇÃÈÁÀ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ

ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ËÎÊÀËÜÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëà ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ íàãðó-
çîê, îäíàêî âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ òàêèõ ðàñ÷åòîâ, òðåáóåòñÿ çàäàâàòü äåéñòâóþùèå íà òåëî óñèëèÿ
êàê ãëàäêóþ ôóíêöèþ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñäåëàíà ïîïûòêà çàìåíèòü
ñîñðåäîòî÷åííóþ ïîïåðå÷íóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà òîíêóþ èçîòðîïíóþ
ïëàñòèíêó, áûñòðî ðàñòóùèìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû ðàñ-
ïðåäåëåííûìè óñèëèÿìè.

Ðàññìîòðèì òîíêóþ ïëàñòèíêó èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ñðåäèííîå
ñå÷åíèå êîòîðîé èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè äëèíîé a è b.
Òîëùèíó ïëàñòèíêè ïðèìåì ðàâíîé h. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
h << a, b.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè òîíêèõ ïëàñòèí, íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ïëàñòèíû öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ïðîãèáà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ôóíêöèè ïðîãèáà èìååì
óðàâíåíèå

D∇2∇2w = q(x, y), D =
Eh3

12 (1− ν2)
, (1)

ãäå E � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññî-
íà, q(x, y) � ðàñïðåäåëåííûå ïî âåðõíåé ãðàíè ïîïåðå÷íûå óñèëèÿ, D �
æåñòêîñòü ïëàñòèíêè íà èçãèá. Ê ýòîìó óðàâíåíèþ òðåáóåòñÿ äîáàâèòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûðàæàþùèå çàêîí çàêðåïëåíèÿ è çàãðóæåíèÿ êðàåâ
ïëàñòèíû.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

W = w/h, ξ = x/a, η = y/b.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

Dh

a4

[
∂4W

∂ξ4
+ 2c

∂4W

∂ξ2∂η2
+ c4∂

4W

∂η4

]
= q(ξ, η). (2)

Ñâåäåì óðàâíåíèå (2) ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêàöèè [1]. Ôóíêöèþ ïðîãèáà
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ïëàñòèíêè áóäåì èñêàòü â âèäå

W =
N+2∑
j=−2

Bj(η)Wj(ξ), (3)

ãäå Bj(η) � ñèñòåìà áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà, à Wj(ξ) � ïîêà
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðàÿõ η = 0 è η = 1 ïîç-
âîëÿþò âûðàçèòü ôóíêöèè W−2,W−1,WN+1,WN+2 ÷åðåç îñòàëüíûå èñêî-
ìûå ôóíêöèè. Òîãäà ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó âàðèàíòó ìåòîäà ñïëàéí-
êîëëîêàöèè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè ïðîãèáà (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

W =
N∑
j=0

ϕj(η)Wj(ξ), (4)

ãäå ϕj(η) � èçâåñòíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïîä-
ñòàíîâêîé (4) â (2) ïîëó÷àåì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ê íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè:

d~Y

dξ
= A~Y +B, (5)

ãäå ~Y � âåêòîð-ñòîëáåö èñêîìûõ ôóíêöèé âìåñòå ñ èõ ïðîèçâîäíûìè, A è
B � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû è âåêòîð-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êðàÿõ ξ = 0 è
ξ = 1 ñîñòàâëÿåò êðàåâóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ
ïðîãèáà ïëàñòèíêè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè Ñ.Ê. Ãîäóíîâà [2].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = C cosk
π

2
(x− x0), (6)

ãäå x0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, C � ìàñøòàáèðóþùàÿ êîíñòàíòà, îïðåäå-
ëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ

1∫
0

f(x)dx = 1,

à äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå k >> 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî f(x0) = C, à ïðè óäàëåíèè îò òî÷êè x = x0 ôóíê-

öèÿ f(x) áûñòðî óáûâàåò äî ìàëîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé çíà÷åíèÿ.
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü f(x) êàê ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè ïî êîîðäèíàòå, òî
ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè k →∞ ôóíêöèÿ f(x) îïèñûâàåò ñîñðåäîòî÷åí-
íóþ â òî÷êå x = x0 ñèëó. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ âèäà (6) îïèñûâàåò
ëîêàëüíóþ íàãðóçêó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè âèäà (6) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñðåäîòî-
÷åííîé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà ïëàñòèíêó.

Ïóñòü íà ïðÿìîé ξ = ξ0 ïðèëîæåíà ïîñòîÿííàÿ íàãðóçêà ñ ðàâíîäåé-
ñòâóþùåé Q. Óñèëèÿ òàêîãî âèäà áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ðàñïðåäåëåí-
íîé íàãðóçêîé èíòåíñèâíîñòè

q(ξ, η) = C cosk
π

2
(ξ − ξ0).

Åñëè íàãðóçêà ïðèëîæåíà â òî÷êå (ξ, η), òî ôóíêöèÿ íàãðóçêè ïðèìåò
âèä

q(ξ, η) = C cosk
π

2
(ξ − ξ0) cosk

π

2
(η − η0).

Ñëó÷àþ, êîãäà íàãðóçêà ðàñïðåäåëåíà ïî äèàãîíàëè ïëàñòèíêè ξ−η =
= 0, ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ

q(ξ, η) = C cosk
π

2

ξ − η√
2
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû C âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò
ïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì ∫

0≤ξ,η≤1

q(ξ, η)dξdη = Q.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì ðÿä
çàäà÷, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ìåòîä ñïëàéí-
êîëëîêàöèè â îïèñàííîì âàðèàíòå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëàñòèíêó òîë-
ùèíîé h = 0, 01ì ñ äëèíàìè ñòîðîí a = b = 1ì, óïðóãèå êîíñòàíòû êîòî-
ðîé ðàâíû E = 2 · 1011Ïà, ν = 0, 3. Äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè k èñïîëüçóåì
çíà÷åíèå k = 5000. Êàê âûÿñíèëîñü â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ, ìåíüøèå çíà÷åíèè k íå îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íî òî÷íîãî ñîâïàäåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ èçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è, à
áîëüøèå çíà÷åíèÿ òðåáóþò ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ñåòêè è,
ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷èòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé.

Ïóñòü âåñü êîíòóð ïëàñòèíêè øàðíèðíî ïîäêðåïëåí, à â öåíòðàëüíîé
òî÷êå ïðèëîæåíà ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà èíòåíñèâíîñòè Q = 1Í. Òàêàÿ çà-
äà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ñóììû áåñêîíå÷íîãî ðÿäà [3].
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Ïðè óêàçàííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíêè, ïî-
ñ÷èòàííûé ïî ýòîé ôîðìóëå, ñîñòàâëÿåò wmax = 6, 12·10−7ì. Òà æå âåëè÷è-
íà, ïîñ÷èòàííàÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà, ñîñòàâëÿåò
wmax = 6, 18 · 10−7ì.

Åñëè ïðè øàðíèðíî îïåðòîì êîíòóðå íàãðóçêà ñ òîé æå ðàâíîäåé-
ñòâóþùåé ïðèëîæåíà âäîëü ïðÿìîé ξ = 0, 5, òî ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá
ïëàñòèíêè ñîñòàâëÿåò wmax = 3, 68 · 10−7ì.

Ïðè æåñòêî çàäåëàííîì êîíòóðå ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíêè ñî-
ñòàâèë wmax = 3, 75·10−7ì â ñëó÷àå ïðèëîæåííîé â öåíòðàëüíîé òî÷êå ñè-
ëû, wmax = 1, 83 ·10−7ì ïðè íàãðóçêå, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïðÿìîé ξ = 0, 5
è wmax = 1, 48 · 10−7ì, ïðè íàãðóçêå, ïðèëîæåííîé íà äèàãîíàëè ξ = η.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå ñ èçâåñò-
íûìè òåîðåòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðèìåíè-
ìîñòè ôóíêöèé ëîêàëüíîé íàãðóçêè âèäà (6) äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñîñðå-
äîòî÷åííûõ óñèëèé. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ îñîáîå âíèìàíèå ñëåäóåò
îáðàùàòü íà âûáîð ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè k, êîòîðûé äîëæåí îáåñïå÷èâàòü
äîñòàòî÷íóþ ñêîðîñòü ðîñòà ôóíêöèè è âìåñòå ñ òåì íå òðåáîâàòü ÷ðåç-
ìåðíîãî âîçðàñòàíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.
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ÏÎ ÍÀÊËÎÍÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåí ïåðåõîä îò îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ âÿç-
êîïëàñòè÷íîé ñðåäû ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ê äðóãîìó ïðè èçìåíåíèè
óãëà íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðèçîíòó. Âîïðîñ î ðàçâèòèè òå÷åíèÿ è ïåðå-
õîä ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó îñòàëñÿ îòêðûòûì. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïî-
ñâÿùåíà îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ.

Ïóñòü ñëîé âÿçêîïëàñòè÷íîé ñðåäû òîëùèíû H íàõîäèòñÿ íà ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ìîìåíò t = 0 ïëîñêîñòü áûëà íàêëîíåíà íà óãîë β
ê ãîðèçîíòó. Ñõåìà òå÷åíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå.
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Ïîêà íàïðÿæåíèå íà ïëîñêîñòè íå äîñòèãíåò ñòàòè÷åñêîãî ïðåäåëà òå-
êó÷åñòè, ìàòåðèàë áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê òâåðäîå òåëî, èñïûòûâàÿ ëèøü
óïðóãèå äåôîðìàöèè, ïîñëå åãî ïðåîäîëåíèÿ íà÷íåòñÿ ýòàï ðàçâèòèÿ òå-
÷åíèÿ. Óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè ïîÿâèëñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾ýôôåêò ïðîñêàëüçûâàíèÿ¿.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè â ðàìêàõ ïÿòèïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Ñëèáàðà � Ïàñëàÿ áóäåò ñëåäóþùèì: gρH sin β >
τ ∗ > τñ, ãäå τ

∗ � ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ñêîëü-
æåíèå âäîëü ñòåíêè, τc � ñòàòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà.

Â îòëè÷èå îò âÿçêîé æèäêîñòè, òå÷åíèå ñ âçàèìíûì ñêîëüæåíèåì ñëî-
¼â ðàçâèâàåòñÿ ïîñòåïåííî, îõâàòûâàÿ âñ¼ áîëüøóþ îáëàñòü, ãðàíèöà êî-
òîðîé çàðàíåå íåèçâåñòíà.

Ñõåìà òå÷åíèÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè

Äëÿ åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä

∂vx
∂t

= ν
∂2vx
∂y2

+ g sin β, 0 < y < h(t), t > 0; (1)

h(0) = 0; (2)

vx(0, t) =

 0, 0 < t ≤ t∗,

1

λ
(τ(0, t)− τ ∗), t∗ < t;

(3)

(
∂vx
∂y

)
y→h(t)−0

=
τñ − τä
η

; (4)

vx|y→h(t)−0 = u(t), (5)

ãäå

u(t) = gt sin β − τñ
ρ

t∫
0

dξ

H − h(ξ)
; (6)
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τ(0, t) = τä + η

(
∂vx
∂y

)
0

. (7)

Çäåñü τä � äèíàìè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà, η � ñòðóêòóðíàÿ âÿçêîñòü,
λ � êîýôôèöèåíò ¾âíåøíåãî¿ òðåíèÿ, u(t) � ñêîðîñòü ÿäðà, îñòàëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûå.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(7) â îáëàñòè ñ íåèçâåñòíîé
ïîäâèæíîé ãðàíèöåé ïðèíàäëåæèò ê êëàññó íå âïîëíå êîððåêòíûõ çà-
äà÷, òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò îáëàñòü òå÷åíèÿ îòñóòñòâóåò. Íàèáîëåå
ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì å¼ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Êîëîä-
íåðà [2].

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì óðàâíåíèå (1) ê îäíîðîäíîìó, ïîëîæèâ

vx(y, t) = gt sin β − w(y, t). (8)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

w(0, t) =

 gt sin β, 0 < t ≤ t∗,

gt sin β − 1

λ
(τ(0, t)− τ ∗), t∗ < t;

(9)

(
∂w

∂y

)
y=0

= −τ(0, t)− τä
η

; (10)

(
∂w

∂y

)
y→h(t)−0

= −τñ − τä
η

; (11)

w|y→h(t)−0 =
τñ
ρ

t∫
0

dξ

H − h(ξ)
. (12)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì ìåòîäîì ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ðåøå-
íèå â îáëàñòè

0 < y 6= h(t) <∞, t > 0,

ïðè óñëîâèÿõ:

lim
y→h(t)+0

w(y, t)− lim
y→h(t)−0

w(y, t) = −τñ
ρ

t∫
0

dξ

H − h(ξ)
; (13)

lim
y→h(t)+0

∂w

∂y
− lim

y→h(t)−0

∂w

∂y
=
τñ − τä
η

; (14)
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w(y, 0) = 0, w(∞, t) = 0; (15)

Óñëîâèè (10) è

|w(y, t)| ≤ const, |∂w
∂y
| ≤ const√

t
. (16)

Óñëîâèå (9) â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíîå.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìáèíàöèè òåïëîâûõ ïî-

òåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëî¼â

w(y, t) = −τñ − τä
2η

√
ν

π

t∫
0

e−
(y−h(ξ))2
4ν(t−ξ) + e−

(y+h(ξ))2

4ν(t−ξ)

√
t− ξ

dξ+

+
1

η

√
ν

π

t∫
0

τ(0, ξ)− τä√
t− ξ

e−
y2

4ν(t−ξ)dξ+

+
τñ
ρ
√
π

t∫
0

dξ

 ξ∫
0

dσ

H − h(σ)




y−h(ξ)
2
√
ν(t−ξ)∫
±∞

0

e−z
2

dz −

y+h(ξ)

2
√
ν(t−ξ)∫

+∞

e−z
2

dz

 .
(17)

Ôóíêöèÿ w(y, t) â óðàâíåíèè (17) íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà
ôóíêöèè h(t). Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû

lim
y→h(t)+0

w(y, t) = 0, (18)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ h(t) :

−τñ − τä
2η

√
ν

π

t∫
0

e−
(h(t)−h(ξ))2

4ν(t−ξ) + e−
(h(t)+h(ξ))2

4ν(t−ξ)

√
t− ξ

dξ+

+
1

η

√
ν

π

t∫
0

τ(0, ξ)− τä√
t− ξ

e−
h2(t)

4ν(t−ξ)dξ−

(19)

− τñ
2ρ

t∫
0

[
erfc

(
h(t)− h(ξ)

2
√
ν(t− ξ)

)
− erfc

(
h(t) + h(ξ)

2
√
ν(t− ξ)

)] ξ∫
0

dσ

H − h(σ)
dξ = 0.

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè h(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (19), òî w(y, t) ≡ 0 â îá-
ëàñòè h(t) < y <∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

(
∂w
∂y

)
y→h(t)+0

= 0.

Óäîâëåòâîðèâ óñëîâèþ (9), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå íàïðÿ-
æåíèå íà ïëîñêîñòè y = 0 ñ çàêîíîì èçìåíåíèÿ ãðàíèöû h(t).
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− τñ − τä
2η

√
ν

π

t∫
0

e−
h2(ξ)

4ν(t−ξ)

√
t− ξ

dξ +
1

η

√
ν

π

t∫
0

τ(0, ξ)− τä√
t− ξ

dξ−

− τñ
ρ

t∫
0

erfc

(
h(ξ)

2
√
ν(t− ξ)

) ξ∫
0

dσ

H − h(σ)
dξ =

=

 gt sin β, 0 < t ≤ t∗,

gt sin β − 1

λ
[τ(0, t)− τ ∗], t∗ < t.

(20)

Óðàâíåíèå (20) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Àáåëÿ
îòíîñèòåëüíî τ(0, t), äîïóñêàþùèì ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ìî-
ìåíòîâ 0 < t ≤ t∗ îíî èìååò âèä

τ(0, t) = τñ −
τñ − τä√
νπ

t∫
0

h′(ξ)√
t− ξ

e−
h2(ξ)

4ν(t−ξ)dξ+

+2gη sin β

√
t

νπ
+

τñ√
π

t∫
0

e−
h2(ξ)

4ν(t−ξ)

[H − h(ξ)]
√
t− ξ

dξ.

(21)

Äëÿ èíòåðâàëà t∗ < t òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå.
Óðàâíåíèå (21) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëü-

òåððîâñêîãî òèïà. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà
óðàâíåíèé äîêàçàíà.

Îãðàíè÷åííîñòü îáú¼ìà ñòàòüè íå ïîçâîëÿåò ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ
íà ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è àíàëèçå ðåçóëüòà-
òîâ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íàéäåíû
çàêîíû èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ïëîñêîñòè è ãðàíèöû çîíû òå÷åíèÿ, à
òàêæå âðåìÿ t∗ íà÷àëà ¾ïðîñêàëüçûâàíèÿ¿. Ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè òå÷å-
íèÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà áûñòðîòå÷íûì.
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ÓÄÊ 531.38

Ã.Ä. Ñåâîñòüÿíîâ

Ê ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÅ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ
Ñ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÎÉ

Â ñòàòüå íàéäåíû íîâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé êèíåìàòèêè òâåðäîãî òå-
ëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, çàïèñàíû óðàâíåíèÿ äëÿ óãëà íóòàöèè â ñëó÷àå
âðàùåíèÿ ñàìîëåòà, èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè (ÈÑÇ), êà÷êè êîðàá-
ëÿ; ðàññìîòðåíà òåîðåìà Ãàìèëüòîíà � Èøëèíñêîãî î òåëåñíîì óãëå â
íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå.

Â êèíåìàòè÷åñêîé çàäà÷å Äàðáó [1] äëÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé òðåáóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëèòü èçìåíåíèå òðåõ óãëîâ Ýéëåðà
òåëà, åñëè èçâåñòíî èçìåíåíèå ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè â ñâÿçàííîé
ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òðè íåëèíåéíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà [1] è òðè ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (ïîëó÷åííûõ âïåðâûå òàê-
æå Ë. Ýéëåðîì [2, ñ. 62]) ïðèâåäåíû ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ
óãëà íóòàöèè [3, 4]:

s2 + s′2 +

(
s′′ + s

σ(τ)

)2

= 1, |s| ≤ 1, (1)

ãäå s(τ) = cos θ, θ � óãîë íóòàöèè; τ =
t∫

0

Ω(t)dt � èíòåãðàëüíîå áåçðàçìåð-

íîå âðåìÿ; Ω2 = p2 +q2; ω(p, q, r)� ìãíîâåííàÿ èçâåñòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü
òåëà â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò xyz; σ(τ) � èçâåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ:

σ(τ) =
r

Ω
+ χ′, χ = arctg

q

p
. (2)

Òðè óãëà Ýéëåðà ϕ, ψ, θ (ϕ � óãîë ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, ψ � óãîë
ïðåöåññèè) îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèþ òåëà â îñíîâíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ,
η, ζ.

Åñëè s(τ) íàéäåíà èç (1), òî äâà äðóãèõ óãëà Ýéëåðà (ϕ, ψ) íàéäåì èç
ðàâåíñòâ [4]:

cos (ϕ+ χ) = θ′(τ);

ψ′ = ± s′′ + s

|σ|(1− s2)
.

(3)

Åñëè çàäàíû p(t), q(t) è θ(t), òî ìîæíî íàéòè s(τ), òîãäà èç (1) îïðå-
äåëèì σ(τ), èç (2) � r, èç (3) � óãëû ϕ è ψ, à èç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ýéëåðà � ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè [3]. Ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.
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Åñëè s(τ) = th(τ + c), òî èç (2) èìååì σ(τ) = ch(τ + c) − 2
ch(τ+c) ,

ïðè ýòîì ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëà âîçðàñòàåò , îñü òåëà z ïðèáëèæàåòñÿ ê
íåïîäâèæíîé îñè ζ îñíîâíîé ñèñòåìû ξηζ.

Åñëè âûáðàòü

s(τ) =
1√

1 + α2
e−α(τ+c); c, α > 0,

òî

|σ| =
√

1 + α2

−1 + e2α(τ+c)
,

îñü z òåëà çàâàëèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè ζ.
Óãëû ϕ è ψ ìîæíî íàéòè èç (3).
Ââåäåííûå Ýéëåðîì óãëû ϕ, ψ, θ èñïîëüçóþòñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå è

óäîâëåòâîðÿþò êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà:

p = ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ,

q = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ,

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇.

(4)

Äëÿ ñàìîëåòà êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ [5] ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëó-
÷èòü, åñëè çà îñíîâíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáðàòü íîðìàëüíóþ OXgYgZg
(ìåñòíóþ ãåîãðàôè÷åñêóþ) è ñäåëàòü â (4) çàìåíû:

p→ −ωz, q → ωy, r → ωx,

ϕ→ γ, ψ → Ψ, θ → π

2
− ϑ,

x→ −Z, y → Y, z → X,

(5)

ãäå γ, ψ, ϑ � óãëû êðåíà, ðûñêàíèÿ è òàíãàæà ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàííîé
ñèñòåìû OXY Z; ω(ωx, ωy, ωz). Òîãäà â óðàâíåíèè (1) äëÿ ñàìîëåòà s(τ) =
= sinϑ,

Ω2 = ω2
y + ω2

z ,

σ(τ) =
ωx
Ω

+ χ′, χ = arctg
ωy
ωz
.

(6)

Ñîâïàäàþò ïî âèäó ñ ñàìîëåòíûìè óðàâíåíèÿìè êèíåìàòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà (ÈÑ) è êîñìè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà (ÊÀ) [6] îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîé áàçîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîé ãåîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû â êîîðäèíàòû óãëî-
âîé ñêîðîñòè âíîñÿòñÿ ïîïðàâêè íà äâèæåíèå ÈÑ è ÊÀ ïî òðàåêòîðèè).

Äëÿ îïèñàíèÿ êà÷êè êîðàáëÿ èñïîëüçóåòñÿ ëåâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
(îñü Oζ íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç; ñâÿçàííàÿ îñü OZk èäåò âíèç â
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ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, OYk íàïðàâëåíà ê ëåâîìó áîðòó). Äëÿ óãëîâ Ýé-
ëåðà, ââåäåííûõ À.Í. Êðûëîâûì (θk, ψk, ϕk � óãëû êðåíà, äèôôåðåíòà
è ðûñêàíèÿ êîðàáëÿ ñîîòâåòñòâåííî), êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷à-
þòñÿ èç (4), åñëè ñäåëàòü çàìåíû:

p→ −ωx, q → ωy, r → −ωz,

ϕ→ −ϕk, ψ → ψk, θ →
π

2
− θk,

x→ −Xk, y → Yk, z → −Zk.

(7)

Òîãäà â (1) äëÿ êîðàáëÿ s(τ) = sin θk, Ω2 = ω2
x + ω2

y,

σ(τ) = −ωz
Ω

+ χ′, χ = − arctg
ωy
ωx
. (8)

Åñëè r(t) = ϕ̇z � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, òåîðåìó Ãàìèëüòîíà � Èøëèí-
ñêîãî ðàññìîòðèì â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå.

Âîçüìåì íà çàìêíóòîé òðàåêòîðèè íåêîòîðîé òî÷êè îñè z íà íåïî-
äâèæíîé ñôåðå ðàäèóñà R äâå áëèçêèå òî÷êè B è C è ïîëþñ ñôåðû A

âíóòðè òðàåòîðèè, ÷åðåç êîòîðûé ïðîõîäèò íåïîäâèæíàÿ îñü ζ. Ñòðîèì
óçêèé ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ABC. Ïëîùàäü åãî |dF | = R2 · (B +C+
+ A−π), ãäå A = |dψ|, B è C � åãî óãëû. Ïðèëåãàþùèå ê óãëó A ñòîðîíû
ðàâíû: b = θ è c = θ + dθ.

Èç ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè [7, ñ. 53] èìååì àíàëîãèþ Íåïåðà:

tg
B + C

2
=

cos b−c
2

cos b+c
2 tg A

2

≈ 2

cos θ|dψ|
.

Òîãäà

B + C

2
≈ π

2
− cos θ

2
|dψ|, |dF | = R2(1− cos θ)|dψ|.

Íî èç (4): dϕ = dϕz − cos θdψ = dϕz + |dF |signψ
R2 − dψ.

Íà çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ∆ψ = 2πsignψ, òîãäà

∆ϕ̃ =

(
|F |
R2
− 2π

)
signψ; ϕ̃ = ϕ− ϕz.

Óãîë ïîâîðîòà òåëà îêîëî îñè z ïðè îáõîäå çàìêíóòîé òðàåêòîðèè:

∆ϕ = ∆ϕz +

(
|F |
R2
− 2π

)
signψ.
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ÓÄÊ 532.5:533.6.011.5
È.À. ×åðíîâ

ÃÎÌÝÍÒÐÎÏÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ÑÈËÜÍÎÃÎ ÒÎ×Å×ÍÎÃÎ ÂÇÐÛÂÀ

Îáñóæäàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñèëüíîé óäàðíîé âîëíû ïî
ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó ñ íóëåâûì äàâëåíèåì, íî ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ.
Ïëîòíîñòü îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
âçðûâà. Ïðåäëàãàåòñÿ òàêîé âûáîð ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â ýòîé çàâèñèìî-
ñòè, ÷òîáû ýíòðîïèÿ âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ óäàð-
íîé âîëíû áûëà ïîñòîÿííîé. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ êà÷åñòâåííî äðóãîå ïî
ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðû.

Ââåäåíèå. Çàäà÷à î ñèëüíîì òî÷å÷íîì âçðûâå â àâòîìîäåëüíîé ïî-
ñòàíîâêå áûëà ðåøåíà Ë.È. Ñåäîâûì [1] è Òåéëîðîì (ñì. [1, 2]). Óäàð-
íàÿ âîëíà (ÓÂ) âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå âûäåëåíèÿ êîíå÷íîé ýíåðãèè â
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ýòà ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ äâèæóùåìóñÿ ãàçó è ÿâëÿåò-
ñÿ õàðàêòåðíîé è ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé äàííîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà,
÷òî ïîçâîëèëî íàéòè [1] èíòåãðàë ñëîæíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå
ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà: γ = cp/cv � îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêî-
ñòåé è ω � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â àâòîìîäåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïëîòíîñòè
ρ = ρ0t

ωR(ξ), ãäå t � âðåìÿ, ξ = r/ (Ktn) � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ (r � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, K � ìàñøòàáíàÿ êîíñòàí-
òà). Ñèëüíûé âçðûâ â ïîêîÿùåìñÿ ãàçå ïðåäïîëàãàåò íóëåâîå äàâëåíèå äî
ÓÂ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò àâòîìîäåëüíîñòü çàäà÷è.
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Îáñóäèì âîïðîñ î âûáîðå ω. Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîëîæåíî ω = 0 íà òîì
îñíîâàíèè, ÷òî â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå, ïî êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ÓÂ,
ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà è ðàâíà ρ0. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé âûáîð ω îçíà÷àåò
âûðîæäåííîñòü ôóíêöèè ρ(t, ξ), ïîñêîëüêó ∂ρ(t, ξ)/∂t = 0 êàê äî, òàê è
ïîñëå ÓÂ, òîãäà êàê p(t, ξ) � ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà. Â ðåçóëüòàòå ïîâåäå-
íèå òåìïåðàòóðû îêàçûâàåòñÿ íåôèçè÷íûì: îíà ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè
ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÓÂ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà âìåñòî
òîãî, ÷òîáû óìåíüøàòüñÿ. Çàìåòèì, ÷òî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå äîëæíî
ïðàâèëüíî îòðàæàòü ëèøü îñíîâíûå ÷åðòû ðåàëüíîãî òå÷åíèÿ, åãî íåäî-
ñòàòêè îáû÷íî óñòðàíÿþò çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.

Íèæå îáñóæäàåòñÿ äðóãàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü: ïîêàçàòåëü ω
âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ∂s(t, ξ)/∂t = 0 � ýòî óñëîâèå ãîìýíòðîïèè. Ôè-
çè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýíòðîïèÿ ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì íà ÓÂ îäèíàêîâî
äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé, è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òàêæå äðóãîé, îòëè÷íûé
îò êëàññè÷åñêîãî, ïðåäåëüíûé ñëó÷àé îïèñàíèÿ äàííîãî ÿâëåíèÿ.

Åñëè îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà, òî ïðåäñòàâëåííûå
ðåçóëüòàòû ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñèëüíîé ÓÂ
ïî ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó ñ íóëåâûì äàâëåíèåì, íî ñ ïåðåìåííîé ïî ïðîñòðàí-
ñòâó íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ.

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ðåøåíèå Ñåäîâà. Èçó÷àþòñÿ îäíîìåðíûå
íåóñòàíîâèâøèåñÿ àäèàáàòè÷åñêèå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ñîâåðøåííîãî ãà-
çà äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ ñèììåòðèè òå÷åíèÿ. Òå÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðî-
ñòüþ u = u(r, t), ïëîòíîñòüþ ρ = ρ(r, t) è êâàäðàòîì ëîêàëüíîé ñêîðîñòè
çâóêà c2 = c2(r, t), êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà ñîâïàäàåò ñ
àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðîé (ν = {1, 2, 3} äëÿ {ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé,
ñôåðè÷åñêîé} ñèììåòðèé ïîòîêà). Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òàêîâû:

d

dt
ρ+ ρ

∂

∂r
u+

(ν − 1) ρu

r
= 0, γ

d

dt
u+

∂

∂r
c2 + c2 ∂

∂r
ln (ρ) = 0,

d

dt

(
c2

ργ−1

)
= 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂r
.

(1)

Ïðåäïîëàãàÿ àâòîìîäåëüíîñòü, çàäàäèì èñêîìûå ôóíêöèè â ôîðìå
(m = 1/n, w = ω/n):

u =
Kmr1−mU1(η)

m
, ρ = ρ0r

wR1(η), c2 =
K2mr2−2mZ1(η)

m2
,

t = K−mηrm.
(2)

Äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé (ïî r) {ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è
êâàäðàòà ñêîðîñòè çâóêà}, òî åñòü äëÿ {U1, R1, Z1}, ïîëó÷èì ñèñòåìó
òðåõ ÎÄÓ.
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Åñëè ÓÂ ñèëüíàÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íåïîäâèæíîìó ãàçó ñ
{U11 = 0, Z11 = 0, R11 = ρ0 = 1}, òî ïîçàäè íåå (η = 1 � åå ôîð-
ìà) èìååì çíà÷åíèÿ

U12 =
2

γ + 1
, Z12 =

2γ (γ − 1)

(γ + 1)2 , R12 =
γ + 1

γ − 1
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ÎÄÓ.
×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè

êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà [1, 2], ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ (2) òðàäèöèîííûå ôîð-
ìóëû

r = Ktnξ, u = nKtn−1ξU(ξ), ρ = ρ0t
ωR(ξ), c2 = n2K2t2n−2ξ2Z(ξ). (3)

Ñðàâíèâàÿ (2) è (3), ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

ξ = η−n, U(ξ) = ηU1(η), Z(ξ) = η2Z1(η). (4)

Äâå ôóíêöèè U(ξ), Z(ξ) ïàðàìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèå ÎÄÓ
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ Z = Z(U) � ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü. Äëÿ ôóíêöèè
Z = Z(U) èìååì ÎÄÓ:

dZ(U)

dU
=

∆3(U,Z(U), ν, γ, ω, n)

∆1(U,Z(U), ν, γ, ω, n)
. (5)

Êà÷åñòâåííûé àíàëèç (5) ñîäåðæèòñÿ â [1].
Ðàññìîòðèì ïîëíóþ (â åäèíèöå ìàññû ãàçà) ýíåðãèþ æèäêîãî îáúåìà

e = cvT +
u2

2
.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèþ ∂e(t, ξ)/∂t = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðà-
âåíñòâî

ω = 2− n (ν + 2) (6)

è óðàâíåíèå (5) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå Ñåäîâà:

Z = −1

2
· γU

2(U − 1)(γ − 1)

γU − 1
. (7)

Åñëè â äîïîëíåíèè ê (5) ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íåçàâèñè-
ìîñòè ïëîòíîñòè îò âðåìåíè (ξ ôèêñ.), êàê â [1, 2], òî ω = 0, è èç (6)
ïîëó÷èì n = 2/(ν + 2), òî åñòü n = {2/3, 1/2, 2/5} ïðè ν = {1, 2, 3} è
ëþáîì γ, åñëè � ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè, òî

ω =
2(n− 1)

γ − 1
. (8)
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Ñîâìåñòíîå âûïîëíåíèå (6) è (8) äàåò

n =
2γ

γν − ν + 2γ
.

Ïðè γ = 7/5 ïîëó÷èì n = {7/8, 7/9, 7/10} äëÿ ν = {1, 2, 3} [3].
Íà ïðèâåäåííûõ ðèñ. 1 � 4 èçîáðàæåíî ïîâåäåíèå àâòîìîäåëüíûõ ïðåä-

ñòàâèòåëåé {U1,R1,Z1,S1} â çàâèñèìîñòè îò η. Ðàñ÷åò êðèâûõ 1 ïðîâåäåí
äëÿ (ν = 3, ω = 0, γ = 7/5, n = 2/5), êðèâûõ 2 � äëÿ (ν = 3, ω = 3/2,
γ = 7/5, n = 7/10).

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Íà ðèñ. 3 âèäíî ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè òåìïåðàòóðû: â êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå îíà ðàñòåò ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÓÂ (ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà), â ãîìýíòðîïè÷åñêîé ìîäåëè � ïàäàåò. Íà
ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðàçíîå ïîâåäåíèå ïðåäñòàâèòåëÿ ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè.
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ÓÄÊ 533.6.011

Ñ.Ï. Øåâûðåâ

ÐÀÑ×ÅÒ ÒÅ×ÅÍÈß ÒßÆÅËÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ
ÍÅÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÎÌ ÄÀÂÛÄÎÂÀ

(ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÉ ÏËÎÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉ)

Òå÷åíèå òÿæåëîé íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìîäåëèðóåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè:

∂u
∂t + ∂(u2)

∂x + ∂(uv)
∂y + ∂p

∂x = 0,

∂v
∂t + ∂(uv)

∂x + ∂(v2)
∂y + ∂p

∂y = Fy,

∂u
∂x + ∂v

∂y = 0.


Çäåñü u, v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, p � íîðìèðîâàííîå (ïîäåëåí-
íîå íà ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü) äàâëåíèå, Fy � ñèëà òÿæåñòè.

Íà òåëå ñòàâèòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ (íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêî-
ðîñòè ðàâíà íóëþ), íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè � äàâëåíèå ðàâíî àòìîñôåð-
íîìó.

Â ïðèíöèïå, èç èñõîäíîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ïóàñ-
ñîíà äëÿ äàâëåíèÿ [1, 2], êîòîðîå äîëæíî ðåøàòüñÿ íà êàæäîì øàãå ïî
âðåìåíè:

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
= −

[(
∂u

∂x

)2

+ 2
∂u

∂y

∂v

∂x
+

(
∂v

∂y

)2
]

èëè
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
= −2

[(
∂u

∂x

)2

+
∂u

∂y

∂v

∂x

]
è ò.ä. Îäíàêî ýòè óðàâíåíèÿ íîñÿò àêàäåìè÷åñêèé èíòåðåñ è íå ãîäÿòñÿ
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
äëÿ äèâåðãåíöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, òî òå÷åíèå áûñòðî âûðîæ-
äàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ñæèìàåìûì [1].

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Äàâûäîâà [3, 4].
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè ðåãóëÿðíîé è íåðåãóëÿðíîé(òðåóãîëüíîé) ñåòîê.

Ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà. Ïóñòü

D̃ =
∂ũ

∂x
+
∂ṽ

∂y
(1)

148



�äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè íà ýéëåðîâîì ýòàïå, èãðàþùàÿ êëþ÷åâóþ
ðîëü â ðàñ÷åòàõ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äèâåðãåíöèÿ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ
íóëþ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íà ëþáîì ýòàïå ðàñ÷åòà êàê â äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìå, òàê è â ðàçíîñòíîé.

Âûïèøåì äèâåðãåíöèþ âåêòîðà ñêîðîñòè â ðàçíîñòíîì âèäå

D̃n
i, j =

ũni+1/2, j − ũni−1/2, j

hx
+
ṽni, j+1/2 − ṽni, j−1/2

hy
, (2)

ãäå

ũni+1/2, j =
ũni, j + ũni+1, j

2
è ò.ä.;

ũni, j = uni, j −
τ

2hx
(pni+1, j − pni−1, j) è ò.ä.; (3)

ṽni, j = vni, j −
τ

2hy
(pni, j+1 − pni, j−1)− τgy è ò.ä. (4)

Èòàê,
D̃n
i, j = 0. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâóþ ÷àñòü (5) âûðàæåíèÿ èç (2), (3), (4) è ïðèíèìàÿ
äëÿ ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê hx = hy = h, ïîëó÷èì

4h2

τ
Dn
i, j = (pi−2, j + pi, j−2 + pi+2, j + pi, j+2 − 4pi, j), (6)

ãäå Dn
i, j � ðàçíîñòíàÿ äèâåðãåíöèÿ â ÿ÷åéêå (i, j) íà n-ì ïîëíîì øàãå ïî

âðåìåíè.
Ïîëó÷åííûé øàáëîí èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.
Ðàçðåøàÿ (6) îòíîñèòåëüíî pi, j, ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ

äàâëåíèÿ:

pi, j =
1

4
(pi−2, j + pi, j−2 + pi+2, j + pi, j+2)−

h2

τ
Dn
i, j. (7)

Ôîðìóëà (7), êðîìå íàõîæäåíèÿ äàâëåíèÿ, îáíóëÿåò äèâåðãåíöèþ D̃n
i, j

íà ýéëåðîâîì ýòàïå êàæäîãî âðåìåííîãî øàãà è òàêèì îáðàçîì íå äà-
åò íàêàïëèâàòüñÿ íåèçáåæíûì âû÷èñëèòåëüíûì îøèáêàì. Îáíóëåíèå äè-
âåðãåíöèè Dn

i, j â êîíöå âñåãî âû÷èñëèòåëüíîãî öèêëà îäíîãî âðåìåííîãî
øàãà � ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé ïðîöåññ, òàê êàê ñõåìà ìåòîäà Äàâûäîâà
� ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ïîòîêà ÷åðåç ðàñ-
÷åòíóþ ÿ÷åéêó ìû èìååì ôàêòè÷åñêè 16 âàðèàíòîâ ðàçíîñòíûõ ñõåì â
äâóìåðíîì ñëó÷àå.

×èñëåííîå ðåøåíèå (7) è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îñëîæíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè.
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1. ×àñòü ãðàíèöû (ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü) íåèçâåñòíà è îïðåäåëÿåòñÿ
â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ìåòîäèêè èç ðàáîòû [1]. Íà ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè äàâëåíèå áóäåì ïîëàãàòü ðàâíûì àòìîñôåðíîìó.

2. Êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê ìåíÿåòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè.
Ñïðàâèòüñÿ ñ òàêèìè ïðîáëåìàìè ïîìîãàþò ìàðêåðû [1, 2] � âèðòóàëü-

íûå ÷àñòèöû, íå âëèÿþùèå íà ðàñ÷åòû, à ëèøü ïîêàçûâàþùèå ïîëîæåíèå
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö æèäêîñòè è äðóãèå äåòàëè
òå÷åíèÿ. Æèäêîñòü ¾íå ÷óâñòâóåò¿ ìàðêåðîâ è ïåðåíîñèò èõ ¾íà ñåáå¿.
Òàêèì îáðàçîì, ìàðêåðû ôàêòè÷åñêè èëëþñòðèðóþò ëàãðàíæåâ ïîäõîä â
èññëåäîâàíèè òå÷åíèé.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðå-
ìåíè.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè òðàäèöèîííî ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ
òðåõ ýòàïîâ (ýéëåðîâ, ëàãðàíæåâ, çàêëþ÷èòåëüíûé) ìåòîäà Äàâûäîâà.

Íåðåãóëÿðíàÿ òðåóãîëüíàÿ ñåòêà. Òðåóãîëüíàÿ (â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå � ÷åòûðåõãðàííàÿ) ñåòêà ïîçâîëÿåò ëåãêî ðàññ÷èòûâàòü òåëà ñî
ñëîæíîé îáðàçóþùåé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ íåâÿçêîé æèäêîñòè (óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ), çàòî òðåáóåò ïðåäâàðè-
òåëüíîãî ðàçáèåíèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà òðåóãîëüíèêè (òðèàíãóëÿöèÿ).
Çàäà÷à òðèàíãóëÿöèè âåñüìà ñòàíäàðòíà, õîðîøî àëãîðèòìèçèðóåìà è íå
ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé.

Èñõîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � òå æå, ÷òî è äëÿ ðåãóëÿð-
íîé ñåòêè, ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè è äàâ-
ëåíèÿ ñëîæíåå, ÷åì â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé ñåòêè. Ýéëåðîâ, ëàãðàíæåâ è çà-
êëþ÷èòåëüíûé ýòàïû äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà òðåóãîëüíîé ñåòêå ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü â [5], ïîýòîìó ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå è ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ. Êàê è â ñëó÷àå ñ ðåãóëÿðíîé ñåòêîé, ýòè ïðî-
áëåìû ðåøàþòñÿ âíóòðè ýéëåðîâà ýòàïà.

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ýéëåðîâà ýòàïà èìåþò âèä

ũni = uni −
(

∆p

∆x

)
i

, (8)

ṽni = vni −
(

∆p

∆y

)
i

, (9)

ãäå [5](
∆p

∆x

)
i

=
(pk2 + pk1)(yk2 − yk1) + (pk3 + pk2)(yk3 − yk2) + (pk1 + pk3)(yk1 − yk3)
(xk2 + xk1)(yk2 − yk1) + (xk3 + xk2)(xk3 − yk2) + (xk1 + xk3)(yk1 − yk3)

, (10)

(
∆p

∆y

)
i

= −(pk2 + pk1)(xk2 − xk1) + (pk3 + pk2)(xk3 − xk2) + (pk1 + pk3)(xk1 − xk3)
(xk2 + xk1)(yk2 − yk1) + (xk3 + xk2)(xk3 − yk2) + (xk1 + xk3)(yk1 − yk3)

. (11)
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Çäåñü k1, k2, k3 � íîìåðà òðåóãîëüíèêîâ, ñîñåäíèõ ñ òðåóãîëüíèêîì ñ
íîìåðîì i. Îáõîä ¾ñîñåäåé¿ ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Íåîáõîäèìàÿ íàì äèâåðãåíöèÿ â ñëó÷àå òðåóãîëüíîé ñåòêè âûãëÿäèò
òàê [5]:

D̃n
i =

(
∆ũ

∆x
+

∆ṽ

∆y

)
i

=

=
1

(xk2 + xk1)(yk2 − yk1) + (xk3 + xk2)(xk3 − yk2) + (xk1 + xk3)(yk1 − yk3)
×

×
3∑
j=1

[(
ũnkj+1

+ ũnkj

) (
ykj+1

− ykj
)
−
(
ṽnkj+1

+ ṽnkj

) (
xkj+1

− xkj
)]
. (12)

Çäåñü uk4 = uk1, vk4 = vk1, xk4 = xk1, yk4 = yk1.

Ââèäó íåñòðóêòóðèðîâàííîñòè ðàçíîñòíîé ñåòêè ó èñêîìûõ äèñêðåò-
íûõ âåëè÷èí, èìååòñÿ îäèí èíäåêñ, îçíà÷àþùèé íîìåð êðóïíîé ÷àñòèöû
â ðàñ÷¼òíîì ïîëå.

Òåïåðü èç (8), (9), (12) íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
äàâëåíèÿ â òðåóãîëüíèêå ñ íîìåðîì i òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèñêðåòíûé
àíàëîã äèâåðãåíöèè (12) òî÷íî îáðàùàëñÿ â íîëü. Ôîðìóëû (8), (9), (12)
ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå äëÿ ñîñåäíèõ ñ i-é
òî÷êîé òî÷åê k1, k2, k3, ïðè÷åì â êàæäîé èç íèõ îäíèì ñîñåäîì ÿâëÿåò-
ñÿ i-ÿ òî÷êà. Ïîäñòàâëÿÿ â (12) âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê k1, k2, k3 è ïðè-
ðàâíèâàÿ (12) ê íóëþ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (7), íî ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíîå. Ïðîùå ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó àëãîðèòìè÷åñêè, ñîçäàâàÿ öå-
ëî÷èñëåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 4, õðàíÿùèå êîíôèãóðàöèþ,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2, ëèáî ðåøàÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (12) îòíîñè-
òåëüíî pi.

Ðèñ. 1. Øàáëîí íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ
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Ðèñ. 2. Øàáëîí íà íåðåãóëÿðíîé ñåòêå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äàâëåíèÿ (ó÷àñòâóþò äåñÿòü òðåóãîëüíèêîâ)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ïðîöåññ âû-
÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ ìîæíî ñèëüíî óïðîñòèòü. Äëÿ ýòîãî âìåñòî óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå:

∂p

∂t
=
∂u

∂x
+
∂v

∂y
.

Êîãäà â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ äàâëåíèå p ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âûéäåò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, òî è èñõîä-
íîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè áóäåò àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòüñÿ. Óðàâíå-
íèå Ïóàññîíà çäåñü ðåøàòü íå íàäî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíû íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è î ðàçìûâå îñíîâà-
íèÿ ïëîòèíû è îá èñòå÷åíèè èç ñîñóäà. Ïðèìåíÿëèñü ðåãóëÿðíàÿ è íåðåãó-
ëÿðíàÿ ñåòêè. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, ïîêðûòàÿ íåðåãó-
ëÿðíîé òðåóãîëüíîé ñåòêîé, íà ðèñ. 4 � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íà ýòîé ñåòêå
(ïîêàçàíû ìàðêåðû). Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è âïðàâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà
ñ ãðåáíåì, âî âòîðîé çàäà÷å îáðàçóåòñÿ çàêðó÷åííàÿ ñòðóÿ.

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñ òðåóãîëüíîé ñåòêîé
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Ðèñ. 4. Ïðîðûâ ïëîòèíû è èñòå÷åíèå èç ñîñóäà
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ
ÐÅÆÈÌÎÂ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÓÄÀÐÍÛÕ ÂÎËÍ Â ÃÆÑ

Ïðè ïàäåíèè óäàðíîé âîëíû AR(BR) îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè
∆p/ρ0c

2
0, ïîä óãëîì α ê âåðòèêàëè íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü KA, ðàçäå-

ëÿþùóþ ÃÀÇ/ÃÀÇ, ÃÀÇ/ÃÆÑ, ÃÆÑ/ÃÆÑ, ñ ãàçîñîäåðæàíèÿìè γ+, γ−

âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðåôðàêöèè: RR � ðåãóëÿðíûé (ðèñ. 1),NR
� íåðåãóëÿðíûé (ðèñ. 2), RW -� ðåãóëÿðíûé ñ îòðàæåííîé óäàðíîé âîëíîé
(ÓÂ) (ðèñ. 3) è äð., õàðàêòåðèçóåìûå ôðîíòîì ïðåëîìëåííîé âîëíû AD
è ðàçðåæåíèåì ABKB1 èëè îòðàæåííîé ÓÂ AC. Ïàðàìåòð q+, õàðàêòåðè-
çóþùèé èíòåíñèâíîñòü ïðåëîìëåííîé âîëíû îäíîâðåìåííî õàðàêòåðèçóåò
èíòåíñèâíîñòü âîëíû ðàçðåæåíèÿ èëè îòðàæåííîé ÓÂ(ε20 = ε30).
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ãàçî-
æèäêîñòíîé ñðåäû (ÃÆÑ) [1], ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèÿ æèäêîé è ãàçîîáðàçíîé ôàç (èíäåêñ I ñîîòâåòñòâóåò æèäêîñòè,
II � ãàçó)

ρI = f(p) = ρ∗(1 + p/k), p = RρIIT, k = 2.1 · 109 Ïà, p0 = 105 Ïà

çàïèñàòü óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî è êàëîðè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñìå-
ñè, à òàêæå ôîðìóëû äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà â âèäå

p

[
a

ρ
− b

f(p)

]
= cV T ; a = (1 + γ)b, b =

cV
γR

; (1)

c2 =
a+ 1

a− b ddp
p

f(p)

· p
ρ

; B0 = ρ0c
2
0; (2)

p10 =
p1 − p0

ρ−0 c
−2
0

, ε =
p1 − p0

p0
,(

D0

c0

)
= N(

∆p

B0
) = 1 +R0(γ)

∆p

B0
= 1 + L0ε,

ε = L0(γ)ε = R0(γ)P10, L0 =
p0R0(γ)

B0(γ)
,

0.5 · 10−4 ≤ L0 ≤ 1.0.

Ðèñ. 3
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Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷ ðåôðàêöèè. Àíàëèç çàäà÷ ðå-
ôðàêöèè ÓÂ ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé ÓÂ (ε <<
1, ε = L0(γ)ε10, ε10 = (p1− p0)/p0), õàðàêòåðíûõ äëÿ ÃÆÑ ïóçûðüêîâîãî
òèïà, êàê è äðóãèõ ñëó÷àåâ âçàèìîäåéñòâèÿ ÓÂ, ìîæåò áûòü ïðîâåäåí ñ
ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîðîòêèõ âîëí (äëÿ îáëàñòåé áîëüøèõ
ãðàäèåíòîâ ïàðàìåòðîâ).

Èíòåðåñ ê ïðèáëèæåííûì è àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì â íàñòîÿùåå
âðåìÿ îáúÿñíÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîñòèæåíèÿìè â ýòîé îáëàñòè, çíà-
÷åíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîáëåì, è, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ôèçè÷åñêîé àêòóàëüíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîáëåì [1− 3].

Â òî÷êå A(ξA, ηA = 0):

ε = L0(γ
−) · ε10 = R0(γ

−) · P10,

ε10 =
p1 − p0

p0
, P10 =

p1 − p0

p−0 c
−2
0

<< 1,

ξ =
x

c−0 t
, η =

y

c−0 t
, c∗ =

c

c0
, P ∗ =

p− p0

B0
. (3)

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè:
1) N

cosα = N
cosω ; c−0 ξ

−
A = c+

0 ξ
+
A� I-èíâàðèàíò (â òî÷êå A äëÿ îáëàñòåé (2),

(3));

2)
v±+c±0 η

±
A

u±+c±0 ξ
±
A

= 1
ξ , ξ = ξ(η) � ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ηA = 0;

|u±| << c±0 ξA, V
+ = V −� II-èíâàðèàíò. (4)

Àíàëèç (1), (2) â ïåðåìåííûõ â òåîðèè êîðîòêèõ âîëí:

ξ = 1 + εX, η = ε1/2Y ;
R

c0t
= 1 + εδ, θ = ε1/2Y ;

δ = X +
1

2
Y 2;

u

c0
= P10

u(1)

c0
+ . . . ,

v

c0
= P

3/2
10 R

1/2
0

V (1)

c0
+ . . . ;

p− p0

B0
= P10P

(1) + . . . ,
u

c0
= ε · µ

R0
+ . . . ,

v

c0
= ε3/2 v

R0
+ . . . ;

ρ− ρ0

ρ0
= P10H

(1); ε = R0 · P10 = L0 · ε10, ε10 = (p1 − p0)/p0. (5)

Ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé êîðîòêèõ âîëí èìååò âèä

[µ(µ− 2δ)]δ + vY + 3µ = 0, µY = vδ, µ = P (1) = H(1). (6)

Äëÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ ïîëó÷àåì

µ = −1

2
z2 + δA, v =

1

3
z3 − µY + d, z =

X −XA

Y
. (7)
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Óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ X = X∗(Y ):

X −ΨvY =
1

2
(Ψv−2 + µ+ µ

′
), Ψv =

dX∗

dY
, (Ψv =

dξ∗

dη
/ε1/2),

(µ− µ′) · (Ψv + Y ) = v
′ − v, P (1) = H(1) = µ. (8)

Â òî÷êå A:

µA = q− � ïåðåä ïåðåäíèì ôðîíòîì âîëí ðàçðåæåíèÿ;

µA = q+ � çà çàäíèì ôðîíòîì âîëí ðàçðåæåíèÿ.

Èíâàðèàíòû:

(I) : ωv2 = 2cγ + αv2 − q+/L+ q−, ωv =
tgω

ε1/2
, cγ =

c−0 − c+
0

c−0 ε
; (9)

(II) :
q+ ·B
c
· ωv =

1

3
(2XA − 2q+)3/2 + d, B/c = ρ · c. (10)

Èñêëþ÷àÿ ωv èç (9), (10), èìååì ïðè ρ · c = 1 óñëîâèå ÒÊÂ (ðèñ. 4, 5).

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Äëÿ ðåæèìîâ RRV, RR, NR ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ q+.

q+2

ρc
(2cγ + αv2 − q+/L+ q−) =

[
1

3
(2XA − 2q+)3/2 + d

]2

(11)

Çäåñü cγ, α
v, L � ïàðàìåòðû ïîäîáèÿ, XA, d � const [4].

Äëÿ ðåæèìà RW ñ ÓÂ ÀÑ ïðàâàÿ ÷àñòü (10) èìååò âèä

v2 = αv − (q+ − 1)
√
αv2 − q+.

×èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ìåòîä ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé � ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèé êî-
ðîòêèõ âîëí ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé � ê ñåðèè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ôèêñèðî-
âàííîé ãðàíèöåé [5].

Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé 2-îãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ âû-
äåëåíèåì ôðîíòîâ ÓÂ.

à) ÃÀÇ-ÃÆÑ (Cγ = ∞, q+ = 0, αv = 2.147, L = 0, εΠ = 0.005 �
2 êðàåâûå çàäà÷è � 15 èòåðàöèé) � ñ ÓÂ, çàìûêàþùåé çîíó ðàçðåæåíèÿ
(ðèñ. 6).

Ðèñ. 6

á) ÃÀÇ-ÃÆÑ (Cγ = ∞, q+ = 0, αv = 0.5, L = 0, εΠ = 0.002 � 2
êðàåâûå çàäà÷è � 14 èòåðàöèé) (ðèñ. 7).
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Ðèñ. 7

â) ÃÆÑ-ÃÆÑ, ÃÀÇ-ÃÀÇ (Cγ = 0, q+ = 0.9, αv = 1.5, L = 1.2)
γ+, γ−; ρ+, ρ−; c+

0 = c−0 � èòåðàöèîííûé ïðîöåññ: εΠ = 0.0001, 12 èòåðà-
öèé; εΦ = 0.002, 20 èòåðàöèé; ðåçóëüòèðóþùàÿ òî÷íîñòü: ε = 0.005.

ã) ÃÀÇ-ÃÀÇ (CO2/CH4)

Ïðèâåäåííûå êàðòèíû òå÷åíèé äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ÓÂ è ìàëûõ
óãëàõ âçàèìîäåéñòâèÿ á) (α ∼ O(ε1/2)) è êîíå÷íûõ óãëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ) (α ∼ O(1)) (ðèñ. 8,9):

Ðèñ. 8
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Ðèñ. 9

èìåþò ñõîäíîå ïîâåäåíèå ëèíèé ðàâíûõ äàâëåíèé; ðàâíûì ÿâëÿåòñÿ èç-
ìåíåíèå êðèâèçíû ýòèõ ëèíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà ïðåëîìëåííîé ÓÂ, à
òàêæå èõ ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè âîçìóùåíèé;

-ñõîäíîñòü êàðòèí ÃÆÑ-ÃÆÑ á) è ÃÀÇ-ÃÀÇ ñ) îáúÿñíÿåòñÿ
ãàçîïîäîáíîñòüþ ñâîéñòâ ÃÆÑ (ñì. òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü L =
L(γ)).

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè C/gamma îòëè÷íûõ îò 0 è∞ (ñëó÷àè á), à) � íåîá-
õîäèìî ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âåðõíåé è íèæíåé îáëàñòåé òå÷åíèé
(D+, D−), êàê ýòî, íàïðèìåð, ñäåëàíî â [1].
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