
Â òåîðåìå 3 èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû À. Ï. Òåðåõèíà [6]. Äàëåå ïîêà-
çûâàåòñÿ òî÷íîñòü íåêîòîðûõ îöåíîê òåîðåì 1�3. Áóäåì ïèñàòü An � Bn,
n ∈ N, åñëè ñóùåñòâóþò C1, C2 > 0, òàêèå ÷òî C1An ≤ Bn ≤ C2An.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (B) è (Bk) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N. Òîãäà

sup
f∈Ep(ε)

‖f − eqn(f)‖p � sup
f∈Ep(ε)

‖f̃ − eqn(f̃)‖p � εn � n−k
n∑
i=1

ik−1εi−1,

n ∈ N.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 < p <∞, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, εk ≤ Cεk+1

äëÿ k ∈ Z+. Åñëè {εk}∞k=0 óäîâëåòâîðÿåò òàêæå äâóñòîðîííåìó óñëî-

âèþ Áàðè
∞∑
k=n

εk/(k + 1) � εn, n ∈ Z+, òî

sup
f∈ECp(ε)

‖f − eqn(f)‖∞ � (1 + q)−n
n∑
j=0

(
n

j

)
qn−jεj, n ∈ N,

è

sup
f∈ECp(ε)

‖f̃ − e1
n(f̃)‖∞ � 2−n

n∑
j=0

(
n

j

)
εj, n ∈ N.
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Ëàïëàñèàíàìè Ëåâè íàçûâàþò áåñêîíå÷íîìåðíûå ëàïëàñèàíû, îïðå-
äåëåííûå ïî àíàëîãèè ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèé íà
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L2([0, 1],R), ââåäåííûì Ï. Ëåâè (ñì. [1]). Îäíà èç îñíîâíûõ ïðè÷èí èí-
òåðåñà ê òàêèì îïåðàòîðàì çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ñâÿçè ñ êàëèáðîâî÷íûìè
ïîëÿìè (ñì. [2-3]). Â ðàáîòå [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâè-
ÿõ ñâÿçíîñòü íà R4 ÿâëÿåòñÿ èíñòàíòîíîì (ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ àâòîäó-
àëüíîñòè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïîðîæäåí-
íûé ñâÿçíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì äëÿ ñïåöèàëüíîãî ëàïëàñèàíà
Ëåâè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ äëÿ ñâÿçíîñòè íà
÷åòûðåõìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Â ïðîñòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû â [6].

Ïóñòü (M, g) � ýòî C∞-ãëàäêîå ðèìàíîâî îäíîñâÿçíîå ÷åòûðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå c ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g. Ïóñòü πE : E → M � âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íàäM ñî ñëîåì CN . Ïóñòü A � ñâÿçíîñòü â ýòîì ðàññëîåíèè,
∇ � ïîðîæäåííàÿ ýòîé ñâÿçíîñòüþ êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
è F � àññîöèèðîâàííàÿ ñî ñâÿçíîñòüþ A êðèâèçíà. Óðàâíåíèÿ ßíãà-
Ìèëëñà íà ñâÿçíîñòü A èìåþò âèä:

∇µFµν = 0.

Óðàâíåíèÿ àâòîäóàëüíîñòè íà ñâÿçíîñòü A èìåþò âèä:

F = ∗F,

ãäe ∗ � îïåðàòîð Õîäæà. Åñëè ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
àâòîäóàëüíîñòè, îíà ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà.

Ïóñòü H1
m([0, 1],M) � ãèëüáåðòîâî ìíîãîîáðàçèå H1-êðèâûõ íà M

ñ íà÷àëîì â òî÷êå m ∈ M . Äëÿ p ∈ M ïóñòü ñèìâîë Ep îáîçíà÷àåò
ñëîé íàä p â ðàññëîåíèè E. Ïóñòü πE : E → H1

m([0, 1],M) � âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íàä H1

m([0, 1],M), ñëîåì êîòîðîãî íàä γ ∈ H1
m([0, 1],M) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç Em â Eγ(1). Ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ UA, ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ A, � ýòî ãëàäêîå ñå÷åíèå â ðàññëî-
åíèè E . Ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ñå÷åíèé â ðàññëîåíèè E áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì Γ(E).

ÏóñòüQ(γ, t) � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM
âäîëü γ ∈ H1

m([0, 1],M), ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ Ëåâè �×èâèòû íà
M . Ïóñòü Z ∈ TmM è h ∈ C1([0, 1],R), ïðè÷åì h(0) = 0. Ïóñòü S ∈
C1([0, 1], SO(4)). Ýëåìåíò èç ãðóïïû SO(4) îòîæäåñòâëÿåòñÿ c âðàùåíè-
åì â TmM . Äëÿ êðèâîé γ ∈ H1

m([0, 1],M) êðèâàÿ γS,Z,hs ∈ H1
m([0, 1],M),

ãäå s ∈ (−δ, δ) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

γS,Z,hs (t) = expγ(t)(sh(t)Q(γ, t)S(t)Z),

ãäå expp � ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå â òî÷êå p ∈M .
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Ïóñòü {Z1, . . . , Zd} � ôèêñèðîâàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â TmM . Ïóñòü {en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2([0, 1],R). Ìû ñ÷è-
òàåì, ÷òî en ∈ C1([0, 1],R), en(0) = en(1) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è áà-
çèñ {en} ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûì, ò. å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
h ∈ L∞([0, 1],R) âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

� 1

0

h(t)

(
1

n

n∑
k=1

e2
k(t)− 1

)
dt = 0.

Â êà÷åñòâå áàçèñà {en}, óäîâëåòâîðÿþùåãî òàêèì ñâîéñòâàì, ìîæíî
âçÿòü en(t) =

√
2 sin(πnt).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ëàïëàñèàíà Ëåâè èç
ðàáîò [4] è [5] (äëÿ îïðåäåëåíèé ëàïëàñèàíà Ëåâè íà ìíîãîîáðàçèè ñì.
òàêæå [3] è [7]).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü dom ∆
S,{en}
L � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñå÷åíèé

ϕ ∈ Γ(E), äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå

γ 7→ lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d∑
i=1

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

ϕ(γS,Zi,eks )

ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì èç Γ(E). Ëàïëàñèàí Ëåâè ∆
S,{en}
L � ýòî ëèíåéíîå îòîá-

ðàæåíèå

∆
S,{en}
L : dom ∆

S,{en}
L → Γ(E),

îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé:

∆
S,{en}
L ϕ(γ) = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

d∑
i=1

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

ϕ(γS,Zi,eks ),

Ïóñòü S3
R � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû SO(4), ñîñòîÿùàÿ èç

ìàòðèö âèäà: 
a −b −c −d
b a d −c
c −d a b

d c −b a

 ,

ãäå a, b, c, d ∈ R è a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

Òåîðåìà. Ïóñòü S ∈ C1([0, 1], S3
R), ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ

dim span{Ṡ(t)S−1(t)}t∈[0,1] = 3.

94



Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈M , â êîòîðîé F (x) = ∗F (x). Òîãäà ñâÿç-
íîñòü A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé àâòîäóàëüíîñòè íà âñåì M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ UA ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà ∆
S,{en}
L :

∆
S,{en}
L UA = 0.
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Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìîòðèì çàäà÷ó{
u′(t) = Au(t) + g, 0 6 t 6 T,

u(0) = u0, u(T ) = u1,
(1)

ñ íåèçâåñòíûì ýëåìåíòîì g ∈ E. Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïå-
ðàòîð â E ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E, ïîðîæäàþùèé
ïîëóãðóïïó U(t) êëàññà C0. Ýëåìåíòû u0, u1 çàäàíû â D(A). Ðåøåíèåì
çàäà÷è (1) íàçîâåì ïàðó (u(t), g), ãäå u ∈ C1([0, T ];E), u(t) ∈ D(A) ïðè
âñåõ t ∈ [0, T ], è g ∈ E. Çàäà÷ó (1) íàçûâàþò îáðàòíîé çàäà÷åé ñ ôè-
íàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì (ñì. [1]).
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