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Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô áåç öèêëîâ (äåðåâî) G, ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {ej}mj=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ev ìíîæå-
ñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v, ÷åðåç ∂G è intG � ìíîæåñòâà ãðà-
íè÷íûõ è âíóòðåííèõ âåðøèí ãðàôà G ñîîòâåòñòâåííî, intG = V \∂G.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðåáðà äåðåâà G èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó π.
Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ej ââåäåì ïàðàìåòð xj ∈ [0, π]. Ôóíêöèåé íà äåðå-
âå G íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ y = [yj]

m
j=1, ãäå yj = yj(xj), xj ∈ [0, π],

j = 1,m. Ïóñòü qj, j = 1,m, âåùåñòâåííûå ôóíêöèè èç êëàññàW−1
2 (0, π),

ò. å. qj � îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé σj ∈ L2(0, π). Äèôôåðåíöè-
àëüíîå âûðàæåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

`jyj := −y′′j + qj(xj)yj

íà ðåáðå ej ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå (ñì. [1]):

`jyj = −(y
[1]
j )′ − σj(xj)y[1]

j − σ
2
j (xj)yj,

ãäå y
[1]
j = y′j − σjyj � êâàçèïðîèçâîäíàÿ, è ôóíêöèÿ yj ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó

D(`j) = {yj ∈ W 1
2 [0, π] : y

[1]
j ∈ W

1
1 [0, π], `jyj ∈ L2(0, π)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà u ∈ V ñîîòâåòñòâóåò êîíöó xj = 0 ðåáðà
ej è âåðøèíà v ∈ V ñîîòâåòñòâóåò xj = π. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

yj(u) = yj(0), yj(v) = yj(π),

y
[1]
j (u) = −y[1]

j (0), y
[1]
j (v) = y

[1]
j (π).

Äëÿ u ∈ ∂G ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ j è ïèñàòü y(u), y[1](u).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÌÊ-686.2017.1),
Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò 1.1660.2017/4.6) è ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 16-01-00015, 17-51-53180).
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L íà äåðåâå G äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

(`jyj)(xj) = λyj(xj), xj ∈ (0, π), yj ∈ D(`j), j = 1,m, (1)

ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè

yj(v) = yk(v), ej, ek ∈ Ev (óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè),∑
ej∈Ev

y
[1]
j (v) = 0, (óñëîâèÿ Êèðõãîôà)

 (2)

âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ v ∈ intG, è óñëîâèÿìè Äèðèõëå y(v) = 0 èëè
Íåéìàíà y[1](v) = 0 â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ v ∈ ∂G. Â ðàçíûõ âåðøè-
íàõ ìîãóò áûòü ðàçíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïèñàííîãî âèäà è îáîçíà÷èì èõ BC.

Ïóñòü äåðåâî G ðàçäåëåíî íà äâà ñâÿçíûõ ïîääåðåâà Gknown è
Gunknown, èìåþùèõ îäíó îáùóþ âåðøèíó w ∈ intG. Îáîçíà÷èì èõ
ìíîæåñòâà ðåáåð ÷åðåç Eknown è Eunknown ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì
∂Gunknown\{w} =: {vk}bk=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (1) íà ãðàôå G ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè (2)
â âåðøèíàõ v ∈ intG è óñëîâÿìè BC â âåðøèíàõ v ∈ ∂G\{vk}. Êðàåâîå
óñëîâèå â âåðøèíå vk îòëè÷àåòñÿ îò BC, ò. å. åñëè â çàäà÷å L áûëî óñëîâèå
Äèðèõëå y(vk) = 0, òî â çàäà÷å Lk áóäåò óñëîâèå Íåéìàíà y

[1](vk) = 0, è
íàîáîðîò.

Ñïåêòðû Λ(L) è Λ(Lk), k = 1, b, çàäà÷ L è Lk, k = 1, b, ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èõ ïîäñïåêòðû Λ′(L) ⊆ Λ(L) è Λ′(Lk) ⊆ Λ(Lk),
k = 1, b.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Äàíû ïîòåíöèàëû σj íà ðåáðàõ ej ∈ Eknown

è ïîäñïåêòðû Λ′(L), Λ′(Lk), k = 1, b− 1. Íàéòè σj íà ðåáðàõ ej ∈
Eunknown.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ íåïîëíûõ
îáðàòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà ÷àñòè÷íî èçâåñòíû àïðèîðè. Îíà îáîáùàåò çàäà÷ó Õîõøòàäòà-
Ëèáåðìàíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (ñì. [2]). Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíû
ïîëíûå ñïåêòðû Λ(L), Λ(Lk), k = 1, b− 1, òî ïîòåíöèàëû σj íà ðåáðàõ
ej ∈ Eunknown ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ìåòîäîì èç [3].

Öåëü ðàáîòû � âûäåëèòü íåêîòîðûé êëàññ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà
ïîäñïåêòðû, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è
åäèíñòâåííî. Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåïîëíîé
îáðàòíîé çàäà÷è, îñíîâàííîé íà ñâåäåíèè åå ê ïîëíîé çàäà÷å íà ïîääåðå-
âå Gunknown ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ áàçèñíîñòè Ðèññà ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì
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âåêòîð-ôóíêöèé. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïîäõîäà, ïðåäëî-
æåííîãî â ðàáîòå [4] äëÿ ãðàôà-çâåçäû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû
áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåíû â [5].
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Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Qν(x) =

sν∑
s=1

n(ν)
s eik

(ν)
s x

ñ öåëûìè k
(ν)
s è öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè n

(ν)
s , ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïî-

÷òè âñþäó.
Ñóùåñòâîâàíèå ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè âñþäó ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Qν ñ öåëûìè (íåîáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûìè)

êîýôôèöèåíòàìè n
(ν)
s ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ôåêåòå [1].

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè óêàçàííîé â òåîðåìå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÿâíî âîçíèêëà â [2] â ñâÿçè ñ ïðèáëèæåíèÿìè ñóììàìè ñäâèãîâ îäíîé
ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå L2(R). È âîò òåïåðü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ïî-
ëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 2 ≤ p < ∞. Â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Lp(R) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ñóììû ñäâèãîâ

n∑
k=1

f(x− ak), ak ∈ R, n ∈ N

ïëîòíû â Lp(R).
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