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Ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1-7] ïî ïîâåäåíèþ â ñèììåòðè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâàõ íà [0, 1] ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà è ïðîèçâîäíûõ îò íåå ñèñòåì.

Êàê îáû÷íî, ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: åñëè 0 6 t 6 1, òî rj(t) := sign(sin(2jπt)), j = 1, 2, . . . . Íàïîìíèì
êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Õèí÷èíà [1, 8]: äëÿ ëþáîãî p > 1 è ïðîèçâîëü-
íûõ ak ∈ R, k = 1, 2, . . . ,
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûçâàëè áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé è îáîáùå-
íèé, íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ àíàëèçà.
À. ß. Õèí÷èí äîêàçàë èõ, ¾ïðåñëåäóÿ öåëü âûÿñíåíèÿ ïðàâèëüíîé ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè â óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë Ý. Áîðåëÿ¿ [9]. C
òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåðàâåíñòâà Õèí÷èíà
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1], íå ÿâëÿÿñü ãèëüáåðòîâûìè ïðè
p 6= 2, òåì íå ìåíåå, ñîäåðæàò ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôíûå `2. Âî-
ïðîñ î òîì, â êàêèõ ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{rj}∞j=1 ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó â `2, áûë ðåøåí â ðàáîòå Ðî-
äèíà è Ñåìåíîâà [2], ïîêàçàâøèõ, ÷òî ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X ñîäåðæèò ñåïàðàáåëüíóþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà Îð-
ëè÷à ExpL2, ïîñòðîåííîãî ïî ôóíêöèè M(u) = eu

2 − 1. Â ðàáîòå [3] àíà-
ëîãè÷íûé âîïðîñ èçó÷àëñÿ äëÿ ñèñòåìû {rj1(t) · rj2(t)}j1>j2 ïðîèçâåäåíèé
ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà, èìåíóåìîé õàîñîì Ðàäåìàõåðà âòîðîãî ïîðÿäêà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 17-01-00138 a è � 16-41-630676
ð_à) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò 5-100).
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Òàì áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà â X êàíîíè÷åñêîìó
áàçèñó â `2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ñîäåðæèò ñåïàðàáåëüíóþ ÷àñòü
ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à ExpL, ïîñòðîåííîãî ïî ôóíêöèè M(u) = eu − 1.
Êðîìå òîãî, ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû {rj1rj2}j1>j2 â X êàíîíè÷åñêîìó
áàçèñó â `2 îêàçàëàñü ðàâíîñèëüíîé ôîðìàëüíî áîëåå ñëàáîìó ñâîéñòâó
áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè [4]. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà {rj}∞j=1 ÿâëÿåòñÿ áåç-
óñëîâíîé (è äàæå ñèììåòðè÷íîé) áàçèñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ëþáîì
ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå [10]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âîïðîñû î ñïðàâåä-
ëèâîñòè íåðàâåíñòâ Õèí÷èíà è ñâîéñòâà áåçóñëîâíîñòè èññëåäóþòñÿ äëÿ
ïîäñèñòåì õàîñà Ðàäåìàõåðà, èíäåêñíîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ äîïóñêàåò
îïðåäåëåííûå íèæå ïëîòíîñòíûå îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì êîìáè-
íàòîðíîé ðàçìåðíîñòè èç [11].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A ⊂ Nd, d ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ÿâëÿåòñÿ (α, β)-ìíîæåñòâîì, åñëè:

1) äëÿ íåêîòîðîãî cA > 0 è êàæäîãî n ∈ N íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà
B1, B2, . . . , Bd òàêèå, ÷òî |Bj| = n, j = 1, 2, . . . , d, è

|A ∩ (B1 ×B2 × . . .×Bd)| > cAn
α;

2) äëÿ íåêîòîðîãî CA > 0, êàæäîãî n ∈ N è ëþáûõ ìíîæåñòâ
B1, B2, . . . , Bd, |Bj| = n, j = 1, 2, . . . , d, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|A ∩ (B1 ×B2 × . . .×Bd)| 6 CAn
β.

ßñíî, ÷òî åñëè A ÿâëÿåòñÿ (α, β)-ìíîæåñòâîì, òî α 6 β. Ëþáîå ìíî-
æåñòâî A ⊂ Nd, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 1) îïðåäåëåíèÿ 1, ÿâëÿåòñÿ
(α, d)-ìíîæåñòâîì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, âçÿòîå íàìè èç [12], îñëàáëÿåò èçâåñòíîå
ñâîéñòâî áåçóñëîâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj}j∈N â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ RUD ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî D > 0 è ëþáûõ n ∈ N è aj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ
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Ïîëîæèì  := (j1, j2, . . . , jd) è r(t) := rj1(t) · rj2(t) · . . . · rjd(t). ×åðåç
4d, d ∈ N, áóäåì îáîçíà÷àòü ¾íèæíåòðåóãîëüíóþ¿ ÷àñòü Nd, ò.å.

4d := {(j1, j2, . . . , jd) ∈ Nd : j1 > j2 > . . . > jd}.
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Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà {r}∈4d, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé â ëþáîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà
îòðåçêå [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî d ∈ N, A ⊂ 4d ÿâëÿåòñÿ
(α, β)-ìíîæåñòâîì è α + 1/β > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) {r}∈A � RUD ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X;
2) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû CX è ïðîèçâîëüíûõ a ∈ R

C−1
X ‖{a}∈A‖`2(A) 6

∥∥∥∥∥∑
∈A

ar

∥∥∥∥∥
X

6 CX‖{a}∈A‖`2(A).

Â êëàññå ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à è äëÿ ìíîæåñòâ A òî÷íîé êîìáèíà-
òîðíîé ðàçìåðíîñòè òåîðåìó 1 ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, 1]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî d ∈ N, A ⊂ 4d ÿâëÿåòñÿ (α, α)-ìíî-
æåñòâîì è α > 1. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) {r}∈A � RUD ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X;
2) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû CX è ïðîèçâîëüíûõ a ∈ R

C−1
X ‖{a}∈A‖`2(A) 6

∥∥∥∥∥∑
∈A

ar

∥∥∥∥∥
X

6 CX‖{a}∈A‖`2(A).

3) X ⊃ ExpL2/α, ãäå ExpL2/α � ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, ïîñòðîåííîå

ïî âûïóêëîé ôóíêöèè M(u) ∼ eu
2/α − 1.
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Ïóñòü f ∈ L1[0, 1] è
� 1

0 f(t) dt = 0. Ñèñòåìîé {fn}∞n=1 ñæàòèé è ñäâèãîâ
ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(t) :=

{
f(2kt− j), åñëè t ∈ [ j

2k
, j+1

2k
],

0, èíà÷å,

ãäå n = 2k+j, k = 0, 1, . . . è j = 0, . . . , 2k−1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = h1 =
= χ(0, 12 ) − χ( 1

2 ,1), òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó Õààðà {hn}∞n=1, íîðìèðîâàííóþ â

L∞ (áåç ôóíêöèè h0(t) = 1).
Ðàññìîòðèì (ëèíåéíûé) îïåðàòîð Tf , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

Tfhn = fn, n = 1, 2, . . .. Ïîä íîðìîé ‖Tf‖X→Y áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íóþ
íîðìó îïåðàòîðà Tf : spanX{hn}∞n=1 → Y .

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Tf ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàòîðàìè

V0f(t) =

{
f(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

0, 1
2 < t ≤ 1,

V1f(t) =

{
0, 0 ≤ t < 1

2 ,

f(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

Êðîìå òîãî, èìååì {fn}∞n=1 = {V αf}α∈A, ãäå

V α = Vα1
. . . Vαk, α = (α1, . . . , αk) ∈ A :=

∞⋃
k=0

{0, 1}k,

ïðè÷åì n ∈ N è α ∈ A íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè,
îïðåäåëÿåìîì äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì n = 2k +

∑k
ν=1 αν2

k−ν. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç |α| = k äëèíó èíäåêñà α, à ÷åðåç αβ = (α1, . . . , αk, β1, . . . , βl)
êîíêàòåíàöèþ èíäåêñîâ α = (α1, . . . , αk) è β = (β1, . . . , βl).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè (ïðîåêò 1.1470.2016/1.4) è ÐÔÔÈ
(ïðîåêò 17-01-00138) (ïåðâûé àâòîð), à òàêæå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152) (âòîðîé àâòîð).
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