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Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ÷àñòî âîç-
íèêàåò â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè ïðè îáðàáîòêå öèôðîâûõ
èçîáðàæåíèé èëè ñîçäàíèè ìîäåëåé ïîëåé ñêîðîñòåé â ïîòîêå æèäêîñòè
èëè ãàçà, à òàêæå â ýëåêòðîííîé êàðòîãðàôèè ñ èñïîëüçîâàíèåì öèôðî-
âîé ìîäåëè ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé ðàçðàáîòàíû ìíîæåñòâî ìåòîäîâ
èíòåðïîëÿöèè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà,
ñïëàéí-ôóíêöèé, êðèâûõ Áåçüå, B-ñïëàéíîâ è äð. Çàäà÷à ìíîãîìåðíîé,
â ÷àñòíîñòè, äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ðàññìàòðèâàëèñü â ðÿäå ðàáîò,
òàì æå îòìå÷åíû òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è [1,
ñ. 181; 2, ñ. 47]. Ìåòîä, ñâîäÿùèé ìíîãîìåðíóþ èíòåðïîëÿöèþ ê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ, âîçìîæåí, íî òðóäîåìêîñòü åãî ðåàëèçàöèè
ðåçêî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïåðåìåííûõ n = 2, 3, 4 è ò.ä.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íîé ôóíê-
öèè, çàäàííîé íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå óçëîâ, îòíîñèòñÿ ê ëîêàëüíûì ìåòî-
äàì: çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå, ïîïàäàþùåé â ÿ÷åéêó ñåòêè, îïðåäåëÿåò-
ñÿ çíà÷åíèÿìè ñåòî÷íîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ òîëüêî â âåðøèíàõ
ýòîé ÿ÷åéêè. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äâóõòî÷å÷íûõ èíòåðïî-
ëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, ðàññìîòðåííûõ â [3], ïðèìåíèòåëüíî ê
ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷å ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè òðåáóåòñÿ îáîáùåíèå
ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõòî÷å÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà ñî ñëó÷àÿ îäíîé ïå-
ðåìåííîé äî îáùåãî ñëó÷àÿ n ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü â n-ìåðíîé îáëàñòè Dn ⊂ En çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ
ñåòêà óçëîâ C

C =
{
x1
i1

}1

i1=0
× ...× {xnin}

1
in=0 ,

ÿâëÿþùàÿñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì îäíîìåðíûõ ñåòîê âèäà Cs =
[xs0, x

s
1], s = 1, 2...n. Èíäåêñ ââåðõó s îçíà÷àåò íîìåð êîîðäèíàòû, èíäåêñ
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âíèçó i îçíà÷àåò íîìåð óçëà. Ïóñòü â óçëàõ ñåòêè çàäàíû çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè è âñåõ åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî

∇(j)fi1,...,in =

(
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

)(j)

fi1,...,in, j = 0, 1...m.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí H(x) îò n ïåðåìåííûõ, x = (x1, ...xn),
îïðåäåëåííûé â îáëàñòè Dn, ñòåïåíè íå âûøå 2m+1 ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà
è åãî ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ ñåòêè

∇(j)H(x1
i1, ...x

n
in) = ∇(j)fi1,...in, is = {0, 1}, s = 1, 2...n

è êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

H(x) =
1∑

i1=0

...
1∑

in=0

m∑
j=0

ϕmj (ξ1
i1)...ϕ

m
j (ξnin)

j!
(∆x ∗ ∇)(j)fi1,...,in,

ãäå ôóíêöèè âëèÿíèÿ ϕmj (ξsis) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì

ϕmj (ξsis) = (ξs1−is)
m+1

m−j∑
k=0

ckm+kξ
k
is,

âûðàæåíèå (∆x∗∇)(j)fi1,...,in åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà Òåé-
ëîðà äëÿ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ [4, ñ. 10], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

(∆x ∗ ∇)(j)fi1,,...,in =

(
(x1 − x1

i1)
∂

∂x1
+ ...+ (xn − xnin)

∂

∂xn

)(j)

fi1,...,in,

îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåííûå ξs0 è ξ
s
1ñâÿçàíû ñ èñõîäíûìè ïåðåìåííûìè xs,

ñîîòíîøåíèÿìè

ξs0 =
xs − xs0
xs1 − xs0

, ξs1 = 1− ξs0, s = 1, 2..., n.

Ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíîãî äâóõòî-
÷å÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

1. Ïóñòü m = 0. Äâóõòî÷å÷íûé ìíîãî÷ëåí H(x) èìååò âèä:

H(x) =
1∑

i1=0

...

1∑
in=0

ξ1
1−i1...ξ

n
1−infi1,...,in,
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ n-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.

2. Ïóñòü m = 1. Äâóõòî÷å÷íûé ìíîãî÷ëåí H(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå:

H(x) =
1∑

i1=0

...
1∑

in=0

(ξ1
1−i1)

2...(ξn1−in)
2[(1 + 2ξ1

i1)...(1 + 2ξnin)fi1,...,in+

+(∆x ∗ ∇)fi1,...,in],

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ n-ãëàäêîé èíòåðïîëÿöèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü, â êîòîðîé çàäàíà ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ñîñòîèò
èç ìíîæåñòâà ÿ÷ååê, íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íîìåð i0

ÿ÷åéêè, â êîòîðóþ ïîïàäàåò òî÷êà x â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè

xsis0 ≤ xs < xsis0+1, s = 1, 2, ...n,

à çàòåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè H(x) ïî çàäàí-
íûì çíà÷åíèÿì ñåòî÷íîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â âåðøèíàõ ýòîé
ÿ÷åéêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûå íà ñåòêå 3 × 3 ñ èñïîëüçîâàíèåì
êóñî÷íî-ëèíåéíîé (m = 0) è ãëàäêîé (m = 1) äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè
(n = 2), ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 2

Èç ðèñ. 1, 2 âèäíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë ãëàäêîé èíòåðïî-
ëÿöèè íàêëîí ïîâåðõíîñòè ìåíÿåòñÿ ïëàâíî, ÷òî âàæíî âî ìíîãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ.

Ìíîãîìåðíûå äâóõòî÷å÷íûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà íàðÿäó ñ çàäà÷àìè
èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàäàþùèõ òðåáóåìûì óðîâíåì
ãëàäêîñòè, îïðåäåëÿåìîé íåïðåðûâíîñòüþ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîðÿäêà.
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Ïóñòü p0 = 1, {pn}∞n=1 � öåëî÷èñëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ pn ≥ 2;

mn =
n∏
k=0

pk, n = 0, 1, 2, . . . . Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =
s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

364


