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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëåáåãà ãëàñèò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íåîïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà ñóììèðóåìîé íà îòðåçêå ôóíêöèè ïî÷òè âñþäó ñóùå-
ñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé. Â òåðìèíàõ òåîðèè ìåðû ýòó
òåîðåìó ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, à îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç
L0(X,µ) â L0(X,µ). Íàçîâåì T âûïóêëûì, åñëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ Tf1

è Tf2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå T (f1 + f2) è ïðè ýòîì |T (f1 + f2)(x)| ≤
≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëûé îïåðàòîð T èìååò
ñëàáûé òèï (1, 1) ñ êîíñòàíòîé C, åñëè äëÿ ëþáîãî λ > 0 è äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ{x ∈ X : |Tf(x)| > λ} ≤ C

λ
||f ||L1(X,µ).

Ïóñòü {Tn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåâî-
äÿùèõ L0(X,µ) â ñåáÿ. Ìàêñèìàëüíûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíîãî äàí-
íîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð T : f(x) 7→ sup

n∈N
|Tnf(x)|.

Îïåðàòîð T îêàçûâàåòñÿ âûïóêëûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ìåðû, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Tn}n∈N òàêîâà,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð T èìååò ñëàáûé òèï
(1, 1), è ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ èç âñþäó ïëîòíîãî â L1(X,µ) ìíî-
æåñòâà âûïîëíåíî lim

n→∞
Tnφ(x) = φ(x) µ-ïî÷òè âñþäó . Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ lim
n→∞

Tnf(x) = f(x) µ-ïî÷òè âñþäó
.

Ïðè ýòîì, òåîðåìà Ëåáåãà îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè ðàññìàòðèâàòü ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè íà âñåé ïðÿìîé. Òåîðåìà 1 òåïåðü îêàçû-
âàåòñÿ áåñïîëåçíîé � äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
êîíå÷íîé ìåðû, è ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå ëîêàëüíîé èíòåãðèðó-
åìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Â ýòîé ñèòóàöèè,
îäíèì èç âàðèàíòîâ àäàïòàöèè òåîðåìû Ëåáåãà ìîæåò áûòü ñëåäóþùèé
ïîäõîä.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (X,µ) íàçîâåì ðàçëîæèìûì ([1, 211E]), åñëè
X =

⊔
λ∈Λ

Xλ, µ(Xλ) < ∞. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî E ⊂ X èçìåðèìî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçìåðèìî êàæäîå E
⋂
Xλ, ìíîæåñòâî èìååò ìåðó

íîëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì Xλ èìååò ìå-
ðó íîëü, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî µ(E) =

∑
λ

µ(E
⋂
Xλ). Ñàìî ðàçëîæåíèå

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Λ̃. Åñëè λ1, . . . , λr � êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ Λ,

òî ÷åðåç Xλ1,...,λr áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
r⊔
j=1

Xλj .

Èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f íà ðàçëîæèìîì ïðîñòðàíñòâå X áóäåì íà-
çûâàòü ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ Λ̃, åñëè äëÿ
ëþáîãî λ ∈ Λ âûïîëíåíî ||f ||λ = ||f ||L1(Xλ) =

�
Xλ

|f(x)|dµ(x) < ∞. Ýòî

ïîíÿòèå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçëîæåíèÿ, òàê, â ñëó÷àå ôóíêöèè 1/x íà
èíòåðâàëå (0, 1) ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé Ëåáåãà ìîæíî âûáðàòü äâà ðàç-
ëîæåíèÿ òàê, ÷òî îòíîñèòåëüíî îäíîãî ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ëîêàëüíî èí-
òåãðèðóåìîé, îòíîñèòåëüíî äðóãîãî � íåò. Ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìûõ îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ Λ̃ ôóíêöèé íà X áóäåì îáîçíà÷àòü
L1

Λ̃−loc(X,µ) èëè L1
Λ̃−loc(X). Ôóíêöèè || · ||λ çàäàþò íà ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñèñòåìó ïîëóíîðì, îïðåäåëÿþùèõ òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà. Ôóíê-
öèþ f ∈ L1

Λ̃−loc(X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû f(x) =
∑
λ∈Λ

f(x)|Xλ
,

êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî x ∈ X êîíå÷íà. Îòñþäà, ïðîñòðàíñòâî L1
Λ̃−loc(X)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏
λ∈Λ

L1(Xλ), ïðè÷åì ââåäåí-

íàÿ òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé íà ïðîèçâåäåíèè.
Äëÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ñëåäóåò îáîáùèòü ïîíÿòèå

îïåðàòîðîâ ñëàáîãî òèïà, à èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëûé îïå-
ðàòîð T : L0(X,µ)→ L0(X,µ) èìååò Λ̃-ëîêàëüíî ñëàáûé òèï (1, 1), åñëè
äëÿ ëþáûõ λ ∈ Λ, t > 0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1

Λ̃−loc(X,µ) íàéäóòñÿ

òàêîå ÷èñëî Cλ è êîíå÷íûé íàáîð èíäåêñîâ λ1, . . . , λr(λ), ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ{x ∈ Xλ : |Tf(x)| > t} ≤ Cλ
t
||f ||L1(Xλ1,...,λr(λ)

,µ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (X,µ) � ðàçëîæèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûáðàí-

íûì ðàçëîæåíèåì Λ̃, {Tn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L1

Λ̃−loc(X,µ) â L1
Λ̃−loc(X,µ), òàêàÿ,

÷òî ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð T èìååò Λ̃-ëîêàëüíî ñëàáûé òèï (1, 1) è,
êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ èç âñþäó ïëîòíîãî â L1

Λ̃−loc(X,µ)

ìíîæåñòâà âûïîëíåíî lim
n→∞

Tnφ(x) = φ(x) µ−ïî÷òè âñþäó.
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Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ L1
Λ̃−loc(X) âûïîëíåíî lim

n→∞
Tnf(x) = f(x) µ−

ïî÷òè âñþäó.
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Ïóñòü f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [−π, π] ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ è èìååò ðÿäà Ôóðüå

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=−∞

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

ãäå

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosntdt, bn =

1

π

� π

−π
f(x) sinntdt.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) èìååò ïðîïóñêè, åñëè a2
n +

+ b2
n > 0 òîëüêî äëÿ n = nk (k = 1, 2, . . .), ãäå 1 < n1 < n2 < . . .

íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì

èçìåíåíèåì íà îòðåçêå [−π, π], ãäå 0 < η < π, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk
(k = 0, 1, 2, . . .) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëûõ ïðîïóñêîâ, ò.å.

nk+1 − nk ≥
4π

η
. (2)

Ì. Íîáëü [1] ïîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò îãðàíè÷åííîå
èçìåíåíèå è

∞∑
n=1

1

n

√
ω(

1

n
, f) <∞,

è, êðîìå òîãî, åñëè ïðè k →∞, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

nk+1 − nk
log nk

→∞,
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