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Ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû (ãàç, æèäêîñòü, òâåðäîå
òåëî) âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ìîäåëè, êîòîðûå ïðèâîäÿò êàê ïðàâèëî ê
íåëèíåéíûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èëè ê íåëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì ñèñòåìàì óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ [1, 2]. Ïîä íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñ-
êîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè ïîíèìàþò ñèñòåìó âèäà

Fs
(
x, t, u1, u2, . . . , un, p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn

)
= 0, (1)

ps = ∂tu
s, qs = ∂xu

s, s = 1, 2, . . . , n,

â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû ßêîáè

∂pF =

(
∂Fs1

∂ps2

)
, ∂qF =

(
∂Fs1

∂qs2

)
, s1 = 1, 2, . . . , n, s2 = 1, 2, . . . , n,

òîæäåñòâåííî âûðîæäåíû â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U . Åñëè â êàæäîé òî÷-
êå îáëàñòè U ïó÷îê ìàòðèö ∂pF + λ∂qF ïðè ëþáîì çíà÷åíèè u ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì, òî åãî èíäåêñ èëè èíäåêñ ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé
÷èñåë (k, 0), ãäå k � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé
ïó÷êà ∂pF+λ∂qF , ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì è áåñêîíå÷íûì êîðíÿì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det (∂pF + λ∂qF) âî âñåé îáëàñòè U . Âòî-
ðîé ïàðàìåòð èíäåêñà ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ïó÷îê ∂pF + λ∂qF íå ñî-
äåðæèò ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îïðåäåëåííîãî âèäà êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, âîçíèêàþò ¾ïîãðàíè÷íûå
ñëîè îøèáîê¿ [3, 4], à ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà èëè áî-
ëåå òîãî êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ âîâñå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ è ÷èñëåííûé àíàëèç
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ïðîåêò � 0348-216-0009).
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íåâîçìîæíî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì, êîòîðûé
îñíîâàí íà ðàñùåïëåíèè ìàòðè÷íîãî ïó÷êà ñèñòåìû è ðåøàåò ïðîáëåìó
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èíäåêñà (k, 0) [5]. Ïðåäëàãàåìûé àë-
ãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûïîëíÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå ìàòðè÷íîãî
ïó÷êà, ïîñòðîåííîãî ïî êîýôôèöèåíòàì äèôôðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñ-
êîé ñèñòåìû, íà äâà ïó÷êà: îäèí èç íèõ èìååò òîëüêî ïðîñòûå ýëåìåí-
òàðíûå äåëèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì è áåñêîíå÷íûì êîðíÿì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, à äðóãîé íå èìååò ðåãóëÿðíîãî ÿäðà. Â
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñùåïëåííîé ñèñòåìå ïðîèçâîäíûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðå-
ãóëÿðíîìó ïó÷êó àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñïëàéíîì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà,
à ïðîèçâîäíûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ñèíãóëÿðíîìó ïó÷êó àïïðîêñèìèðóþòñÿ
ñïëàéíîì ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ñòðî-
èòñÿ íåëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Òàêàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåò-
ñÿ ñïëàéí-êîëëîêàöèîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñ ðàñùåïëåííûì ïó÷êîì.
Îíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé è äàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü âî âñåé
îáëàñòè ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåì äîêëàäå îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìîé âèäà

A(x, t, u)∂tu+B(x, t, u)∂xu+ F (x, t, u) = 0, (2)

â êîòîðîé A(x, t, u) è B(x, t, u) � çàäàííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïî-
ðÿäêà n, òîæäåñòâåííî-âûðîæäåííûå â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, F (x, t, u)
� èçâåñòíàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, u ≡ u(x, t) � èñêîìàÿ n-
ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ýëåìåíòû ìàòðèö A(x, t, u), B(x, t, u) è âåê-
òîðà F (x, t, u) èç ïðîñòðàíñòâà C1(U), ãäå U = {(x, t, u)| (x, t) ∈
∈ U, ‖u(x, t)‖C(U) < Q}, Q � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, U =
= {(x, t)| x ∈ [x0;X], t ∈ [t0;T ]}.

Çàäàäèì äëÿ ñèñòåìû (2) íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ

u(x0, t) = ψ(t), u(x, t0) = φ(x), (3)

ãäå ψ(t) è φ(x) � èçâåñòíûå n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûå â
òî÷êå (x0, t0) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äëÿ ïó÷êà P(λ, x, t, u) = A(x, t, u) + λB(x, t, u) ñèñòåìû (2) âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå èç [6]. Â ýòîì ñëó÷àå
íàéäóòñÿ íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû P (x, t, u) è Q(x, t, u), êîòîðûå ïðåîá-
ðàçóþò åãî ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

diag{Ed,M(x, t, u), Ep}+ λdiag{J(x, t, u), El, N(x, t, u)},

ãäå Ed � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d;M(x) èN(x) � âåðõíèå (ïðàâûå)
òðåóãîëüíûå áëîêè ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ ïîðÿäêà l è p, ñîîòâåòñòâåí-
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íî; Ol � êâàäðàòíàÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà l; J(x, t, u) � íåâûðîæ-
äåííàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d. Ìàòðèöû M(x, t, u) è
N(x, t, u) ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè â U . Ïóñòü ind M(x, t, u) = k1 è
ind N(x, t, u) = k2 â U , ò. å. k1 = min{k̄ : M(x, t, u)k̄ = 0 ∀ (x, t, u) ∈ U}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k2. Òîãäà ind P(λ, x, t, u) = (k, 0), ãäå k =
= max{k1, k2} è, ñîîòâåòñòâåííî, èíäåêñ ñèñòåìû (2) òàêæå ðàâåí (k, 0).
Ïîñòðîèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè U ðàâíîìåðíóþ ñåòêó U∆ ñ øàãàìè
h è τ ñîîòâåòñòâåííî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì

U∆ = {xi = x0 + ih, tj = t0 + jτ, i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2},

òîãäà â îáëàñòè U áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâóþùåå ñåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî

U∆ = {xi = x0+ih, tj = t0+jτ, ui,j = u(xi, tj), i = 0, . . . , n1, j = 0, . . . , n2}.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2), (3) â âèäå ñïëàéíà δm1,m2(x, t) ∈
∈ C1(U) ñî ñòàðøèìè ñòåïåíÿìè ðàâíûìè m1 è m2 ïî êàæäîé íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçäåëÿÿ ïó÷îê P(λ, x, t, u) íà ðå-
ãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùèå è âûïîëíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ
àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (1), ìû ïîëó÷èì ðàç-
íîñòíóþ ñõåìó

A1,i+l1,j+l2

1

τ

m2∑
l3=0

γl2,l3ui+l1,j+l3 +B1,i+l1,j+l2

1

h

m1∑
l3=0

γ̄l1,l3ui+l3,j+l2 = Fi+l1,j+l2−

−A2,i+l1,j+l2

1

τ

m2−1∑
l3=0

βl2−1,l3ui+l1,j+l3+1 −B2,i+l1,j+l2

1

h

m1−1∑
l3=0

β̄l1−1,l3ui+l3+1,j+l2,

u0,j = ψj, ui,0 = φi, i = 0, 1, . . . , n1 − 1, j = 0, 1, . . . , n2 − 1, (4)

ãäå γl2,l3, γ̄l1,l3, βl2,l3 � èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4)
íàçîâåì íåëèíåéíîé ñïëàéí-êîëëîêàöèîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñ ðàñ-
ùåïëåíèåì. Ñèñòåìà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëûé íàáîð íåëèíåéíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïîðÿäêè àïïðîêñèìàöèè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîðÿä-
êàìè ñïëàéíîâ è ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíó, ðàâíóþ O(hm1−1) + O(τm2−1). Ñ
ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé wi,j = Q−1

i,j vi,j, ãäå Qi,j = Q(xi, tj, ui,j) �
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà èç [5], ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí

∂[w1, w2, . . . , wn]

∂[v1, v2, . . . , vn]
6= 0 ∀ (x, t) ∈ U

ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4) ìîæíî çàïèñàòü â íîðìàëüíîé ôîðìå ðàçíîñòíîãî
îïðåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

V = Π(V), (5)
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ãäå Π(V) = L−1(V)
[
τ ḡ −H(V)w0 −Q(V)w0

]
+ δ(V , h, τ) è δ(V , h, τ) �

âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî ‖δ(V , h, τ)‖C(U∆) = O(h) + O(τ). Â (5) V = (V1,V2,

V3)> è Vs = (w̄s
1,1, w̄

s
2,1, . . . , w̄

s
n1,1

, w̄s
1,2, w̄

s
2,2, . . . , w̄

s
n1,2

, . . . , w̄s
1,n2

, w̄s
2,n2

, . . . ,

w̄s
n1,n2

)> � èñêîìûé âåêòîð. Ìàòðèöà L(V) = diag{L1(V), L2(V), L3(V)}
íåâûðîæäåííàÿ, êàæäûé åå áëîê ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äâóõäèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé Ls(V) =

(
Lsi,j(V)

)
, ãäå i, j = 1, 2, . . . , n1. Áëîêè Lsi,i(V), ðàñ-

ïîëîæåííûå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè èìåþò âèä

Lsi,i(V) =



Eνs Oνs Oνs . . . Oνs Oνs
Kk2,i Eνs Oνs . . . Oνs Oνs
Oνs Kk3,i Eνs . . . Oνs Oνs
...

...
... . . . ...

...

Oνs Oνs Oνs . . . Eνs Oνs
Oνs Oνs Oνs . . . Kkn1,i

Eνs


,

ãäå νs ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: m1m2d, m1m2l è m1m2p, ñîîòâåòñòâåííî s =
= 1, 2, 3. Áëîêè Lsi,j(V), ðàñïîëîæåííûå ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ èìåþò
âèä Lsi,j(V) = diag{F s

1,i, F s
2,i, . . . ,F s

n1,i
}, ãäå i = 2, 3, . . . , n1, j = i − 1.

Â (5) ḡ = (ḡ1, ḡ2, ḡ3) � èçâåñòíûé âåêòîð ðàçìåðà n̄ = ñn, ñ = n1n2m1m2,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåêòîðó F (x, t, u). Áëîêè ḡs èìåþò ðàçìåðû ñd,
ñl è ñp, ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì s = 1, 2, 3,

ḡs = (gs1,1, g
s
2,1, . . . , g

s
n1,1

, gs1,2, g
s
2,2, . . . , g

s
n1,2

, . . . , gs1,n2
, gs2,n2

, . . . , gsn1,n2
)>.

Ìàòðèöà H(V) = diag{H1, H2, H3} èìååò áëîêè Hs = diag{Hs
1,1,Os},

ãäå Hs
1,1 = diag{F s

1,1,F s
2,1, . . . ,F s

n1,1
}, Oνs � íóëåâîé êâàäðàòíûé áëîê

ïîðÿäêà νs = (n2 − 1)n1m1m2ν, ãäå ν ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ d, l è p, ñî-
îòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì s = 1, 2, 3. Ìàòðèöà Q(V) = diag{Q1, Q2, Q3}
ñ áëîêàìè Qs = diag{Qs

1,1, Q
s
1,2, . . . , Q

s
1,n2
}, ãäå Qs

1,j = diag{Ks1,j,Oνs},
νs = (n1−1)m1m2ν. Âåêòîðû w0 = (w1

0, w
2
0, w

3
0)> è w0 = (w0,1, w0,2, w0,3)>

èìåþò áëîêè: ws
0 = en2

⊗ (w̄s
1,0, w̄

s
2,0, . . . w̄

s
n1,0

)> è w0,s = (en1
⊗ ws

0,1, en1
⊗

⊗ ws
0,2, . . . , en1

⊗ ws
0,n2

)>, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíî-êðàåâûì
óñëîâèÿì (3).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ξs1

γ̄m1
, ξs2

γm2
è ξs3

Ji,j
ìàòðèö γ̄m1

, γm2
è Ji,j,

ñîîòâåòñòâåííî, â êàæäîì óçëå ðàçíîñòíîé ñåòêè U∆ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

rξs1
γ̄m1
· ξs3

Ji,j
6= −ξs2

γm2
∀s1, s2, s3,

ãäå s1 = 1, 2, . . . ,m1, s2 = 1, 2, . . . ,m2, s3 = 1, 2, . . . , k;
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2) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ξsJi,j ïîëîæèòåëüíûå â ñåòî÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå U∆;

3) îòíîøåíèå øàãîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè τ/h ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé
âåëè÷èíîé.
Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (5) â ñåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå U∆ èìååò ðåøå-
íèå ðàâíîìåðíî-îãðàíè÷åííîå ïî íà÷àëüíî-êðàåâûì óñëîâèÿì è ïî ïðà-
âîé ÷àñòè, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖V‖C(U∆) ≤M1‖F̃i,j‖C(U∆) +M2‖φi‖C(U∆) +M3‖ψj‖C(U∆),

ãäåMν � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2.

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ìåòîä ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, êîòî-
ðàÿ íà åäèíèöó ìåíüøå ïîðÿäêà ñïëàéíà, ÷èñëåííî ðåøàòü ðàññìîòðåí-
íûå êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû èíäåêñà
(k, 0). Îñîáåííîñòü ýòîãî ìåòîäà íîñèò àíàëèòè÷åñêèé õàðàêòåð è çàê-
ëþ÷àåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíîì ðàñùåïëåíèè ìàòðè÷íîãî ïó÷êà ñèñòåìû
P(λ, x, t, u). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ñèñòåìà (2) ïîëóëèíåéíàÿ, ò. å. êî-
ýôôèöèåíòû A(x, t) è B(x, t) íå çàâèñÿò îò èñêîìîé ôóíêöèè v(x, t), òî
ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé w(x, t) = Q−1(x, t)v(x, t) âñåãäà ìîæíî
ïðèâåñòè ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (5). Äëÿ êâàçèëè-
íåéíîé ñèñòåìû (2) ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî âûïîëíèòü íå âñåãäà.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ðîæäåñòâåíñêèé Á. Ë., ßíåíêî Í. Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ì. :

Íàóêà, Ãë. ðåä. ôèç.-ìàòåì. ëèò., 1978. 668 c.
2. Ðóùèíñêèé Â. Ì. Ïðîñòðàíñòâåííûå ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìîäåëè êîòëîãå-

íåðàòîðîâ // Âîïðîñû èäåíòèôèêàöèè è ìîäåëèðîâàíèÿ. 1968. Ñ. 8�15.
3. Áîðìîòîâà Î. Â., ×èñòÿêîâ Â. Ô. Î ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è èññëåäî-

âàíèÿ ñèñòåì íå òèïà Êîøè�Êîâàëåâñêîé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç.
2004. Ò. 44, � 8. Ñ. 1380�1387.

4. Ãàéäîìàê Ñ. Â. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ëèíåéíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2014. Ò. 54, � 4.
Ñ. 73�83.

5. Ãàéäîìàê Ñ. Â. Îá îäíîì àëãîðèòìå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðî-
èçâîëüíîãî èíäåêñà // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2015. Ò. 55, � 9. Ñ. 1530�
1544.

6. Ãàéäîìàê Ñ. Â. Î êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïó÷êà âûðîæäåííûõ ìàòðèö-
ôóíêöèé // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. 2012. � 2. Ñ. 23�33.

287


