
+3(((5 + x4)xy)′ + (5 + x4)xy′)}.
Ïîðÿäîê âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé ðà-

âåí 6, äåôåêòíûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì n+ = n− = 2 â ñëó÷àå II, n+ = n− = 4 â ñëó÷àå III è
n+ = n− = 6 â ñëó÷àå IV, à ñïåêòðû èõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé
ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ê. À. Ìèðçîåâó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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ÏÎÐÎÆÄÀÅÌÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅÌ ËÀÊÑÀ1

À. Ê. Ñâèíèí (Èðêóòñê, Ðîññèÿ)
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Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà èíòåãðèðóåìûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé âïåð-
âûå áûëî íàéäåíî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ÊäÔ). Ïóñòü
u = u(x, t) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ.
Óðàâíåíèå ÊäÔ ut = u3 + 6uu1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ ∂L/∂t = [A,L] := AL− LA ñ ïàðîé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ2 L = ∂2 +u è A = 4∂3 + 6u∂+ 3u1. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, ïî ñóòè, âîçíèêëî â ðàìêàõ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-
÷è ðàññåÿíèÿ [2], êîòîðûé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ
îïðàòîðà L [4]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà âïåðâûå áûëè íàéäåíû ìíî-
ãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Â äàëüíåéøåì áûëè íàéäåíû äðóãèå àñïåêòû
èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è äàæå áè-ãàìèëüòîíîâûì è îáëàäàåò áåñêî-
íå÷íûì íàáîðîì îáîáùåííûõ ñèììåòðèé, êîòîðûå òàêæå âûðàæàþòñÿ
óðàâíåíèåì Ëàêñà

∂L

∂t2s+1
= [A2s+1, L], ∀s ≥ 1,

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ãîñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ÍØ-8081.2016.9).

2Çäåñü îáîçíà÷àåòñÿ uk := u(k)(x).
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ãäå A2s+1 � ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà
2s+1, à (t1, t3, . . .) � áåñêîíå÷íûé íàáîð ýâîëþöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ A2s+1 áûë íàéäåí â ðàáîòå [3]. Åñëè ýâîëþöè-
îííîå óðàâíåíèå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì íàáîðîì îáîáùåííûõ ñèììåòðèé,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âêëþ÷àåòñÿ â èíòåãðèðóåìóþ èåðàðõèþ. Â
÷àñòíîñòè, ñàìî óðàâíåíèå ÊäÔ ñîîòâåòñòâóåò ýâîëþöèîííîìó ïàðàìåò-
ðó t3.

Ðàññìîòðèì èñêîìóþ ôóíêöèþ T = T (i, t) îò i ∈ Z è t ∈ R è óðàâíå-
íèå

Ṫ (i) = T (i) (T (i+ 1)− T (i− 1))

èçâåñòíîå êàê öåïî÷êà Âîëüòåððà èëè äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-
äå Ôðèçà. Ýòî óðàâíåíèå, ïî âñåé âèäèìîñòè, áûëî ïåðâûì äèñêðåò-
íûì óðàâíåíèåì ïðîèíòåãðèðîâàííûì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-
÷è, êîòîðûé èñïîëüçóåò ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé öåïî÷êè Âîëüòåððà, êàê è óðàâíåíèÿ ÊäÔ,
ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî íàáîðà îáîáùåííûõ ñèììåòðèé. Ïóñòü
(t1, t2, . . .) � áåñêîíå÷íûé íàáîð ýâîëþöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàáîòå [5]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èåðàðõèþ âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ öåïî÷êè Âîëüòåððà
ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

∂sT (i) = T (i) (Sss(i− s+ 2)− Sss(i− s)) , ∀ s ≥ 1,

ãäå ∂s := ∂/∂ts. Çäåñü â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âõîäÿò äèñêðåòíûå
ìíîãî÷ëåíû, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå1

Srs(i) =
∑

0≤λ1≤···≤λr≤s−1

T (i+ λ1 + r − 1) · · ·T (i+ λr−1 + 1)T (i+ λr). (1)

Ó öåïî÷êè Âîëüòåððà è åå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè, êàê èçâåñòíî ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðèðóåìîå îáîáùåíèå [1], à èìåííî, ñ÷åòíûé êëàññ óðàâíå-
íèé âèäà

Ṫ (i) = T (i)

(
n∑
j=1

T (i+ j)−
n∑
j=1

T (i− j)

)
. (2)

Î. È. Áîãîÿâëåíñêèì â ðàáîòå [1], áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (2), ïðè
ëþáîì n ≥ 1 äîïóñêàåò íåïðåðûâíûé ïðåäåë ê óðàâíåíèþ ÊäÔ. Â ðàáî-
òå àâòîðà [5], áûë íàéäåí ÿâíûé âèä èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè îáîáùåí-
íûõ ñèììåòðèé ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (2). Â ðàáîòå [6], ÿâëÿþùåéñÿ
åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì [5], àâòîðîì áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîç-
âîëÿþùèé ïðåäñòàâèòü ìíîãèå èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ýâîëþöèîííûå

1Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëàãàåì S0
s (i) := 1.
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äèôôåðåíèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (ñèñòåìû óðàâíåíèé) äîïóñêàþ-
ùèå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà â ÿâíîé ôîðìå. Îïðåäåëèì êëàññ äèñêðåòíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

Srs(i) =
∑

0≤λ1≤···≤λr≤s−1

T (i+ λ1 + (r − 1)n) · · ·T (i+ λr−1 + n)T (i+ λr),

êîòîðûå î÷åâèäíî îáîáùàþò (1).

Òåîðåìà 1. Èíòåãðèðóåìàÿ èåðàðõèÿ îáîáùåííûõ ñèììåòðèé öå-

ïî÷êè Áîãîÿâëåíñêîãî (1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂sT (i) = T (i) (Sssn(i− sn+ n+ 1)− Sssn(i− sn)) , s ≥ 1. (3)

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè (2) äîïóñêàþò

ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ∂sL = [As, L] ñ äèñêðåòíûìè îïåðàòîðàìè

L = Λ−1 + T (i− 1)Λ−1−n, As = Λsn +
s∑
q=1

Sqsn(i− (q − 1)n)Λ(s−q)n,

ãäå Λ � ýëåìåíòàðíûé îïåðàòîð ñäâèãà äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó
Λ(f(i)) = f(i+ 1) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà.

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [7], èñïîëüçóÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå (2) ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè öåïî÷êè Áîãîÿâëåíñêîãî,
áûëà íàéäåíà èõ áè-ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà.

ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå (3) èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà, íàïðèìåð ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè íåïðåðûâíîãî ïðåäåëà. Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ îñü R íà ìàëûå
èíòåðâàëû îäèíàêîâîé äëèíû ε. Ïóñòü ui := u(x)|x=iε, ãäå u(x) � èñ-
êîìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî
ïðåäåëà èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè (3), ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó âèäà

T (i) = 1 +
κ

2
ui, κ := n(n+ 1) (4)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà õîðîøî èçâåñòíà [1]. Âîçüìåì ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ïîòîêîâ Ṫ (i) =

∑
cq∂qT (i). Êàê ðåçóëüòàò, ïîäñòàíîâêà (4)

äàåò

u̇ =
∑
j≥0

ε2j+1F2j+1, (5)

ãäå F2j+1 � íåêîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Â ÷àñòíîñòè,

F1 =
κ2

2

(∑
k≥1

gkck

)
u1, F3 =

κ3

24

(∑
k≥1

kgkck

)
(u3 + 6uu1) ,
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F5 =
κ4

960

(∑
k≥1

P (k)gkck

)
u5 +

κ4

48

(∑
k≥1

k2gkck

)
uu3

+
κ4

24

(∑
k≥1

k(k − 1)gkck

)
u1u2 +

κ4

16

(∑
k≥1

k(k − 1)gkck

)
u2u1,

ãäå

P (k) := k

(
2k − 2(κ+ 1)

3κ

)
, gk :=

k

(k − 1)!

k−1∏
q=1

(kn+ q) .

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ìû ìîæåì áðàòü òîëüêî êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè ïîòîêîâ. Ïîäõîäÿùèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò òèïà Ãàëèëåÿ ìû
ìîæåì èñêëþ÷èòü F1, òàê ÷òîáû ñóììà (5) íà÷èíàëàñü ñ u3 +6uu1. Òîãäà
â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ïðè ε → 0, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÊäÔ. Åñëè
ìû íàëîæèì óñëîâèå

∑
k≥1 kgk(n)ck = 0, òàê ÷òîáû F3 = 0, òî

F5 =
κ4

480

(∑
j≥1

k(k − 1)gk(n)ck

)
(u5 + 10uu3 + 20u1u2 + 30u2u1)

è â ýòîì ñëó÷àå, òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ
àðãóìåíòîâ, â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì ¾âûñøåå¿ óðàâíåíèå
ÊäÔ .

u̇ = u5 + 10uu3 + 20u1u2 + 30u2u1.
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