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Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì n-ãî ïîðÿäêà

`(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ íîðìèðîâàí-
íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè∑

j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)

∑
j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C, κi,∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ n− 1.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),

ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî m-êðàòíàÿ (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòà ñèñòåìû ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ èëè, ïî-äðóãîìó, êîðíåâûõ ôóíêöèé (ê.ô.)
ýòîãî ïó÷êà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî ïîñìîòðåòü,
íàïðèìåð, â [1, 2].

Â [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà ïó÷êà ðàñïîëîæåíû íà äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Â òåîðåìå 1
èç [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ê.ô. äëÿ
âðîäå áû áîëåå îáùåãî êëàññà ïó÷êîâ âèäà (1)�(3) â ñëó÷àå ïîëóðàñïà-
äàþùèõñÿ â øèðîêîì ñìûñëå êðàåâûõ óñëîâèé (òî åñòü, êîãäà íå òîëüêî
2l ≥ n, íî è 2l < n â ñëó÷àå 1 ≤ l ≤ n − 1). Íî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
êðàåâûå óñëîâèÿ (2)�(3) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëóðàñïàäàþùèõ-
ñÿ â øèðîêîì ñìûñëå êðàåâûõ óñëîâèé èç [2], òåì íå ìåíåå, òåîðåìà 1 î
ïîëíîòå èç [2] íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíà ê ñëó÷àþ ðàñ-
ïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè â
ýòîé òåîðåìå îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Âèäîèçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç [2], óäàëîñü ïîëó÷èòü äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû è â ñëó÷àå ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ
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óñëîâèé. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîá-
õîäèìûå ïðåäïîëîæåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ω1, ω2, . . . , ωn õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ

∑
j+s=n

pjsω
j = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà

äâóõ èëè îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà â êîëè÷åñòâàõ k è n − k
(0 ≤ k ≤ n).

Îáîçíà÷èì [q]+ = max{0, q}, [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q} è
ïîëîæèì ïðè j = 1, n

aij =
∑

ν+s=κi

αiνsω
ν
j , i = 1, l; bij =

∑
ν+s=κi

βiνsω
ν
j , i = l + 1, n.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì óñëîâèÿ:

det(aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
6= 0 â ñëó÷àå n− k ≤ l; (4)

det(aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,n−l
i=l+1,n

6= 0 â ñëó÷àå n− k > l; (5)

det(aij)
j=1,l

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=l+1,n

i=l+1,n
6= 0, â ñëó÷àå k ≤ l; (6)

det(aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
6= 0 â ñëó÷àå k > l. (7)

Òåîðåìà 1. Åñëè [k, n−k]+ ≤ l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4) è (6), òî
ïðè m ≤ 2(n− l) ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1]

ñ âîçìîæíûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà
n∑

i=l+1

[m − 1 − κi]+ â

ñëó÷àå m < n èëè â ñëó÷àå m = n, åñëè ïî-êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî
i = 1, n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî κi > n− 1, è ñ íóëåâûì äåôåêòîì â
ñëó÷àå m = n ïðè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ κi ≤ n− 1 äëÿ âñåõ i = 1, n.

Òåîðåìà 2. Åñëè l < [k, n − k]− è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) è (7),
òî ïðè m ≤ 2l ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ

âîçìîæíûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà
l∑

i=1

[m− 1− κi]+.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
èç [2]. Äîêàçàòåëüñòâî æå òåîðåìû 2 ïðîâîäèòñÿ ïî äðóãîé ñõåìå, òàê
êàê òàêîãî ñëó÷àÿ â òåîðåìå 1 èç [2] íå áûëî âûäåëåíî.
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Èçâåñòíî, ÷òî îáîáùåííàÿ ÿêîáèåâà ìàòðèöà J , âîçíèêàþùàÿ ïðè
ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñèì-
ìåòðè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R), èìååò ðÿä ñïåöèôè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ (ïîäðîáíåå ñì. [1]). Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î äåôåêòíûõ ÷èñëàõ è äðóãèõ ñïåêòðàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ ìàòðèöàìè J â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2, è, áëàãîäàðÿ óêàçàííîé âûøå
ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ
îáîáùåííûìè ÿêîáèåâûìè ìàòðèöàìè J ñ èçâåñòíûìè ñïåêòðàëüíûìè
ñâîéñòâàìè, è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ øåñòîãî ïîðÿäêà ñ ïîëè-
íîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

I. Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ÿêîáèåâó ìàòðèöó J ñ ýëåìåíòàìè cjk òà-
êèìè, ÷òî

cn,n = h4 + h3n+ h2(n− 1)n+ h1(n− 2)(n− 1)n, n = 0, 1, . . .

ãäå hk 6= 0 (k = 1, 2, 3, 4) � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è cjk = 0 ïðè j 6= k.
Ïîýòîìó, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà J , î÷åâèäíî, ïîðîæäàåò â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå l2 ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λn = cnn (n = 0, 1, . . .).

Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ìèíèìàëüíîãî
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî âûðàæåíèåì

l06[y] =
1

8
{−h1y

(6) + ((2h2 − 9h1 + 3h1x
2)y′′)′′+

+((−4h3 + 8h2 − 15h1 + 2(−2h2 + 9h1)x
2 − 3h1x

4)y′)′+

+(8h4 − 4h3 + 2h2 + 3h1 + (4h3 − 8h2 + 9h1)x
2 + (2h2 − 9h1)x

4 + h1x
6)y}.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð, ïîðîæäåííûé âûðàæåíèåì l06[y] â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(R), íàñëåäóåò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà, ïîðîæäåí-
íîãî ìàòðèöåé J .
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II. Ïóñòü ýëåìåíòû cjk ìàòðèöû J òàêîâû, ÷òî ckj = cjk è

cn,n+2 =
√

(n+ 1)(n+ 2)(h3 + h2n+ h1(n− 1)n), n = 0, 1, . . .

ãäå hk = αk + iβk è αk 6= 0 (k = 1, 2, 3), à cjk = 0 ïðè k 6= j + 2. Òîãäà

l26[y] =
1

4
{α1y

(6) + ((−2α2 + 8α1 − α1x
2)y′′)′′+

+((4α3 − 6α2 + 11α1 − α1x
4)y′)′+

+(4α3 − 6α2 + 9α1 + 2(α2 − 4α1)x
2 + α1x

4)x2y}+

+
i

4
{−β1((xy

′′′)′′ + (xy′′)′′′)+

+2((β2 − 4β1 + β1x
2)xy′′)′ + 2((β2 − 4β1 + β1x

2)xy′)′′+

+(−4β3 + 6β2 − 9β1 + 2(−β2 + 4β1)x
2 − β1x

4)xy′+

+((−4β3 + 6β2 − 9β1 + 2(−β2 + 4β1)x
2 − β1x

4)xy)′}.
III. Ïóñòü ýëåìåíòû cjk ìàòðèöû J òàêîâû, ÷òî ckj = cjk è

cn,n+4 =
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(h2 + h1n), n = 0, 1, . . .

ãäå hk = αk + iβk è αk 6= 0 (k = 1, 2), à cjk = 0 ïðè k 6= j + 4. Òîãäà

l46[y] =
1

4
{−α1y

(6) + ((2α2 − 5α1 − 5α1x
2)y′′)′′+

+((−5α1 + 6(2α2 − 5α1)x
2 + 5α1x

4)y′)′+

+(6α2 − 15α1 + 15α1x
2 + (2α2 − 5α1)x

4 + α1x
6)y}+

+
i

2
{β1((xy

′′′)′′ + (xy′′)′′′) + (−2β2 + 5β1)((xy
′′)′ + (xy′)′′)+

+(−2β2 + 5β1 − β1x
2)x3y′ + ((2β2 + 5β1 − β1x

2)x3y)′}.
IV. Ïóñòü ýëåìåíòû cjk ìàòðèöû J òàêîâû, ÷òî ckj = cjk è

cn,n+6 =
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)(n+ 6)h, n = 0, 1, . . .

ãäå h = α− iβ è α 6= 0, à cjk = 0 ïðè k 6= j + 6. Òîãäà

l66[y] =
α

4
{y(6) + 15(x2y′′)′′ + 15(1 + x4)y′)′ + (45 + x4)x2y}+

+
iβ

4
{3((xy′′′)′′ + (xy′′)′′′) + 10((x3y′′)′ + (x3y′)′′)+
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+3(((5 + x4)xy)′ + (5 + x4)xy′)}.
Ïîðÿäîê âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé ðà-

âåí 6, äåôåêòíûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì n+ = n− = 2 â ñëó÷àå II, n+ = n− = 4 â ñëó÷àå III è
n+ = n− = 6 â ñëó÷àå IV, à ñïåêòðû èõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé
ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ê. À. Ìèðçîåâó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà èíòåãðèðóåìûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé âïåð-
âûå áûëî íàéäåíî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ÊäÔ). Ïóñòü
u = u(x, t) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ.
Óðàâíåíèå ÊäÔ ut = u3 + 6uu1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ ∂L/∂t = [A,L] := AL− LA ñ ïàðîé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ2 L = ∂2 +u è A = 4∂3 + 6u∂+ 3u1. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, ïî ñóòè, âîçíèêëî â ðàìêàõ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-
÷è ðàññåÿíèÿ [2], êîòîðûé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ
îïðàòîðà L [4]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà âïåðâûå áûëè íàéäåíû ìíî-
ãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Â äàëüíåéøåì áûëè íàéäåíû äðóãèå àñïåêòû
èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è äàæå áè-ãàìèëüòîíîâûì è îáëàäàåò áåñêî-
íå÷íûì íàáîðîì îáîáùåííûõ ñèììåòðèé, êîòîðûå òàêæå âûðàæàþòñÿ
óðàâíåíèåì Ëàêñà

∂L

∂t2s+1
= [A2s+1, L], ∀s ≥ 1,

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ãîñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ÍØ-8081.2016.9).

2Çäåñü îáîçíà÷àåòñÿ uk := u(k)(x).
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