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Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ f âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H íà îäíîñâÿç-
íóþ îáëàñòü G ñ ëîêàëüíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ
âïëîòü äî ãðàíèöû R ïîëóïëîñêîñòè H. Ãðàíèöà ∂G îáëàñòè G èìååò
óãîë ðàñòâîðà απ, 0 ≤ α ≤ 2, â ïðîñòîì êîíöå, ñîîòâåòñòâóþùåì x0 ∈ R,
f(x0) 6=∞, åñëè

lim
x→x0−

arg(f(x)− f(x0)) = ψ, lim
x→x0+

arg(f(x)− f(x0)) = ψ+απ, x ∈ R,

ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 51].
Ïðè α = 0 ïîÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé êàñï ñ âåðøèíîé â òî÷êå f(x0).

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå H íà G âåäåò ñåáÿ ëîêàëüíî êàê (w − x0)
α,

0 < α ≤ 2, â ïåðåñå÷åíèè H ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0, åñëè óãîë ëîêàëü-
íî îãðàíè÷åí ïðÿìîëèíåéíûìè ñåãìåíòàìè. Äëÿ óãëà ñ Äèíè ãëàäêèìè
ãðàíèöàìè Ïîììåðåíêå [1, òåîðåìà 3.11] îïèñàë àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè f , ñîäåðæàùåå ñòåïåíè w − x0 è ëîãàðèôìè÷åñêèå
÷ëåíû. Áîëåå ñëîæíîå îïèñàíèå áûëî ïðåäëîæåíî â ñëó÷àå α = 0, êî-
ãäà ãðàíè÷íûå êðèâûå êàñïà èìåþò âçàèìíîå êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
[1, ñ.266]. Âàðøàâñêèé â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ ðàçâèë ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé áåñêîíå÷íûõ ïî-
ëîñ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êàñïó, ñì., íàïðèìåð, [2]. Îí ïîëó÷èë ãåîìåòðè÷å-
ñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ f(w) ∼ (w−w0)

α â óãëå ðàñòâî-
ðà απ [3]. Ëåâàé ðàññìîòðåë àíàëèòè÷åñêèå óãëû, îãðàíè÷åííûå äâóìÿ
àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè ïðè α = 1 [4], à Ëåìàí [5] ðàñïðîñòðàíèë ýòè
ðåçóëüòàòû íà ïðîèçâîëüíûå α, 0 < α ≤ 2.

Óðàâíåíèå Ëåâíåðà äåìîíñòðèðóåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè, â òîì ÷èñ-
ëå â èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷. Ïóñòü Γ : [0, T ] → C ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòîé êðèâîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, Γ(0) = 0, Γ(0, T ] ⊂ H. Äëÿ
çàäàííîãî t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
g(·, t) : H \ Γ(0, T ]→ H, èìåþùåå ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ íîðìèðîâêó

g(z, t) = z +
2t

z
+O

(
1

z2

)
, z →∞.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01229).

260



Ïàðàìåòð t íàçûâàåòñÿ åìêîñòüþ Γ[0, t] îòíîñèòåëüíî ïîëóïëîñêîñòè.
Ýâîëþöèÿ g(z, ·) îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ëåâíåðà

∂g(z, t)

∂t
=

2

g(z, t)− λ(t)
, g(z, 0) = z, z ∈ H, (1)

ñ íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé λ(t) = g(Γ(t), t).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g è Γ ãåíåðèðóþòñÿ ôóíêöèåé λ. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
f(w, t) = g−1(w, t) : H → H \ Γ[0, t] èìååò ñâîþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ
íîðìèðîâêó

f(w, t) = w − 2t

w
+O

(
1

w2

)
, w →∞.

Äâà îòðåçêà [α(t), λ(t)] ⊂ R è [λ(t), β(t)] ⊂ R îòîáðàæàþòñÿ ôóíê-
öèåé f íà ¾ëåâóþ¿ è ¾ïðàâóþ¿ ñòîðîíû ðàçðåçà Γ[0, t], ñîîòâåòñòâåííî.
Îáå ôóíêöèè α(t) è β(t) ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
(1). Â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå Ëåâàé â [4] è Ëåìàí â [5] óñòàíîâèëè àñèìï-
òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â óãëå ðàñòâîðà π, ñîãëàñíî êîòîðîìó

f(w, t) ∼
∞∑
n=0

n∑
m=0

qnm(w − α(t))n+1 logm(w − α(t)), q00 6= 0,

ãäå w ñòðåìèòñÿ ê α(t) âäîëü ïðîèçâîëüíûõ ïóòåé âíóòðè âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå îòðåçêè. Ïðèìåíåííîå îáîçíà÷åíèå
h(z) ∼

∑∞
n=1Anχn(z) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ≥ 1,

h(z) =
N∑
n=1

Anχn(z) + o(χn(z)),
χn+1(z)

χn(z)
→ 0,

ïðè z ñòðåìÿùåìñÿ ê 0 ïðîèçâîëüíî â çàìûêàíèè H ïîëóïëîñêîñòè H.

Ñâîéñòâî 1. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ

λ(t) =
∞∑
n=1

lnt
n/3, l1 > 0, 0 ≤ t ≤ T, (2)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì 1, åñëè îíà ãåíåðèðóåò îòîáðàæåíèÿ f(w, t) òà-
êèå, ÷òî

f(λ(t), t) = q00(λ(t)− α(t)) + q11(λ(t)− α(t))2 log(λ(t)− α(t))+

+O((λ(t)− α(t))2), t→ 0 + .

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèÿ
â îêðåñòíîñòè äðóãîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êè β(t). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(w, t)
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îòîáðàæàåò β(t) íà âåðøèíó àíàëèòè÷åñêîãî êàñïà ñ ãðàíè÷íûìè ëèíè-
ÿìè [0, ε] ⊂ R, ε > 0, è Γ[0, t], êîòîðàÿ èìååò êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
R â íóëå. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ Ïîììåðåíêå [1, ñ. 266] ïîêàçàë, ÷òî

f(w, t) = −
(πa + o(1))

log(w − β(t))
, a > 0, w → β(t), w ∈ H.

Ïîäîáíàÿ àñèìïòîòèêà óñòàíîâëåíà â [6] ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ.
Ñâîéñòâî 2. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì 2, åñëè

îíà ãåíåðèðóåò îòîáðàæåíèÿ f(w, t) òàêèå, ÷òî

1

f(λ(t), t)
=

1

q00(λ(t)− α(t))
− q11

q2
00

log(λ(t)− α(t))− a log(λ(t)− β(t))

π
+

o(log(λ(t)− α(t))) + o(log(λ(t)− β(t))), t→ 0 + .

Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ (2) áóäåì íàçûâàòü äîïó-
ñòèìîé, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1 è 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè Ëåâíåðà (1) äî-
ïóñòèìàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ (2) ãåíåðèðóåò àíàëèòè÷åñêèé ðàçðåç
Γ(0, T ] ⊂ H ∪ {0}, êîòîðûé èìååò êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ R â íóëå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò p1 > 0 òàêîå, ÷òî

Γ(t) = p1l1
3
√
t+

κ

2π
(p1l1

3
√
t)2(log

3
√
t+ iπ) + o(

3
√
t2), t→ 0+,

ãäå κ îáîçíà÷àåò êðèâèçíó êðèâîé Γ â òî÷êå 0.
Òåîðåìà 1 äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò íà íåêîòîðûå îòêðûòûå çàäà÷è [7].
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