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Ïóñòü X åñòü Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖. Ïóñòü âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ E îïðåäåëåíà íà X. Çàäà÷à âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è

E(x)→ min
x∈X

. (1)

Âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (1) èìåëî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿ-
ëî ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà (ñëîâàðÿ D â X). Äðóãèìè ñëîâàìè, x∗ äîëæåí áûòü ðàçðå-
æåííûì ïî îòíîøåíèþ ê ñëîâàðþ D â X.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ D ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñëîâàðåì (ñì.,
íàïðèìåð, [1]), åñëè êàæäûé ýëåìåíò g ∈ D îãðàíè÷åí ïî íîðìå åäè-
íèöåé, ‖g‖ ≤ 1, è çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè D ñîâïàäàåò ñ X, ò.å.
spanD = X. Ñëîâàðü D íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè −g ∈ D äëÿ
âñÿêîãî g ∈ D. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëîâàðü D ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì.

Íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1), êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ñëîâàðþ D.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00507).
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Îäíèì èç êëàññîâ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷-
øèõm-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññ æàäíûõ àëãîðèòìîâ.Æàä-
íûå àëãîðèòìû â ñèëó ñâîåé êîíñòðóêöèè ñïîñîáíû íàõîäèòü ðàçðåæåí-
íûå ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîâàðþ D. Âîçìîæíî, ìåòîä Ôðàíêà �
Âóëüôà [6], êîòîðûé òàêæå èçâåñòåí êàê ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà [7],
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé óñëîâíûõ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Â. Ô. Äåìüÿ-
íîâ è À. Ì. Ðóáèíîâ îáîáùèëè åãî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ Áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ [8]. Â ñòàòüå [9] ïðèâîäÿòñÿ ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ðåçóëü-
òàòû ïî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ òèïà Ôðàíêà �Âóëüôà íà îñíîâå ïðèìå-
íåíèÿ èäåé äâîéñòâåííîñòè, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå [10]. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèò-
ìîâ [1�5].

Â äàííîé ñòàòüå ìû èçó÷àåì ñëàáûé ÷åáûøåâñêèé æàäíûé àëãîðèòì
(weak Chebyshev greedy algorithm, WCGA) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çà-
äà÷è âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè ïî îòíî-
øåíèþ ê íåêîòîðîìó ñëîâàðþ, â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðÿìîé ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà WCGA áûë ïîëó÷åí â [1].
Ðàçâèâàÿ èäåè [9] è [10], ìû ââîäèì ïîíÿòèå èíòåðâàëà äâîéñòâåííîñòè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ îöåíîê ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà WCGA ïðè
íàõîæäåíèè ðàçðåæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà F ∈ X∗ è ýëåìåíòà f ∈ X ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå F (f) = 〈F, f〉. Ïóñòü Ω := {x ∈ X : E(x) ≤
E(0)} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω îãðàíè÷åíî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ E äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà Ω. Îáîçíà÷èì 〈E ′(x), y〉 çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà E ′(x) (ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå ôóíêöèè E â òî÷êå x) â òî÷-
êå y.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x∗ (íå îáÿçàòåëüíî åäèí-
ñòâåííûé) Áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
E∗ := E(x∗). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ äî-
ñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìóì E∗ áó-
äåò äîñòèãàòüñÿ íà ýëåìåíòå (èëè ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ), ïðèíàäëåæà-
ùèõ ìíîæåñòâó Ω. Ïóñòü A1(D) îçíà÷àåò çàìûêàíèå (â X) âûïóêëîé
îáîëî÷êè ñëîâàðÿ D.

Ïóñòü τ := {tm}∞m=1 áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë tm ≤ 1, m = 1, 2, . . ., êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îñëàáëÿþùåé. Àëãîðèòì
WCGA(co) èñïîëüçóåò îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ íà øàãå âû-
áîðà íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ φm ýòîé ïîäçàäà÷è. Èìåííî ïîýòîìó àë-
ãîðèòì íàçûâàåòñÿ ¾ñëàáûì¿.
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Algorithm 2: Ñëàáûé ÷åáûøåâñêèé æàäíûé àëãîðèòì
(WCGA(co))

begin
· Ïîëîæèòü G0 = 0;
for each m ≥ 1 do
· (Âûáîð íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà) Íàéòè φm ∈ D òàêîé,÷òî
〈−E ′(Gm−1), φm〉 ≥ tm sup

s∈D
〈−E ′(Gm−1), s〉;

· (×åáûøåâñêèé ïîèñê) Íàéòè ÷èñëà ω∗i òàêèå, ÷òî

E

(
m∑
i=1

ω∗i φi

)
= inf

ωi
E

(
m∑
i=1

ωiφi

)
;

· (Ïåðåõîä â íîâîå ñîñòîÿíèå) Îïðåäåëèòü Gm =
m∑
i=1

ω∗i φi;

end

Îáîçíà÷èì E∗ := infx∈X E(x) = infx∈ΩE(x), LM := {s ∈ X : s/M ∈
∈ A1(D), Aε := A(E, ε) = inf{M : ∃y ∈ LM òàêîé, ÷òî E(y) − E∗ ≤ ε},
εm := inf{ε : Aq

εm
1−q ≤ ε}.

Îïðåäåëèì èíòåðâàë äâîéñòâåííîñòè äëÿ ñîñòîÿíèÿ G ∈ Ω è îøèá-
êè ε ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(G) = g(G, ε) =: Aε sup
s∈D
〈E ′(G), A−1

ε G− s〉. (2)

Ïóñòü E åñòü âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω áóäåò E(x) − E(x∗) ≤ g(x, ε) + ε.
Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü èíòåðâàëà äâîéñòâåííîñòè
ñâÿçàíà ñ òåì ôàêòîì, ÷òî èíòåðâàë äâîéñòâåííîñòè g(x) ÿâëÿåòñÿ îöåí-
êîé îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ E(x∗) òåêóùèì ñî-
ñòîÿíèåì E(x).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé äâîéñòâåííûé ðåçóëüòàò äëÿ WCGA.

Òåîðåìà. Ïóñòü E åñòü ðàâíîìåðíî ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà Áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïóñòü ρ(E, u) åñòü ìî-
äóëü ãëàäêîñòè ôóíêöèè E è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(E, u) ≤ γuq, 1 < q ≤
≤ 2. Ïóñòü τ = {tm}∞m=1, 0 < θ < tk < 1, k = 1, 2, . . ., åñòü îñëàáëÿþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî CGA èëè WCGA âûïîëíåíû
äëÿ N > 2 èòåðàöèé. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ èòåðàöèÿ 1 ≤ m̃ ≤ N , ÷òî

g(Gm̃) ≤ βC(E, q, γ)εN , (3)

ãäå β > 0 íå çàâèñèò îò N .
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Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

Tn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ,

êîòîðûé îïðåäåë¼í íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è èìååò ïîðÿäîê íå âûøå ÷åì
n. Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ èçó÷åíû äîñòàòî÷íî òùà-
òåëüíî â ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ àíàëèçà. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòèõ
ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ, òî ÷òî åãî íîðìà â îñíîâíûõ êëàññè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ C è Lp íå çàâèñèò îò ñäâèãà àðãóìåíòà. Ýòî äà¼ò îñíîâàíèå
ïîëó÷àòü òî÷íûå íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî ïðîñòûõ, íî òåì íå
ìåíåå èçÿùíûõ ìåòîäîâ, ïðè÷¼ì ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà íà êëàññàõ ïðå-
ðåîäè÷åñêèõ ôóíêöèé áàçèðóþòñÿ íà ýòèõ íåðàâåíñòâàõ. Ïðè ýòîì, îñî-
áóþ ðîëü èãðàþò íåðàâåíñòâà äàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîðìîé ïðî-
èçâîäíîé ïîëèíîìà ÷åðåç íîðìó (âîîáùå ìîæåò è â äðóãîì ïðîñòðàíñòâå)
ñàìîãî ïîëèíîìà. Ðàññìîòðèì îäíî èç òàêèõ ñîîòíîøåíèé.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2020¿.
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