
Òåîðåìà 1. Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê m èíòåðïîëÿöèîííîé í.ä. íå
ïðåâîñõîäèò r.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü T2 := {(−1,−1); (1, 1)}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
r = 1 è ñèñòåìà S èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ q = (0, 1, 0)
è q = (1, 0, 1) (èõ ìîæíî äîìíîæàòü íà êîíñòàíòû è ñêëàäûâàòü), ò.å.
Q(z) = z è Q(z) = z2 + 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì m = r = 1.

Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ñâÿçü ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû S è ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà Pl ñòåïåíè l ≤ n − 1, èíòåðïîëèðóþùåãî òàáëè-
öó Tn. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì

r = n− l.

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê m èíòåðïîëÿöèîííîé í.ä. íå
ïðåâîñõîäèò n− l.

Ðàññìîòðèì òàáëèöó T2 èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Îíà èíòåðïîëèðó-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì P1(x) = x, è ïîòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, m ≤ 1. Ýòî
âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî m = 1.
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1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (3)

ãäå q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ L[0, 1], ψ(x) ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L(QT ), QT =
= [0, 1]× [0, T ].

Â [1] íà îñíîâå ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà áûëà èçó÷åíà ñõîäèìîñòü ôîð-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå äëÿ çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå q(x) ∈
∈ L[0, 1], ψ(x) ≡ 0 è f(x, t) ∈ L2(QT ). Òåïåðü ìû èçó÷àåì ñëó÷àé
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f(x, t) ∈ L(QT ) è ψ(x) ∈ L[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó Ôóðüå
áåðåì â âèäå:

u(x, t) = − 1

2πi

 �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

[(Rλϕ) cos ρt+ (Rλψ)
sin ρt

ρ
+

+

t�

0

(Rλf)
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (4)

ãäå Rλ = (L − λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),
y(0) = y(1) = 0, λ � ñïåêòðàëüûé ïàðàìåòð, E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð,
Rλf îçíà÷àåò, ÷òî Rλ ïðèìåíÿåòñÿ ê f(x, τ) ïî ïåðåìåííîé x,λ = ρ2,
Re ρ ≥ 0, γn � îáðàç îêðóæíîñòè γ̃n = {ρ| |ρ − nπ| = δ} â λ-ïëîñêîñòè,
δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî, r è n0 âûáðàíû òàê, ÷òîáû ïðè n ≥ n0 âíóòðè
γn íàõîäèòñÿ òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L. Ïðè ëþáûõ
x, t ∈ QT ôîðìàëüíûé ðÿä (4) ïðåäñò�àâèì â âèäå:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), (5)

ãäå u0(x, t) = − 1
2πi

( �
|λ|=r

+
∑
n≥n0

�
γn

)
(R0

λϕ) cos ρt dλ.

Ðÿä u0(x, t) åñòü 1
2 (Σ+ + Σ−), ãäå Σ± � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

Ôóðüå ôóíêöèè ϕ̃(x) â òî÷êå x± t (ϕ̃(x) åñòü íå÷åòíîå 2-ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå ϕ(x) íà âñþ îñü), R0

λ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé
åñòü îïåðàòîð L ïðè q(x) = 0.

Ëåììà. Ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x, t ∈ QT è åãî ñóììà
íåïðåðûâíà ïî x è t.

Íàçîâåì ðÿä

ũ(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)] + u1(x, t) (6)

îáîáùåííûì ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì ïî ìåòîäó Ôóðüå. Òàêèì îáðàçîì,
(6) åñòü (5), ãäå ðÿä u0(x, t) çàìåíÿåòñÿ íà åãî ñóììó (ñõîæåå îáîáùåííîå
ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ââîäèëîñü â [2]).

Òåïåðü ũ(x, t) óæå åñòü ïî÷òè âåçäå êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ñóììèðóåìûõ ϕ(x), ψ(x), f(x, t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç uh(x, t) êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: ϕh(x), ϕ′h(x),
ψh(x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå, Lϕh ∈ Lp[0, 1] è ψ′h(x) ∈ Lp[0, 1], p > 1,
ϕh(0) = ϕh(1) = ψh(0) = ψh(1) = 0, fh(x, t) è f

′
h,t(x, t) íåïðåðûâíû â QT ,
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fh(0, t) = fh(1, t) = 0 (ïî ïîâîäó ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ðå-
øåíèé ñì., íàïðèìåð, [1, 3]).

Òåîðåìà 1. Åñëè lim ‖ϕh(x)−ϕ(x)‖L[0,1] = 0, lim ‖ψh(x)−ψ(x)‖L[0,1] =
= 0, lim ‖fh(x, t) − f(x, t)‖L(QT ) = 0 ïðè h → 0, òî lim ‖uh(x, t) −
− ũ(x, t)‖L(QT ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííîå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå åñòü îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â óêàçàííîì â òåîðåìå ñìûñëå.

2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (7)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, (8)

u(0, t) = u(1, t) = 0. (9)

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈ L[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃(x) (f̃(x, t)) 2-ïåðèîäè÷åñêóþ è íå÷åòíóþ ïî x

ôóíêöèþ, ïðè÷åì f̃(x) = f(x) (f̃(x, t) = f(x, t)) ïðè x ∈ [0, 1].
Ââåäåì ðÿä

A(x, t) = a0(x, t) + a1(x, t) + a2(x, t) + · · · ,

ãäå a0(x, t) = 1
2(ϕ̃(x + t) + ϕ̃(x − t)), an(x, t) = 1

2

t�
0

dτ
x+t−τ�
x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη

(n ≥ 1), fn(x, t) = −q(x)an(x, t).

Òåîðåìà 2. Åñëè u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(9) è
∂2u(x, t)

∂t2
∈ L(QT ), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u(x, t) = A(x, t),

ãäå ðÿä A(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x, t ∈ QT ïðè ëþ-
áîì T > 0.

Ðÿä A(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî òàêæå è ïðè ϕ(x) ∈
∈ L[0, 1] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(9).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ äâóõ äðóãèõ ñëó÷àåâ
çàäà÷è (1)�(3) ïðè q(x) ∈ L[0, 1]: êîãäà ϕ(x) = 0, f(x, t) = 0 è êîãäà

ϕ(x) = ψ(x) = 0 (ïðè óñëîâèè
∂2u(x, t)

∂t2
∈ L(QT )).
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Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (1)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = 0, (2)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (3)

ãäå ïî÷òè ïðè âñåõ x ôóíêöèÿ f(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t è

f(x, t), f ′t(x, t) ∈ L(QT ), QT = [0, 1]× [0, T ]. (4)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) âîçüìåì â âèäå (ñì. [1])

u(x, t) = − 1

2πi

 �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

[ t�

0

(Rλf)
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ. (5)

Ïðîäîëæèì f(x, t) íå÷åòíûì îáðàçîì ñ ïåðèîäîì 2 íà âñå x ∈ R.
Òåîðåìà 1. Åñëè f(x, t) ∈ L(QT ), òî ïðè ëþáûõ x, t ∈ QT ðÿä (5)

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

v(x, t) =
1

2

t�

0

dτ

x+t−τ�

x−t+τ

f(η, τ) dη.

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïëíåíèè óñëîâèé (4) ôóíêöèÿ v(x, t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì:

� v(x, t) íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t â QT ;
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