
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå êðèòåðèè äëÿ ñèñòåì K-Ðèññà �Ôèøåðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K-ìîíîòîííîå CB-ïðîñòðàíñòâî ñ íåñ÷åòíûì
áåçóñëîâíûì êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {δα}α∈I ⊂ K, áèîðòîãîíàëüíûå ñè-
ñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I ïîëíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñèñòå-
ìîé K-Ðèññà-Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë
îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð T ∈ L(X,K), ÷òî Txα = δα,∀ α ∈ I.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K-ìîíîòîííîå CB-ïðîñòðàíñòâî ñ íåñ÷åò-
íûì áåçóñëîâíûì êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {δα}α∈I ⊂ K, áèîðòîãîíàëüíûå
ñèñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I ïîëíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñè-
ñòåìîé K-Ðèññà-Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëè òàêèå ïîñòîÿííûå M > 0 è m > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
íàáîðà {λα} èìååò ìåñòî

m ‖{λα}‖K ≤

∥∥∥∥∥∑
α

λαxα

∥∥∥∥∥
X

≤M ‖{λα}‖K .

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåñ÷åòíûé áåçóñëîâíûé áàçèñ {ϕα}α∈I
ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ Kϕ. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I
ïîëíû. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñèñòåìîé Kϕ-Ðèññà-
Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð Aλ : Kϕ → Kϕ

îïðåäåëåííûé âûðàæåíèåì Aλ(λ) =
{∑

α∈I x
∗
β(ϕα)λα

}
β∈I , λ = {λα}α∈I ∈

∈ Kϕ áûë îãðàíè÷åííî îáðàòèì â Kϕ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì øàðå S ⊂ Rn

ôóíêöèè u ∈ Cm(S̄) âåðíî ðàâåíñòâî

�
∂S

∂mu

∂νm
dsx = 0,

140



ãäå m ∈ N (ñì., íàïðèìåð, [1]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûÿñíÿåòñÿ êàêèå
åùå ðàâåíñòâà òàêîãî âèäà ìîãóò èìåòü ìåñòî äëÿ íîðìàëüíûõ ïðîèç-
âîäíûõ îò k-ãàðìîíè÷åñêèõ â S ôóíêöèé u(x), ò.å. òàêèõ ôóíêöèé, ÷òî
∆ku = 0 â S. Â ðàáîòå [2] èññëåäîâàíî ñâîéñòâî ñðåäíåãî äëÿ ïîëèãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, íà îñíîâàíèè
êîòîðûõ âûïîëíåíî íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå.

Ïóñòü ïîëèíîìû Pn(t) íàõîäÿòñÿ èç ðåêóððåíòíîãî ðàâåíñòâà

Pn(t) + (2n− 3)Pn−1(t) = t2Pn−2(t), n ≥ 2,

ãäå ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî P0(t) = 1, P1(t) = t.
Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî P2(t) = −t+ t2 è P3(t) = 3t− 3t2 + t3.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîé m-ãàðìîíè÷åñêîé â S ôóíêöèè u ∈ Ck(S̄)
ïðè k ≥ m âåðíû ðàâåíñòâà

�
∂S

Pm−i

( ∂
∂ν

)∂2iu

∂ν2i
dsx = 0,

�
∂S

∂ju

∂νj
dsx = 0,

ãäå 0 ≤ i ≤ m− 1 è 2m ≤ j ≤ k ïðè 2m ≤ k.

Â ðàáîòå [3] ïðè èññëåäîâàíèè àðèôìåòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, âîçíè-
êàþùåãî èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ïîëèãàðìîíè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ áûë ïîëó÷åí àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, ïîõîæèé íà
àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ñîñòàâëÿþò êîýôôèöèåíòû ïî-
ëèíîìîâ Pn(t).

Ïðèìåð 1. Åñëè k-ãàðìîíè÷åñêàÿ â S ôóíêöèÿ u ∈ Ck(S̄) óäîâëå-
òâîðÿåò íà ∂S ðàâåíñòâàì

∂ju

∂νj
|∂S = ϕj(x), j = 1, . . . , k,

ò.å. u(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â S, òî äëÿ ôóíêöèé ϕj(x), j = 1, . . . , k íåîáõîäèìî âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ (ýòî óñëîâèå òàêæå áûëî íàéäåíî â [4])

�
∂S

k∑
j=1

(−1)j+k
(

2k − j − 1

j − 1

)
(2k − 2j − 1)!!ϕj(x) dsx = 0.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü áèãàðìîíè÷åñêàÿ â S ôóíêöèÿ u ∈ C3(S̄) óäîâëå-
òâîðÿåò íà åäèíè÷íîé ñôåðå ∂S ðàâåíñòâàì

∂u

∂ν
|∂S = ϕ1(s)

∂3u

∂ν3
|∂S = ϕ2(s).
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Â ýòîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì óñëîâèå

�
∂S

ϕ2(s) dsx = 0.

Äðóãèõ òîæäåñòâ îïðåäåëÿåìûõ èç òåîðåìû äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé, êðîìå óêàçàííîãî âûøå íåò. Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà Íåéìàíà áûëî ïîëó÷åíî
â [5]. Îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé
áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äðóãèå òîæäåñòâà äëÿ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîëó÷åíû â ðàáîòå [6].
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Íåäàâíî ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå [1, 2] ñïåöèàëüíîé îáðàò-
íîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå:

du(t)

dt
= Au(t) + g, 0 6 t 6 T. (1)

Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E. Ýëåìåíò g ∈ E íåèçâå-
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