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ÒÎÍÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÈÇ ÊËÀÑÑÎÂ ÕÀÉËÀØÀ�ÑÎÁÎËÅÂÀ Mp

α ÏÐÈ p > 0.
ÒÎ×ÊÈ ËÅÁÅÃÀ

Ñ. À. Áîíäàðåâ, Â. Ã. Êðîòîâ (Ìèíñê, Áåëàðóñü)
bondarevSA@bsu.by, krotov@bsu.by

Ïóñòü (X, d, µ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d è ðåãóëÿð-
íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Øàðû, ïîðîæäåííûå ìåòðèêîé d, îáîçíà÷àåì
òàê:

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ ñ
ïîêàçàòåëåì γ > 0: äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé aµ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ(B(x,R)) ≤ aµ

(
R

r

)γ
µ(B(x, r)), x ∈ X, 0 < r ≤ R.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Lp(X) îáîçíà÷èì ÷åðåç Dα[f ] êëàññ âñåõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé g, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, µ(E) = 0, ÷òî

|f(x)− f(y)| ≤
[
d(x, y)

]α
[g(x) + g(y)], x, y ∈ X \ E.

Ýëåìåíòû Dα[f ] íàçûâàþòñÿ α-ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè f .
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Êëàññû Õàéëàøà �Ñîáîëåâà Mp
α(X), p, α > 0, ââîäÿòñÿ òàê

Mp
α(X) = {f ∈ Lp(X) : Dα[f ] ∩ Lp(X) 6= ∅},

îíè íîðìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖W p
α(X) = ‖f‖Lp(X) + inf

{
‖g‖Lp(X) : g ∈ Dα[f ] ∩ Lp(X)

}
.

(ïðè 0 < p < 1 âûðàæåíèå ýòî � ëèøü êâàçèíîðìà).
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

fB =

 

B

f dµ =
1

µ(B)

ˆ

B

f dµ (1)

äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ∈ L1
loc(X) ïî øàðó B ⊂ X.

Ìû èçó÷àåì ìàññèâíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê Ëåáåãà äëÿ ôóíêöèé
èç Mp

α(X). Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðè-
ìåð, [1�3], à òàêæå áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ ðàáîòàõ).

Îáû÷íî òî÷êàìè Ëåáåãà íàçûâàþò òàêèå òî÷êè x, â êîòîðûõ èíòå-
ãðàëüíûå ñðåäíèå (1) ïî øàðàì B = B(x, r) ñõîäÿòñÿ ïðè r → +0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñóììèðóå-
ìûìè, â îáùåì ñëó÷àå. Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî îáîáùèòü ïîíÿòèå òî÷êè
Ëåáåãà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ.

Äëÿ ëþáûõ p > 0, øàðà B ⊂ X è ôóíêöèè f ∈ Lp(B) ñóùåñòâóåò
÷èñëî I(p)

B f , äëÿ êîòîðîãî
 

B

|f(y)− I(p)
B f |p dµ(y) = inf

I∈R

 

B

|f(y)− I|p dµ(y).

Ïðè 0 < p ≤ 1 ÷èñëî I(p)
B f ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Â ýòîì

ñëó÷àå ôèêñèðóåì ëþáîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé I(p)
B f . Ýòè ÷èñëà áóäóò

èãðàòü ðîëü èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ íåñóììè-
ðóåìà.

Êëàññû Mp
α ñòàíäàðòíî ïîðîæäàþò åìêîñòè

Capα,p(E) = inf{‖f‖p
Mp
α

: f ∈Mp
α(X), f ≥ 1 â îêðåñòíîñòè E ⊂ X}.

Èñïîëüçóåì ýòè åìêîñòè äëÿ îöåíêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α ∈ (0, 1], 0 < p < γ/α è f ∈ Mp
α(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Capα,p(E) = 0 è äëÿ ëþáîãî
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x ∈ X \ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+0

I
(p)
B(x,r)f = f ∗(x). (2)

Êðîìå òîãî,

lim
r→+0

 

B(x,r)

|f − f ∗(x)|q dµ = 0,
1

q
=

1

p
− α

γ
. (3)

Çàìå÷àíèå 1. Â äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ X \ E ìû
ìîæåì óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå: 1) åñëè 0 < θ ≤ q, òî î÷åâèäíî

lim
r→+0

 

B(x,r)

|f − I(θ)
B(x,r)f |

θ dµ = 0,

2) åñëè 0 < θ ≤ q, òî

lim
r→+0

I
(θ)
B(x,r)f = f ∗(x),

3) åñëè p ≥ γ
γ+α (òîãäà q ≥ 1), òî

lim
r→+0

 

B(x,r)

|f − fB(x,r)|q dµ = 0,

â ÷àñòíîñòè,
lim
r→+0

fB(x,r) = f ∗(x).

Â íåäàâíåì ïðåïðèíòå [4] ðàññìàòðèâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäå-
ëåíèþ òî÷åê Ëåáåãà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ δ-
ìåäèàí (0 < δ ≤ 1/2)

mδ
f(E) = inf{a ∈ R : µ({x ∈ E : f(x) > a}) < δµ(E)}.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò èç [4], îòíîñÿùèéñÿ ê êëàññàì Mp
α(X), ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü α ∈ (0, 1], 0 < p < γ/α è f ∈ Mp
α(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Capα,p(E) = 0 è äëÿ ëþáîãî

x ∈ X \ E è ëþáîãî 0 < δ ≤ 1/2 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+0

mδ
f(B(x, r)) = f ∗(x). (4)
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Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà

|mδ
f(B)− I(p)

B f | ≤

1

δ

 

B

|f − I(p)
B f |p dµ

1/p

. (5)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñïîñîá îöåíêè äîïîëíåíèÿ êî ìíîæåñòâó,
íà êîòîðîì âûïîëíåíî (2). Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâà-
åìûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ âìåñòèìîñòåé è ìåð Õàóñäîðôà (ñì., íàïðè-
ìåð, [5, 6]).

Ïóñòü çàäàíà (èçìåðÿþùàÿ) âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ h : (0, 1] →
→ (0, 1], h(+0) = 0. Ââåäåì êëàññè÷åñêèå âìåñòèìîñòü

Hh
R(E) = inf

{ ∞∑
i=1

h(ri) : E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, ri), ri < R

}
è ìåðó Õàóñäîðôà

Hh(E) = lim
R→+0

Hh
R(E).

ìíîæåñòâà E ⊂ X (â ñëó÷àå h(t) = ts ïèøåì Hs(E) âìåñòî H ts(E)).
Ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dimH(E) = inf{s : Hs(E) = 0}.

Êðîìå òîãî, ìîäèôèöèðîâàííîé R-âìåñòèìîñòüþ Õàóñäîðôà êîðàç-
ìåðíîñòè h äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ X íàçûâàåòñÿ

Hh
R(E) = inf

{ ∞∑
i=1

µ(B(xi, ri))

h(ri)
: E ⊂

∞⋃
i=1

B(xi, ri), ri < R

}

(òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çäåñü è îïðåäåëåíèè êëàññè÷åñêîé Hh
R áåðåòñÿ ïî

âñåâîçìîæíûì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà E ñ÷åòíûìè ñåìåéñòâàìè øàðîâ),
à âåëè÷èíà

Hh(E) = lim
R→+0

Hh
R(E)

íàçûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ìåðîé Õàóñäîðôà êîðàçìåðíîñòè h.
Îòìåòèì, ÷òî âìåñòèìîñòü è ìåðà Õàóñäîðôà (ìîäèôèöèðîâàííûå èëè
êëàññè÷åñêèå) èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû íóëåâûõ ìíîæåñòâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçìåðÿþùèå ôóíêöèè h âèäà

h(t) =

(
tα

ϕ(t)

)p
, (6)
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ãäå ϕ : (0, 1]→ (0, 1] � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(+0) = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α > 0, 0 < p < γ/α è f ∈Mp
α(X). Ïóñòü òàêæå

çàäàíà òàêàÿ èçìåðÿþùàÿ ôóíêöèÿ (6), ÷òî

∞∑
i=0

ϕ(2−i) <∞. (7)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Hh(E) = 0 è äëÿ

ëþáîãî x ∈ X \ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë (2) è âûïîëíåíî (3).

Çàìå÷àíèå 1 ê òåîðåìå 1 ñîõðàíÿåò ñèëó è äëÿ òåîðåìû 2.
Èç òåîðåìû 2 è íåðàâåíñòâà (5) âûâîäèòñÿ ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåäèàí mδ
f(B(x, r)) íà ìåñòå íàèëó÷øèõ ïðèáëèæå-

íèé I(p)
B(x,r)f .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü α > 0, 0 < p < γ/α, f ∈Mp
α(X) è h � èçìåðÿ-

þùàÿ ôóíêöèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (7). Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî Hh(E) = 0 è äëÿ ëþáîãî x ∈ X \ E è

ëþáîãî 0 < δ ≤ 1/2 ñóùåñòâóåò ïðåäåë (4) è âûïîëíåíî (3).

Ýòî óòâåðæäåíèå áåç ñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ α ∈ (0, 1] è p ∈ (0, 1) áûëî
äîêàçàíî â [6].

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü α > 0, 0 < p < γ/α è f ∈ Mp
α(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E ⊂ X, ÷òî dimH(E) ≤ γ − αp è äëÿ

ëþáîãî x ∈ X \ E è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (4) è âûïîëíåíî (3).

Íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ν, îïðåäåëåííóþ íà σ�àëãåáðå áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ èçX, áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé ìåðîé, åñëè îíà ìîíîòîííà
è ñóáàääèòèâíà ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé aν. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Ek ⊂ X âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

ν

( ∞⋃
k=1

Ek

)
≤ aν

∞∑
k=1

ν(Ek).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíû 0 < β < α, 0 < p < γ/α è âíåøíÿÿ

ìåðà ν, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ν(B) ≤ cνr
−(α−β)p
B µ(B) äëÿ âñåõ øàðîâ B ⊂ X, rB ≤ 1. (8)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈Mp
α(X) ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñò-

âî E ⊂ X, ÷òî ν(E) = 0 è äëÿ âñåõ x ∈ X \ E

lim
r→+0

r−β[f ∗(x)− I(p)
B(x,r)f ] = 0
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è

lim
r→+0

r−β[mδ
f(B(x, r))− f ∗(x)] = 0, 0 < δ ≤ 1/2.

Êðîìå òîãî, ïðè x ∈ X \ E

lim
r→+0

r−β

  

B(x,r)

|f − f ∗(x)|q dµ


1/q

= 0 ãäå
1

q
=

1

p
− α

γ
.

Ïðèìåðàìè âíåøíèõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (8), ìîãóò ñëó-

æèòü åìêîñòü Capα−β,p, ìîäèôèöèðîâàííàÿ âìåñòèìîñòü Õàóñäîðôà Hh
R

êîðàçìåðíîñòè h(t) = t(α−β)p. Êëàññè÷åñêàÿ âìåñòèìîñòü Õàóñäîð-

ôà Hγ−(α−β)p
R òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, íî ëèøü ëîêàëüíî.

Â ñëó÷àå p ≥ γ
γ+α â òåîðåìå 3 äëÿ x ∈ E ìîæíî óòâåðæäàòü òàêæå

lim
r→+0

r−β

  

B(x,r)

f dµ− f ∗(x)

 = 0.

è

lim
r→+0

r−β[I
(θ)
B(x,r)f − f

∗(x)] = 0, 0 < θ ≤ q.

Äëÿ p > 1, êëàññè÷åñêîé ìåðû Õàóñäîðôà è ñðåäíèõ fB óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 3 äîêàçàíî â [7].
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