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Îñíîâíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà òðåõ îñíîâíûõ ìàòðèö P,R,K, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè
êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà, â ñèñòåìàõ ìîäåëèðóåìûõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ãðàôîì. Íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç äîñòàòî÷íî òîíêèõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè ñòåðæíåé. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü ïðîöåññ ïåðåíîñà â êàæäîì ñòåðæíå îäíîìåðíûì. Â äàëüíåé-
øåì, èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ãðàôîâ áóäåì íàçûâàòü ñòåðæåíü
- ðåáðîì, à òî÷êè êîíòàêòà � âåðøèíàìè. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî óðàâíåíèå
äëÿ ïîòåíöèàëà Φ(x) ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà çàäàíî íà êàæäîì
ðåáðå ãðàôà è ïðèâåäåíî ê âèäó [1]
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)−m2Φ = D2D1Φ−m2Φ = 0,

ãäå α2, α1 � íåïðåðûâíûå, ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè íà äàííîì ðåáðå,
îïðåäåëÿþùèå ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåáðà. Êîíñòàíòà
m ó÷èòûâàåò íàëè÷èå âíåøíåãî îáìåíà ïî äëèíå ðåáðà ïåðåíîñèìîé âå-
ëè÷èíû ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì ïîòåíöèàëå è ïðèíÿòà çà íîëü. Åñëè
m->0, òî âíåøíèé îáìåí èñêëþ÷àåòñÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íîìåð ðåá-
ðà ñòàâèòñÿ â âåðõó â ñêîáêàõ, íàïðèìåð Φ(i). Èñïîëüçóÿ àïïàðàò îáîá-
ùåííûõ ñòåïåíåé Áåðñà [2] ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ðåáðà ñ
êîîðäèíàòàìè x1, x2

Φ(x)|x1
= Φ1,Φ(x)|x2

= Φ2,

çàïèøåì

Φ(x) = Φ1
shmX(x, x2)

shmX(x1, x2)
+ Φ2

shmX(x, x1)

shmX(x2, x1)
.

Åñëè îïðåäåëèòü ïîòîê J êàê

J = −D1Φ, (1)
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òî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ Φ1, Φ2 è ïîòîêîâ J1, J2 â êîíå÷íûõ òî÷êàõ ðåáðà
x1, x2 ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

Ji =
∑

PikJk.

Ýëåìåíòû pij ìàòðèöû P , êîòîðóþ íàçîâåì ìàòðèöåé ïîòîêîâ, îïðåäåëå-
íû êàê

p11 = −m chmX(x1, x2)

shmX(x1, x2)
, p12 = − m

shmX(x1, x2)
,

p21 = − m

shmX(x1, x2)
, p22 = −m chmX(x2, x1)

shmX(x2, x1)
,

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè äâóõ ðåáåð ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2)

è (x2, x3) â îäèí îòðåçîê ìàòðèöà ðåáðà (x1, x3) îïðåäåëåíà êàê
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Îáîçíà÷èì ýòó îïåðàöèþ ∗

P1(1, 2) ∗ P2(2, 3) = P3(1, 3),

Îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé, ìîæ-
íî âûñêàçàòü ðÿä óòâåðæäåíèé. Îïåðàöèÿ íåêîììóòàòèâíà, íî îáëàäàåò
ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óìíîæåíèè áîëåå äâóõ
ìàòðèö. Ïðè ïîñòàâëåííûõ óñëîâèÿõ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèé ïîðîæ-
äàþùåé ïàðû α1, α2,m íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîãî ýëåìåíòà, íî åäèíè÷íûé
ýëåìåíò óñëîâíî ìîæíî çàïèñàòü

E =

(
∝ − ∝
∝ − ∝

)
.

Ìàòðèöà P äëÿ ðåáðà áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèé ðåøåíèé
êðàåâûõõ çàäà÷ íà ãðàôå [3], â òîì ÷èñëå ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ òðåòüåãî
òèïà.

Ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèàëà çàïèøåì

Φ = −J1
chmX(x, x2)

m shmX̃(x1, x2)
− J2

chmX(x, x1)

m shmX̃(x2, x1)
.

46



Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1) äëÿ ïîòîêà âûðàæå-
íèå

J = J1
shmX̃(x, x2)

m shmX̃(x1, x2)
+ J2

shmX̃(x, x1)

m shmX̃(x2, x1)
.

Ìàòðèöà R îïðåäåëÿåò ñâÿçü ïîòåíöèàëîâ Φ1, Φ2 è ïîòîêîâ J1, J2 íà
êîíöàõ ñòåðæíÿ

Φi =
2∑

k=1

rikJk, i = 1, 2.

Íàçîâåì åå ìàòðèöåé ïîòåíöèàëîâ.
Äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû R èìååì

r11 = − chmX(1, 2)

m shmX̃(1, 2)
, r12 = − 1

m shmX̃(2, 1)
,

r21 = − 1

m shmX̃(1, 2)
, r22 = − chmX(2, 1)

m shmX̃(2, 1)
.

Åñëè âíåøíåãî îáìåíà íåòm− > 0, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïîíÿòèþ îáû÷-
íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷òåì Φ1, è Φ2 ïðè óñëîâèè J1 = J2 = J

Φ2 − Φ1 = (r21 + r22 − r11 − r12)J.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ ìàòðèöû P äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ñîåäèíåíèÿ äâóõ ðåáåð ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö R(1), R(2)

äâóõ îòðåçêîâ (x1, x2), (x2, x3)

R(3)(x1, x3) = R(2)(x3, x2) ∗R(1)(x2, x1)

ïî ïðàâèëàì
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Ëåãêî óâèäåòü ïî÷òè ïîëíîå ñõîäñòâî îïðåäåëåíèé (2) è (3). Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà R îáðàòíà P [3], äàæå
ïðè íåîäíîðîäíûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ.
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Ââåäåíèå ìàòðèöûK ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, êîãäà çàäàíû
Φ(x1), J(x1) è äëÿ Φ(x), J(x) íàéäåì{

Φ(x) = Φ1 chmX(x, x1)− J1
1
m shmX(x, x1),

J(x) = −Φ1m shmX̃(x, x1) + J1 chmX̃(x, x1).

Ýòîò ðåçóëüòàò â ìàòðè÷íîé ôîðìå

V (1)(x, x1) = K(x, x1)V
(0)(x1)

çàïèøåì, åñëè ââåäåì âåêòîð-ñòîëáöû V (1)(x, x1), V (0)(x1) è ìàòðèöó
K(x, x1):

V (1)(x, x1) =

(
Φ

J

)
, K =

(
chmX − 1

m shmX

−m shmX̃ chmX̃

)
, V (0)(x1) =

(
Φ(x1)

J(x1)

)
.

Óäîáíûì ñâîéñòâîì ìàòðèöû K ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè èäåàëü-
íîì êîíòàêòå ìàòðèöû K äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ðåáåð íà-
õîäèòñÿ ïî îáû÷íîìó çàêîíó ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

K(3)(x3, x1) = K(2)(x3, x2)K
(1)(x2, x1).

Ïîýòîìó ýòà ìàòðèöà óäîáíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïåðåíîñà â ìíîãî-
ñëîéíîé ñðåäå. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöàK ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé P ïðîñòûìè
ñîîòíîøåíèÿìè

p11 = −k11

k12
, p12 =

1

k12
, p21 = k21 −

k11k22

k12
, p22 = −k22

k12
.

Ïðèëîæåíèÿ ìàòðèöû K äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ çàòðóäíåíî
íåîïðåäåëåííîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè íà ãðàôå.
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