
Êëàññ (MS ) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïîëèýäðàëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñò-
ðàíñòâà, ïðîñòðàíñòâà C(Q) (Q � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî), C0(Q) (Q � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî) è
ïðîñòðàíñòâà òèïà `1(Γ).

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [1].
Òåîðåìà A. Ïóñòü ∅ 6= M ⊂ X çàìêíóòî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) M � ñòðîãîå ïðîòîñîëíöå;
2) ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM ORL-íåïðåðûâíà;
3) M � LG-ìíîæåñòâî;
4) M � ëóíà.

Òîãäà êàæäîå èç ïåðâûõ òðåõ óñëîâèé âëå÷åò ïîñëåäóþùåå. Â (MS)-
ïðîñòðàíñòâàõ âñå ÷åòûðå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èìïëèêàöèè 2)⇒3), 3)⇒4) òåî-
ðåìû À íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Âîïðîñ îá îáðàòèìîñòè èìïëèêàöèè
1)⇒2) îñòàåòñÿ îòêðûòûì íà÷èíàÿ ñ 1972 ã.

Ìû ïîêàçûâàåì îáðàòèìîñòü èìïëèêàöèè 1)⇒2) òåîðåìû À ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ìîíîòîííîé ëèíåéíî ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà.

Òåîðåìà 1. Ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ ORL-íåïðå-
ðûâíîé (â ÷àñòíîñòè, ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó) ìåòðè÷åñêîé ïðîåê-
öèåé â êîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ B-ñòÿãèâàå-
ìûì ñòðîãèì ñîëíöåì.
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ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé, ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå) âàæíî, ÷òîáû îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ êîíóñà, ò. å.
÷òîáû ñóùåñòâîâàëè óíèâåðñàëüíûå äëÿ Ω ÷èñëà α ∈ (0; 1) è H ∈ (0;∞]
òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ Ω ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ V (l(p), H) ñ
âåðøèíîé â òî÷êå p, ðàñòâîðà απ, âûñîòîéH, îñüþ ñèììåòðèè l(p) ëåæàë
â Ω [1].

Â [2] áûëè îïðåäåëåíû α-äîñòèæèìûå îáëàñòè, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
îíè ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè ñ óñëîâèåì êîíóñà, ïðè ýòîì l(p) = −p.

Îïðåäåëåíèå 1. [2] Îáëàñòü Ω ⊂ Rn, 0 ∈ Ω, íàçûâàåòñÿ α�äîñòè-
æèìîé (îòíîñèòåëüíî 0), α ∈ [0; 1), åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ ∂Ω
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r = r(p) > 0, ÷òî êîíóñ

K+(p, α, r) =

{
x ∈ B n[p, r] :

(
x− p, p

‖p‖

)
≥ ‖x− p‖ cos

απ

2

}
⊂ Rn\Ω.

Îá α-äîñòèæèìûõ îáëàñòÿõ ñìîòðè òàêæå [3].
Ýòè îáëàñòè â ïëîñêîì ñëó÷àå (n = 2) âïåðâûå ââåëè J. Stankiewicz

[4�5], D. A. Brannan è W. E. Kirwan [6].
Òàê, íàïðèìåð, â [4�5] J. Stankiewicz ðàññìàòðèâàë êëàññ S1−α, ñî-

ñòîÿùèé èç (1 − α)�çâåçäîîáðàçíûõ, α ∈ [0; 1], àíàëèòè÷åñêèõ â åäè-
íè÷íîì êðóãå B = {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèé âèäà f(z) = a1z +
+a2z

2 + . . . , a1 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∣∣∣ arg
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣ < (1− α)π

2
∀z ∈ B,

è ïîêàçàë, ÷òî îáëàñòü Ω 6= C � α-äîñòèæèìà ⇐⇒ Ω = f(B), ãäå f �
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà S1−α.

Â [2] P. Liczberski è Â. Ñòàðêîâ îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà êëàññ
áèãîëîìîðôíûõ â îòêðûòîì åäèíè÷íîì åâêëèäîâîì øàðå BN , N ≥ 1,
ôóíêöèé f : BN −→ CN , òàêèõ, ÷òî f(0) = 0 è

Re {z∗(Df(z))−1f(z)} ≥ ‖z∗(Df(z))−1‖ · ‖f(z)‖ · sin απ
2
∀z ∈ BN ,

è äîêàçàëè, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè, îòîáðàæàþùèå BN íà α-äîñòèæè-
ìóþ îáëàñòü, îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè (íàñëåäóþò α-äîñ-
òèæèìîñòü), ò. å. åñëè r ∈ (0; 1), òî êàæäàÿ îáëàñòü f(rBN) � α-äîñ-
òèæèìà, α ∈ (0; 1).

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé f : C→ C, f(0) = 0,
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ â B, ñâîéñòâî âûïóêëîñòè èëè çâåçäîîáðàç-
íîñòè f(B) íå íàñëåäóåòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, âûäåëÿþò è ðàññìàòðèâà-
þò ïîäêëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè
(ñì. [7]).

34



Äàëåå äàäèì îïðåäåëåíèå p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì., íàïðèìåð [8]). Ôóíêöèÿ f ∈ C2p(B), p ∈ N, íà-
çûâàåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè ∆pf = 0 â B, ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Èçâåñòíî, ÷òî p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ â B ôóíê-
öèÿ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Φ(z) =

p∑
k=1

|z|2(k−1)Fp−k+1(z), (1)

ãäå ôóíêöèè Fp−k+1 = hp−k+1 + gp−k+1, k = 1, . . . , p, ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèìè, hp−k+1 è gp−k+1 àíàëèòè÷åñêèìè â B.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè-
÷åñêîé. Â ýòîì êëàññå p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàññìîòðèì ïîäêëàññ
ôóíêöèé, íàñëåäóþùèõ α-äîñòèæèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ,
Φ(0) = 0, JΦ(z) > 0, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå α-äîñòèæèìîé, α ∈ [0, 1), åñëè
äëÿ êàæäîãî r ∈ (0, 1) Φ îòîáðàæàåò Br = {z ∈ C : |z| ≤ r} íà α-
äîñòèæèìóþ îáëàñòü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Φ ÿâëÿåòñÿ p�ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â B âè-
äà (1), Φ(0) = 0, è JΦ(z) > 0 â B. Òîãäà Φ � âïîëíå α-äîñòèæèìà,
α ∈ [0, 1) ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî z ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

p∑
k=1

|z|2(k−1)Re {z(h′p−k+1Φ− g′p−k+1Φ)} ≥ sin
απ

2
· |Φ| · L1/2,

ãäå

L = Re 2

{
z

p∑
k=1

|z|2k−2(h′p−k+1 − g′p−k+1)

}
+

+Im 2

{
z

p∑
k=1

|z|2k−2(h′p−k+1 + g′p−k+1)

}
.

Êàê ñëåäñòâèå, îòñþäà ïîëó÷àåì êðèòåðèé ïîëíîé α-äîñòèæèìîñòè
äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ (p = 2), ãàðìîíè÷åñêèõ (p = 1), è àíàëèòè÷åñ-

êèõ (p = 1, g = 0)
(
óñëîâèå

∣∣∣arg
(
zΦ′(z)
Φ(z)

)∣∣∣ ≤ π
2 (1 − α), ñì. [4�6]

)
â B

ôóíêöèé, à òàêæå êðèòåðèé ïîëíîé çâåçäîîáðàçíîñòè (ñëó÷àé α = 0) äëÿ
p-ãàðìîíè÷åñêèõ, ãàðìîíè÷åñêèõ (p = 1) [2], è àíàëèòè÷åñêèõ (p = 1,

g = 0)
(
õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå çâåçäîîáðàçíîñòè Re

{
zΦ′(z)
Φ(z)

}
≥ 0

)
â B ôóíêöèé.
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Áóäåò îáñóæäàòüñÿ òî÷íîå íåðàâåíñòâî Íèêîëüñêîãî ìåæäó ðàâíî-
ìåðíîé íîðìîé è íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Lα,βq , 1 ≤ q < ∞, ñ âåñîì ßêîáè
(1 − t)α(1 + t)β àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå. Äëÿ îáîñíîâà-
íèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåí îáîáùåííûé ñäâèã, ïîðîæäåííûé âåñîì ßêî-
áè. Èçó÷åíî ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
íîðìà îïåðàòîðà ñäâèãà.

Äëÿ óëüòðàñôåðè÷åñêîãî âåñà òàêèå èññëåäîâàíèÿ îñóùåñòâëåíû â
ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðîâ [1].
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