
u1(x, t) = − 1

2πi

 ˆ

|λ|=r

+
∑
n≥n0

ˆ

γn

 [Rλϕ−R0
λϕ] cos ρt dλ.

Òåîðåìà 2. Åñëè q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), òî ðÿä (4)
ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïî x è t è äëÿ åãî ñóììû u(x, t) âåðíî u(x, 0) =
= ϕ(x) ïî÷òè âñþäó ïî x ∈ [0, 1]. Áîëåå òîãî, åñëè ϕh(x) èìååò òîò
æå ñìûñë, ÷òî è ϕ(x) â òåîðåìå 1, è ‖ϕh − ϕ‖p → 0 ïðè h → 0,
òî ðåøåíèå uh(x, t) çàäà÷è (1)�(3) äëÿ òàêîé ϕh(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, t)
â Lp[QT ] ïðè ëþáîì T > 0.

Òàêèì îáðàçîì, u(x, t) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè
ëþáîé ϕ(x) ∈ Lp[0, 1]. Ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
â QT , à ïðè èññëåäîâàíèè u0(x, t) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà
Êàðëåñîíà �Õàíòà î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿ-
äà Ôóðüå ôóíêöèé èç Lp[0, 1] ïðè 1 < p ≤ 2.

Óñëîâèÿ q(x) ∈ L[0, 1] è ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíû-
ìè äëÿ ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäà (4).
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0. (3)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü:

u(x, t) = 2
∞∑
1

1

nπ

tˆ

0

(f(ξ, τ), sinnπξ) sinnπx sin nπ(t− τ) dτ, (4)

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[0, 1].
Òåîðåìà 1. Åñëè êîìëåêñíîçíà÷íàÿ f(x, t) ∈ L2[QT ], ãäå QT =

= [0, 1] × [−T, T ] è T ëþáîå, òî ðÿä (4) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâ-
íîìåðíî ïî x, t ∈ QT è äëÿ åãî ñóììû u(x, t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

u(x, t) =

tˆ

0

dτ

x+t−τˆ

x−t+τ

Ô(η, τ) dη, (5)

ãäå Ô(η, τ) íå÷åòíà è 2-ïåðèîäè÷íà ïî η íà âñåé îñè è Ô(η, τ) = 1
2f(η, τ),

åñëè η ∈ [0, 1].
Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò
Òåîðåìà 2. Åñëè f(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ∈ [0, 1]

è íåïðåðûâíà âñþäó ïî t, ïðè÷åì

f(0, t) = f(1, t) = 0,

òî u(x, t) èç (5) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).
Ýòîò ðåçóëüòàò äðóãèì ñïîñîáîì ïîëó÷åí Â.À. ×åðíÿòèíûì [1, c. 51].

Òåîðåìà 3. Åñëè f(x, t) ∈ L2[QT ], ïðè ëþáîì T > 0, à fh(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, è

lim
h→0
‖fh(x, t)− f(x, t)‖L2[QT ] = 0,

òî
lim
h→0

max
x,t∈QT

|uh(x, t)− u(x, t)| = 0,

ãäå uh(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), êîãäà f(x, t) çà-
ìåíÿåòñÿ íà fh(x, t), à u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5).
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