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Âñþäó íèæå X � äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, B(x, r) � çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñà r, B̊(x, r) � îò-
êðûòûé øàð.

Íèæå ìû ñëåäóåì îïðåäåëåíèÿì, äàííûì â îáçîðå [1].
Ïóñòü k(τ), 0 6 τ 6 1, � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â ëèíåéíîì íîðìè-

ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Êðèâàÿ k(·) ìîíîòîííàÿ, åñëè f(k(τ)) ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïî τ äëÿ ëþáîãî f ∈ extS∗ (ãäå extS∗ �
ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê åäèíè÷íîé ñôåðû S∗ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà).

Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî ëèíåéíî
ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè èç M ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé
ìîíîòîííîé êðèâîé (äóãîé) k(·) ⊂ M . Ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî âñåãäà ýêñòðåìàëüíî ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî (ò.å. åãî ïåðåñå-
÷åíèå ñ ëþáûì ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðïîëîñ, ïîðîæäàåìûõ ýêñòðåìàëüíû-
ìè ôóíêöèîíàëàìè åäèíè÷íîé ñôåðû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà) ìî-
íîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíî. ×àñòíûì ñëó÷àåì áðóñà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûé
øàð.

Ïóñòü ∅ 6= M ⊂ X, x0 ∈ X, PM � îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè
íà M . Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM âíåøíå ðàäèàëüíî íåïðåðûâíà ñíè-
çó (ORL-íåïðåðûâíà) â òî÷êå x0 åñëè äëÿ ëþáîãî v0 ∈ PMx0 è ëþáî-
ãî îòêðûòîãî open ìíîæåñòâà W òàêîãî, ÷òî PMx0 ∩W 6= ∅, ñóùåñò-
âóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî PMx0 ∩ W 6= ∅ äëÿ êàæäîãî
x ∈ U ∩ {v0 + λ(x0 − v0) | λ > 1} (ñì. [2]). Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM
ORL-íåïðåðûâíà, åñëè îïåðàòîð PM ORL-íåïðåðûâåí â êàæäîé òî÷êå
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ïðîñòðàíñòâà X. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ìåòðè÷åñêàÿ ïðî-
åêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ORL-íåïðåðûâíîé. Îäíàêî îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ìîæåò
íàðóøàòüñÿ.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ LG-ìíîæåñòâîì (èëè ãëîáàëü-
íûì ìèíèìèçàòîðîì), åñëè äëÿ ëþáîãî x /∈M êàæäûé ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì ôóíêöèè Φx(y) = ‖y − x‖, y ∈ M , ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì; èíûìè
ñëîâàìè, èç òîãî, ÷òî y ∈ PM∩B(y,ε)x ñëåäóåò, ÷òî y ∈ PMx.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ∅ 6= M ⊂ X òî÷êà x ∈ X \M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
ñîëíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ PMx 6= ∅ (íàçûâàåìàÿ òî÷êîé
ñâåòèìîñòè) òàêàÿ, ÷òî

y ∈ PM
(
(1− λ)y + λx

)
äëÿ âñåõ λ > 0 (1)

(íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç òî÷êè y èñõîäèò ¾ñîëíå÷-
íûé¿ ëó÷, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x, äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî y ÿâëÿåòñÿ
áëèæàéøåé èç M).

Òî÷êà x ∈ X \ M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè
PMx 6= ∅ è óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ PMx. Åñëè
æå äëÿ x ∈ X \M óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ PMx,
òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ïðîòîñîëíå÷íîñòè (ïðè ýòîì,
â îòëè÷èå îò òî÷êè ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè, áëèæàéøàÿ òî÷êà y ê x íå
îáÿçàíà ñóùåñòâîâàòü).

Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñîëíöåì (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãèì
ñîëíöåì), åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X \ M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñîëíå÷-
íîñòè (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãîé ñîëíå÷íîñòè) äëÿ M . Çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ïðîòîñîëíöåì, åñëè êàæäàÿ òî÷-
êà x ∈ X \ M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîé ïðîòîñîëíå÷íîñòè. Âûïóêëîå
ìíîæåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðîòîñîëíöåì (âûïóêëîå ìíîæåñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ � ñòðîãèì ñîëíöåì).

Ñîëíöå (â îòëè÷èå îò ñòðîãîãî ñîëíöà; ñì. òåîðåìó A) íå îáÿçàíî áûòü
LG-ìíîæåñòâîì äàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Ìíîæåñòâî K̊(y, x) =
⋃
r>0 B̊

(
−ry+(r+1)x, (r+1)‖x−y‖

)
, ñîñòîÿùåå

èç ãîìîòåòè÷íûõ ðàçäóòèé øàðà B̊(x, ‖x−y‖) îòíîñèòåëüíî òî÷êè y, íà-
çûâàåòñÿ îïîðíûì êîíóñîì K̊(y, x) ê øàðó B(x, ‖x−y‖) â åãî ãðàíè÷íîé
òî÷êå y.

Òî÷êà y0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ëóííîé òî÷êîé [2], åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈
∈ P−1

M y0 è K̊(v0, x) ∩M 6= ∅ ñëåäóåò, ÷òî y0 ∈ K̊(y0, x) ∩M . Çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëóíîé [2, 3], åñëè âñå åãî òî÷êè ëóííûå. LG-ìíî-
æåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëóíîé.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ (MS )-ïðîñòðàíñòâîì [2, 3], åñëè â X
ëþáàÿ ëóíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðîòîñîëíöåì (ìíîæåñòâîì Êîëìîãîðîâà).
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Êëàññ (MS ) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïîëèýäðàëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñò-
ðàíñòâà, ïðîñòðàíñòâà C(Q) (Q � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî), C0(Q) (Q � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî) è
ïðîñòðàíñòâà òèïà `1(Γ).

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [1].
Òåîðåìà A. Ïóñòü ∅ 6= M ⊂ X çàìêíóòî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) M � ñòðîãîå ïðîòîñîëíöå;
2) ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM ORL-íåïðåðûâíà;
3) M � LG-ìíîæåñòâî;
4) M � ëóíà.

Òîãäà êàæäîå èç ïåðâûõ òðåõ óñëîâèé âëå÷åò ïîñëåäóþùåå. Â (MS)-
ïðîñòðàíñòâàõ âñå ÷åòûðå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èìïëèêàöèè 2)⇒3), 3)⇒4) òåî-
ðåìû À íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Âîïðîñ îá îáðàòèìîñòè èìïëèêàöèè
1)⇒2) îñòàåòñÿ îòêðûòûì íà÷èíàÿ ñ 1972 ã.

Ìû ïîêàçûâàåì îáðàòèìîñòü èìïëèêàöèè 1)⇒2) òåîðåìû À ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ìîíîòîííîé ëèíåéíî ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà.

Òåîðåìà 1. Ìîíîòîííî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ ORL-íåïðå-
ðûâíîé (â ÷àñòíîñòè, ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó) ìåòðè÷åñêîé ïðîåê-
öèåé â êîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ B-ñòÿãèâàå-
ìûì ñòðîãèì ñîëíöåì.
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