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Ôóíêöèè Óîëøà è èõ îáîáùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðàìè àääèòèâíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï Êàíòîðà è Âèëåíêèíà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ äàííîãî öåëîãî p ≥ 2 ãðóïïà Âèëåíêèíà Gp ñîñòîèò èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé x = (xj), ãäå xj ∈ {0, 1, . . . , p−1}, j ∈ Z, è òîëüêî êîíå÷íîå
÷èñëî xj ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ.
Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íà Gp îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå
ïî ìîäóëþ p :

(zj) = (xj)⊕ (yj) ⇐⇒ zj = xj + yj (mod p) äëÿ âñåõ j ∈ Z,
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à òîïîëîãèÿ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé íóëÿ:

Ul = {(xj) ∈ Gp : xj = 0 äëÿ âñåõ j ≤ l}, l ∈ Z.

Ãðóïïà Gp ëîêàëüíî êîìïàêòíà è ñàìîäâîéñòâåííà, ïðè÷åì îòíîøåíèå
äâîéñòâåííîñòè ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

χ(x, ω) = exp

2πi

p

∑
j∈Z

xj ω1−j

 , x, ω ∈ Gp.

Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ êàíòîðîâà ãðóïïà C èçîìîðôíà ãðóïïå G2. Ðàâåí-
ñòâî z = x 	 y îçíà÷àåò, ÷òî z ⊕ y = x (ïðè p = 2 îïåðàöèè ⊕ è 	
ñîâïàäàþò).

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè G = Gp è U = U0 (â ñëó÷àå p = 2 ïîäãðóï-
ïà U ãðóïïû G èçîìîðôíà êîìïàêòíîé êàíòîðîâîé ãðóïïå). Âûáåðåì
â G äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó H = {(xj) ∈ G : xj = 0 äëÿ j > 0} è îïðå-
äåëèì àâòîìîðôèçì A ∈ AutG ïî ôîðìóëå (Ax)j = xj+1, x = (xj) ∈ G.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà H/A(H) ñîäåðæèò p ýëåìåíòîâ è ÷òî
χ(Ax, ω) = χ(x,Aω) äëÿ âñåõ x, ω ∈ G. Îòîáðàæåíèå λ : G → [0,+∞)
îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

λ(x) =
∑
j∈Z

xjp
−j, x = (xj) ∈ G.

Îáðàçîì ïîäãðóïïû H ïðè îòîáðàæåíèè λ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë: λ(H) = Z+. Äëÿ êàæäîãî α ∈ Z+ ÷åðåç h[α] îáî-
çíà÷èì ýëåìåíò èç H òàêîé, ÷òî λ(h[α]) = α; â ÷àñòíîñòè, h[0] ñîâïàäàåò
ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì ãðóïïû G. Ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ãðóïïû G ìîãóò
áûòü çàäàíû ðàâåíñòâîì

Wα(x) = χ(x, h[α]), α ∈ Z+, x ∈ G.

Ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà G è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì îðòîãî-
íàëüíîñòè

ˆ
U

Wα(x)Wβ(x)dµ(x) = δα,β, α, β ∈ Z+,

ãäå δα,β � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðè α ≤ pn− 1 ôóíê-
öèÿ Wα ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ

Un, s = A−n(h[s])⊕ A−n(U), 0 ≤ s ≤ pn − 1.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Âèëåíêèíà �Êðåñòåíñîíà ïåðåâîäèò
äàííûé âåêòîð (b0, b1, . . . , bpn−1) â âåêòîð (a0, a1, . . . , apn−1), êîìïîíåíòû
êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
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aα =
1

pn

pn−1∑
s=0

bsWα(A−nh[s]), 0 ≤ α ≤ pn − 1. (1)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

bs =

pn−1∑
α=0

aαWα(A−nh[s]), 0 ≤ s ≤ pn − 1. (2)

Ñóùåñòâóþò áûñòðûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè ýòèõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, [1, c. 256]).

Ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(G) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìåðå Õààðà µ, çàäàííîé
íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ â G è íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì µ(U) = 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈· , ·〉 è ‖ · ‖ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â L2(G),
à ÷åðåç f̂ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f . Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(G)

èìåååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ 〈f̂ , ĝ 〉 = 〈f, g〉.
Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà Ψ := {ψ(1), . . . , ψ(r)} ⊂ L2(G), r ≥ p − 1,

ñèñòåìà âñïëåñêîâ X(Ψ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X(Ψ) := {ψ(ν)
j,k : 1 ≤ ν ≤ r, j ∈ Z, k ∈ Z+},

ãäå
ψ

(ν)
j,k (x) = pj/2ψ(ν)(Ajx	 h[k]), x ∈ G.

Ñèñòåìà X(Ψ) íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ L2(G), åñëè äëÿ âñåõ
f ∈ L2(G) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∑

j∈Z

∑
k∈Z+

r∑
ν=1

|〈f , ψ(ν)
j,k 〉|

2 = ‖f‖2.

Îñíîâîïîëàãàþùèå ôàêòû òåîðèè âñïëåñêîâûõ ôðåéìîâ ñîäåðæàòñÿ
â [3]. Ïåðâûå ïðèìåðû ôðåéìîâ íà êàíòîðîâîé ãðóïïå C ïîñòðîåíû â [4].
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîíñòàíòû â äèàäè÷åñêîì ïðèíöèïå íåîïðåäåëåí-
íîñòè ïîëó÷åíî [5] íà îäíîì èç ýòèõ ôðåéìîâ. Ïðèâåäåì àëãîðèòìû ïî-
ñòðîåíèÿ ôðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ íà ãðóïïå G, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå óíè-
òàðíîãî ïðîäîëæåíèÿ è íåäàâíèõ ðåçóëüòàòàõ èç [6]. Ýëåìåíòû δl ∈ U
îïðåäåëèì óñëîâèåì λ(δl) = l/p, ãäå l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Àëãîðèòì À.

• Øàã 1. Âûáðàòü ÷èñëà bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1, òàêèå, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 = 1, (3)

ãäå 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1.
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• Øàã 2. Âû÷èñëèòü aα, 0 ≤ α ≤ pn−1, ïî ôîðìóëàì (1) è îïðåäåëèòü
ïîëèíîì Óîëøà

m0(ω) =

pn−1∑
α=0

aαWα(ω). (4)

• Øàã 3. Íàéòè ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(G) òàêóþ, ÷òî

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(A
−jω), ω ∈ G.

• Øàã 4. Íàéòè ïîëèíîìû Óîëøà

mν(ω) =

pn−1∑
α=0

a(ν)
α Wα(ω), 1 ≤ ν ≤ p− 1,

òàêèå, ÷òî ìàòðèöà
m0(ω) m1(ω) . . . mp−1(ω)

m0(ω ⊕ δ1) m1(ω ⊕ δ1) . . . mp−1(ω ⊕ δ1)

. . . . . . . . . . . .

m0(ω ⊕ δp−1) m1(ω ⊕ δp−1) . . . mp−1(ω ⊕ δp−1)


óíèòàðíà ïðè êàæäîì ω ∈ G.

• Øàã 5. Îïðåäåëèòü ôóíêöèè ψ(1), . . . , ψ(p−1) ïî ôîðìóëàì

ψ(ν)(x) = p

pn−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(Ax	 h[α]), 1 ≤ ν ≤ p− 1.

Àëãîðèòì Â.

• Øàã 1. Âûáðàòü ÷èñëà bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1, òàêèå, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 ≤ 1, (5)

ãäå 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1.

• Øàãè 2 è 3 êàê â àëãîðèòìå À.

• Øàã 4. Äëÿ äàííîãî r ≥ p íàéòè ïîëèíîìû Óîëøà

mν(ω) =

pn−1∑
α=0

a(ν)
α Wα(ω), 1 ≤ ν ≤ r,
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òàêèå, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû


m0(ω) m1(ω) . . . mr(ω)

m0(ω ⊕ δ1) m1(ω ⊕ δ1) . . . mr(ω ⊕ δ1)

. . . . . . . . . . . .

m0(ω ⊕ δp−1) m1(ω ⊕ δp−1) . . . mr(ω ⊕ δp−1)


ïðè êàæäîì ω ∈ G îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó.

• Øàã 5. Îïðåäåëèòü ôóíêöèè ψ(1), . . . , ψ(r) ïî ôîðìóëàì

ψ(ν)(x) = p

pn−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(Ax	 h[α]), 1 ≤ ν ≤ r,

èëè, â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, ïî ôîðìóëàì

ψ̂(ν)(ω) = mν(A
−1ω)ϕ̂(A−1ω), 1 ≤ ν ≤ r.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñïëåñêîâ Ψ = {ψ(1), . . . , ψ(r)} îïðåäå-
ëåíî äëÿ r = p− 1 ïî àëãîðèòìó À è äëÿ r ≥ p ïî àëãîðèòìó Â. Òîãäà
ñèñòåìà X(Ψ) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ L2(G).

Ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîãî àëãîðèòìà êî âòîðîìó ìíîæåñòâî èñõîäíûõ
âåêòîðîâ (b0, b1, . . . , bpn−1) ðàñøèðÿåòñÿ (ñðàâíèòå (3) è (5)), ÷òî êîìïåí-
ñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âñïëåñêîâ ψ(1), . . . , ψ(r). Êîððåêòíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ ∈ L2(G) íà øàãå 3 àëãîðèòìà Â ñëåäóåò èç [6, òåîðåìà
11]. Ïîñêîëüêó ϕ̂(ω) = m0(A

−1ω)ϕ̂(A−1ω), ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) = p

pn−1∑
α=0

aαϕ(Ax	 h[α]), x ∈ G, (6)

à ïîëèíîì (4) ÿâëÿåòñÿ ìàñêîé óðàâíåíèÿ (6).
Èç ôîðìóë (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî bs = m0(A

−nh[s]) äëÿ s = 0, 1,. . . ,
pn−1. Äëÿ çíà÷åíèé bs ìàñêè m0 ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (6) óñëî-
âèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû H-ñäâèãîâ
ðåøåíèÿ ϕ ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [8, ïðåäëîæåíèå 3.2]). Áîëåå òîãî, ñîãëàñ-
íî [8, ñ.210], åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (3) ïîòðåáîâàòü, ÷òî bj 6= 0
ïðè 0 ≤ j ≤ pn−1−1 (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî m0(A

−1ω) 6= 0 ïðè ω ∈ U), òî ðå-
øåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (6) ïîðîæäàåò êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç â L2(G) è
àëãîðèòì À ïðèâîäèò ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó âñïëåñêîâ â L2(G)
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(ñðàâíèòå ñ àëãîðèòìàìè â [9] è [10]). Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ áàçèñîâ â L2-ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïåðèîäîì N = pn ïî âåêòîðàì (b0, b1, . . . , bpn−1),
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (3), èçëîæåí â [11]. Îáîáùåíèÿ íà áèîðòîãî-
íàëüíûé ñëó÷àé äàíû â [9] è [12], à îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ïåðèîäè÷åñêèõ
âñïëåñêîâ íà ãðóïïå G, äîïîëíÿþùèå ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ïåðèîäè-
çàöèè, ïðèâåäåíû â [13].

Ïðè ïîñòðîåíèè ôðåéìîâ ñèñòåìà H-ñäâèãîâ ðåøåíèÿ ϕ ìàñøòàáè-
ðóþùåãî óðàâíåíèÿ (6) ìîæåò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìîé. Â îáùåì ñëó-
÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ϕ̂(ω) íà øàãå 3 àëãîðèòìîâ À è Â ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.18) èç [8]. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè
øàãà 4 â àëãîðèòìàõ À è Â óêàçàíû â [6] è [9]. Èçâåñòíî [6, � 5], ÷òî â
ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ñîáîëåâà W 2

m(G) ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëó÷åííûì ôðåé-
ìàì èìåþò ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Îñîáåííî ïðîñòûå
ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïî ôðåéìàì íà ãðóïïå G, äëÿ êîòîðûõ ìàñøòà-
áèðóþùèå ôóíêöèè ϕ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ôóíêöèé Óîëøà (ñì. [7, òåîðåìà 3.9]). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíÿåìûå
äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ äèñêðåòíûå âñïëåñêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû ïî ëþáîìó íàáîðó âåêòîðîâ (b0, b1, . . . , bpn−1), óäîâëå-
òâîðÿþùåìó óñëîâèÿì (3) èëè (5), è äëÿ íåêîòîðûõ ñèãíàëîâ ðåøåíà
çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âûáîðå òàêèõ íàáîðîâ ïî ýíòðîïèéíîìó è èíûì
êðèòåðèÿì (ñì. áèáëèîãðàôèþ â [7]).
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ÓÄÊ 517.98

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÒÅÍÇÎÐÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ
ÍÀÏÐÀÂËÅÍÍÎÑÒÅÉ1

Ä.Â. Ôóôàåâ (Ìîñêâà, ÐÔ)
fufaevdv@rambler.ru

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, à îïåðàòîð T äåéñòâó-
åò èç L0(X,µ) â L0(X,µ). Íàçîâåì T âûïóêëûì, åñëè èç ñóùå-
ñòâîâàíèÿ Tf1 è Tf2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå T (f1 + f2) è ïðè ýòîì
|T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëûé îïå-
ðàòîð T èìååò ñëàáûé òèï (1, 1) ñ êîíñòàíòîé C, åñëè äëÿ ëþáîãî λ > 0 è
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ{x ∈ X : |Tf(x)| > λ} ≤ C

λ
||f ||L1(X,µ).

Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Õàðäè �Ëèòòëüâóäà).
Ïóñòü µ(X) < ∞, f ∈ L1(X), f · ln(f + 1) ∈ L1(X), f ≥ 0,

T � îïåðàòîð ñëàáîãî òèïà (1, 1) è çàäàíî ε > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
γ > 0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Xγ ⊂ X òàêîå, ÷òî µ(Xγ) > µ(X) − γ è
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ˆ

Xγ

|Tf(x)|dµ(x) ≤ A

ˆ

Xγ

f(x) · ln(f(x) + 1)dµ(x) +B

ˆ

Xγ

f(x)dµ(x) + ε,

ãäå A è B ñóòü êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò ε, íî íå îò f .

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòî íåðàâåíñòâî êàê ïðàâèëî ñëåäóåò íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îáùåãî âèäà îïåðàòîðà, ïðè÷åì ñ k = γ = 0.

Ïîðîé â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå âîçíèêàþò ïðèáëèæåíèÿ íå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ îïåðàòîðîâ, à ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ, êîòîðûå îáðàçó-
þò ëèøü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00417).
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