
à)
∂

∂x
A(x, t)

∣∣∣
t=x

= 0; á) A(x, x) ≡ 1; â) α2 − 1 6= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé

f(x) ∈ L[0, 1] è ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

lim
r→∞

max
δ≤x≤1−δ

∣∣∣Sr(f, x)− σr|√α2−1|(Φ, x)
∣∣∣ = 0,

ãäå Φ(x) =
α√
α2 − 1

f(x)− 1√
α2 − 1

f(1−x), Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöè-
ÿì îïåðàòîðà A äëÿ òåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòîðûõ
|λk| < r, σr|

√
α2−1|(Φ, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå ôóíêöèè Φ(x) äëÿ òåõ íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ
1√

α2 − 1
2kπ < r,

r òàêîâî, ÷òî {λ ∈ C \ |λ| = r, 0 ≤ arg λ ≤ 2π} ⊂ Sδ0.

Çäåñü Sδ0 � îáëàñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ èç λ-ïëîñêîñòè
íóëåé íåêîòîðûõ ôóíêöèé âìåñòå ñ èõ δ0-îêðåñòíîñòÿìè.
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È ÓÍÈÔÎÐÌÈÇÀÖÈß ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÒÎÐÎÂ1

Ñ.Ð. Íàñûðîâ (Êàçàíü, ÐÔ)
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1. Ïîâåðõíîñòè ðîäà íóëü. Â [1] íàìè áûë ïðåäëîæåí ïðèáëèæåí-
íûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìà, óíèôîðìèçèðóþùåãî çàäàííóþ ðèìà-
íîâó ïîâåðõíîñòü S1 íàä ñôåðîé Ðèìàíà. Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî S(t), 1 ≤ t ≤ 1, n-
ëèñòíûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü, êîòîðûå èìå-
þò íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé òî÷êó âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà (n − 1)
òàêîå, ÷òî: 1) äëÿ ïîâåðõíîñòè S(0) èçâåñòåí óíèôîðìèçèðóþùèé åå ïî-
ëèíîì P0; 2) S(1) = S1; 3) êðàòíîñòè òî÷åê âåòâëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00351).
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íàä êîíå÷íîé ÷àñòüþ ïëîñêîñòè, ðàâíû çàäàííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì
mj, 1 ≤ j ≤ N , ãäå N è mj íå çàâèñÿò îò t (ñëåäîâàòåëüíî îíè îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ïîâåðõíîñòè S1). Òàêîå ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíî ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìû Pt(z) = P (z, t), óíèôîðìèçèðó-
þùèå S(t), èìåþò âèä

Pt(z) = n

ˆ z

0

N−1∏
l=1

(ξ − al(t))mldξ + P (0, t), (1)

ãäå al(t) � èõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Â ñèëó 1), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìà P0; òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷å-
íèÿ

al(0) = a0
l (2)

íàì èçâåñòíû.
Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ al(t), 0 < t ≤ 1, íåèçâåñòíû, â ñèëó òîãî, ÷òî ïî-

âåðõíîñòè S(t) çàäàíû, ìû çíàåì ïðîåêöèè èõ òî÷åê âåòâëåíèÿ íà ïëîñ-
êîñòü, ò. å. çàâèñèìîñòè Al(t) = Pt(aj(t)). Â [1] âûâåäåíà ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ al(t) ïî çàäàííûì Al(t). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà ïðîåêöèÿ îäíîé èç òî-
÷åê âåòâëåíèÿ íåïîäâèæíà, ñêàæåì, AN−1(t) = 0 è aN−1(t) = 0; ýòîãî
ëåãêî äîáèòüñÿ ñäâèãàìè. Òàêèì îáðàçîì, â (5) èìååì P (0, t) = 0.

Òåîðåìà 1 [1]. Ôóíêöèè al(t), 0 ≤ t ≤ 1, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

nȧl
al

=
H

(ml)
l (al)

ml!
Ȧl +

N−2∑
k=1,k 6=l

G
(mk−1)
kl (ak)

(mk − 1)!
Ȧk, 1 ≤ l ≤ N − 2, (3)

ãäå

Hl(x) =
1

x
∏N−1

j=1,j 6=l(x− aj)mj

, Gkl(x) =
Hk(x)

x− al
.

Êàê îáû÷íî, òî÷êà ñâåðõó îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåò-
ðó t.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé al(t) äîñòà-
òî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).
Çíà÷åíèÿ al(1) äàäóò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìà âèäà (1), óíèôîðìè-
çèðóþùåãî S1.

2. Ïîâåðõíîñòè ðîäà îäèí. Ñëó÷àé ïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà äëÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ðîäà îäèí (êîìïëåêñíûõ òîðîâ). Êàê è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ðîäà
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íóëü, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî n-ëèñòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé S(t) íàä ñôåðîé, èìåþùèõ òî÷êó âåòâëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà
(n− 1) íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé. Ýòî ñåìåéñòâî óíèôîðìèçèðó-
åòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè f(z, t). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîîáðàç
òî÷êè âåòâëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäè-
íàò è îäíà èç òî÷åê âåòâëåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ íàä íà÷àëîì êîîðäèíàò; åå
ïðîîáðàç íèæå îáîçíà÷åí ÷åðåç a0.

Ñíà÷àëà îïèøåì ñëó÷àé, êîãäà îñòàëüíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ, çà èñêëþ-
÷åíèåì îïèñàííîé âûøå, � ïðîñòûå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àíîíñèðî-
âàíû â [2]. Ôóíêöèè f(z, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z, t) = c(t)

ˆ z

a0(t)

n∏
l=0

σ(ξ − al(t))

σn+1(ξ)
dξ, (4)

ãäå òî÷êè a0(t) ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
n∑
k=0

ak(t) = 0. Çäåñü σ(z) � σ-

ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ñ ïåðèîäàìè ω1 è ω2, êîòîðûå çàâèñÿò îò ïà-
ðàìåòðà t. Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïëîñêîñòè z, ìû ìîæåì
äîáèòüñÿ, ÷òîáû îäèí èç ïåðèîäîâ, ñêàæåì, ω1 íå çàâèñåë îò ïàðàìåòðà
t. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω1 ≡ 1.

Ïðè âûâîäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ â (4) íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè lnσ(z) = ln σ(z;ω1, ω2) ïî ïåðèîäó ω2. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû
ïðèâåäåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ω1, ïðè÷åì äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ïåðèîäîâ ω1 è ω2. Ïðè ýòîì, äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, êàê ýòî
ïðèíÿòî â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû íå áóäåì óêàçûâàòü ÿâíî
èõ çàâèñèìîñòü îò ïåðèîäîâ ω1 è ω2.

Òåîðåìà 2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂ lnσ(z)

∂ω1
= − 1

2πi

[
1

2
ω2[P(z)− (ζ(z))2] + η2(zζ(z)− 1) + ω2

g2

24
z2

]
,

∂ lnσ(z)

∂ω2
=

1

2πi

[
1

2
ω1[P(z)− (ζ(z))2] + η1(zζ(z)− 1)− ω1

g2

24
z2

]
.

Çäåñü P(z) è ζ(z) � P- è ζ-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, ηk = 2ζ(ωk)/2,
k = 1, 2, g2 = 60

∑′ 1
(mω1+nω2)4 � èíâàðèàíò Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 3 [2]. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè al(t), ñîìíîæèòåëü c(t) â (4)
è ïåðèîä ω2(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé:

ȧl =
∑
k 6=l

Ȧk

Dk

[
ζ(ak − al)− ζ(ak) + η1al

]
−
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− Ȧl

Dl

∑
s6=l

ζ(al − as)− η1al − nζ(al)

 , 0 ≤ l ≤ n,

ċ/c = −
n∑
j=0

[
ζ(aj)ȧj + ω̇2

∂ lnσ(aj)

∂ω2

]
+ n

n∑
k=1

Ȧk

Dk
[P(ak) + η1], (5)

ω̇2(t) = 2πi
n∑
j=1

Ȧj

Dj
, ãäå Dk = c

n∏
j=0,j 6=k

σ(ak − aj)

σn+1(ak)
.

Ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïóòåì ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (5), îïèñàííîé â òåîðåìå 3, ìîæíî
áûñòðî è ñ î÷åíü õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ôóíêöèé,
óíèôîðìèçèðóþùèõ çàäàííûå êîìïëåêñíûå òîðû íàä ñôåðîé Ðèìàíà ñ
ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

3. Ïîâåðõíîñòè ðîäà îäèí. Ñëó÷àé êðàòíûõ òî÷åê âåòâëå-
íèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé òî÷åê âåòâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êðàòíî-
ñòè. Âìåñòî (4) èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óíèôîðìèçèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé:

f(z, t) = c(t)

ˆ z

α0(t)

N∏
j=0

σ(ξ − αj(t))mj

σn+1(ξ)
dξ, (6)

ãäå
N∑
j=0

mj = n+ 1.

Êàê è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü [1], ìîæíî âûâåñòè ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëü-
íûé â ñèñòåìå (5) äëÿ ïàðàìåòðîâ ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì âìåñòî (6) ïðåäñòàâëåíèå (4) è îñóùåñòâèì â íåì ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä ïðè

a0, . . . , am1−1 → α0; am1
, . . . , am1+m2−1 → α1; . . .

. . . ; an−mN+1, . . . , an → αN .

Òî÷íî òàêîé æå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äåëàåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòå-
ìû (5), ñ÷èòàÿ, ÷òî A0 = . . . = Am1−1, Am1

= . . . = Am1+m2−1, . . .
. . . , An−mN+1 = . . . = An. Â ñèëó òåîðåìû 3 ïàðàìåòðû â ïðåäñòàâëå-
íèè (4) óäîâëåòâîðÿþò (5). Çàìåòèì, ÷òî ñïåöèôèêà ñèñòåìû (5) òàêîâà,

198



÷òî â åå ïðàâûå ÷àñòè âõîäÿò âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè âèäà

∆k(ϕ;σ;x1, . . . , xk+1) :=
k∑
j=1

ϕ(xj)∏
s6=j σ(xj − xs)

è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå; çäåñü x1, . . . , xk+1 ñîâïàäàþò ñ íàáîðàìè òåõ
òî÷åê ak, êîòîðûå íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàþòñÿ ïðè îïèñàííîì âûøå ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå, â êà÷åñòâå ϕ âûñòóïàþò âïîëíå îïðåäåëåííûå ôóíê-
öèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé (5). Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
èçó÷èòü âîïðîñ î ïðåäåëàõ îáîáùåííûõ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé

∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1) :=
k∑
j=1

ϕ(xj)∏
s6=j g(xj − xs)

,

ïðè x1, x2, . . . , xk+1 → x, ãäå ôóíêöèÿ g äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå g(x) = x îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè
∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1) ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè è äëÿ Ck-ãëàäêèõ ôóíê-
öèé ϕ ïðåäåë èõ ïðè x1, x2, . . . , xk+1 → x ðàâåí ϕk(x)/k!.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ϕ(τ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è k ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ïóñòü g(τ) �
íå÷åòíàÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ
ôóíêöèÿ, ïðè÷åì g(τ) ∼ τ , τ → 0. Òîãäà îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàç-
íîñòè ∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1) ïðè x1, . . . , xk+1 → x, ñòðåìÿòñÿ ê

1

k!
ϕ(k,g)(x), ãäå ϕ(k,g)(x) :=

dk

dτ k

(
τ k+1ϕ(x+ τ)

g(τ)k+1

)∣∣∣∣
τ=0

.

Åñëè ôóíêöèè ϕ è g, ê òîìó æå, (k+1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû â îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè x è òî÷êè 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðåäåë
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂∆k(ϕ; g;x1, . . . , xk+1)/∂x1 ïðè x1, . . . , xk+1 → x
ðàâåí

1

(k + 1)!
ϕ(k+1,g)(x) +

1

(k − 1)!

dk−1

dτ k−1

(
τ k(g′(τ)− 1)ϕ(x+ τ)

g(τ)k+2

)∣∣∣∣
τ=0

.

Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè τ = 0 ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëû ýòèõ ïðî-
èçâîäíûõ ïðè τ → 0.

Òåîðåìà 4 ïîçâîëÿåò â äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîì âèäå çàïèñàòü ïðàâûå
÷àñòè èñêîìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ â (6).
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ÂÀÐÈÀÍÒÛ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÔÀÇÎÂÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÛ1
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Ðåøåíèåì äèñêðåòíîé ôàçîâîé ïðîáëåìû çàíèìàþòñÿ â ïîñëåäíåå äå-
ñÿòèëåòèå ìíîãèå èññëåäîâàòåëè è íàó÷íûå ãðóïïû. Â ðàáîòå [1] ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè ïî-
ñòàíîâîê è ðåøåíèé âîçíèêàþùèõ â ýòîì íàïðàâëåíèè çàäà÷. Ýòî ïðåä-
âàðèòåëüíûé âàðèàíò ñòàòüè è â íåì îñòàåòñÿ ìíîãî ìåñò, òðåáóþùèõ
äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé.

Ïóñòü HM îáîçíà÷àåò îäíî èç ïðîñòðàíñòâ RM èëè CM . Âåêòîðû a =
= (a1, a2, . . . , aM) è b = (b1, b2, . . . , bM) èìåþò, ïî îïðåäåëåíèþ, îäèíàêî-
âûå ôàçû, åñëè äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M èìååì

ph(ai) = ph(bi).

Êàæäóþ èç êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåì â ïîëÿðíîé ôîðìå ai = |ai| eiph(ai).
×èñëî 0 íå èìååò ôàçû, ïîýòîìó, åñëè a è b èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, òî
ai = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi = 0.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ôàçîâîé ïðîáëåìû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Φ = {ϕi}Ni=1 � íàáîð âåêòîðîâ â HM (ñîîò-

âåòñòâåííî, {Pi}Ni=1 � íàáîð îðòîïðîåêòîðîâ â HM) è ïóñòü äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ HM âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

|〈x, ϕi〉| = |〈y, ϕi〉| , i = 1, . . . , N.

(ñîîòâåòñòâåííî, ‖Pix‖ = ‖Piy‖, i = 1, . . . , N).
1. Åñëè îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà θ ñ |θ| = 1 òàêîãî, ÷òî x

è θy èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, òî ãîâîðÿò, ÷òî Φ âîññòàíàâëèâàåò ôàçû
(phase retrieval) (ñîîòâåòñòâåííî, {Pi}Ni=1 âîññòàíàâëèâàåò ôàçû).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ
áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ, ïðîåêò � 204
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