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Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû Õààðà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (çàäà÷è Êîøè, êðàåâûõ çàäà÷ è ò.ä.) íå íîâà è
ðàññìàòðèâàëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1] è [2]. Îäíàêî, â ýòèõ ðàáîòàõ
ïî ôóíêöèÿì Õààðà ðàñêëàäûâàëîñü ñàìî ðåøåíèå, â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíè-
êàëà íåîáõîäèìîñòü â ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Èíîé ïîäõîä áûë ïðåä-
ëîæåí â ñòàòüå [3], êîãäà â ðÿä ðàçëàãàëàñü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à ñàìî ðåøåíèå áûëî
ïðåäñòàâëåíî â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñïëàéíîâ âòîðîé ñòåïåíè. Äàí-
íûé ïîäõîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòå [4], ãäå áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà{

y′ + a(x)y = b(x), 0 ≤ x ≤ 1,

y(0) = y0.
(1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a(x), b(x) ∈ C[0, 1] - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå yn(x) çàäà÷è (1), ïðåäñòàâëÿÿ

åãî ïðîèçâîäíóþ â âèäå ïîëèíîìà ïî ñèñòåìå Õààðà {χn}∞n=0 ïîðÿäêà íå
âûøå 2n:

y′n(x) =
2n−1∑
k=0

ŷn,kχk(x) =
2n−1∑
k=0

yn,kχ(k2−n,(k+1)2−n).

Âîññòàíîâèì ôóíêöèþ yn(x) ïî åå ïðîèçâîäíîé:

yn(x) = y0 + 2−n
k−1∑
j=0

yn,j + yn,k(x− k2−n), k2−n ≤ x ≤ (k + 1)2−n,
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ãäå k = 0, . . . , 2n−1. Ôóíêöèÿ yn(x) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñ óçëàìè
â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ k2−n. Ôèêñèðóåì íàáîð ïðîìåæóòî÷íûõ
òî÷åê xn,k = (k + θn,k)2

−n, 0 < θn,k < 1, k = 0, . . . , 2n − 1. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû ôóíêöèÿ yn(x) óäîâëåòâîðÿëà äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1)
íà ìíîæåñòâå òî÷åê {xn,k}2n−1

k=0 . Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

y′n(xn,k) + a(xn,k)yn(xn,k) = b(xn,k), k = 0, . . . , 2n − 1.

Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé yn(x) è y′n(x) è îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêî-
ñòè an,k = a(xn,k) è bn,k = b(xn,k) áóäåì èìåòü

yn,k + an,k

(
y0 + 2−n

k−1∑
j=0

yn,j + yn,kθn,k2
−n
)

= bn,k, k = 0, . . . , 2n− 1. (2)

Óïðîñòèì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (2) ïóòåì ïðèâåäåíèÿ èõ ê ñëå-
äóþùåìó âèäó

zn,k + an,k

(
y0 + 2−n

k−1∑
j=0

zn,j

)
= bn,k, k = 0, . . . , 2n − 1. (3)

Èç óðàâíåíèé (3) âåëè÷èíû {zn,k}2n−1
k=0 îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî è îä-

íîçíà÷íî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Ïóñòü ôóíêöèè zn(x) è z′n(x) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ïàðà yn(x)

è y′n(x), ò.å. â ïðåäñòàâëåíèè ïîñëåäíèõ âåëè÷èíû yn,k çàìåíåíû íà zn,k.
Ôóíêöèþ zn(x) íåòðóäíî îïðåäåëèòü èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-

íèé (3) ïî âõîäíûì èíòåðïîëÿöèîííûì è íà÷àëüíûì äàííûì: {an,k}2n−1
k=0 ,

{bn,k}2n−1
k=0 è y0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è (1):

C = |y0| ‖a‖+ ‖b‖, Ωn = |y0|ω(a, 1
2n ) + ω(b, 1

2n ), Ω∗n = ω(a, 1
2n ) + ‖a‖

2n ,

ãäå ‖f‖ = sup
0≤x≤1

|f(x)| è ω(f, δ) = sup|x1−x2|≤δ |f(x1) − f(x2)| � ðàâíî-

ìåðíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, à òàêæå õàðàêòåðèñòèêè ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé

Yn = max
0≤k<2n

|yn,k|, Zn = max
0≤k<2n

|zn,k|, ∆n = max
0≤k<2n

|yn,k − zn,k|.

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Zn ≤ Ce‖a‖, n = 1, 2, . . . ,
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è

∆n ≤
2C‖a‖e3‖a‖

2n
, n ≥ log2 ‖a‖+ 1.

Èç ëåììû âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé yn(x) è èõ
ïðîèçâîäíûõ, ïîñêîëüêó

Yn ≤ Zn +∆n ≤ Ce‖a‖(1 +O(2−n)).

Îáîçíà÷èì y(x) òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖y′ − z′n‖ ≤ e‖a‖(Ωn + Ce‖a‖Ω∗n). (4)

Íåðàâåíñòâî (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

‖y′ − z′n‖ = O
(
ω(a, 1

2n ) + ω(b, 1
2n ) + 1

2n

)
, n = 1, 2, . . . .

Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ íîðìû ‖y′ − y′n‖ äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîñòîÿííûå â O-ñîîòíîøåíèÿõ çàâèñÿò îò âåëè÷èí
‖a‖, ‖b‖ è |y0|.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà äëÿ óêëîíåíèÿ ‖y−zn‖ ïîâòîðÿåò îöåí-
êó (4). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óëó÷øåíèÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè, êàê ýòî
èìååò ìåñòî äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ, â íàøåì ñëó÷àå íå ïðîèñ-
õîäèò.

Ïî ðåçóëüòàòàì äàííûõ èññëåäîâàíèé íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëíî-
ñòüþ ïîäòâåðæäàþò ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ.
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