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Â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ êðèïòîãðàôèè çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò
áóëåâû ôóíêöèè. Ãèïåð-áåíò-ôóíêöèè (ÃÁÔ) � ýòî ñïåöèàëüíûé êëàññ
áóëåâûõ ôóíêöèé, âïåðâûå îïèñàííûé â ðàáîòå [1]. Äàííûé êëàññ ôóíê-
öèé îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êëàññ
ãèïåð-áåíò-ôóíêöèé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ êðèïòîãðàôèè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèçà êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïîñòðî-
åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íûõ ïîëåé, ÷àñòî âîçíè-
êàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: íàéòè ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåíèå íåêîòîðîé
ôóíêöèè, çàäàííîé íà êîíå÷íîì ïîëå, â îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå ôóíê-
öèé � êëàññå ïðèáëèæåíèé [2].

Ìíîãèìè àâòîðàìè èçó÷àëñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ëó÷øåãî ïðèáëèæå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè â êëàññå àôôèííûõ ôóíêöèé. Êàê
èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè îò
n ïåðåìåííûõ ñî çíà÷åíèÿìè åå ëó÷øåé àôôèííîé àïïðîêñèìàöèè íå
ìåíüøå âåëè÷èíû 1

2 + 2−
n
2−1 [2]. Ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà îáðà-

ùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, áûëè íàçâàíû ¾áåíò-ôóíêöèÿìè¿ [3].
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, âîç-

ìîæíî ðàññìîòðåíèå èõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé íàä ïîëåì GF(2n). Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé àïïàðàò [4]. Â ðàáîòå [5] äëÿ îäíîãî
èç òàêèõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ïðèâåäåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå â áàçèñå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà GF(2n)GF(2)¿. Â òîì
æå èññëåäîâàíèè [5] èçó÷àëñÿ êëàññ, òàê íàçûâàåìûõ, ñîáñòâåííûõ ìîíî-
ìèàëüíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ïðèâåäåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè â áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà GF(2n)GF(2), äâîéñòâåííîì ê íåêîòîðîìó ïîëèíîìèàëüíîìó
áàçèñó. Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîì êëàññå äëÿ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåí-
íûõ ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè íå âûøå n

2 − 1 ñóùåñòâóåò áîëåå òî÷íîå ïðè-
áëèæåíèå, ÷åì â êëàññå ëèíåéíûõ ôóíêöèé [5]. Â ðàáîòå [1] Éîçåôîì è
Ãîíãîì ïîñòðîåí òàêîé êëàññ îòîáðàæåíèé èç ïîëÿ GF(2n) â ïîëå GF(2),
êîòîðûé íàèõóäøèì îáðàçîì ïðèáëèæàåòñÿ êàê ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè,
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òàê è ñîáñòâåííûìè ìîíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ïî-
ëó÷èëè íàçâàíèå ¾ãèïåð-áåíò-ôóíêöèè¿ [1, 5].

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü Fn � ìíîæåñòâî âñåõ îòîá-
ðàæåíèé èç ïîëÿ GF(2n) â ïîëå GF(2). Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè F ∈ Fn ãèïåð-áåíò-ôóíêöèåé, íåîáõîäèìî íàéòè êîýô-
ôèöèåíòû ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà, ò. å. ïîñ÷è-
òàòü ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà ôóíêöèé âèäà trn1(axδ), ãäå a ∈ Q,
(δ, 2n − 1) = 1 . Äëÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî íàõîæäåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà äëÿ ëþáîãî δ :
(δ, 2n − 1) = 1 áûë ðàçðàáîòàí ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 1.

1. Äëÿ çàäàííîãî δ : (δ, 2n − 1) = 1 íàéòè ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî
àëãîðèòìà Åâêëèäà ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå σ : σ · δ ≡ 1(mod2n − 1).

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fσ(x) = F (xσ).
3. Ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàéòè êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè Fσ(x).
4. Òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè ñâÿ-

çàíû èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ñ êîýôôèöèåíòàìè Óîëøà �Àäàìàðà äëÿ
ôóíêöèè, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà äëÿ ôóíêöèè F .

Íàéäåííûå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 1 êîýôôèöèåíòû áóäóò ðàâíû ñî-
îòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòàì ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �
Àäàìàðà äëÿ ôóíêöèè F ∈ Fn.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî äëÿ âñåõ δ : (δ, 2n−1) = 1 ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòû ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà �Àäàìàðà ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âñå áóäóò ðàâíû 2

n
2 , òîãäà ôóíêöèÿ F ∈ Fn ÿâëÿ-

åòñÿ ãèïåð-áåíò-ôóíêöèåé.
Ðîòõàóñîì áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà

ôóíêöèÿ ϕ îò n = 6 ïåðåìåííûõ degϕ = 3, ÿâëÿþùàÿñÿ áåíò-ôóíêöèåé,
ýêâèâàëåíòíà ñ òî÷íîñòüþ äî íåâûðîæäåííûõ àôôèííûõ çàìåí ïåðåìåí-
íûõ è äîáàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ àôôèííûõ ôóíêöèé îäíîé èç ñëåäóþ-
ùèõ òðåõ ôóíêöèé [3]:

f1 = x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6, (1)

f2 = x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x2 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6 ⊕ x3x5 ⊕ x4x5, (2)

f3 = x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6⊕
⊕x3x4 ⊕ x3x5 ⊕ x3x6 ⊕ x4x5 ⊕ x4x6, (3)

Àâòîðàìè ðàáîòû èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ, áåíò-ôóíêöèÿì êàêîãî èç
ýòèõ êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ áåíò-ôóíêöèè, ÿâëÿ-
þùèåñÿ ãèïåð-áåíò-ôóíêöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà áûë

123



ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òîëüêî â òðåòüåì êëàññå ñóùå-
ñòâóþò áåíò-ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå â íåêîòîðîì áàçèñå ãèïåð-áåíò-
ôóíêöèÿì.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëî äîêàçàíî óòâåðæäå-
íèå, êîòîðîå îïèñûâàåò íîâûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà Fn,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè, â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäî-
áðàííûõ áàçèñàõ.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ϕ(x0, x1, . . . , xn−1) � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïå-
ðåìåííûõ. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå QP áàçèñ −→ε = (ε0, . . . , εn−1)

� äâîéñòâåííûé áàçèñó
−→
θ = (1, θ, θ2, . . . , θn−1), ãäå θ � ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò ïîëÿ Q, à áàçèñ
−→
ε∗ = (ε∗0, . . . , ε

∗
n−1) � äâîéñòâåííûé áàçèñó

−→
θd = (1, θd, θ2d, . . . , θ(n−1)d), ãäå d = 2k(k ≥ 1). Ïóñòü ϕ(x0, x1, . . . , xn−1)

ñîîòâåòñòâóåò â áàçèñå −→ε îòîáðàæåíèþ F (x), à â áàçèñå
−→
ε∗ îòîáðàæåíèþ

F ∗(x). Òîãäà F (x) � ãèïåð-áåíò-ôóíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F ∗(x) ãèïåð-áåíò-ôóíêöèÿ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ìíî-
ãèõ êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
òîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Â.Ñ. Âèäåíñêèì áûë ïîñòðîåí îáøèðíûé
êëàññ îáëàäàþùèõ õîðîøèìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè îïåðàòî-
ðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñ ôèêñè-
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