
Ôóíêöèÿ g (λ, r) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) g (λ, r) íåïðåðûâíà ïî λ â êðóãå |λ| ≤ r è àíàëèòè÷íà ïî λ â êðóãå

|λ| < r ïðè ëþáîì r > 0;
2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî |g (λ, r)| ≤ C ïðè âñåõ

r > 0 è |λ| ≤ r;
3) g (λ, r)→ 1 ïðè r →∞ è ôèêñèðîâàííîì λ;
4)

g
(
rei ϕ, r

)
= O

(∣∣∣ϕ± π

2

∣∣∣γ) , γ ≥ 1.

×åðåç Rλ = (E − λA)−1A îáîçíà÷èì ðåçîëüâåòó Ôðåäãîëüìà. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü A−1 ñóùåñòâóåò è f (x) ∈ C
[
0, 1

2

]
∩ V

[
0, 1

2

]
ïðè

x ∈
[
0, 1

2

]
, f (x) ∈ C

[
1
2 , 1
]
∩ V

[
1
2 , 1
]

ïðè x ∈
[

1
2 , 1
]
, f
(

1
2 − 0

)
= f(0) −

− f(1) = 0. Òîãäà

lim
r→∞

 2∑
k=1

max
k−1

2 ≤x≤
k
2

∣∣∣∣∣∣∣f (x) +
1

2πi

ˆ

|λ|=r

g (λ, r)Rλf(x) dλ

∣∣∣∣∣∣∣
 = 0.
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Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ýëëèïòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ [1, 2]. Ìíîæåñòâî òàêèõ çàäà÷ ÷àñòî âîçíèêàåò â îïòèìàëüíîì ïðî-
åêòèðîâàíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñøè-
ðèòü áåçðåçîíàíñíûé èíòåðâàë ÷àñòîò íåêîòîðîé êîíñòðóêöèè, äîñòàòî÷-
íî ìàêñèìèçèðîâàòü åå ôóíäàìåíòàëüíóþ ÷àñòîòó èëè ðàçíèöó ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîñåäíèìè ÷àñòîòàìè. Êðîìå òîãî, ÷àñòî âîçíèêàþò
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00827).
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èëè åå ýëåìåíòà âêëþ÷àåò îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷à-
ñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé íàèìåíüøåãî âåñà. ×àñòîòû
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñî-
îòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å. Òàêèì îáðàçîì, â îïòè-
ìàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé ñóùåñòâóåò êëàññ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ.

Èññëåäîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ñîïðîâîæäàåòñÿ ðÿäîì ñåðüåçíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îáóñëàâëèâàåòñÿ
íåëèíåéíîñòüþ îïòèìèçèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ è îòñóòñòâèåì ãëàäêîé
çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Â ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Rd, d ∈ N. Äàëåå, ïóñòü G � íåïó-
ñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rr, r ∈ N. Ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ áó-
äóò ïîëåçíûìè â äàëüíåéøåì. Ïóñòü D � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé
(x, ξ) 7→ f(x, ξ) : Ω×G → R òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. (x, ξ) 7→ f(x, ξ) îãðàíè÷åíî äëÿ ï. â. (x, ξ) ∈ Ω× G;

2. f(·, ξ) èçìåðèìî äëÿ âñåõ ξ ∈ G;

3. f(x, ·) : G → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî äëÿ ï. â. x ∈ Ω;

4. ∂f
∂ξi

(·, ·) : Ω× G → R îãðàíè÷åíî ï. â. â Ω× G, i = 1, . . . , r.

Ïóñòü D+ ñóòü ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé f ∈ D òàêèõ, ÷òî îòîáðà-
æåíèå

f(x, ·) : G → R (1)

âûïóêëî äëÿ ï. â. x ∈ Ω. Äàëåå, îïðåäåëèì

D− = {f : −f ∈ D+} , D0 = D+ ∩ D−.

Êðîìå òîãî, ÷åðåç D̊+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé f ∈ D
òàêèõ, ÷òî îòîáðàæåíèå (1) ñòðîãî âûïóêëî äëÿ ï. â. x ∈ Ω.

Ïóñòü m < s, à V è W � çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ
Hs(Ω) è Hm(Ω) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì C∞0 (Ω̄) ⊂ V ⊂ W . Êðîìå òîãî,
äîïóñòèì, ÷òî ñâîéñòâà Ω îáóñëàâëèâàþò êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà V â W . Äàëåå, ïóñòü U ⊂ [L∞(Ω)]r ñóòü íåïóñòîå âûïóêëîå
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ñëàáî ñî çâåçäîé êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî îòîáðàæàþò
Ω â G.

Äëÿ u ∈ U ðàññìîòðèì áèëèíåéíûå ôîðìû Au : V × V → R è Bu :
W ×W → R, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Au(y, z) =
∑
|α|,|β|≤s

ˆ

Ω

aαβ (x, u(x)) ∂αy(x) ∂βz(x) dx,

Bu(y, z) =
∑

|α|,|β|≤m

ˆ

Ω

bαβ (x, u(x)) ∂αy(x) ∂βz(x) dx,

ãäå aαβ, bαβ ∈ D. Î÷åâèäíî, ôîðìû Au(·, ·) è Bu(·, ·) íåïðåðûâíû. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñèììåòðè÷íûìè è êîýðöèòèâíû-
ìè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò u.

Äëÿ u ∈ U ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Au(y, z) = λBu(y, z), z ∈ V.

Ïóñòü λk[u] � k�îå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ èçëî-
æåííûì âûøå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îï-
òèìèçàöèè: íàéòè ýëåìåíò v̂ ∈ U òàêîé, ÷òî

λk[v̂] = sup
u∈U

λk[u]. (2)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Åñëè

aαα ∈ D−, |α| ≤ s, aαβ ∈ D0, α 6= β, |α| , |β| ≤ s,

bαα ∈ D+, |α| ≤ m, bαβ ∈ D0, α 6= β, |α| , |β| ≤ m,
(3)

òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå v̂ çàäà÷è (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), è äëÿ íåêîòîðîãî ðå-
øåíèÿ v̂ çàäà÷è (2) ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λk[v̂] ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ïóñòü ŷk îáîçíà÷àåò k�ûé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λk[v̂]. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
íàáîð ìóëüòèíäåêñîâ Γ, ÷òî

−aγγ ∈ D̊+ ∨ bγγ ∈ D̊+, ∂γ ŷk 6= 0 ï. â. â Ω, γ ∈ Γ,

òî çàäà÷à (2) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîâîëüíî áëèçêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëè-
âî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå è äëÿ ñëó÷àÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Â [3] ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

118



Ïðîâîäÿòñÿ äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.
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ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÍÅÍÓËÅÂÎÉ ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ

È ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ1

À.Ï. Ãóðåâè÷, Â.Ï. Êóðäþìîâ, À.Ï. Õðîìîâ

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (3)

ãäå q(x) ∈ C[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ,α1, α2, β1, β2 �êîìïëåêñíîçíà÷íûå
÷èñëà è ψ(x) ∈ C1[0, 1] êîìïëåêñíîçíà÷íà, ïðè÷åì

ψ′(0) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = ψ′(1) + α2ψ(0) + β2ψ(1) = 0. (4)

Â [1], èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå è ïðèåì
À.Í. Êðûëîâà [2] îá óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîäîáíûõ ðÿäàì
Ôóðüå, ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0 (5)

ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ϕ(x). Òåïåðü ñõîæèé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåò-
ñÿ â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3). Ïðåäñòàâëÿÿ ψ(x) â âèäå

ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x), (6)

ãäå ψ1(x) ∈ C1[0, 1], ψ1(0) = ψ1(1) = ψ′1(0) = ψ′1(1) = 0 è ψ2(x) ∈
∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (DL � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ly = −y′′+
+ q(x)y, y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0, ïðè÷åì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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