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1. Цели освоения дисциплины «Плоская задача теории упругости» 

Целями освоения дисциплины «Плоская задача теории упругости» 

является ознакомление студентов с постановкой плоской задачи теории 

упругости и методами решения соответствующих краевых задач, 

основанными на применении теории функций комплексного переменного, и 

выработка у студентов навыков решения плоских задачи теории упругости 

изученными методами. 

 

2. Место дисциплины в структуре ООП бакалавриата 

Дисциплина «Плоская задача теории упругости» включена в 

вариативную часть блока 1 «Дисциплины (модули)» ООП бакалавриата и 

относится к дисциплинам по выбору. На ее изучение отводится 108 часов (60 

часов аудиторной работы, 2 часа КСР и 58 часов СРС). В соответствии с 

учебным планом, занятия проводятся в 6 семестре и завершаются зачетом. 

Дисциплина «Плоская задача теории упругости» связана с 

дисциплинами: «Математический анализ», «Алгебра», «Дифференциальные 

уравнения», «Функциональный анализ», «Комплексный анализ», 

«Аналитическая геометрия», «Уравнения математической физики», в 

результате изучения которых студент должен знать теоретические основы 

дифференциального и интегрального исчисления, методов алгебры, 

дифференциальных уравнений, уравнений математической физики. Студент 

должен уметь дифференцировать, интегрировать, решать системы линейных 

и нелинейных уравнений, аналитически решать дифференциальные 

уравнения и задачи математической физики. 

Знания и умения, полученные студентами при изучении дисциплины 

«Плоская задача теории упругости» используются в дисциплинах: 

«Численные методы решения пространственных задач», «Основы теории 

пластичности и распространения упругопластических волн», «Теория изгиба 

анизотропных пластин», «Колебательные процессы в упругих системах», 

«Пакеты прикладных программ», а также при прохождении учебных практик 

и выполнении курсовых и выпускных бакалаврских работ. 

 

3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате 

освоения дисциплины «Плоская задача теории упругости» 

В результате освоения дисциплины формируются следующие 

компетенции: 

– способность к самоорганизации и самообразованию (ОК-7); 

– способность решать стандартные задачи профессиональной 

деятельности на основе информационной и библиографической культуры с 

применением информационно-коммуникационных технологий и с учетом 

основных требований информационной безопасности (ОПК-1); 

– способность к определению общих форм и закономерностей 

отдельной предметной области (ПК-1); 
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– способность математически корректно ставить естественнонаучные 

задачи, знание постановок классических задач математики и механики (ПК-

2); 

– способность строго доказывать утверждение, сформулировать 

результат, увидеть следствия полученного результата (ПК-3); 

– способность публично представлять собственные и известные 

научные результаты (ПК-5); 

– способность использовать методы математического и 

алгоритмического моделирования при решении теоретических и прикладных 

задач (ПК-6); 

– способность использовать методы физического моделирования при 

анализе проблем механики (ПК-7); 

– способность передавать результат проведенных физико-

математических и прикладных исследований в виде конкретных 

рекомендаций, выраженных в терминах предметной области изучавшегося 

явления (ПК-8). 

В результате освоения дисциплины обучающийся должен: 

•знать: 

– основные понятия, идеи, методы, законы фундаментальной 

математики, информатики, механики и физики; основные математические 

модели и методы линейной теории упругости, необходимые и достаточные 

условия их реализации; общие формы и закономерности в теории упругости, 

вязкоупругости, теории сопротивления материалов основные уравнения и 

основные типы граничных задач теории упругости; 

– основы численных методов, функционального и комплексного 

анализов для эффективного использования этих дисциплин при постановке и 

решении плоских задач теории упругости; две основные модели 

деформирования упругих тел, описываемые плоской задачей теории 

упругости; постановки плоской задачи теории упругости; метод сведения 

плоской задачи теории упругости к задаче отыскания двух аналитических в 

данной области функций комплексного переменного, удовлетворяющих 

некоторому соотношению на границе области; постановку задачи для 

многосвязной области с применением функции Шермана; постановку задач о 

штампах при наличии и при отсутствии трения; 

– основные математические модели и методы плоской теории 

упругости; методы решения смешанных плоских задач теории упругости, 

основанные на сведении задачи к задаче сопряжения результаты 

современных исследований в данной предметной области; 

– общие закономерности механики деформируемых тел и сред; 

основные математические модели плоской задачи теории упругости и 

условия их применимости; научную терминологию, принятую при 

формулировке и решении плоских задач (функция напряжений, метод 

Мусхелишвили, задача сопряжения и др.); 

– методологию построения математических алгоритмов, применяемых 

при решении плоских задач теории упругости, корректное использование 
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методов математического моделирования при решении теоретических и 

прикладных плоских задач теории упругости; 

– профессиональную терминологию; способы публичного 

представления постановки физической задачи, ее математической модели и 

полученных результатов; основные закономерности деформирования 

упругих тел и постановку экспериментов, позволяющих изучить эти 

закономерности; основные принципы и подходы, применимые при 

моделировании механических процессов; 

– методологию составления отчетной документации по проделанной 

научно-исследовательской работе; научную и техническую терминологию, 

связанную с решением задач теории упругости; основные требования 

производства и других областей практики, касающиеся прочности и 

жесткости конструкций. 

•уметь: 

– самостоятельно увидеть общие формы и закономерности двумерной 

теории упругости; самостоятельно осуществлять поиск специальной 

литературы и выбирать эффективные методы решения плоских задач теории 

упругости; в соответствии с выбранными методами решения строить 

математическую модель с алгоритмом ее реализации; 

– ставить и решать плоские задачи теории упругости; свести задачу к 

краевой задаче теории функций комплексного переменного; сформулировать 

постановку смешанной задачи и свести её к задаче сопряжения; 

– самостоятельно осуществлять постановку плоской задачи теории 

упругости; выбирать и использовать эффективные методы решения 

поставленной задачи; анализировать полученные результаты; обосновывать 

их достоверность и новизну; систематизировать и обобщать полученные 

результаты; 

– самостоятельно осуществлять поиск специальной литературы и 

выбирать эффективные методы решения плоских задач теории упругости; 

изложить полученные результаты ясным научным языком, пользуясь 

научными терминами в соответствии с их смыслом; указать место своей 

работы в структуре научной дисциплины; обосновать правильность своих 

результатов, исходя из критериев теории упругости; 

– строить математические алгоритмы решения плоских задач теории 

упругости и реализовывать их с помощью языков программирования; 

применять методы математического моделирования к решению конкретных 

задач; анализировать достоверность полученных результатов; публично 

представлять, объяснять, защищать построенную математическую модель и 

выбранный алгоритм; 

– применять знания математического моделирования к решению 

плоской задачи теории упругости; анализировать достоверность полученных 

результатов с физической и математической точек зрения; публично 

представлять полученные результаты решения, с обоснованием корректности 

и рациональности выбранной физической и математической моделей и 

методов их практической реализации; 
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– кратко, математически строго и максимально точно описывать 

изучаемые объекты и явления, используя методы и подходы плоской задачи 

теории упругости; проанализировать полученные результаты с точки зрения 

рекомендаций по повышению прочности, более эффективному 

использованию материала. 

•владеть: 

– основными методами математического моделирования при решении 

задач линейной теории упругости; навыками систематизации и выбора 

необходимой информации согласно поставленной задаче; навыками анализа 

результатов, полученных при решении плоских задач теории упругости; 

– основами численных методов, функционального и комплексного 

анализов для эффективного использования этих дисциплин при постановке и 

решении плоских задач теории упругости; 

– методами математического моделирования при постановке и 

решении плоских задач теории упругости; навыками анализа полученных 

результатов и обоснования их достоверности и новизны; 

– основными методами математического моделирования при решении 

задач линейной теории упругости и плоской задачи в частности; научным 

языком данной дисциплины; навыками представления и анализа результатов, 

полученных при решении плоских задач теории упругости; 

– навыками построения и реализации основных математических 

алгоритмов решения плоских задач теории упругости, с учетом 

оптимальности выбора метода; профессиональной терминологией при 

презентации построенных моделей; 

– методами физического моделирования, применяемыми при изучении 

механических процессов в деформируемых телах и средах; навыками 

аналитического и численного решений различных классов краевых задач, 

описывающих механические процессы; 

– способностью передавать результат проведенных физико-

математических и прикладных исследований в виде отчетной документации; 

навыками работы со справочными материалами и информационными 

ресурсами, содержащими данные об упругих постоянных, требованиях к 

прочности конструкций, государственных стандартах; технической 

терминологией, принятой в области, для которой формулируются 

рекомендации по результатам математического исследования. 
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4. Структура и содержание дисциплины «Плоская задача теории 

упругости» 

Общая трудоемкость дисциплины составляет 3 зачетных единицы, 108 часов. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 Плоская задачи теории 

упругости 
6 1 2  1  4  

2 Метод Мусхелишвили 6 2-5 8  4  10  

3 Примеры решения задач 6 6-8 6  3  14  

4 Решение некоторых 

плоских задач теории 

упругости при помощи 

степенных рядов 

6 9-10 4  2 2 10 Контрольная 

работа 

5 Плоская задача теории 

упругости для 

многосвязных областей 

6 11-13 6  3  10  

6 Решение граничных 

задач теории упругости 

путем приведения к 

задаче сопряжения  

6 14-16 6  3  10  

         Зачет 

 Всего  16 32  16 2 58  

 

Содержание дисциплины 

Раздел 1. Плоская задача теории упругости 

Две модели плоской задачи теории упругости. Основные уравнения 

плоской задачи теории упругости. Основные граничные задачи. Определение 

функции напряжений. Уравнение для функции напряжений. 

Раздел 2. Метод Мусхелишвили 

Комплексное представление бигармонической функции. 

Комплексное представление напряжений. Комплексное представление 

перемещений. Представление функций комплексного переменного в 

бесконечной области. Приведение основных задач теории упругости к 

граничным задачам теории функций комплексного переменного. 

Преобразование основных формул при конформном отображении. Интеграл 

типа Коши. Приведение основных задач к функциональным уравнениям. 

Раздел 3. Примеры решения задач 

Решение первой основной задачи для круга. Круговой диск под 

действием сосредоточенных сил, приложенных к контуру. Решение первой и 
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второй основных задач для бесконечной пластинки с эллиптическим 

отверстием. Растяжение пластинки с эллиптическим отверстием. Растяжение 

бесконечной пластинки с жестким эллиптическим ядром.  

Раздел 4. Решение некоторых плоских задач теории упругости 

при помощи степенных рядов 

Ряды Фурье в комплексной форме. Сходимость. Решение первой 

основной задачи для круга. Решение второй основной задачи для круга. 

Решение первой основной задачи для кругового кольца.  

Раздел 5. Плоская задача теории упругости для многосвязных 

областей 

Функция Шермана. Метод наложения. Решение задачи о растяжении 

бесконечной плоскости с конечным числом круговых отверстиями 

одинакового радиуса. Решение задачи о растяжении бесконечной плоскости с 

двумя круговыми отверстиями разного радиуса. 

Раздел 6. Решение граничных задач теории упругости путем 

приведения к задаче сопряжения 

Задача сопряжения. Решение первой и второй основных задач для 

полуплоскости. Решение основной смешанной задачи. Задачи о штампе при 

отсутствии и при наличии трения. 

 

Темы практических занятий по дисциплине «Плоская задача 

теории упругости» 

1. Решение основных задач для круга методом Мусхелишвили. 

2. Решение основных задач для бесконечной плоскости с 

эллиптическим отверстием.  

3. Решение плоских задач теории упругости методом степенных 

рядов. 

4. Решение плоских задач теории упругости для многосвязных 

областей. 

5. Решение основных задач путем приведения к задаче сопряжения. 

6. Решение задачи о штампах при наличии трения. 

7. Решение задачи о штампах при отсутствии трения. 

 

5. Образовательные технологии, применяемые при освоении 

дисциплины 

При реализации различных видов учебной работы (лекции, 

практические занятия, самостоятельная работа) используются следующие 

современные образовательные технологии: 

 лекционно-семинарско-зачетная система обучения; 

 информационно-коммуникационные технологии; 

 проектные методы обучения; 

 исследовательские методы в обучении; 

 проблемное обучение. 

Успешное освоение материала курса предполагает большую 

самостоятельную работу студентов и руководство этой работой со стороны 



8 

 

преподавателей. Формы контроля: проверка решения практических задач, 

проведение контрольной работы, устный опрос по темам курса. 

В учебном процессе при реализации компетентностного подхода 

используются активные и интерактивные формы проведения занятий: метод 

проектов, метод поиска быстрых решений в группе, мозговой штурм, 

учебные групповые дискуссии. 

При обучении лиц с ограниченными возможностями используются 

подходы, способствующие созданию безбарьерной образовательной среды: 

– технологии дифференциации и индивидуального обучения; 

– применение соответствующих методик по работе с инвалидами; 

– использование средств дистанционного общения; 

– проведение дополнительных индивидуальных консультаций по 

изучаемым теоретическим дисциплинам и практическим занятиям; 

– оказание помощи при подготовке к промежуточной и итоговой 

аттестации, а также разработка отдельного аудио курса данной дисциплины; 

с упором на тщательное проговаривание необходимых формул. 

При реализации учебной работы в форме лекций используются 

различные формы визуализации наглядного материала (мультимедийные 

презентации MC Power Point).  

Практические занятия предусматривают широкое использование 

активных форм проведения занятий с разбором конкретных ситуаций, 

возникающих при практическом решении задач. 

 

6. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы 

студентов. Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, 

промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины «Плоская 

задача теории упругости» 

Самостоятельная внеаудиторная работа студентов проводится в 

форме изучения и анализа лекционного материала, изучения отдельных 

теоретических вопросов по предлагаемой литературе, подбора 

дополнительных источников для извлечения научно-технической 

информации, связанной с проблемами, изучаемыми в рамках данной 

дисциплины и самостоятельного решения задач с дальнейшим их разбором 

или обсуждением на аудиторных занятиях, подготовки к промежуточной 

аттестации. 

 

Вопросы и задачи для самостоятельной работы: 

Определение напряженного состояния в пластинке с эллиптическим 

отверстием, край которого подвержен равномерному давлению. 

Общее решение первой основной задачи для областей, отображаемых на 

круг при помощи полиномов. 

Общее решение первой основной задачи для областей, отображаемых на 

круг рациональной функцией. Приложение к приближенному решению в 

общем случае. 
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Решение первой основной задачи для бесконечной плоскости с 

круговым отверстием методом степенных рядов. 

Решение задачи о растяжении бесконечной плоскости с бесконечным 

рядом одинаковых круговых отверстий. 

Задача соприкасания двух упругих тел. 

 

Самостоятельная аудиторная работа студентов проводится в форме 

самостоятельного решения задач на практических занятиях с дальнейшим их 

разбором и обсуждением; выполнения контрольных работ; поиска решений 

проблемных ситуаций, предложенных на лекциях и практических занятиях; 

поиска и устранения ошибок, заложенных в представлении материала 

преподавателем и допущенных другими студентами. 

Текущий контроль усвоения дисциплины «Плоская задача теории 

упругости» проводится в виде контрольной работы на тему «Примеры 

решения задач методом Мусхелишвили и методом степенных рядов». 

Примерные варианты контрольной работы содержатся в фонде оценочных 

средств текущего контроля и промежуточной аттестации по дисциплине. 

 

 7. Данные для учета успеваемости студентов в БАРС 

 

Таблица 1. Таблица максимальных баллов по видам учебной деятельности 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Семестр Лекции 
Лабораторны

е занятия 

Практичес

кие 

занятия 

Самостояте

льная 

работа 

Автоматизи

рованное 

тестирован

ие 

Другие 

виды 

учебной 

деятельн

ости 

Промежу

точная 

аттестац

ия 

Итого 

6 15 0 20 15 0 25 25 100 

 

Программа оценивания учебной деятельности студента 

6 семестр 

Лекции 

Посещаемость, активность и др. за один семестр – от 0 до 15 баллов. 

Лабораторные занятия 

Не предусмотрены. 

Практические занятия 

Посещаемость, активность (ответы с места, работа у доски), 

самостоятельное решение задач в аудитории оценивается от 0 до 20 баллов 

(каждое занятие – 0-2 балла). 

Самостоятельная работа 

Выполнение домашних заданий оценивается от 0 до 15 баллов (каждое 

домашнее задание – 0-1 балл). 

Автоматизированное тестирование 

Не предусмотрено. 

Другие виды учебной деятельности 

Контрольная работа оценивается от 0 до 25 баллов. 
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Промежуточная аттестация 

При проведении промежуточной аттестации 

ответ на «отлично» оценивается от 20 до 25 баллов; 

ответ на «хорошо» оценивается от 13 до 19 баллов; 

ответ на «удовлетворительно» оценивается от 6 до 12 баллов; 

ответ на «неудовлетворительно» оценивается от 0 до 5 баллов 

 

Таким образом, максимально возможная сумма баллов за все виды 

учебной деятельности студента за один семестр по дисциплине «Плоская 

задача теории упругости» составляет 100 баллов. 

 

Таблица 2. Перерасчет полученной студентом суммы баллов по дисциплине 

«Плоская задача теории упругости» в оценку 

65 баллов и более «зачтено» 

меньше 65 баллов «не зачтено» 
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8. Учебно-методическое и информационное обеспечение 

дисциплины «Плоская задача теории упругости» 

а) основная литература: 

1. Новожилов В.В. Теория упругости [Электронный ресурс]. Санкт-

Петербург: Политехника, 2012. (Книга находится в базовой версии ЭБС 

IPRbooks.) 

2. Угодчиков А. Г. Решение задач теории упругости методами 

функций комплексного переменного: Учеб. пособ. Н. Новгород: Изд-во 

Нижегород. ун-та, 2001. 

3. Аналитические методы в контактных задачах теории упругости 

[Текст] / В. М. Александров, М. И. Чебаков. - М. : ФИЗМАТЛИТ, 2004. - 301, 

[3] с. - Библиогр.: с. 265-286 (376 назв.). - ISBN 5-9221-0519-1 (в пер.). 

 

б) программное обеспечение и Интернет-ресурсы: 

Пакет Mathcad. 
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9. Материально-техническое обеспечение дисциплины «Плоская 

задача теории упругости» 

Для проведения занятий по дисциплине «Плоская задача теории 

упругости», предусмотренной учебным планом ООП, имеется необходимая 

материально-техническая база, соответствующая действующим санитарным 

и противопожарным правилам и нормам:  

– мультимедийная лекционная аудитория, оснащенная 

мультимедийными проекторами, маркерными досками для демонстрации 

учебного материала; 

– специализированные лаборатории, оснащенные необходимым 

оборудованием; 

– аппаратурное и программное обеспечение (и соответствующие 

методические материалы) для лабораторных и практических занятий по 

дисциплине;  

– современное лицензионное программное обеспечение. 

 

 

Программа составлена в соответствии с требованиями ФГОС ВО по 

направлению подготовки: 01.03.03 «Механика и математическое 

моделирование», профилю подготовки: «Механика деформируемых тел и 

сред». 

 

 

Автор: М.В. Вильде, д.ф.-м.н., профессор кафедры МТУ и БМ, механико-

математического факультета СГУ. 

 

Программа одобрена на заседании кафедры математической теории 

упругости и биомеханики от 25.06.2020 года, протокол № 15. 

 


