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1. Цели освоения дисциплины 

Целью освоения дисциплины «Численные методы решения 

пространственных задач» является изучение и освоение  основных методик 

по решению пространственных задач теории упругости, гидродинамики с 

помощью современных численных методов таких, как метод конечных 

элементов, метод конечных разностей и численно-аналитический метод, с 

использованием вычислительной техники для решения профессиональных 

задач в научно-исследовательской, научно-изыскательской, 

производственно-технологической деятельности в соответствии с общими 

целями ООП ВО. 

Задачи дисциплины заключаются в изучении: 

 численных методов решения линейных, нелинейных 

алгебраических и краевых задач; 

 теории метода конечных элементов; 

 реализации метода конечных элементов на ЭВМ; 

 применения метода конечных элементов к решению задач 

механики. 

 

2. Место дисциплины в структуре ООП бакалавриата 

Дисциплина «Численные методы решения пространственных задач» 

включена в вариативную часть блока 1 «Дисциплины (модули)» ООП 

бакалавриата и относится к дисциплинам по выбору. На ее изучение 

отводится 144 часа (56 часов аудиторной работы, 2 часа КСР и 52 часа СРС). 

В соответствии с учебным планом занятия проводятся в 7 семестре. 

Дисциплина «Численные методы решения пространственных задач» 

связана с дисциплинами: «Математический анализ», «Алгебра», 

«Аналитическая геометрия», «Дифференциальные уравнения», «Введение в 

механику жидкости и газа», «Введение в нелинейную теорию упругости», 

«Математические модели механики сплошной среды», «Теория линейной 

упругости», «Информатика», «Пакеты прикладных программ», «Физико-

механический практикум и вычислительный эксперимент. Часть 1». 

В результате изучения данных дисциплин студент должен знать 

теоретические основы численного решения прикладных задач, методов 

алгебры, современных приемов программирования. 

В результате изучения данных дисциплин студент должен уметь 

численно решать прикладные задачи механики, математический физики, 

использовать алгоритмические языки и специализированное программное 

обеспечение при решении таких задач. 

Знания и умения, полученные студентами при изучении дисциплины 

«Численные методы решения пространственных задач» используются в 

дисциплинах: «Физико-механический практикум и вычислительный 

эксперимент. Часть 1», «Математические модели в механике сплошной 

среды. Часть1, 2», а также при прохождении учебных практик и выполнении 

курсовых и выпускных бакалаврских работ. 
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3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате 

освоения дисциплины «Численные методы решения пространственных 

задач» 

В результате освоения дисциплины формируются следующие 

компетенции: 

– способность к самоорганизации и самообразованию (ОК-7); 

– способность решать стандартные задачи профессиональной 

деятельности на основе информационной и библиографической культуры с 

применением информационно-коммуникационных технологий и с учетом 

основных требований информационной безопасности (ОПК-1); 

– способность к определению общих форм и закономерностей 

отдельной предметной области (ПК-1); 

– способность математически корректно ставить естественнонаучные 

задачи, знание постановок классических задач математики и механики (ПК-

2); 

– способность строго доказывать утверждение, сформулировать 

результат, увидеть следствия полученного результата (ПК-3); 

– способность публично представлять собственные и известные 

научные результаты (ПК-5); 

– способность использовать методы математического и 

алгоритмического моделирования при решении теоретических и прикладных 

задач (ПК-6); 

– способность использовать методы физического моделирования при 

анализе проблем механики (ПК-7); 

– способность передавать результат проведенных физико-математических и 

прикладных исследований в виде конкретных рекомендаций, выраженных в 

терминах предметной области изучавшегося явления (ПК-8). 

В результате освоения дисциплины «Численные методы решения 

пространственных задач» обучающийся должен: 

•знать: 

– основные понятия, определения, аксиоматические базы, методы и 

задачи дисциплин: общая физика, теоретическая и прикладная механика, 

математический анализ, алгебра, аналитическая геометрия_З (ПК-2) –I; 

– основные понятия, базовые положения математического анализа, 

методы интегрирования дифференциальных уравнений, аксиоматическую 

базу механики сплошных сред и использовать эти знания для построения 

математических моделей механических явлений, их количественного и 

качественного анализа_З (ПК-2) –II; 

– общие закономерности механики деформируемых тел и сред, 

описываемые научными дисциплинами, входящими в программу обучения; 

основные математические модели и методы механики деформируемых тел и 

сред; условия применимости данных моделей и методов_З (ПК-5) –III; 

– основные математические модели и методы механики 

деформируемого твердого тела; результаты современных исследований в 

данной предметной области. _З (ПК-3) –II; 
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– основные математические модели и методы линейной теории 

упругости, вязкоупругости, теории сопротивления материалов; общие 

закономерности деформирования твердых тел, описываемые теорией 

упругости, вязкоупругости, теорией сопротивления материалов _З (ПК-5) –II; 

– основные понятия, идеи, методы, связанные с дисциплинами 

фундаментальной математики, математического моделирования З (ПК-6) –I; 

– общие методы решения краевых задач для выбранных 

математических моделей_З (ПК-7) –I; 

– профессиональную терминологию; способы публичного 

представления постановки физической задачи, ее математической модели и 

полученных результатов_З (ПК-7) –II; 

•уметь: 

– систематизировать методы фундаментальной математики для 

построения математических моделей в элементарных прикладных задачах 

физики, механики и механики сплошных сред_У (ПК-2) –I; 

– ставить и решать стандартные задачи математической физики на 

основе стандартных алгоритмов решений_У (ПК-2) –II; 

– ставить и решать типичные пространственные задачи механики 

сплошных сред с использованием перечисленных выше дисциплин_У (ПК-2) 

–III; 

– ставить и решать прикладные стандартные пространственные задачи 

механики сплошных сред и деформируемого твердого тела_У (ПК-2) – IV; 

– самостоятельно осуществлять постановку прикладных задач 

механики деформируемого твердого тела; выбирать и использовать 

эффективные методы решения поставленной задачи; анализировать 

полученные результаты; обосновывать их достоверность и новизну; 

систематизировать и обобщать полученные результаты _У (ПК-3) –III; 

– сформулировать решаемую задачу; выбрать метод её решения и 

обосновать его применимость в данном случае; грамотно пользоваться 

научной терминологией; обосновывать правильность математических 

выкладок_У (ПК-5) –I; 

– описать изучаемый механический процесс и сформулировать 

поставленную задачу на научном языке механики; обосновать выбор 

математической модели; изложить в устной и письменной форме 

формулировку математической задачи, соответствующей изучаемом 

механическому процессу, и метод её решения_У (ПК-5) –II; 

– самостоятельно осуществлять поиск специальной литературы и 

выбирать эффективные методы решения согласно поставленным задачам; в 

соответствии с выбранными методами решения строить математическую 

модель с алгоритмом ее реализации_У (ПК-6) –II; 

– выбирать физическую модель механического процесса или явления; 

ставить в соответствие физической модели ее математическую модель_У 

(ПК-7) –I; 
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– кратко, математически строго и максимально точно описывать 

изучаемые объекты и явления, используя методы и подходы конкретной 

предметной области_У (ПК-8) –III; 

•владеть: 

– методологией физико-механического моделирования, навыками 

работы с физико-математическими источниками информации на бумажном и 

электронном носителях_В (ПК-2) –I; 

– методами математического анализа и теорией дифференциальных 

уравнений, необходимыми при решении задач общей физики, теоретической 

и прикладной механики, а также механики сплошных сред_В (ПК-2) –II; 

– основами численных методов, функционального и комплексного 

анализов, теории вероятности, математической статистики и случайных 

процессов, а также дифференциальной геометрии и тензорного анализа для 

эффективного использования этих дисциплин при постановке и решении 

различных типичных задач математической физики_В (ПК-2) –III; 

– математическими моделями механики сплошных сред динамики в 

сплошных средах_В (ПК-2) – IV; 

– основными методами математического моделирования при 

постановке задач математической физики, теоретической и прикладной 

механики, механики сплошной среды, теории сопротивления материалов; 

навыками анализа полученных результатов и их обоснования_В (ПК-3) –II; 

– методологией математического моделирования, навыками сбора и 

работы с источниками информации_В (ПК-8) –I; 

– навыками систематизации информации о поставленной задаче и 

описания исследуемого объекта или явления в терминах предметной области 

_В (ПК-8) –II; 

– способностью передавать результат проведенных физико-

математических и прикладных исследований в виде отчетной документации; 

__В (ПК-8) –III. 
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4. Структура и содержание дисциплины «Численные методы 

решения пространственных задач» 

Общая трудоемкость дисциплины составляет 4 зачетные единицы, 144 часа. 

 
№ 

п/п 

Раздел дисциплины 
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я
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а
 

Виды учебной работы, 

включая самостоятельную 

работу студентов и 

трудоемкость (в часах) 

Формы 

текущего 

контроля 

успеваемости 

(по неделям 

семестра)  

Формы 

промежуточной 

аттестации (по 

семестрам) 

Л
ек
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и

и
 

Л
аб
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р
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о
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е 
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н

я
ти

я
 

П
р

ак
ти

ч
ес

к
и

е 

за
н

я
ти

я
 

К
С

Р
 

С
Р

С
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 Введение 7 1-2 1  2  4  
2 Численные методы 

решения линейных 

краевых задач 

7 3-6 1  2  4  

3 Применение сплайнов в 

численных методах 

решения 

пространственных задач 

7 7-11 2  4  4  

4 Численные методы 

решения нелинейных 

алгебраических и краевых 

задач 

7 12-16 3  6  4  

5 Введение в метод 

конечных элементов 

7 1-2 1  2  4  

6 Дискретизация области 7 3-4 1  2  4  
7 Линейные 

интерполяционные 

полиномы 

7 5-6 1  2  4  

8 Составление уравнений 

для элементов в теории 

упругости и 

гидродинамике 

7 7-9 2  4  4  

9 Реализация метода 

конечных элементов на 

ЭВМ 

7 11-11 1  2 2 4 Контрольная 

работа 

10 Элементы высокого 

порядка 

7 12-13 1  2  4  

11 Функции формы для 

элементов высокого 

порядка 

7 14-16 2  4  4  

12 МКЭ для задач 

гидромеханики 

7 17 1  2  4  

13 Расчет стержневых 

конструкций МКЭ 

7 18 1  2  4  

         экзамен (36) 

 Всего  18 18  36 2 52  
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Содержание дисциплины 

Введение 
Математическая модель пространственной задачи о статическом и 

вибрационном изгибе упругой изотропной пластинки-полосы. 

Математическая модель пространственной задачи о статическом и 

вибрационном изгибе упругой изотропной квадратной пластинки при 

произвольном закреплении контура. 

Раздел 1. Численные методы решения линейных краевых задач 

Численные методы решения линейных краевых задач для системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений I порядка: метод дискретной 

ортогонализации (метод С.К. Годунова), метод матричной экспоненты. 

Алгоритмы решения обыкновенных дифференциальных уравнений для 

нежестких задач. Алгоритмы решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений для жестких задач. Неявные методы решения задач Коши. 

Факторизация матриц. 

Раздел 2. Применение сплайнов в численных методах решения 

пространственных задач 

Приближение функции одного переменного кубическим сплайном. 

Применение кубического сплайна при численном решении краевой задачи 

двумерного уравнения теплопроводности. Приближение функции двух 

переменных двумерным кубическим сплайном. Применение двумерного 

сплайна при решении уравнения теплопроводности в прямоугольном 

параллелепипеде. В-сплайны и их свойства. Применение В-сплайнов к 

решению задач об изгибе пластинки при сложном закреплении контура. 

Метод сплайн-коллокаций при решении краевой задачи для двумерного 

уравнения теплопроводности с переменными коэффициентами. Метод 

сплайн-коллокаций при решении трехмерной краевой задачи для уравнения 

II-го порядка в частных производных. Модифицированный метод сплайн-

коллокаций. 

Раздел 3. Численные методы решения нелинейных алгебраических 

и краевых задач 

Итерационные методы численного решения нелинейных уравнений и 

систем. Метод линеаризации решения нелинейной краевой задачи. Метод 

продолжения решения по параметру при решении алгебраических систем 

нелинейных уравнений. Метод последовательных нагружений в нелинейной 

теории пластинок и оболочек. Непрерывное продолжение решения в 

нелинейных одномерных краевых задачах. Дискретное продолжение 

решения в нелинейных одномерных краевых задачах. 

Раздел 4. Введение в метод конечных элементов. 

История метода конечных элементов (МКЭ) и роль в современных 

инженерных расчетах. Основная концепция метода конечных элементов. 

Преимущества и недостатки. Этапы конечно-элементного моделирования. 

Раздел 5. Дискретизация области. 
Типы конечных элементов, разбиение области на элементы, нумерация 

узлов. 
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Раздел 6. Линейные интерполяционные полиномы. 

Одномерный, двумерный, трехмерный симплекс-элементы. Свойства 

интерполяционного полинома. Пример. Перенос тепла в стержне. 

Стационарное распределение температуры в пластинке. 

Раздел 7. Составление уравнений для элементов в теории 

упругости и гидродинамике. 
Вариационная постановка. Методы Ритца и Галеркина.  Матрицы 

массы и жесткости элемента. Главное и естественное краевые условия. 

Построение глобальных матриц. 

Раздел 8. Реализация метода конечных элементов на ЭВМ. 
Прямое построение глобальной матрицы жесткости. Система линейных 

уравнений. Общая блок-схема вычислений. 

Раздел 9. Элементы высокого порядка. 

Одномерный элемент. Квадратичный и кубичный элемент. Применение 

квадратичного элемента. Треугольный и тетраэдрический элементы высокого 

порядка. 

Раздел 10. Функции формы для элементов высокого порядка. 

Вычисление производных функции формы. Составление матриц 

элементов. Четырехугольные элементы. Линейный, квадратичный и 

кубичный четырехугольные элементы. Вывод уравнений для элементов с 

помощью метода Галеркина. 

Раздел 11. МКЭ для задач гидромеханики. 

Метод конечных элементов для задач гидромеханики. Сравнение с 

методом конечных разностей. 

Раздел 12. Расчет стержневых конструкций МКЭ. 
Пример расчета плоской задачи теории упругости. 

 

5. Образовательные технологии 

При реализации учебной работы в виде лабораторных занятий 

используются различные формы визуализации наглядного материала: 

мультимедийные презентации, учебные фильмы с примерами построения 

геометрических объектов. 

Задания в лабораторных работах очень тесно связаны с реальными 

объектами, модели которых требуется построить и в дальнейшем обсчитать. 

При обучении лиц с ограниченными возможностями используются 

подходы, способствующие созданию безбарьерной образовательной среды: 

технологии дифференциации и индивидуального обучения, применение 

соответствующих методик по работе с инвалидами, использование средств 

дистанционного общения, проведение дополнительных индивидуальных 

консультаций по изучаемым теоретическим дисциплинам и практическим 

занятиям, оказание помощи при подготовке к промежуточной и итоговой 

аттестации, а также разработка отдельного аудио курса данной дисциплины, 

с упором на тщательное проговаривание необходимых формул. 
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6. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы 

студентов. Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, 

промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины 

«Численные методы решения пространственных задач» 

Самостоятельная работа обучаемых проводится в форме изучения 

отдельных теоретических вопросов по предлагаемой литературе и 

самостоятельного решения задач с дальнейшим их разбором или 

обсуждением на аудиторных занятиях. 

Текущий контроль усвоения дисциплины «Численные методы 

решения пространственных задач» проводится в виде контрольной работы по 

теме: «Реализация метода конечных элементов на ЭВМ». Примерные 

варианты контрольных работ содержатся в фонде оценочных средств 

текущего контроля и промежуточной аттестации по дисциплине. 

 

7. Данные для учета успеваемости студентов в БАРС 

Таблица 1 Таблица максимальных баллов по видам учебной деятельности. 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Семестр Лекции 

Лаборато

рные 

занятия 

Практиче

ские 

занятия 

Самостояте

льная 

работа 

Автоматизир

ованное 

тестирование 

Другие 

виды 

учебной 

деятельно

сти 

Промежут

очная 

аттестаци

я 

Итого 

7 8 13 18 9 0 12 40 100 

 

Программа оценивания учебной деятельности студента 

7 семестр 

Лекции 

Посещаемость, активность и др. за один семестр – от 0 до 8 баллов. 

Лабораторные занятия 

Выполнение лабораторных работ оценивается за семестр от 0 до 13 

баллов (каждая лабораторная работа – 0-1 балл). 

Практические занятия 

Посещаемость, активность (ответы с места, работа у доски), 

самостоятельное решение задач в аудитории оценивается от 0 до 18 баллов 

(каждое занятие – 0-1 балл). 

Самостоятельная работа 

Правильное выполнение домашних заданий оценивается от 0 до 9 

баллов (каждое домашнее задание – 0-0,5 баллов). 

Автоматизированное тестирование 

Не предусмотрены. 

Другие виды учебной деятельности 

Выполнение контрольной работы по теме «Реализация метода 

конечных элементов на ЭВМ». Максимально возможная сумма баллов, 

которые может получить студент за выполнение контрольной работы 

составляет 12 баллов. 
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Промежуточная аттестация 

Промежуточная аттестация студентов проводится в виде экзамена. При 

проведении промежуточной аттестации: 

ответ на «отлично» оценивается от 35 до 40 баллов; 

ответ на «хорошо» оценивается от 30 до 34 баллов; 

ответ на «удовлетворительно» оценивается от 20 до 30 баллов; 

ответ на «неудовлетворительно» оценивается от 0 до 19 баллов 

Таким образом, максимально возможная сумма баллов за все виды 

учебной деятельности студента за 7 семестр по дисциплине «Численные 

методы решения пространственных задач» составляет 100 баллов. 

 

Таблица 2 Таблица пересчета полученной студентом суммы баллов по 

дисциплине «Численные методы решения пространственных задач» в оценку 

(экзамен): 

более 85 баллов «отлично» 

от 76 до 84 баллов «хорошо» 

от 60 до 75 баллов «удовлетворительно» 

меньше 60 баллов «неудовлетворительно» 
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8. Учебно-методическое и информационное обеспечение 

дисциплины «Численные методы решения пространственных задач» 

а) основная литература: 

1. Лекции и упражнения по многосеточным методам [Текст] / М. А. 

Ольшанский. - М.: ФИЗМАТЛИТ, 2005. - 168 с. - Библиогр.: с. 165-168. 

2. Вержбицкий, Валентин Михайлович. Численные методы. 

Линейная алгебра и нелинейные уравнения [Текст]: учебн. пособие для 

студентов матем. и инженер. вузов/В.М.Вержбицкий – М.: Высш. шк., 2000. 

– 272 с.-ISBN 5-06-003654-5: УДК[519.612/519.615.5](075/8). 

3. Победря Б.Е. Численные методы в теории упругости и 

пластичности: Учеб. пособие. – 2-е изд. – М.: Изд-во МГУ, 1995. – 366 с. 

4. Ильина В.А., Силаев П.К. Численные методы для физиков-

теоретиков. I. – Москва-Ижевск: Институт компьютерных исследований, 

2003. – 132 с. 

5. Недорезов П.Ф. Применение метода сплайн–коллокации в 

задачах о колебаниях толстой вязкоупругой пластинки–полосы / 

П.Ф.Недорезов // Изв. Саратовского ун-та. Новая серия. 2006. т.6. серия 

Математика. Механика. Информатика. Выпуск 1/2. С.58-66. 

6. МКЭ: Метод Конечных Элементов [Текст] / С. В. Карнеев, В. П. 

Карпухин. - Тула: Грифъ и Ко, 2000. - 61, [3] с.: ил. - Библиогр. - ISBN [Б. и.]. 

7. Метод конечных элементов в задачах теплопроводности [Текст]: 

учеб. пособ. / Альберт Владимирович Румянцев. - 2-е изд., перераб. - 

Калининград: Б. и., 1997. - 99, [1] c.: ил. - Библиогр. 

8. Методы конечных разностей и конечных объемов для 

эллиптических уравнений [Текст]: научное издание / Валерий Павлович 

Ильин. - Новосибирск: Изд-во Ин-та математики, 2000. - 344, [2] с. - 

Библиогр. 

9. Численные методы [Текст]: учеб. пособие / В. Ф. Формалев, Д. Л. 

Ревизников; под ред. А. И. Кибзуна. - М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004. - 398, [2] с.: 

ил. - Библиогр.: с. 391-393. - ISBN 5-9221-0479-9 (в пер.). 

10. Практическое применение конечно-элементного пакета ANSYS к 

задачам биомеханики кровеносных сосудов [Текст] / А.В. Каменский, Ю.Е. 

Сальковский. – Саратов: изд-во Сарат. ун-та. – 2005. 
 

б) программное обеспечение и Интернет-ресурсы: 

1. Применение системы ANSYS к решению задач геометрического 

и конечно-элементного моделирования [Эл. ресурс] / А.В. Жидков. – Нижний 

Новгород. 2006. http://www.unn.ru/pages/issues/aids/2006/1.pdf 

2. Release 11.0 documentation for ANSYS [Эл. ресурс], ANSYS, Inc – 

2006. 

3. Программные комплексы Ansys 11, Ansys 12 

4. Интернет-ресурс www.xansys.org, www.ansys.com 

5. Журнал www.ansyssolutions.ru/ 

6. Портал www.fea.ru/ 
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9. Материально-техническое обеспечение дисциплины «Численные 

методы решения пространственных задач» 

Для проведения занятий по дисциплине «Численные методы решения 

пространственных задач», предусмотренной учебным планом ООП, имеется 

необходимая материально-техническая база, соответствующая действующим 

санитарным и противопожарным правилам и нормам: 

– мультимедийная лекционная аудитория, оснащенная 

мультимедийными проекторами, маркерными досками для демонстрации 

учебного материала; 

– специализированные компьютерные классы с подключенным к ним 

периферийным устройством и оборудованием; 

– аппаратурное и программное обеспечение (и соответствующие 

методические материалы) для лабораторных и практических занятий по 

дисциплине;  

– современное лицензионное программное обеспечение, позволяющее 

использовать программные комплексы Ansys 11. 

 

Программа составлена в соответствии с требованиями ФГОС ВО по 

направлению подготовки: 01.03.03 «Механика и математическое 

моделирование», профиль подготовки: «Механика деформируемых тел и 

сред». 

 

Автор: Д.В. Иванов, к.ф.-м.н., доцент кафедры математической теории 

упругости и биомеханики механико-математического факультета СГУ. 

 

Программа одобрена на заседании кафедры математической теории 

упругости и биомеханики от 25.06.2020 года, протокол № 15. 

 


