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1. Цели освоения дисциплины «Численные методы решения 

плоских задач» 

Целями освоения дисциплины «Численные методы решения плоских 

задач» является ознакомление студентов с постановкой плоской задачи 

теории упругости, численными и численно-аналитическими методами 

решения соответствующих краевых задач, и выработка у студентов навыков 

решения плоских задачи теории упругости изученными методами. 

 

2. Место дисциплины в структуре ООП бакалавриата 

Дисциплина «Численные методы решения плоских задач» включена в 

вариативную часть блока 1 «Дисциплины (модули)» ООП бакалавриата и 

относится к дисциплинам по выбору. На ее изучение отводится 108 часов (50 

часов аудиторной работы, 2 часа КСР и 58 часов СРС). В соответствии с 

учебным планом, занятия проводятся в 6 семестре. 

Дисциплина «Численные методы решения плоских задач» связана с 

дисциплинами: «Математический анализ», «Алгебра», «Дифференциальные 

уравнения», «Функциональный анализ», «Комплексный анализ», 

«Аналитическая геометрия», «Уравнения математической физики», 

«Численные методы», в результате изучения которых студент должен знать 

теоретические основы дифференциального и интегрального исчисления, 

методов алгебры, дифференциальных уравнений, уравнений математической 

физики, численных методов решения уравнений, интегрирования, 

интерполирования. Студент должен уметь дифференцировать, 

интегрировать, решать системы линейных и нелинейных уравнений, 

аналитически и численно решать дифференциальные уравнения и задачи 

математической физики. 

Знания и умения, полученные студентами при изучении дисциплины 

«Численные методы решения плоских задач» используются в дисциплинах: 

«Численные методы решения пространственных задач», «Основы теории 

пластичности», «Теория изгиба анизотропных пластин», «Колебательные 

процессы в упругих системах», «Пакеты прикладных программ», а также при 

прохождении учебных практик и выполнении курсовых и выпускных 

бакалаврских работ. 

 

3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате 

освоения дисциплины «Численные методы решения плоских задач». 

В результате освоения дисциплины формируются следующие 

компетенции: 

– способность к самоорганизации и самообразованию (ОК-7); 

– способность решать стандартные задачи профессиональной 

деятельности на основе информационной и библиографической культуры с 

применением информационно-коммуникационных технологий и с учетом 

основных требований информационной безопасности (ОПК-1); 

– способность к определению общих форм и закономерностей 

отдельной предметной области (ПК-1); 
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– способность математически корректно ставить естественнонаучные 

задачи, знание постановок классических задач математики и механики (ПК-

2); 

– способность строго доказывать утверждение, сформулировать 

результат, увидеть следствия полученного результата (ПК-3); 

– способность публично представлять собственные и известные 

научные результаты (ПК-5); 

– способность использовать методы математического и 

алгоритмического моделирования при решении теоретических и прикладных 

задач (ПК-6); 

– способность использовать методы физического моделирования при 

анализе проблем механики (ПК-7); 

– способность передавать результат проведенных физико-

математических и прикладных исследований в виде конкретных 

рекомендаций, выраженных в терминах предметной области изучавшегося 

явления (ПК-8). 

 

В результате освоения дисциплины обучающийся должен: 

•знать: 

– основные понятия, идеи, методы, законы фундаментальной 

математики, информатики, механики и физики; основные численные методы, 

применяемые при решении краевых задач для уравнений с частными 

производными; основные математические модели и методы линейной теории 

упругости, необходимые и достаточные условия их реализации; общие 

формы и закономерности в теории упругости, основные уравнения и 

основные типы граничных задач двумерной теории упругости; 

– основы численных методов и математического анализа для 

эффективного использования этих дисциплин при постановке и численном 

решении плоских задач теории упругости; две основные модели 

деформирования упругих тел, описываемые плоской задачей теории 

упругости; постановки плоской задачи теории упругости; 

– основные математические модели и методы численного решения 

плоских задач теории упругости; результаты современных исследований в 

данной предметной области; 

– общие закономерности механики деформируемых тел и сред; 

основные математические модели плоской задачи теории упругости и 

условия их применимости; научную терминологию, принятую при 

формулировке и численном решении плоских задач; 

– методологию построения математических алгоритмов, применяемых 

при численном решении плоских задач теории упругости, корректное 

использование численных методов при решении теоретических и 

прикладных плоских задач теории упругости; 

– профессиональную терминологию; способы публичного 

представления постановки физической задачи, ее математической модели и 

полученных результатов; основные закономерности деформирования 
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упругих тел и постановку экспериментов, позволяющих изучить эти 

закономерности; основные принципы и подходы, применимые при 

моделировании механических процессов; 

– методологию составления отчетной документации по проделанной 

научно-исследовательской работе; научную и техническую терминологию, 

связанную с численным решением плоских задач теории упругости; 

основные требования производства и других областей практики, касающиеся 

прочности и жесткости конструкций. 

•уметь: 

– самостоятельно увидеть общие формы и закономерности двумерной 

теории упругости; самостоятельно осуществлять поиск специальной 

литературы и выбирать эффективные методы численного решения плоских 

задач теории упругости; в соответствии с выбранными методами решения 

строить математическую модель с алгоритмом ее численной реализации; 

– ставить и решать численно плоские задачи теории упругости; свести 

задачу к системе алгебраических уравнений, пригодной для численной 

реализации; 

– самостоятельно осуществлять постановку плоской задачи теории 

упругости; выбирать и использовать эффективные численные методы 

решения поставленной задачи; анализировать полученные результаты; 

обосновывать их достоверность и новизну; систематизировать и обобщать 

полученные результаты; 

– самостоятельно осуществлять поиск специальной литературы и 

выбирать эффективные численные методы решения плоских задач теории 

упругости; изложить полученные результаты ясным научным языком, 

пользуясь научными терминами в соответствии с их смыслом; указать место 

своей работы в структуре научной дисциплины; обосновать правильность 

своих результатов, исходя из корректности применяемых численных 

методов; 

– строить математические алгоритмы решения плоских задач теории 

упругости; решить задачу методом разложения по модам, вариационным 

методом, методом конечного элемента, составив для этого собственную 

программу на современном языке программирования; анализировать 

достоверность полученных результатов; публично представлять, объяснять, 

защищать построенную математическую модель и выбранный алгоритм; 

– применять знания математического моделирования к численному 

решению плоской задачи теории упругости; анализировать достоверность 

полученных результатов с физической и математической точек зрения; 

публично представлять полученные результаты решения, с обоснованием 

корректности и рациональности выбранной физической и математической 

моделей и численных методов их практической реализации; 

– кратко, математически строго и максимально точно описывать 

изучаемые объекты и явления, используя методы и подходы плоской задачи 

теории упругости; проанализировать полученные численно результаты с 
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точки зрения рекомендаций по повышению прочности, более эффективному 

использованию материала. 

•владеть: 

– основными численными методами при решении задач линейной 

теории упругости; навыками систематизации и выбора необходимой 

информации согласно поставленной задаче; навыками анализа результатов, 

полученных при численном решении плоских задач теории упругости; 

– основами численных методов и математического анализа для 

эффективного использования этих дисциплин при постановке и численном 

решении плоских задач теории упругости; 

– методами математического моделирования при постановке и 

численном решении плоских задач теории упругости; навыками анализа 

полученных результатов и обоснования их достоверности и новизны; 

– основными методами математического моделирования при 

численном решении задач линейной теории упругости и плоской задачи в 

частности; научным языком данной дисциплины; навыками представления и 

анализа результатов, полученных при численном решении плоских задач 

теории упругости; 

– навыками построения и реализации основных математических 

алгоритмов численного решения плоских задач теории упругости, с учетом 

оптимальности выбора метода; профессиональной терминологией при 

презентации построенных моделей; 

– способностью передавать результат проведенных физико-

математических и прикладных исследований в виде отчетной документации; 

навыками работы со справочными материалами и информационными 

ресурсами, содержащими данные об упругих постоянных, требованиях к 

прочности конструкций, государственных стандартах; технической 

терминологией, принятой в области, для которой формулируются 

рекомендации по результатам математического исследования; 

– методами физического моделирования, применяемыми при изучении 

механических процессов в деформируемых телах и средах; навыками 

численного решения двумерных краевых задач, описывающих механические 

процессы. 



 

6 

 

4. Структура и содержание дисциплины «Численные методы 

решения плоских задач» 

Общая трудоемкость дисциплины составляет 3 зачетных единиц, 108 часов. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 Плоская задачи теории 

упругости 
6 1 2  1  4  

2 Численно-аналитические 

методы решения плоских 

задач: метод разложения 

по модам 

6 2-5 8  4  10  

3 Определение 

собственных частот 

планарных колебаний 

прямоугольной пластины 

6 6-7 6  3  14  

4 Вариационные методы 

решения плоских задач 

6 8-9 4  2  10  

5 Примеры решения задач 6 10-12 6  3 2 10 Контрольная 
работа 

6 Метод конечного 

элемента в применении к 

плоским задачам 

6 13-15 6  3  10  

7 Обзор других численных 

методов решения 

плоских задач 

 16       

         Зачет 

 Всего  16 32  16 2 58  

 

Содержание дисциплины 

Раздел 1. Плоская задача теории упругости 

Две модели плоской задачи теории упругости. Основные уравнения 

плоской задачи теории упругости. Основные граничные задачи. Определение 

функции напряжений. Уравнение для функции напряжений. 

Раздел 2. Численно-аналитические методы решения плоских 

задач: метод разложения по модам 

Гармонические волны. Моды. Круговая частота, длина волны, 

волновое число, период колебаний, фаза колебаний. Фазовая и групповая 

скорости. Дисперсия. Дисперсионные уравнения и дисперсионные кривые. 

Вывод дисперсионных уравнений для бесконечной полосы с различными 

граничными условиями на боковых сторонах. Соотношения 



 

7 

 

ортогональности. Полнота системы мод. Методы составления разрешающей 

системы алгебраических уравнений при удовлетворении граничным 

условиям на сечении: метод коллокаций, метод взвешенных невязок, 

энергетический метод. Метод разложения по модам в статических задачах. 

Примеры решения задач. 

Раздел 3. Определение собственных частот планарных колебаний 

прямоугольной пластины 

Исследование дисперсионных уравнений. Построение дисперсионных 

кривых. Интерпретация дисперсионных кривых. Построение разрешающей 

системы алгебраических уравнений при удовлетворении граничным 

условиям на торцах. Поиск собственных или резонансных частот, построение 

спектральных кривых. Интерпретация спектральных кривых на основе 

представления о модах. Объяснение существования плато. 

Раздел 4. Вариационные методы решения плоских задач 

Вариационные принципы теории упругости. Потенциальная энергия 

деформации в случае плоской задачи. Вариационное уравнение Лагранжа в 

случае плоской задачи. Вариационная формула Кастилиано в случае плоской 

задачи. Вывод уравнения совместности деформаций. Применение 

вариационной формулы Кастилиано к плоской задаче. Применение 

вариационного принципа Лагранжа к статическим и динамическим плоским 

задачам. Метод Ритца. 

Раздел 5. Примеры решения задач 

Применение вариационной формулы Кастилиано к задаче о 

растяжении прямоугольной пластинники усилиями, распределенными на 

торцах по заданному закону. Применение вариационного уравнения 

Лагранжа к задаче о деформировании пластинки в форме кругового кольца. 

Метод Ритца в задаче о планарных колебаниях круглой пластинки. 

Раздел 6. Метод конечного элемента в применении к плоским 

задачам 

Основные принципы МКЭ. Типы конечных элементов. Матрица 

жесткости элемента. Матрица массы элемента. Составление разрешающей 

системы алгебраических уравнений и методы её решения. Обоснование 

сходимости. Примеры решения задач. 

Раздел 7. Обзор других численных методов решения плоских 

задач 

Разностные методы. Методы теории потенциалов. Метод граничных 

интегральных уравнений. Метод граничного элемента. Методы решения 

плоских задач для вязкоупругих тел. Методы решения нелинейных плоских 

задач. 

 

Темы практических занятий по дисциплине «Численные методы 

решения плоских задач» 

1. Вывод дисперсионных уравнений и их анализ. 

2. Решение задач для прямоугольных областей методом разложения 

по модам. 
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3. Планарные колебания прямоугольных пластин. 

4. Решение плоских задач вариационными методами, основанными на 

вариационном принципе Лагранжа. 

5. Решение плоских задач вариационными методами, основанными на 

вариационной формуле Кастилиано. 

6. Решение плоских задач разностными методами. 

7. Решение плоских задач методом конечного элемента. 

 

5. Образовательные технологии, применяемые при освоении 

дисциплины 

При реализации различных видов учебной работы (лекции, 

практические занятия, самостоятельная работа) используются следующие 

современные образовательные технологии: 

 лекционно-семинарско-зачетная система обучения; 

 информационно-коммуникационные технологии; 

 проектные методы обучения; 

 исследовательские методы в обучении; 

 проблемное обучение. 

Успешное освоение материала курса предполагает большую 

самостоятельную работу студентов и руководство этой работой со стороны 

преподавателей. Формы контроля: проверка решения практических задач, 

проведение контрольной работы, устный опрос по темам курса. 

В учебном процессе при реализации компетентностного подхода 

используются активные и интерактивные формы проведения занятий: метод 

проектов, метод поиска быстрых решений в группе, мозговой штурм, 

учебные групповые дискуссии. 

При обучении лиц с ограниченными возможностями используются 

подходы, способствующие созданию безбарьерной образовательной среды: 

– технологии дифференциации и индивидуального обучения; 

– применение соответствующих методик по работе с инвалидами; 

– использование средств дистанционного общения; 

– проведение дополнительных индивидуальных консультаций по 

изучаемым теоретическим дисциплинам и практическим занятиям; 

– оказание помощи при подготовке к промежуточной и итоговой 

аттестации, а также разработка отдельного аудио курса данной дисциплины; 

с упором на тщательное проговаривание необходимых формул. 

При реализации учебной работы в форме лекций используются 

различные формы визуализации наглядного материала (мультимедийные 

презентации MC Power Point).  

Практические занятия предусматривают широкое использование 

активных форм проведения занятий с разбором конкретных ситуаций, 

возникающих при практическом решении задач. 
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6. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы 

студентов. Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, 

промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины 

«Численные методы решения плоских задач» 

Самостоятельная внеаудиторная работа студентов проводится в 

форме изучения и анализа лекционного материала, изучения отдельных 

теоретических вопросов по предлагаемой литературе, подбора 

дополнительных источников для извлечения научно-технической 

информации, связанной с проблемами, изучаемыми в рамках данной 

дисциплины и самостоятельного решения задач с дальнейшим их разбором 

или обсуждением на аудиторных занятиях, подготовки к промежуточной 

аттестации. 

Самостоятельная аудиторная работа студентов проводится в форме 

самостоятельного решения задач на практических занятиях с дальнейшим их 

разбором и обсуждением; выполнения контрольных работ; поиска решений 

проблемных ситуаций, предложенных на лекциях и практических занятиях; 

поиска и устранения ошибок, заложенных в представлении материала 

преподавателем и допущенных другими студентами. 

Текущий контроль усвоения дисциплины «Численные методы 

решения плоских задач» проводится в виде контрольной работы по теме: 

«Примеры решения плоских задач методом разложения по модам и 

вариационными методами». Примерные варианты контрольных работ 

содержатся в фонде оценочных средств текущего контроля и промежуточной 

аттестации по дисциплине. 

 

 7. Данные для учета успеваемости студентов в БАРС 

 

Таблица 1. Таблица максимальных баллов по видам учебной деятельности 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

Семестр Лекции 
Лабораторн

ые занятия 

Практичес

кие 

занятия 

Самостоят

ельная 

работа 

Автоматизи

рованное 

тестирован

ие 

Другие 

виды 

учебной 

деятельно

сти 

Проме

жуточн

ая 

аттеста

ция 

Итого 

6 15 0 20 15 0 25 25 100 

 

Программа оценивания учебной деятельности студента 

6 семестр 

Лекции 

Посещаемость, активность и др. за один семестр – от 0 до 15 баллов. 

Лабораторные занятия 

Не предусмотрены. 
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Практические занятия 

Посещаемость, активность (ответы с места, работа у доски), 

самостоятельное решение задач в аудитории оценивается от 0 до 20 баллов 

(каждое занятие – 0-2 балла). 

Самостоятельная работа 

Выполнение домашних заданий оценивается от 0 до 15 баллов (каждое 

домашнее задание – 0-1 балл). 

Автоматизированное тестирование 

Не предусмотрено. 

Другие виды учебной деятельности 

Контрольная работа оценивается от 0 до 25 баллов. 

Промежуточная аттестация 

При проведении промежуточной аттестации 

ответ на «отлично» оценивается от 20 до 25 баллов; 

ответ на «хорошо» оценивается от 13 до 19 баллов; 

ответ на «удовлетворительно» оценивается от 6 до 12 баллов; 

ответ на «неудовлетворительно» оценивается от 0 до 5 баллов 

 

Таким образом, максимально возможная сумма баллов за все виды 

учебной деятельности студента за один семестр по дисциплине «Численные 

методы решения плоских задач» составляет 100 баллов. 

 

Таблица 2. Перерасчет полученной студентом суммы баллов по дисциплине 

«Численные методы решения плоских задач» в оценку 

65 баллов и более «зачтено» 

меньше 65 баллов «не зачтено» 
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8. Учебно-методическое и информационное обеспечение 

дисциплины «Численные методы решения плоских задач» 

а) основная литература: 

1. Бегун П.И., Кормилицын О.П.  Прикладная механика: учебник. 

Санкт-Петербург: Политехника, 2006. 

2. Леонтьев В.Л. Численные методы решения краевых задач: учеб. 

пособие для студентов информ. и телекоммуникацион. технологий и мех.-

мат. фак. Ульяновск: Ульян. гос. ун-т, 2004. 

3. Победря Б.Е. Численные методы в теории упругости и 

пластичности. Изд-во Московского университета, 1995. 
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9. Материально-техническое обеспечение дисциплины «Численные 

методы решения плоских задач» 

Для проведения занятий по дисциплине «Численные методы решения 

плоских задач», предусмотренной учебным планом ООП, имеется 

необходимая материально-техническая база, соответствующая действующим 

санитарным и противопожарным правилам и нормам:  

– мультимедийная лекционная аудитория, оснащенная 

мультимедийными проекторами, маркерными досками для демонстрации 

учебного материала; 

– специализированные лаборатории, оснащенные необходимым 

оборудованием; 

– аппаратурное и программное обеспечение (и соответствующие 

методические материалы) для лабораторных и практических занятий по 

дисциплине;  

– современное лицензионное программное обеспечение. 

 

 

Программа составлена в соответствии с требованиями ФГОС ВО по 

направлению подготовки: 01.03.03 «Механика и математическое 

моделирование», профилю подготовки: «Механика деформируемых тел и 

сред». 

 

 

Автор: М.В. Вильде, д.ф.-м.н., профессор кафедры МТУ и БМ, механико-

математического факультета СГУ. 

 

Программа одобрена на заседании кафедры математической теории 

упругости и биомеханики от 25.06.2020 года, протокол № 15. 

 


