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Ö å ë ü ð à á î ò û: èçó÷èòü ñîáñòâåííûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëè-
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çàòóõàíèè.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû:
1. Êàêèå ðåæèìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âîçìîæíû â ëèíåéíîì äèññèïàòèâ-

íîì îñöèëëÿòîðå?
2. Êàêîé âèä èìåþò ôàçîâûå ïîðòðåòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîãî

îñöèëëÿòîðà è êàêîâû âîçìîæíûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ?

3. Çàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ
è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ ðåçîíàíñà.

4. Èçîáðàçèòå ðåçîíàíñíûå êðèâûå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé çàòóõàíèÿ. Êàê
ðàññ÷èòàòü ïî ðåçîíàíñíîé êðèâîé âåëè÷èíó äîáðîòíîñòè ëèíåéíîãî îñöèëëÿ-
òîðà?

5. Êàê îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ îñöèëëîãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì?

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ×ÀÑÒÜ
Êîëåáàíèÿìè íàçûâàþòñÿ äâèæåíèÿ èëè ïðîöåññû, îáëàäàþùèå òîé èëè èíîé

ñòåïåíüþ ïîâòîðÿåìîñòè âî âðåìåíè. Îíè ñâîéñòâåííû ðàçëè÷íûì ÿâëåíèÿì
ïðèðîäû. Â ôèçèêå îñîáî âûäåëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîìàãíèòíûå êî-
ëåáàíèÿ. Ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò â LCR-êîíòóðå, êîòîðûé ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðàäèîòåõíè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîãî äèññèïàòèâíîãî



îñöèëëÿòîðà. Ìîäåëü ñîäåðæèò òðè èäåàëèçèðîâàííûõ ýëåìåíòà - èíäóêòèâ-
íîñòü L, åìêîñòü C è ñîïðîòèâëåíèå R.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé, ñîñòàâëåííûõ èç èäåàëèçèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ïîç-
âîëÿåò àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò ìíîãèõ ñâîéñòâ ðåàëüíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.
Ïðåæäå âñåãî, èñêëþ÷àþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ýëåìåíòîâ è îíè ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè â òî÷êå. Ïðè ýòîì ñîêðàùàåòñÿ äî äâóõ ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ
ïðîöåññîâ, ò.å. ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 1.

Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà çàâèñÿò îò åãî ìãíîâåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, ò.å. ðåàëüíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû íåëèíåéíû. Òîëüêî ïðè ìàëîé àì-
ïëèòóäå êîëåáàíèé ïàðàìåòðû ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùèìè îò äèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ, à êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó - ëèíåéíîé. Ëèíåéíûå êîëåáàòåëüíûå ñè-
ñòåìû îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè, à ïðîòåêàþùèå â íèõ ïðîöåññû
óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè.

Â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå áóäóò èññëåäîâàòüñÿ êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â ëè-
íåéíîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà ïðèìåðå LCR-
êîíòóðà. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ âèçóàëüíî íàáëþäàþòñÿ íà ýêðàíå îñöèëëî-
ãðàôà. Èçìåðÿåòñÿ èõ ÷àñòîòà è çàòóõàíèå. Â ðåæèìå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
ñíèìàþòñÿ ðåçîíàíñíûå êðèâûå îñöèëëÿòîðà è ðàññ÷èòûâàþòñÿ åãî îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå LCR-êîíòóðà è åãî
ðåøåíèå

Ïóñòü êîíäåíñàòîð ñ ýëåêòðè÷åñêîé åìêîñòüþ C, çàðÿæåííûé äî íàïðÿæåíèÿ

Ðèñ. 1: Âîçáóæäåíèå êîëåáà-
íèé â LCR-êîíòóðå

U0, çàìûêàåòñÿ ÷åðåç öåïü, ñîñòîÿùóþ èç êàòóø-
êè ñ èíäóêòèâíîñòüþ L è ðåçèñòîðà ñ ñîïðîòèâ-
ëåíèåì R (ðèñ. 1). Êîíäåíñàòîð íà÷èíàåò ðàçðÿ-
æàåòñÿ, à çàòåì è ïåðåçàðÿæàòüñÿ. Â öåïè âîçíè-
êàåò ïåðåìåííûé òîê I(t), àìïëèòóäà êîòîðîãî ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ïàäàåò äî íóëÿ, êîãäà çàïàñåí-
íàÿ â åìêîñòè ýíåðãèÿ ïåðåéäåò â òåïëî.
Ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé íà èíäóêòèâíîñòè L, ñî-

ïðîòèâëåíèè R è åìêîñòè C â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì:

UL(t) = L
dI

dt
= L

d2q

dt2
. UR = RI = R

dq

dt
, UC(t) =

1

C
q =

1

C

∫
I(t)dt,

à èõ ñóììà ðàâíà íóëþ, ò.å. ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ òîêà I(t):

L
dI

dt
+ RI +

1

C

∫
I(t)dt = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ ïî t è óìíîæàÿ íà 1/L, ïîëó÷èì
d2I

dt2
+

R

L

dI

dt
+

1

LC
I = 0
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èëè
d2I

dt2
+ 2δ

dI

dt
+ ω2

0 I = 0, (1)

ãäå δ = R/2L - ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ êîíòóðà, ω0 = 1/
√

LC - êðóãîâàÿ ÷à-
ñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðè îòñóòñòâèè ïîòåðü (êîíñåðâàòèâíûé LC-
êîíòóð). Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿ çàðÿäà êîíäåíñàòîðà

L
d2q

dt2
+ 2δ

dq

dt
+ ω2

0 q = 0. (2)

Â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ëèíåé-
íîãî îñöèëëÿòîðà ñ âÿçêèì (ëèíåéíûì) òðåíèåì. Îíî îïèñûâàåò ñîáñòâåííûå
(ñâîáîäíûå) êîëåáàíèÿ.

Ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè íàçûâàþò êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå, íå ïîäâåðãàþ-
ùåéñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì è îáóñëîâëåííûå çàïàñåííîé ýíåðãèåé.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ è ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ âðå-
ìåíè, òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíûì. Íåîäíîðîä-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â LCR-
êîíòóðå.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå: I = Aest. Ïîäñòàâëÿÿ â (2),
ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

s2 + 2δ s + ω2
0 = 0. (3)

Îíî èìååò êîðíè
s1,2 = −δ ±

√
δ2 − ω2

0 = −δ ± β, (4)
à îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ïðèíèìàåò âèä:

I(t) = A1 es1t + A2 es2t = e−δt(A1 eβt + A2 e−βt).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ A1 è A2 èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è:
ïðè t = 0 I = 0, à èç (1) dI

dt = −U0

L . Òîãäà

I(0) = A1 + A2 = 0, ò.å. A2 = −A1

L
dI

dt

∣∣∣∣
t=0

= A1 s1 + A2 s2 = 2βLA1 = −U0, ò.å. A1 = − U0

2βL
,

è ÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé èìååò âèä:

I(t) = − U0

2βL
e−δt

(
eβt − e−βt

)
= −U0

βL
e−δtsh βt. (5)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Êîëåáàíèÿ ãðóçà ñ ìàññîé m,
ïîäâåøåííîãî íà ïðóæèíå ñ æåñòêîñòüþ k, ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ h
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíåì (2). Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèå àíàëîãèè, ò.å. àíàëîãèè ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì q è ñìåùåíèåì x
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ãðóçà, òîêîì I è ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ãðóçà ẋ, èíäóêòèâíîñòüþ L è ìàññîé m,
åìêîñòüþ C è ïîäàòëèâîñòüþ ïðóæèíû 1/k, ðåçèñòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì R è
êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ h. Òîãäà δ = h/2m, ω2

0 = k/m.

ẍ + 2δ ẋ + ω2
0 x = 0, (6)

Åãî ðåøåíèå èìååò òîò æå âèä, ÷òî è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîñòîÿííûõ A1 è A2 èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è: ïðè t = 0 x =
x0,

dx
dt = v0. ×àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàííûõ

çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èìååò âèä (ïðåäëàãàåòñÿ ïîëó÷èòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî):

x(t) = e−δt

[
x0δ + v0

β
sh βt + x0ch βt

]
= Ae−δtsh (βt + ϕ0), (7)

ãäå A=

√
(x0δ+v0)2+(x0β)2

β , ϕ = arctg x0β
x0δ+v0

.
Êàê ñëåäóåò èç (5) è (7), ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åå íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì.
Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ â LCR-êîíòóðå

Õàðàêòåð ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí çàïàñåííîé è ðàññåèâàåìîé ýíåðãèè. Â LCR-
êîíòóðå ñîîòíîøåíèå ýíåðãèé ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü, ñðàâíèâàÿ ïàðàìåòðû L
è R èëè ω2

0 è δ2. Ïðè ýòîì â êîíñåðâàòèâíîì êîíòóðå (δ = 0) âîçíèêàþò íåçà-
òóõàþùèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, à â äèññèïàòèâíîì êîíòóðå � çàòóõàþùèé
êîëåáàòåëüíûé èëè àïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ.

Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíîãî êîíòóðà. Ïðè δ = 0 êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) ñòàíîâÿòñÿ ìíèìûìè
(β = ±jω0). Ðåøåíèå (5) ïðèíèìàåò âèä:

I(t) = − U0

ω0L
sin ω0t, (8)

à ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé íà èíäóêòèâíîñòè è åìêîñòè îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè

UL(t) = L
dI

dt
= −U0 cos ω0t,

UC(t) =
1

C

∫
I(t)dt =

U0

LCω2
0

cos ω0t = U0 cos ω0t.

Òàêèì îáðàçîì,
• ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ â êîíñåðâàòèâíîì êîíòóðå îïèñûâàþòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè,

• àìïëèòóäà êîëåáàíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè çà-
äà÷è, à ÷àñòîòà � ïàðàìåòðàìè ýëåìåíòîâ êîíòóðà, îòâå÷àþùèõ çà íàêîï-
ëåíèå ýíåðãèè, è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
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• òîê è íàïðÿæåíèÿ íà ýëåìåíòàõ êîíòóðà ñäâèíóòû ïî ôàçå íà π/2, ò.å. ìàê-
ñèìóì ìàãíèòíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè è
íàîáîðîò. Ïðîöåññ êîëåáàíèé íîñèò ðåàêòèâíûé õàðàêòåð.

0

I(t)
1
2
3

4
5

t

à

--

6

0

UC(t)

1

3
2

4
5

t

á

-

6

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèÿ òîêà (à) è íàïðÿæåíèÿ íà åìêîñòè (á ) â äèññè-
ïàòèâíîì êîíòóðå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ δ:
1 � δ=0.2ω0(R=0.4ρ); 2 � δ=0.4ω0(R=0.8ρ); 3 � δ=0.6ω0(R=1.2ρ);

4 � δ = ω0(R = 2ρ); 5 � δ = 1.5ω0(R = 3ρ)

Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ â êîíòóðå ñ ìàëûì çàòóõàíèåì (δ2 < ω2
0).

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííû-
ìè. Îáîçíà÷èì β =

√
δ2 − ω2

0 = ±jωc. ×àñòîòó ωc áóäåì íàçûâàòü êðóãîâîé
÷àñòîòîé ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äèññèïàòèâíîãî êîíòóðà. Ñ ó÷åòîì ââåäåí-
íûõ îáîçíà÷åíèé òîê ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç (5) â âèäå:

I(t) = − U0

ωcL
e−δt sin ωct, (9)

à äëÿ íàïðÿæåíèÿ íà åìêîñòè èìååì:

UC(t) =
1

C

∫
I(t)dt =

U0ω0

ωc
e−δt sin (ωct + ϕ), (10)

ãäå tgϕ = ωc/δ. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë (9) è (10), â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå
àìïëèòóäà êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.
Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ àìïëèòóäû çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ ñèñòåìû δ.
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå èçìåíåíèÿ òîêà è íàïðÿæåíèÿ íà åìêîñòè
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé δ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ δ (êðèâûå 1 íà ðèñ. 2) òîê è
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íàïðÿæåíèå ìíîãîêðàòíî èçìåíÿþò çíàê ïðåæäå, ÷åì äîñòèãàþò ïðåíåáðåæèìî
ìàëîé âåëè÷èíû.

Âûðàæàÿ δ è ω0 ÷åðåç ïåðâè÷íûå ïàðàìåòðû êîíòóðà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
óñëîâèå ìàëîãî çàòóõàíèÿ â âèäå:

R

2L
<

1√
LC

èëè R < 2

√
L

C
.

Âåëè÷èíà ρ =
√

L
C èìååò ðàçìåðíîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì LCR-êîíòóðà.
Òàê êàê äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà ñ ÷àñòîòîé ω0 êîìïëåêñíûå ñîïðîòèâëåíèÿ

ðåàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ L è C ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû jω0L è 1/jω0C,

• õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå LCR-êîíòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñðåäíåå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå èëè ñðåäíåå ïðîïîðöèîíàëüíîå èç êîìïëåêñíûõ ñîïðîòèâëå-
íèé ðåàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ êîíòóðà íà ÷àñòîòå ω0:√

jω0L

jω0C
=

√
L

C
= ρ.

Ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êîíòóðà ìîæíî íåñêîëüêî
âèäîèçìåíèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

√
LC = 1/ω0. Òîãäà

ρ =

√
L

C
= ω0L =

1

ω0C
. (11)

Àïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû â LCR-êîíòóðå ïðè áîëüøîì çàòóõàíèè
(δ2 > ω2

0). Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû,
ñîïðîòèâëåíèå ïîòåðü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

R > 2ρ,

à ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) � ñîîòíîøåíèþ (5). Êàê âèäíî èç
ðèñ. 2 (êðèâûå 5), íàïðÿæåíèå íà åìêîñòè ìîíîòîííî óáûâàåò, à òîê êîíòóðà ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ñíà÷àëà íàðàñòàåò, à çàòåì ìîíîòîííî óáûâàåò äî íóëÿ. Êîãäà
R À 2ρ, òîê â êîíòóðå çàòóõàåò ïî÷òè ëèíåéíî, ò.å. âëèÿíèå èíäóêòèâíîñòè â
öåïè ïðåíåáðåæèìî ìàëî.

Àïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû â LCR-êîíòóðå ïðè êðèòè÷åñêîì çàòó-
õàíèè (δ2 = ω2

0, β = 0, R = 2ρ). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü k = −δ êðàòíîñòè 2.

Òàê êàê β = 0, ðåøåíèå (5) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò íåîïðå-
äåëåííîñòü òèïà 0/0. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëîïè-
òàëÿ. Òîãäà

I(t) = −U0

L
te−δt, (12)

UC(t) = U0(1 + δt)e−δt. (13)
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Çàâèñèìîñòè òîêà è ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà åìêîñòè C îò âðåìåíè ïðè êðè-
òè÷åñêîì çàòóõàíèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 ïîëóæèðíûìè êðèâûìè 4. Èç ñîïî-
ñòàâëåíèÿ êðèâûõ 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêîì çàòóõàíèè òîê äîñòèãàåò
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì åùå íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ çíàêà, à èç-
ìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ íà åìêîñòè ïðîèñõîäèò ñ ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì îáùèå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.
1. Àìïëèòóäû ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è, à

÷àñòîòà êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïà-
ðàìåòðîâ L, C è R. ×àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äèññèïàòèâíîãî êîíòóðà
ωñ ìåíüøå, ÷åì ó êîíñåðâàòèâíîãî êîíòóðà ω0, ò.å. ïåðåêà÷êà ýíåðãèè ìåæäó ðå-
àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè çàìåäëÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì α. Åñëè R → 0, òî ωñ → ω0.

2. Ñäâèãè ïî ôàçå ìåæäó òîêîì è íàïðÿæåíèÿìè íà ðåàêòèâíûõ ýëåìåíòàõ â
äèññèïàòèâíîì êîíòóðå îòëè÷àþòñÿ îò π/2: íàïðÿæåíèå íà åìêîñòè îïåðåæàåò
òîê íà óãîë ϕ, à íàïðÿæåíèå íà èíäóêòèâíîñòè îòñòàåò îò òîêà [2,ñ.176-179].

3. Êîãäà çàòóõàíèå ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, òîê è íàïðÿæåíèÿ â äèññèïàòèâ-
íîì êîíòóðå çàòóõàþò âî âðåìåíè, ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿÿ çíàê. Êîãäà çàòóõàíèå
áîëüøå èëè ðàâíî êðèòè÷åñêîìó, òîê è íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþò çíàê íå áîëåå îä-
íîãî ðàçà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà, ïîëó÷èâ íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, óñòðåì-
ëÿåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ, ïðè êîòîðîì ïåðåìåííàÿ è åå ïðîèçâîäíàÿ (òîê è
íàïðÿæåíèå) ðàâíû íóëþ, àïåðèîäè÷åñêè èëè ïóòåì ïåðèîäè÷åñêîãî óìåíüøå-
íèÿ îòêëîíåíèé îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.

4. Ïåðåõîä îò êîëåáàòåëüíîãî ê àïåðèîäè÷åñêîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò ðà-
âåíñòâó R = 2ρ. Ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìîæíî äàòü ïðîñòîå òîëêîâàíèå, åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (11) è ïðåäñòàâèòü îäíî ρ êàê ìîäóëü ðåàêòèâíîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ èíäóêòèâíîñòè |ŻL| = ω0L, à äðóãîå - êàê ìîäóëü ðåàêòèâíîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ åìêîñòè |ŻC |=1/ω0C. Òîãäà ìîäóëè ðåàêòèâíûõ ñîïðîòèâëåíèé
ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ ðåçèñòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì R, à óñëîâèå êðèòè÷íîñòè
êîëåáàíèé ïðèíèìàåò âèä:

R = |ŻL|+ |ŻC | = ω0L +
1

ω0C
, (14)

• Ïðîöåññû â äèññèïàòèâíîì êîíòóðå èìåþò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, êî-
ãäà ñóììà ìîäóëåé ðåàêòèâíûõ ñîïðîòèâëåíèé ïðåâûøàåò ñîïðîòèâëåíèå
ïîòåðü, è àïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð, êîãäà îíà ìåíüøå ñîïðîòèâëåíèÿ ïî-
òåðü.

Ïåðåõîä îò êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà ê àïåðèîäè÷åñêîìó ëåãêî îáúÿñíèòü ñêî-
ðîñòüþ ðàñõîäà íàêîïëåííîé â êîíòóðå ýíåðãèè: åñëè çà ïåðèîä êîëåáàíèé â
òåïëî ïðåâðàùàåòñÿ íåáîëüøàÿ ÷àñòü çàïàñåííîé ýíåðãèè, òî â LCR-êîíòóðå
ñîâåðøàåòñÿ íåñêîëüêî ïåðåõîäîâ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè â ìàãíèòíóþ è îáðàò-
íî, ò.å. íåñêîëüêî êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ è òîêà, ïîêà çàïàñåííàÿ ýíåðãèÿ ïðå-
âðàòèòñÿ â òåïëî ïîëíîñòüþ; åñëè æå ïîòåðè ýíåðãèè çà ïåðèîä âåëèêè, òî ýëåê-
òðè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå óñïåâàåò ïåðåéòè â ìàãíèòíóþ. Òàêèå ïåðåõîäû õîðîøî
îïèñûâàåò ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð LCR-êîíòóðà - äîáðîòíîñòü.
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Ïîäêëþ÷åííûé ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ U0 (ðèñ. 1) êîíäåíñàòîð íàêàïëè-
âàåò ýíåðãèþ W = CU 2

0/2. Ïðè çàìûêàíèè êîíòóðà êîíäåíñàòîð ðàçðÿæàåòñÿ
÷åðåç èíäóêòèâíîñòü L è ñîïðîòèâëåíèå R. Åñëè ïðîöåññ íîñèò êîëåáàòåëüíûé
õàðàêòåð, òî â êîíòóðå âîçíèêàåò ïåðåìåííûé òîê i(t) = Im(t) sin ωct, àìïëè-
òóäà Im(t) êîòîðîãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (9), óáûâàåò âî âðåìåíè ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîí:

Im(t) = − U0

ωcL
e−δt.

Íàêîïëåííàÿ â êîíäåíñàòîðå ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðåõîäèò â èíäóê-
òèâíîñòü â âèäå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. ×åðåç ÷åòâåðòü ïåðèîäà êîëåáàíèé
âñÿ ýíåðãèÿ (êðîìå ýíåðãèè ïîòåðü) ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ â èíäóêòèâíîñòè L è
W =LI2

m/2, Ýíåðãèÿ ïîòåðü Wï, ðàñõîäóåìàÿ çà ïåðèîä êîëåáàíèé â ñîïðîòèâ-
ëåíèè R, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

Wï =

T∫

0

i2(t)Rdt, ãäå T =
2π

ωc
.

Äëÿ ìàëîãî ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ δ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T ≈ T0 = 2π
ω0
, à àì-

ïëèòóäà Im(t) ìàëî èçìåíÿåòñÿ çà ïåðèîä. Â ýòîì ñëó÷àå, âûíîñÿ Im èç-ïîä
èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïîòåðü:

Wï ∼= I2
m

2
RT0 =

I2
m

2
R

2π

ω0
.

• Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, ïðåâûøàþùàÿ â 2π ðàç îòíîøåíèå ïîëíîé ýíåð-
ãèÿ ê ýíåðãèè, ðàññåèâàåìîé ñèñòåìîé çà ïåðèîä êîëåáàíèé, íàçûâàåòñÿ
äîáðîòíîñòüþ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû:

Q = 2π
W

Wï
=

1

ω0CR
=

ω0L

R
=

ρ

R
, (15)

à ïàðàìåòð η = R/ρ = 1/Q, îáðàòíûé äîáðîòíîñòè Q, íàçûâàåòñÿ çàòóõàíèåì
êîíòóðà.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîêàçàòåëþ çàòóõàíèÿ δ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (9) ìàê-
ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ òîêà äîñòèãàþòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè tk, äëÿ êîòîðûõ
ωñtk =π/2 + 2πk, à tk = π

ωñ
(1

2 + 2k), ãäå k=0, 1, 2, . . . Òîãäà

ln I(t)

I(t + T )
= δT = Θ, ãäå T =2π/ωñ.

Ïàðàìåòð Θ õàðàêòåðèçóåò áûñòðîòó çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé â ëèíåéíîé ñèñòå-
ìå è íàçûâàåòñÿ äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ (îò ëàò. decrementum - óìåíüøåíèå,
óáûëü). Ðàñêðûâàÿ δ, ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ ñ çàòóõà-
íèåì η â âèäå

Θ = (R/2L)(2π/ω0) = πη.
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êîíòóðà â áåçðàçìåðíîì âèäå. Äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïðèâåñòè ê óíèâåðñàëüíîìó âèäó, ïðèãîä-
íîìó äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé â ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ìåõàíè÷åñêèõ,
îïòè÷åñêèõ, àòîìíûõ è ìîëåêóëÿðíûõ), åñëè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ x = I/Imax è ïåðåéòè ê "áåçðàç-
ìåðíîìó"âðåìåíè τ = ω0t. Ïîñêîëüêó d

dt = ω0
d
dτ , ïîëó÷èì

ω2
0
d2x

dτ 2 +
ω0R

L

dx

dτ
+ ω2

0 x =
d2x

dτ 2 +
R

ω0L

dx

dτ
+ x =

d2x

dτ 2 +
R

ρ

dx

dτ
+ x = 0.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíîì
âðåìåíè ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

ẍ + ηẋ + x = 0. (16)

Ê àíàëîãè÷íîìó áåçðàçìåðíîìó âèäó ïðèâîäèòñÿ è óðàâíåíèå (2).

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â
LCR-êîíòóðå. Ìåòîä ôàçîâîé ïëîñêîñòè

Ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà (16) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ äâóìÿ ïåðåìåííûìè: x è y = dx

dt . Ïåðåìåííûå, çàäàþùèå ìãíîâåííîå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè, à ïëîñêîñòü ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ - ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ. Êàæäîìó ìîìåíòó âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò
ñâîå ïîëîæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, à êàæäîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè (x, y) êðèâóþ, íàçûâàåìóþ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé
(ðèñ. 3). Ñîâîêóïíîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèÿì, îáðàçóåò ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.

-

6

-

6

-

6

U

w
w ^

q

N W

MO K

W

ẋẋẋ
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñëîæíîñòü àíàëèçà âîçðàñ-
òàåò. Ïîýòîìó ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (êàê îáîáùåíèå ìåòîäà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè) ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì ëèøü äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè íå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà.
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Óðàâíåíèÿ è ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà (16) ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâà-

ëåíòíîé ñèñòåìîé äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòî-
ðûå ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïðèíèìàþò âèä:

dx

dt
= y, (17)

dy

dt
= −ηy − x. (18)

Åñëè ðàçäåëèòü ïî÷ëåííî âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, òî ïîëó÷èì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå t:

dy

dx
= −ηy + x

y
(19)

Åãî ðåøåíèå y = y(x,K), ãäå K - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îïèñûâàåò ñåìåé-
ñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ èëè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.1

Ïðîàíàëèçèðóåì ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è õàðàêòåð ôàçîâûõ ïîðòðå-
òîâ ñèñòåìû (17)�(18).

1. Ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâà ẋ = 0, ẏ = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèñòåìå (17) �(18) èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â íóëå
êîîðäèíàò, ãäå ïðîèçâîäíàÿ èìååò íåîïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Òàêèå òî÷êè íà-
çûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

2. Õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê öåëèêîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ âèäîì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ÷èñòî ìíèìûìè, êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûìè èëè âåùåñòâåííûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûé õàðàêòåð (ðèñ.3).

3. Â ëþáîé òî÷êå ôàçîâîé ïëîñêîñòè, êðîìå (0, 0) ñêîðîñòü îòëè÷íà îò íóëÿ,
è èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè áåç îñòàíîâêè, ïðè-
÷åì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ẋ > 0, ïåðåìåííàÿ x(t) íàðàñòàåò, à â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè ẋ < 0, ò.å. äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

4. Êàê ñëåäóåò èç (19), âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ ïîä
ïðÿìûì óãëîì (åñëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò)

5. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå íèãäå êðîìå (0, 0) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé âèä ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáñòâåí-

íûå êîëåáàíèÿ â êîíñåðâàòèâíîì è äèññèïàòèâíîì êîíòóðàõ.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ çàòóõàíèÿ
Êîíñåðâàòèâíûé êîíòóð. Ïîëàãàÿ â (19) η = 0, ïîëó÷èì:

dy

dx
= −x

y
èëè ydy = −xdx. (20)

1Èíòåãðàëüíûå êðèâûå è ôàçîâûå òðàåêòîðèè - ýòî áëèçêèå, íî íå òîæäåñòâåííûå ïîíÿòèÿ. Èíòåãðàëüíûå
êðèâûå ìîãóò ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåäëîâûå îñîáûå òî÷êè è, â ýòîì ñëó÷àå, îíè ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé. Â ñåäëîâûõ òî÷êàõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè íèãäå íå
ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó òåîðåìû Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (ñì. [2] â ñïèñêå ëèòåðàòóðû).
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Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì
y2 + x2 = K2, (21)

ãäå K - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ýòî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè. Âåëè÷èíà åå ðàäèóñà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà K,

êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è. Íàëè÷èå
çàìêíóòûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, à òðàåêòîðèè â âèäå îêðóæíîñòåé - î ãàðìîíè÷åñêîì õàðàêòåðå
êîëåáàíèé. Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå (ðèñ. 3,à). Òàêîé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ìíèìûõ
êîðíåé ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
• Îñîáàÿ òî÷êà, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôàçîâûå òðàåêòîðèè îáðàçóþò êîí-
öåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè èëè ýëëèïñû, íàçûâàåòñÿ öåíòðîì.

Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ äèññèïàòèâíûõ ñè-
ñòåì. Ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà äèññèïàòèâíîãî êîíòóðà ïðåäñòàâëÿåò áî-
ëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïðèáëèæåííîå êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì èçîêëèí. Ïîëàãàÿ â äèôôåðåí-
öèàëüíîì óðàâíåíèè (19) dy

dx = G = const, ïîëó÷èì êðèâóþ (G-èçîêëèíó), â
êàæäîé òî÷êå êîòîðîé íàêëîí êàñàòåëüíûõ ê ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì, ïåðåñåêà-
þùèì åå, îäèíàêîâ è ðàâåí arctgG. Åñëè ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî èçîêëèí,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì G, òî ïî èçâåñòíîìó ïîëþ íàïðàâëå-
íèé êàñàòåëüíûõ ìîæíî âîñïðîèçâåñòè ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ëþáîãî íà÷àëü-
íîãî óñëîâèÿ. Ýòà ìåòîäèêà äåòàëüíî ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [2] ñïåöèàëüíî äëÿ
ñëó÷àÿ äèññèïàòèâíîãî êîíòóðà ñ ìàëûì çàòóõàíèåì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ôàçîâûå ïîðòðåòû íå òîëüêî ëèíåéíûõ, íî è ñëîæíûõ
íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ëåãêî ñòðîÿòñÿ íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñ ïîìîùüþ
ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì, íî îïðåäåëåíèå ãåîìåòðèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, èñõî-
äÿ èç ñòðóêòóðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíî. Êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, äèññèïàòèâíûé êîíòóð ïðè ëþáîì çàòóõàíèè îáëàäàåò åäèí-
ñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, ðàñïîëîæåííûì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè â íà-
÷àëå êîîðäèíàò, à îò âåëè÷èíû äèññèïàöèè çàâèñèò òîëüêî õàðàêòåð ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ.

Äèññèïàòèâíûé êîíòóð ñ ìàëûì çàòóõàíèåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ (17)�(18) åãî êîðíè ïðåäñòàâëÿþò êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûå ÷èñëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà, ïîëó÷èâ íà÷àëüíîå âîçìóùå-
íèå, óñòðåìëÿåòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, ñîõðàíÿÿ êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð
äâèæåíèÿ, à èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà, êàê è â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîãî êîíòóðà, ñî-
âåðøàåò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò,
íî åå ðàäèóñ-âåêòîð ïîñòîÿííî óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 3,á), ïðè÷åì óìåíüøåíèå ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî (0, 0) ïî ëþáûì ðàäèàëüíûì íàïðàâëåíèÿì ïðîèñõîäèò ñ îäèíàêîâîé
ñêîðîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûå òðàåêòîðèè èìåþò âèä ñïèðàëåé.

• Îñîáàÿ òî÷êà, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôàçîâûå òðàåêòîðèè èìåþò ôîðìó
ñïèðàëåé, íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì. Ôîêóñ, ê êîòîðîìó ïðè t → ∞ òðàåêòî-
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ðèè ñõîäÿòñÿ, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, à ôîêóñ îò êîòîðîãî òðàåêòîðèè
ðàñõîäÿòñÿ, � íåóñòîé÷èâûì.

Äèññèïàòèâíûé êîíòóð îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì çàòóõàíèåì, è ôîêóñ óñòîé-
÷èâûé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà îñè êîîðäèíàò,
ìîæíî ïîëó÷èòü êðèâûå, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.

Äèññèïàòèâíûé êîíòóð ñ êðèòè÷åñêèì è çàêðèòè÷åñêèì çàòóõàíè-
åì. Ñîãëàñíî (4) êðèòè÷åñêîìó çàòóõàíèþ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé âåùå-
ñòâåííûé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè 2, à çàêðèòè÷åñêîìó çàòóõàíèþ �
äâà âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ. Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ çàêðèòè÷å-
ñêîãî ñëó÷àÿ.

Íàëè÷èå äâóõ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé îçíà÷àåò ìîíîòîííîå ñæàòèå
ïåðåìåííûõ îäíîâðåìåííî ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì, íî ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ. Ñè-
ñòåìà, ïîëó÷èâ íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, óñòðåìëÿåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.

• Îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ äëÿ àïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàçûâà-
åòñÿ óçëîì. Óçåë, ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ òðàåêòîðèè ïðè t →∞ , íàçûâàåò-
ñÿ óñòîé÷èâûì, à óçåë, ê êîòîðîìó òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ ïðè t → −∞, �
íåóñòîé÷èâûì.

Êîíòóð îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì çàòóõàíèåì, è óçåë � óñòîé÷èâûé.
Ðàññìîòðåííûå òèïû îñîáûõ òî÷åê èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå âèäû äâè-

æåíèé â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà (2). Â
îáùåì ñëó÷àå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè êðîìå âûøå ðàññìîòðåííûõ âîçìîæíû òàê-
æå ñëåäóþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ:
íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ, íåóñòîé÷èâûé óçåë, ñåäëî. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàç-
ìåðíîñòè N ≥ 3 ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áîëåå ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè [3].

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â LCR-êîíòóðå
Âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè áóäåì íàçûâàòü êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå â ñè-

ñòåìå ïîä âëèÿíèåì ïåðåìåííîãî, ÷àùå âñåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â êîíòóðå ïðè ñëåäóþùèõ
óñëîâèÿõ:

1) âíåøíåå âîçäåéñòâèå íå èçìåíÿåò ïàðàìåòðû êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû,
2) àìïëèòóäà, ÷àñòîòà è ôàçà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íå çàâèñÿò îò ñâîéñòâ

êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.
Ýòè îãðàíè÷åíèÿ íåîáõîäèìû, ÷òîáû èñêëþ÷èòü âëèÿíèå êîíòóðà íà èñòî÷-

íèê âîçáóæäàþùåé ñèëû. Íàðóøåíèå ëþáîãî èç íèõ ñâîäèò çàäà÷ó î âûíó-
æäåííûõ êîëåáàíèÿõ ê ñîâñåì äðóãîé çàäà÷å - èññëåäîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ
èñòî÷íèêà êîëåáàíèé è êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü íà äèññèïàòèâíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó âîçäåéñòâóåò èñòî÷íèê ãàð-
ìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà E(t) = Em cos ωt, ãäå Em - àìïëèòóäà, ω - ÷àñòîòà âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ çàðÿäà q â êîëåáàòåëüíîì
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êîíòóðå (2) ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíûì:

d2q

dt2
+ 2δ

dq

dt
+ ω2

0q = Em cos ωt. (22)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, çàðÿä q ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñìåùåíèÿ x â ìåõàíè÷åñêîé
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îáùåãî
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

q1 = a cos(ωt− ϕ). (23)

Ïîäñòàâëÿÿ (23) â (22), ïîëó÷èì:
(
ω2

0 − ω2) cos(ωt−ϕ)−2δω sin(ωt−ϕ)=Em cos(ωt−ϕ) cos ϕ−Em sin(ωt−ϕ) sin ϕ.

Îòñþäà
a =

Em√
(ω2

0 − ω2)2 + 4δ2ω2
, tgϕ =

2δω

ω2
0 − ω2 . (24)

0

b

1 2

3

4

5

6

π/2

π

a ϕ̄

0ω0 ω̄
à á

1

2 3
4

5
6

ω0 ω̄
-

6

-

6

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû a (à) è ôàçû ϕ (á) âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îò ÷àñòîòû
âûíóæäàþùåé ñèëû ω 1− δ = 0 (Q = ∞), 2− δ = 0.05ω0 (Q = 10), 3− δ =

0.07ω0 (Q = 7), 4− δ = 0.1ω0 (Q = 5), 5− δ = 0.2ω0 (Q = 2.5), 6− δ = 0.5ω0 (Q = 1)

Òåïåðü ïîëíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (23)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

q(t) = q2(t) + x1(t) = Ae−δt cos (ωct + ϕñ) + a cos (ωt− ϕ), (25)

ãäå A, δ, ωc è ϕñ - êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ.
Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé àìïëèòóäû a è ôàçû ϕ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îò

÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.
1. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (25) îïèñûâàåò çàòóõàþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ

(ðèñ. 5,á è 5,ä). ×àñòîòà è íà÷àëüíàÿ ôàçà ýòèõ êîëåáàíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïàðàìåòðàìè êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, à àìïëèòóäà çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî
çàïàñà ýíåðãèè. Ïî èñòå÷åíèè îïðåäåëåííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè àìïëèòóäà
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ.
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2. Âòîðîå ñëàãàåìîå â (25) îïèñûâàåò óñòàíîâèâøèéñÿ ïðîöåññ. ×àñòîòà óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò ω0 è ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé
ñèëû (ðèñ. 5,à è 5,ã), à íà íà÷àëüíóþ ôàçó êîëåáàíèé âëèÿþò è ÷àñòîòà âûíó-
æäàþùåé ñèëû, è ïàðàìåòðû êîíòóðà. Ïîñëå òîãî, êàê ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
ïîëíîñòüþ çàòóõíóò, îñòàåòñÿ òîëüêî ýòî ñëàãàåìîå (ðèñ. 5,â è 5,å),

3. Àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ðåçêî âîçðàñòàåò, êîãäà ÷àñòîòà âû-
íóæäàþùåé ñèëû ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîíòóðà.
• Óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé äî ìàêñèìóìà ïðè ïðè-
áëèæåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñîì.

4. Ìàêñèìóì àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (ðèñ. 4,à) äîñòèãàåòñÿ
ïðè ω =

√
ω2

0 − 2δ2 2.Ñ óâåëè÷åíèåì δ ÷àñòîòà ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé âñå ñèëü-
íåå îòëè÷àåòñÿ îò ω0 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 4,à), à ìàêñèìóì àìïëèòóäû
ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíåå ðåçêèì.

5. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ δ ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà ìî-
æåò âîçðàñòàòü â ñîòíè èëè òûñÿ÷è ðàç, íî âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû ñòàíîâèòñÿ îãðîìíûì, òàê êàê ðåçêî âîçðàñòàåò
äëèòåëüíîñòü çàòóõàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.

0

0

0

0

0

0

x1(t)

x2(t)

x(t)

x1(t)

x2(t)

x(t)

å

ä

ã

â

á

à

t

t

t

t

t

t

-
6

-
6

-
6

-
6

-
6

-
6

Ðèñ. 5. Óñòàíîâëåíèå êîëåáàíèé ïðè ω = 1.1ω0 (à, á, â) è ïðè ω = 6ω0 (ã, ä, å): âðåìåííûå
èçìåíåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû (à, ã), çàòóõàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (á, ä) è

ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé (â, å) îñöèëëÿòîðà

Óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ. Èçáèðàòåëüíîñòü êîíòóðà. Ðåçî-
íàíñíîé êðèâîé êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà áóäåì íàçûâàòü åãî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ
õàðàêòåðèñòèêó, ò.å. çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû òîêà â êîíòóðå îò ÷àñòîòû âîçäåé-
ñòâèÿ ω (ðèñ. 6,à).

2Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäëàãàåòñÿ ïîëó÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ àìïëèòóäó a â (25) ïî ω
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Óðàâíåíèå ðåçîíàíñíîé êðèâîé êîíòóðà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ðàçðåøèòü íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå îòíîñèòåëüíî òîêà èëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Ìåòîä
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä íå òîëüêî ïðîùå, íî è áîëåå ýôôåêòèâåí ïðè îöåíêå
ïàðàìåòðîâ ðàññòðîåííîãî êîíòóðà è óñòàíîâëåíèè ñâÿçè èçáèðàòåëüíîñòè è
äîáðîòíîñòè êîíòóðà.

Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíûé LCR-êîíòóð âêëþ÷åí èñòî÷íèê ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ñ ÝÄÑ E(t)=Emejωt. Êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà òîêà â LCR-êîíòóðå
çàâèñèò îò âåëè÷èíû åãî ïîëíîãî èëè âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

Żâõ = Râõ + jXâõ = R + jωL +
1

jωC
= R + j(ωL− 1

ωC
). (26)

Îòñþäà
İm(ω)=

Ėm

R + j(ωL− 1/ωC
èëè Im(ω)=

Em√
R2 + (ωL− 1/ωC)2

Íà ðèñ. 6,à èçîáðàæåíû ðåçîíàíñíûå êðèâûå äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
äîáðîòíîñòè. Áîëåå óäîáíûìè ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå îêàçàëèñü íîðìèðî-
âàííûå (ïðèâåäåííûå) ðåçîíàíñíûå êðèâûå (ðèñ. 6,á). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåä-
íèõ ââåäåì ïàðàìåòðû ðàññòðîåííîãî êîíòóðà.

0

1

2

3

à

I(ω)

ω0 ω

2∆ω

6

-

I
Iðåç

0

1

2

3

á

ν
-

6

Ðèñ. 6. Íåíîðìèðîâàííûå (à) è íîðìèðîâàííûå (á) ðåçîíàíñíûå êðèâûå ëè-
íåéíîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äîáðîòíîñòè
1−Q = 10, 2−Q = 5, 3−Q = 2

Ðåàêòèâíóþ ÷àñòü âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Xâõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
Xâõ = ω0L(

ω

ω0
− ω0

ω
) = ρν, (27)

ãäå ρ = ω0L =
√

L/C - õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà, à ν = ω
ω0
−ω0

ω
- îòíîñèòåëüíàÿ ðàññòðîéêà ÷àñòîòû êîíòóðà. Âî âñåõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
ñëó÷àÿõ îòíîñèòåëüíàÿ ðàññòðîéêà ÷àñòîòû óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ν ¿
1 è òîëüêî ïðè ω = ω0 îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó àáñîëþòíàÿ ðàññòðîéêà
÷àñòîòû ∆ω = ω − ω0 ñâÿçàíà ñ ν ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì:

ν =
ω

ω0
− ω0

ω
=

ω2 − ω2
0

ω0ω
=

(ω − ω0)(ω + ω0)

ω0ω
∼= 2∆ω

ω0
(28)

Ñ ó÷åòîì (27) ïîëíîå âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ:

Zâõ = Râõ + jXâõ = R + jρν = R(1 + j
ρ

R
ν) = R(1 + jQν), (29)

ãäå Q � äîáðîòíîñòü êîíòóðà.
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Åñëè ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ òîêîâ I/Iðåç îò îòíîñèòåëüíîé ðàñ-
ñòðîéêè ν, òî ïîëó÷èì íîðìèðîâàííûå ðåçîíàíñíûå êðèâûå (ðèñ. 6,á). Îíè îïè-
ñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

I

Iðåç
=

|Ė|
R

√
1 + Q2ν2

/
|Ė|
R

=
1√

1 + Q2ν2
(30)

è èìåþò îäèíàêîâûé âèä è äëÿ òîêà, è äëÿ íàïðÿæåíèé íà ýëåìåíòàõ êîíòóðà.
Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 6, èçáèðàòåëüíîñòü êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, ò.å. ñïîñîá-

íîñòü ïðîïóñêàòü òîëüêî òå êîëåáàíèÿ, ÷àñòîòà êîòîðûõ áëèçêà ê ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòå, òåì âûøå, ÷åì áîëüøå äîáðîòíîñòü êîíòóðà Q. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî
îïèñàíèÿ èçáèðàòåëüíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà.

Ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè èëè ïðîñòî ïîëîñîé
ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà íàçûâàåòñÿ îáëàñòü ÷àñòîò, â êîòîðîé ìîùíîñòü ñèãíàëà
îñëàáëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà, à íàïðÿæåíèå èëè òîê â

√
2 ðàç. Øèðèíó

ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà ìîæíî íàéòè ãðàôè÷åñêè ïî ðåçîíàíñíîé êðèâîé
êîíòóðà èëè ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçîíàíñíîé
êðèâîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ñâÿçü äîáðîòíîñòè êîíòóðà è
åãî ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè.

Ñâÿçü äîáðîòíîñòè è ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà. Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå íîðìèðîâàííîé ðåçîíàíñíîé êðèâîé (30). Ïðè íóëåâîé ðàññòðîéêå ÷àñòî-
òû (ν = 0) èìååì I = Iðåç. Îïðåäåëèì ðàññòðîéêè ν, ïðè êîòîðûõ I/Iðåç =

1/
√

2 ∼= 0.707, ò.å. ìîùíîñòü îñëàáëÿåòñÿ òî÷íî â äâà ðàçà. Òîãäà
1√

1 + Q2ν2
=

1√
2
,

îòêóäà
Q2ν2 = 1 ν = ± 1

Q
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé ðàññòðîéêè â âèäå (28), ïîëó÷èì

Q =
ω0

2∆ω
èëè 2∆ω =

ω0

Q
. (31)

Íî 2∆ω êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò øèðèíó ðåçîíàíñíîé êðèâîé íà óðîâíå ïîëî-
âèííîé ìîùíîñòè (ðèñ. 6,à). Ôîðìóëà (31) îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ
äîáðîòíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî ñíÿòîé ðåçîíàíñíîé
êðèâîé. Åñëè èçìåðèòü ÷àñòîòó f0, äëÿ êîòîðîé ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå, è îòìåòèòü ÷àñòîòû f1 è f2, íà êîòîðûõ îíà ñïàäàåò äî 0.7 îò
ìàêñèìàëüíîé, òî 2∆f = f2 − f1 ÿâëÿåòñÿ øèðèíîé ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ (ðèñ.
6,à), à îòíîøåíèå f0/2∆f ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííîìó çíà÷å-
íèþ äîáðîòíîñòè Q. Èíòåðåñíî, ÷òî ïîëóøèðèíà ðåçîíàíñíîé êðèâîé ÷èñëåííî
ðàâíà ïîêàçàòåëþ çàòóõàíèÿ êîíòóðà

∆ω =
ω0

2Q
=

ω0

2ω0L/R
=

R

2L
= δ.

Ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé êîëåáàíèé ëèíåéíîãî
äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà íà ìîäåëè LCR-êîíòóðà
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Âûáîð LCR-êîíòóðà â êà÷åñòâå ìîäåëè ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà íå ñëó÷àåí
è äèêòóåòñÿ ðÿäîì ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé,
îïèñûâàþùåé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ, âûñòóïàåò ýëåêòðè÷åñêèé ñèãíàë, óäîá-
íûé äëÿ èçìåðåíèÿ ýëåêòðîííûì âîëüòìåòðîì èëè îñöèëëîãðàôîì. Âî-âòîðûõ,
â LCR-êîíòóðå ëåãêî èçìåíÿòü ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà è óñòàíàâëèâàòü íóæ-
íóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé è ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ êîíòóðà. Â-òðåòüèõ, âûáèðàÿ L
è C ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû, ìîæíî óñòàíîâèòü òàêóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé,
êîòîðàÿ óäîáíà äëÿ èçìåðåíèé è äîñòàòî÷íî õîðîøî çàùèùåíà îò ïîìåõ.

Â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïîñòîÿííóþ èíäóêòèâ-
íîñòü L (460 ìêãí) è ïåðåìåííóþ åìêîñòü C, èçìåíÿþùóþñÿ îò 180 äî 900 ïÔ,
÷òî ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàòü ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó îò 550 äî 250 êÃö. Äëÿ èçìå-
íåíèÿ ñòåïåíè äèññèïàöèè â êîíòóð ââîäèòñÿ ïåðåìåííûé ðåçèñòîð (ðåîñòàò).
Îòìåòèì, ÷òî êîëåáàíèÿ â òàêîì êîíòóðå áóäóò çàòóõàòü äàæå ïðè íóëåâîì ñî-
ïðîòèâëåíèè ðåçèñòîðà, òàê êàê ïðîâîäíèê êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè îáëàäàåò
êîíå÷íûì àêòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé LCR-êîíòóðà âîçìîæíî ïðîâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ îñöèëëîãðàôà, åñëè ïåðèîäè÷åñêè, ñ ïåðèîäîì áîëüøèì, ÷åì âðåìÿ çà-
òóõàíèÿ êîëåáàíèé, êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ïîäêëþ÷àòü ê ãåíåðàòîðó êîðîòêèõ
èìïóëüñîâ. Êîãäà äëèòåëüíîñòü èìïóëüñîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïîëóïåðè-
îä êîëåáàíèé, òî çà âðåìÿ åãî äåéñòâèÿ êîíäåíñàòîð êîíòóðà òîëüêî óñïåâàåò
çàðÿäèòüñÿ, à åãî ðàçðÿä ÷åðåç èíäóêòèâíîñòü è ðåçèñòîð, êàê ïîêàçàíî âûøå,
áóäåò ïðîèñõîäèòü óæå â ðåæèìå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè ÷àñòîòå êîëåáà-
íèé êîíòóðà â 300 êÃö ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ äëèòåëüíîñòüþ 1÷ 2 ìêñ è ÷àñòîòîé ïîâòîðåíèÿ 6÷ 8
êÃö, ò.å. âîçìîæíî íàáëþäàòü 40÷ 50 ïåðèîäîâ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé.

Åñëè òåïåðü ñíÿòü íàïðÿæåíèÿ ñ ñîïðîòèâëåíèÿ è èíäóêòèâíîñòè è ïîäàòü
íà X- è Y-âõîäû îñöèëëîãðàôà, òî ìîæíî ïðîíàáëþäàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðè
ðàçëè÷íûõ çàòóõàíèÿõ.

Èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðåäïîëàãàåò íå òîëüêî íàáëþäåíèå
õàðàêòåðà çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé, íî è îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ
ïðîöåññà: ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ è äîáðîòíî-
ñòè.

×àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
êàëèáðîâàííîé ðàçâåðòêè îñöèëëîãðàôà.

Ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ è äîáðîòíîñòü êîíòóðà ìîãóò áûòü íàéäå-
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Ðèñ. 7: Çàòóõàþùåå êîëåáàíèå

íû ïî îñöèëëîãðàììå
çàòóõàþùåãî êîëåáà-
íèÿ òîëüêî ïðè ìà-
ëûõ çàòóõàíèÿõ. Ïî-
ñêîëüêó àìïëèòóäà êî-
ëåáàíèé óáûâàåò ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çà-
êîíó (ðèñ. 7), îòíî-
øåíèå àìïëèòóä êî-
ëåáàíèÿ, îòñòîÿùèõ íà
ðàññòîÿíèè N êâàçè-
ïåðèîäîâ, óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ, êî-

òîðîå ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî:

δ =
1

NT
ln A0

AN
,

ãäå T - ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, A0 è AN - àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ðàçäå-
ëåííûå N êâàçèïåðèîäàìè (ðèñ. 7).

Äëÿ ðàñ÷åòà äîáðîòíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, âûâîä
êîòîðîé òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî:

Q =
πN

ln A0

AN

=
πN

2.3lg A0

AN

. (32)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ è äîáðîòíîñòè
çàâèñèò îò òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé è êîëè÷åñòâà ïåðèîäîâ. Ñ
óâåëè÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ çàòóõàíèÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ïàäàåò.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
Èññëåäîâàíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæè-

ìå, êîãäà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ êîíòóðà ïîëíîñòüþ çàòóõàþò. Ïîýòîìó èçó÷å-
íèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîçâîëÿåò ïðåæäå âñåãî îöåíèòü ÷àñòîòíóþ èçáè-
ðàòåëüíîñòü êîíòóðà è îñîáåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â äèññèïàòèâíîì êîíòóðå
ñèãíàëîâ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå ñîâåðøåííûå
÷àñòîòíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, êàê
äîáðîòíîñòü è ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè.

Åñëè ãåíåðàòîð âûñîêî÷àñòîòíûõ ñèãíàëîâ âêëþ÷èòü â öåïü êîíòóðà, à íà
îäíîì èç åãî ýëåìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííîãî âîëüòìåòðà èçìåðÿòü íàïðÿæå-
íèå, òî, èçìåíÿÿ ÷àñòîòó ãåíåðàòîðà â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû êîí-
òóðà ìîæíî ïîñòðîèòü åãî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó, ò.å. çàâè-
ñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è îò ÷àñòîòû. Ïî ýòîé õàðàêòåðèñòèêå ìîæíî
îïðåäåëèòü ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè è ïî èçâåñò-
íûì ôîðìóëàì ðàññ÷èòàòü äîáðîòíîñòü êîíòóðà è ïîêàçàòåëè çàòóõàíèÿ.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ñîñòîèò èç àâòîíîìíîãî áëîêà LCR-ÊÎÍÒÓÐ,

Ðèñ. 8: Áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè

ôóíêöèîíàëüíûõ ãåíåðàòîð ñèã-
íàëîâ GFG-8210, äâóõêàíàëü-
íîãî îñöèëëîãðàôà GOS-6031
è ìèëëèâîëüòìåòðà Â3-38. Ýëåê-
òðè÷åñêàÿ ñõåìà àâòîíîìíîãî
áëîêà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 8.
Îí ñîäåðæèò ãåíåðàòîð ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ áîëü-
øîé ñêâàæíîñòüþ è ïîñëåäî-

âàòåëüíûé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè
(L=460 ìêÃí), êîíäåíñàòîðà ïåðåìåííîé åìêîñòè (C = 25 ÷ 1100 ïÔ), ïîñëå-
äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåçèñòîðîâ ñ ïåðåìåííûì ñîïðîòèâëåíèåì R = 0÷100
Îì è ïîñòîÿííûì ñîïðîòèâëåíèåì Räîá=1500 Îì.

Íà ïåðåäíåé ïàíåëè óñòàíîâêè ðàñïîëîæåíû êíîïêà âêëþ÷åíèÿ íàïðÿæå-
íèÿ ñåòè, ðó÷êè óïðàâëåíèÿ C, ïÔ è R, Îì, êíîïêà S1 Ñîáñòâ.- Âûíóæä.,
òóìáëåð S2 0÷ 100− 1500÷ 1600 è òðè êîàêñèàëüíûõ ðàçúåìà Ãåíåðàò äëÿ
ïîäêëþ÷åíèÿ âíåøíåãî ãåíåðàòîðà ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé, X è Y äëÿ ïîä-
êëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäîâ îñöèëëîãðàôà.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Îçíàêîìèòüñÿ ñ áëîê-ñõåìîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè, ïîäêëþ÷èòü ê

ðàçúåìó X âõîä îñöèëëîãðàôà è ñ ïîìîùüþ òóìáëåðà "ÑÅÒÜ"ïîäêëþ÷èòü óñòà-
íîâêó ê ñåòè ïåðåìåííîãî òîêà.

À. Èññëåäîâàíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé
1. Ïðîèçâåñòè íàáëþäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé êîíòóðà. Äëÿ
ýòîãî óñòàíîâèòü êíîïêó â ðåæèì ÑÎÁÑÒÂ è èñïîëüçîâàòü òîëüêî êàíàë X
îñöèëëîãðàôà.

2. Èñïîëüçóÿ ÷àñòîòîìåð îñöèëëîãðàôà, èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îò åìêîñòè êîíòóðà C, êîòîðóþ ñëåäóåò èçìåíÿòü íå áîëåå,
÷åì ÷åðåç êàæäûå 100 ïÔ â ïðåäåëàõ 100 ≤ C ≤ 1100 ïÔ.

Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû êîíòóðà f0 = F (C).
Ðàññ÷èòàòü è íàíåñòè íà òîò æå ãðàôèê òåîðåòè÷åñêóþ êðèâóþ. Îáúÿñíèòü
ðàñõîæäåíèå ãðàôèêîâ.

3. Âîçáóäèòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â êîíòóðå ïðè C1 = 650 ïÔ è îïðåäåëèòü
åãî ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ δ è äîáðîòíîñòü Q äëÿ çíà÷åíèé ñîïðîòèâëåíèÿ R1 =
0 è 10 Îì ïî îïèñàííîé âûøå ìåòîäèêå. Çíàÿ Q, îïðåäåëèòü ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ
êîíòóðà 2∆f äëÿ äâóõ çíà÷åíèé R1.

4. Ïîäêëþ÷èòü âûõîä óñòàíîâêè Y êî âòîðîìó âõîäó îñöèëëîãðàôà è ïåðåâå-
ñòè îñöèëëîãðàô â ðåæèì X −Y . Ïðîíàáëþäàòü èçìåíåíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà
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ïðè âàðüèðîâàíèè ÷àñòîòû êîíòóðà è åãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîòåðü. Çàðèñîâàòü è
îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Âíèìàíèå !!! ×òîáû íå ïîâðåäèòü ëþìèíåñöåíòíîå ïîêðûòèå ýëåêòðîííî-ëó÷å-
âîé òðóáêè îñöèëëîãðàôà, íàáëþäåíèå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðîâîäèòü ïðè ìèíè-
ìàëüíîé ÿðêîñòè è â òå÷åíèå êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè.

Á. Èññëåäîâàíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
1. Ñíÿòü ðåçîíàíñíûå êðèâûå êîíòóðà ïðè âîçáóæäåíèè åãî îò ãåíåðàòîðà âûñî-
êî÷àñòîòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé GFG-8210A. Äëÿ ýòîãî ïåðåêëþ÷àòåëü
S1 ïîñòàâèòü â ïîëîæåíèå "ÂÛÍÓÆ."è âêëþ÷èòü ãåíåðàòîð. Âûõîäíîå íàïðÿ-
æåíèå ãåíåðàòîðà óñòàíîâèòü íå áîëåå 0.15 Â (äëÿ ýòîãî êíîïêîé âêëþ÷èòü
àòòåíþàòîð ãåíåðàòîðà).

Âêëþ÷èòü ìèëëèâîëüòìåòð Â3-38 è, èçìåíÿÿ ÷àñòîòó ãåíåðàòîðà, ñíÿòü çà-
âèñèìîñòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé â êîíòóðå îò ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ. Âáëèçè
ðåçîíàíñà èçìåðåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü îñîáåííî òùàòåëüíî. Ðåçîíàíñíûå êðè-
âûå ñíÿòü äëÿ C1 = 650 ïÔ è R1 = 0 è 20 Îì. Ïî ðåçîíàíñíûì êðèâûì äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ R1 îïðåäåëèòü ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëîâèííîé
ìîùíîñòè è äîáðîòíîñòü êîíòóðà. Ñîïîñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ñ âåëè÷è-
íàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.
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