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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Äàéòå îïðåäåëåíèå àâòîãåíåðàòîðà. Ïî÷åìó àâòîêîëåáàíèÿ ìîãóò âîç-

íèêàòü òîëüêî â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ? Êàêîâà ðîëü îáðàòíîé ñâÿçè?
2. Âûâåäåòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àâòîãåíåðàòîðà ñ òðàíñôîð-

ìàòîðíîé ñâÿçüþ, ïðèâåäèòå åãî ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, ê óðàâíåíèþ Âàí
äåð Ïîëÿ. Êàêîâû ñïîñîáû åãî ðåøåíèÿ?

3. Ðàññêàæèòå î �ìÿãêîì� è �æåñòêîì� âîçíèêíîâåíèè àâòîêîëåáàíèé.
Èçîáðàçèòå êîëåáàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è õàðàêòåðèñòèêè ñðåäíåé êðó-
òèçíû äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.

6. Êàê ïðîèñõîäèò �æåñòêîå� âîçáóæäåíèå àâòîêîëåáàíèé è êàê èçìåíÿ-
åòñÿ ôàçîâûé ïîðòðåò àâòîãåíåðàòîðà ïðè èçìåíåíèè M îò 0 äî M > Mêð2
è îáðàòíî.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
1. Âûâåñòè ôîðìóëû (3), (7), (18) è ïðèâåñòè óðàâíåíèå (6) ê âèäó óðàâ-

íåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ.
2. Ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà ðàññ÷èòàòü è ïî-

ñòðîèòü íà ìèëëèìåòðîâêå êðèâóþ ñðåäíåé êðóòèçíû äëÿ S0 = 6 ìÀ/Â
è S1 = −0.001À/Â3. Íàéòè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà M, ñîîòâåòñòâóþùèå
áèôóðêàöèÿì ðîæäåíèÿ è ñëèÿíèÿ ïàðû öèêëîâ.

3. Äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà ðàñ-
ñ÷èòàòü äâà çíà÷åíèÿ êðóòèçíû íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà, ïðè êîòîðûõ êîëå-
áàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ðåãåíåðàòèâíîé.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ×ÀÑÒÜ
• Àâòîêîëåáàíèÿìè íàçûâàþòñÿ íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â íåëèíåéíîé
äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå áåç âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë,
ïîääåðæèâàåìûå çà ñ÷åò ïîñòîÿííîãî èñòî÷íèêà ýíåðãèè.

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñ. 1 è ñîñòîèò äèññèïàòèâíîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, ïîòåðè
ýíåðãèè â êîòîðîì êîìïåíñèðóþòñÿ èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ.
Ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé â êîíòóðå è ðåãó-
ëèðóåòñÿ íåëèíåéíûì óñòðîéñòâîì áëàãîäàðÿ öåïè îáðàòíîé ñâÿçè.

Ðèñ. 1
Åñëè ïîòåðè ýíåðãèè çà ïåðèîä ìàëû, à ýíåðãèÿ, ïåðèîäè÷åñêè ïîñòó-

ïàþùàÿ íåáîëüøèìè ïîðöèÿìè, êîìïåíñèðóåò ïîòåðè è âîññòàíàâëèâàåò
ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ, òî àâòîêîëåáàíèÿ èìåþò ôîðìó, áëèçêóþ ê ñèíó-
ñîèäàëüíîé (àâòîãåíåðàòîðû òîìñîíîâñêîãî òèïà). Åñëè æå ýíåðãèÿ â êî-
ëåáàòåëüíîé ñèñòåìå ïî÷òè ïîëíîñòüþ ðàñõîäóåòñÿ çà ïåðèîä êîëåáàíèé,
à åå êîìïåíñàöèÿ ïðîèñõîäèò áîëüøèìè ïîðöèÿìè, îäíîêðàòíî â òå÷åíèå
êàæäîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé, òî ôîðìà êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò ñèíóñîèäàëüíîé.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ àâòîêîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîå íåëèíåé-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåðîì ïî-
ñëåäíåãî ìîæåò ñëóæèòü èçâåñòíîå óðàâíåíèå Âàí-äåð-Ïîëÿ:

d2x

dt
− ε(1− x2)

dx

dt
+ x = 0, (1)

2



ãäå ε - óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð. Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çà ðåäêèìè èñêëþ÷åíèÿìè îò-
ñóòñòâóþò. Àíàëèç àâòîêîëåáàíèé ÷àñòî âûïîëíÿåòñÿ íà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè x, ẋ, ãäå óñòîé÷èâûì ïåðèîäè÷åñêèì àâòîêîëåáàíèÿì ñîîòâåòñòâóþò çà-
ìêíóòûå êðèâûå - ïðåäåëüíûå öèêëû Ïóàíêàðå. Ðàçìåð ïðåäåëüíîãî öèêëà
îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó àâòîêîëåáàíèé, à âðåìÿ ïîëíîãî îáðàùåíèÿ èçîáðà-
æàþùåé òî÷êè - ïåðèîä àâòîêîëåáàíèé. Ïðè èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé
â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ àìïëèòóäà, ïåðèîä è ôîðìà àâòîêîëåáàíèé ñî-
õðàíÿþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè èç ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëüíîìó
öèêëó. Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, çàíèìàþùåå îãðàíè-
÷åííóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà è ïðèòÿãèâàþùåå ê ñåáå âñå òðàêòîðèè èç
áëèçëåæàùåé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì,
à îáëàñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäó íà àòòðàêòîð, �
áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûé öèêë
ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðèîäè÷åñêèì àâòîêîëåáàíèÿì.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå LC-àâòîãåíåðàòîðà
Ïðîñòåéøèé àâòîãåíåðàòîð ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò LCR-

êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, ïîòåðè â êîòîðîì êîìïåíñèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ óñè-
ëèòåëÿ (òðàíçèñòîðíîãî, ëàìïîâîãî, îïåðàöèîííîãî è ò.ä.). Íà ðèñ. 2 ïðèâå-
äåíû ïðèíöèïèàëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñõåìû ëàìïîâîãî è äâóõ òðàíçèñòîð-
íûõ àâòîãåíåðàòîðîâ ñ òðàíñôîðìàòîðíîé ñâÿçüþ. Ïîñëåäíèå ðàçëè÷àþòñÿ
òèïîì èñïîëüçóåìîãî òðàíçèñòîðà è ñïîñîáîì âêëþ÷åíèÿ êîëåáàòåëüíîãî
êîíòóðà.

Ðèñ. 2. Ïðèíöèïèàëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñõåìû LC-àâòîãåíåðàòîðîâ ñ
òðàíñôîðìàòîðíîé ñâÿçüþ, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå óïðàâëÿåìîãî íåëèíåéíîãî

ýëåìåíòà ýëåêòðîííóþ ëàìïó (òðèîä) (à), ïîëåâîé (á ) è áèïîëÿðíûé (â) òðàíçèñòîðû

Ïóñòü êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç èíäóêòèâíîñòè L, ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ R è åìêîñòè C (ðèñ. 2,á ), èíäóêòèâíî ñâÿçàí ñ êàòóøêîé èíäóêòèâ-
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íîñòè L1 (âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü M), ðàñïîëîæåííîé â öåïè ñòîêà ïîëå-
âîãî òðàíçèñîðà (ÏÒ). Öåïü àâòîìàòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ ðàáî÷åé òî÷êè ÏÒ
ñîñòîèò èç ðåçèñòîðà RÈ è êîíäåíñàòîð CÈ íàñòîëüêî áîëüøîé åìêîñòè,
÷òî äëÿ ëþáûõ ÷àñòîò ñèãíàëîâ ïðè ïðî÷îæäåíèè òîêà IÑò íà åå ýëåìåíòàõ
âîçíèêàåò ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå Uñì. Îíî ñîçäàåò îòðèöàòåëüíîå íàïðÿ-
æåíèå Uñì íà çàòâîðå, è òîê çàòâîðà îòñóòñòâóåò. Â öåïè êîíòóðà ïðîòåêàåò
ïåðåìåííûé òîê I, à íà çàæèìàõ êîíäåíñàòîðà C è öåïè èç ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèíåííûõ L è R âîçíèêàåò îäèíàêîâîå íàïðÿæåíèå U , óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì

U + RI + L
dI

dt
±M

dIÑò
dt

= 0, I = C
dU

dt
, (2)

ãäå IÑò - òîê ñòîêà ÏÒ, MdIÑò/dt - íàïðÿæåíèå íà èíäóêòèâíîñòè L, îáó-
ñëîâëåííîå òîêîì, ïðîòåêàþùèì ÷åðåç L1 è âçàèìíîé ñâÿçüþ êàòóøåê L è
L1. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå íàïðÿæåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè (ÎÑ).
Çíàê ïåðåä MdIÑò/dt îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì òîêîâ I è IÑò è âçàèì-
íûì ðàñïîëîæåíèåì êàòóøåê èíäóêòèâíîñòè: ïðè ïåðåìåíå êîíöîâ îäíîé
èç êàòóøåê çíàê íàïðÿæåíèÿ MdIÑò/dt èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé
è ÎÑ ïðåâðàùàåòñÿ èç ïîëîæèòåëüíîé (MdIÑò/dt < 0) â îòðèöàòåëüíóþ
(MdIÑò/dt > 0).

Òîê ñòîêà ÏÒ IÑò îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà UÇÈ =
Uñì + U , è ïðè ïîñòîÿííîì Uñì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî ïåðåìåííîé U .
Ïîýòîìó

dIÑò
dt

=
dIÑò
dUÇÈ

dUÇÈ
dU

dU

dt
=

dIÑò
dU

dU

dt
,

à óðàâíåíèÿ (2) ïðåâðàùàþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿä-
êà:

d2U

dt2
+

R

L

dU

dt
+

1

LC
U ± M

LC

dIÑò
dU

dU

dt
= 0.

Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ÎÑ èìååì:
d2U

dt2
+

(
R

L
− M

LC

dIÑò(UÇÈ)

dU

)
dU

dt
+

1

LC
U = 0. (3)

Âîëüò-àìïåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó (ÂÀÕ) íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà (ÍÝ), â
äàííîì ñëó÷àå ñòîêî-çàòâîðíóþ õàðàêòåðèñòèêó ÏÒ, ìîæíî àïïðîêñèìè-
ðîâàòü ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì ïÿòîãî ïîðÿäêà:

IÑò = I0 + f(U) = I0 + a1 U + a2 U2 + a3 U 3 + a4 U 4 + a5 U5, (4)
ãäå a1÷a5 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Êîãäà ÂÀÕ ñèììåò-
ðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû õàðàêòåðèñòèêè, àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãî-
÷ëåí (4) óïðîùàåòñÿ: â íåì îñòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå íå÷åò-
íûå ñòåïåíè íàïðÿæåíèÿ:

IÑò = I0 + a1 U + a3 U 3 + a5 U5. (5)
Â ñèëó êîíå÷íîé ìîùíîñòè èñòî÷íèêà ýíåðãèè ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ
íàïðÿæåíèÿ òîê äîëæåí óìåíüøàòüñÿ, è êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïå-
íè ìíîãî÷ëåíîâ âñåãäà èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê, à

dIÑò
dU

=a1+ 3a3 U 2 + 5a5 U4 =S(U)=S0 + S1 U 2 − S2 U 4. (6)
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Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (3), ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òðàíçèñòîðíîãî
àâòîãåíåðàòîðà ñ òðàíñôîðìàòîðíîé ñâÿçüþ:

d2U

dt2
−

(
MS0 −RC

LC
+

MS1

LC
U2 − MS2

LC
U 4

)
dU

dt
+

1

LC
U = 0. (7)

0Uîòñ UÇÈ Um UmUîòñ U3 U2 U1

IÑò

0

IÑò1m Sñð

0

U1

U3

U1

U2

U3

1

2

3

1

2
3

à á â

-

6

-

6

-

6

Ðèñ. 3. Õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëÿåìîãî íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà: à - ÂÀÕ ïîëåâîãî
òðàíçèñòîðà, á è â - ñîîòâåòñòâóþùèå åé êîëåáàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè IÑò1m(Um) è

ãðàôèêè ñðåäíåé êðóòèçíû Sñð(Um) äëÿ òðåõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ ñìåùåíèÿ

Ðåàëüíàÿ ÂÀÕ ÍÝ ìîæåò áûòü òàêîé, ÷òî |S1|U 2 À |S2|U4 è S1 < 0.
Òîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (6) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, à óðàâíåíèå (7) ïðè-
íèìàåò âèä:

d2U

dt2
−

(
MS0 −RC

LC
− M |S1|

LC
U 2

)
dU

dt
+

1

LC
U = 0. (8)

Ýòî óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ, çàïèñàííîå â ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Ëèíåéíûé àíàëèç óñëîâèé ñàìîâîçáóæäåíèÿ
Ïóñòü ðàáî÷àÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà â öåíòðå ëèíåéíîé ÷àñòè ÂÀÕ ÍÝ

IÑò(U). Êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ñàìîâîçáóæäåíèè ñèñòåìû, èìåþò
íè÷òîæíî ìàëóþ àìïëèòóäó, ò.å. ïîïàäàþò íà ëèíåéíûé ó÷àñòîê ÂÀÕ, è
ìîæíî ïðîâåñòè ëèíåéíûé àíàëèç óñëîâèé ñàìîâîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé.
Òîãäà

IÑò = I0 + S0U, (9)
ãäå I0 è S0 - òîê ñòîêà è êðóòèçíà ëèíåàðèçîâàííîé ÂÀÕ â ðàáî÷åé òî÷êå,
à (3) ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèññèïàòèâíîãî êîëå-
áàòåëüíîãî êîíòóðà

d2U

dt2
+

(
R

L
− MS0

LC

)
dU

dt
+

1

LC
U = 0 (10)

ñ ýêâèâàëåíòíûì çàòóõàíèåì

αýêâ =
1

2

(
R

L
− MS0

LC

)
=

1

2L

(
R± MS0

C

)
. (11)
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Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ÎÑ â êîëåáàòåëüíûé êîíòóð âíîñèòñÿ îòðèöàòåëü-
íîå ñîïðîòèâëåíèå Râí = −MS0/C, è çàòóõàíèå αýêâ óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ α = R/2L. ×àñòè÷íàÿ êîìïåíñàöèÿ ïîòåðü â êîëåáàòåëüíîé ñèñòå-
ìå ñ ïîìîùüþ ïîëîæèòåëüíîé ÎÑ èëè îòðèöàòåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà-
çûâàåòñÿ ðåãåíåðàöèåé, à ñèñòåìû, â êîòîðûõ îíà èìååò ìåñòî, íàçûâàþòñÿ
ðåãåíåðàòèâíûìè. Ïðè |Râí| > R ýêâèâàëåíòíîå çàòóõàíèå êîëåáàòåëüíîãî
êîíòóðà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ïðèíè-
ìàåò âèä

U(t) = Uíà÷e−αt cos(ω0t + ϕ0),

ãäå Uíà÷ - íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ω0 =1/
√

LC è ϕ0 - ÷à-
ñòîòà è íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé, à àìïëèòóäà êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî
íàðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèé Uíà÷. Ñîîòíîøåíèå

Râí = |MS0/C| > R (12)
ïðåäñòàâëÿåò óñëîâèå ñàìîâîçáóæäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé íà
÷àñòîòå ω0.

Èòàê, ëèíåéíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÷àñòîòó àâòîêîëåáàíèé,
óñëîâèÿ èõ ñàìîâîçáóæäåíèÿ è ïîääåðæàíèÿ ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäû, íî
íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäû. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïîñëåäíåé ñëåäóåò ó÷åñòü íåëèíåéíîñòü óïðàâëÿþùåãî ýëåìåíòà.
Ïðîñòåéøàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå êâàçèëè-
íåéíîãî ìåòîäà êîëåáàòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê [1, ñ.354-368], ðàçðàáîòàííî-
ãî åùå â 30-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà àêàäåìèêîì Þ.Á.Êîáçàðåâûì.

Êâàçèëèíåéíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
àâòîêîëåáàíèé. Ñòàöèîíàðíûå àìïëèòóäû

àâòîêîëåáàíèé
• Ñóòü êâàçèëèíåéíîãî ìåòîäà ñîñòîèò â çàìåùåíèè íåëèíåéíîé öåïè,
ïàðàìåòðû êîòîðîé çàâèñÿò îò ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé êîëåáëþùèõñÿ
ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, íàïðÿæåíèÿ U(t) = Um cos ωt), ýêâèâàëåíòíîé
ëèíåéíîé öåïüþ, ïàðàìåòðû êîòîðîé çàâèñÿò òîëüêî îò àìïëèòóäû
êîëåáàíèé Um.

Ïóñòü ÂÀÕ òðàíçèñòîðà ïðåäñòàâëåíà ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì (5), íà
âõîäå ÏÒ (ñì. ðèñ. 2,á ) äåéñòâóåò ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå U(t)=Um cos ω0t,
îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàðíóþ àìïëèòóäó àâòîêîëåáàíèé, è ω0 ñîâïàäàåò ñ
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè ÂÀÕ
ÏÒ òîê ñòîêà IÑò(t) ñòàíîâèòñÿ íåãàðìîíè÷åñêèì, ò.å. îòëè÷àåòñÿ ïî ôîðìå
îò âõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ U(t). Ïîñêîëüêó ÂÀÕ àïïðîêñèìèðîâàíà ñòåïåí-
íûì ìíîãî÷ëåíîì ïÿòîãî ïîðÿäêà, â IÑò ïîÿâëÿþòñÿ ïåðâàÿ, òðåòüÿ è ïÿòàÿ
ãàðìîíèêè ÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ, à âûñîêîäîáðîòíûé êîëåáàòåëüíûé êîí-
òóð âûäåëÿåò èç ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî òîêà åãî ïåðâóþ ãàðìîíèêó òîêà ñ
àìïëèòóäîé IÑò1m:

IÑò1m(Um) = a1Um +
3

4
a3U

3
m +

5

8
a5U

5
m. (13)

Ýòî ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ω0. Ïîýòîìó IÑò1m è Um ïðîïîð-
öèîíàëüíû. Îòíîøåíèå IÑò1m/Um ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñðåäíåííóþ
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êðóòèçíó Sñð õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ âûñîêîäîáðîòíûì êî-
ëåáàòåëüíûì êîíòóðîì:

Sñð(Um)=a1+
3

4
a3U

2
m+

5

8
a5U

4
m =S0+S ′1U

2
m − S ′2U

4
m (14)

Êîýôôèöèåíòû S ′1 è S ′2 â ìíîãî÷ëåíå (14), àïïðîêñèìèðóþùåì õàðàêòå-
ðèñòèêó ñðåäíåé êðóòèçíû Sñð(Um), îòëè÷þòñÿ îò êîýôôèöèåíòîâ S1 è S2
ìíîãî÷ëåíà (7), àïïðîêñèìèðóþùåãî êðóòèçíó ÂÀÕ íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà.
Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå, ïîëó÷èì:

S ′1 = S1/4, S ′2 = S2/8. (15)
Çàâèñèìîñòü IÑò1m(Um) íàçûâàåòñÿ êîëåáàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé, à

çàâèñèìîñòü Sñð(Um) � õàðàêòåðèñòèêîé ñðåäíåé êðóòèçíû. Èõ èñïîëüçî-
âàíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ àìïëèòóä ðàâíîöåííî.

Åñëè ðàáî÷àÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà íà ëèíåéíîì ó÷àñòêå ÂÀÕ, S0 >0, S ′1 <
0 è |S1|U 2À|S2|U4, òî Sñð(Um) îïèñûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà.
Åñëè æå S0 > 0 è S ′1 > 0, òî Sñð(Um) îïèñûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà. Ðàçëè÷èå çàâèñèìîñòåé IÑò1m(Um) è Sñð(Um) ïðè S1 < 0 è S1 > 0
îïðåäåëÿåò è ðàçëè÷èå â ìåõàíèçìàõ âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé. Ïîýòîìó
ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàññìîòðåòü ãðàôè÷åñêîå îïðåäåëåíèå àìïëè-
òóä ñòàöèîíàðíûõ àâòîêîëåáàíèé äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ.

�Ìÿãêîå� âîçáóæäåíèå àâòîêîëåáàíèé. Ïóñòü êîëåáàòåëüíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà îïèñûâàþòñÿ ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåãî ïîðÿäêà, à
êðèâàÿ ñðåäíåé êðóòèçíû - ìíîãî÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà. Òîãäà

IÑò1m(Um) = a1Um− 3

4
a3U

3
m, Sñð(Um)=S0− |S ′1|U 2

m =S0− |S1|
4

U2
m, (16)

Ãðàôèêè IÑò1m(Um) è Sñð(Um) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3,á è 3,â êðèâûìè 1.
Ïðåäñòàâèì êîëåáàòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó IÑò1m(Um) è ëèíåéíóþ çà-

âèñèìîñòü I = YýêâUm = RCUm/M , ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêâèâàëåíòíîé ïðî-
âîäèìîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû Yýêâ [1,ñ.356], íà îäíîì ãðàôèêå.

0 0 0

IÑò1m

I ′Ñò1m

I ′′Ñò1m

Mêð
Mêð

Mêð

A A′

U ′
m U ′′

m Um Um

M

M

S0

Um0 Um0

Um0Sñð

A

à á â

-

6

-

6

-

6

Ðèñ. 4. Êîëåáàòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà IÑò1m(Um) (à), õàðàêòåðèñòèêà ñðåäíåé
êðóòèçíû Sñð(Um) (á) è çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé Um0 îò M

(â) äëÿ �ìÿãêîãî� âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé

Íàêëîí ïðÿìîé I = YýêâUm (ðèñ. 4,à) çàâèñèò îò âåëè÷èíû M . Ïîýòîìó
ëèíèè Yýêâ = const íàçûâàþò ëèíèÿìè îáðàòíîé ñâÿçè. Ëèíèÿ ÎÑ, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ M = 0, ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò. Ñ óâåëè÷åíèåì M îíà
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ïîâîðà÷èâàåòñÿ ê îñè àáñöèññ è ïðè M = Mêð = RC/S0 êàñàåòñÿ êîëåáà-
òåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè àâòîãåíåðàòîðà. Â èíòåðâàëå 0 < M < Mêð ëèíèÿ
ÎÑ ïåðåñåêàåò êîëåáàòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó òîëüêî â òî÷êå O. Óñòàíî-
âèâøèåñÿ àâòîêîëåáàíèÿ îòñóòñòâóþò, à íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð - óñòîé÷èâûé ôîêóñ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè
M > Mêð ïîÿâëÿþòñÿ äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîëåáàòåëüíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè è ïðÿìîé ÎÑ. Òî÷êà O îòâå÷àåò íåóñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíî-
âåñèÿ, à òî÷êà A - êîëåáàíèÿì ñ êîíå÷íîé àìïëèòóäîé, ò.å. ïðåäåëüíîìó
öèêëó Ïóàíêàðå. Óñòîé÷èâîñòü óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé è àíàëèòè÷å-
ñêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî
[3,ñ112-114].

Ïðè M =Mêð ïðîèñõîäèò ïëàâíûé (�ìÿãêèé�) ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ê ñòàöèîíàðíûì àâòîêîëåáàíèÿì, ñîïðîâîæäàþùèéñÿ ìîíîòîííûì
(áåç ñêà÷êîâ) ðîñòîì èõ àìïëèòóäû Um, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîé âåëè÷èíû (ñì.
ðèñ. 4,â). Ïðè îáðàòíîì èçìåíåíèè M îò M > Mêð ê M < Mêð ñòàöèî-
íàðíûå àìïëèòóäû óäîâëåòâîðÿþò òîé æå çàâèñèìîñòè Um(M), ò.å. êðèâàÿ
Um(M) îäíîçíà÷íà, ïðè÷åì Um(Mêð) = 0.

Êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè ïåðåõîäå èç îäíîãî ñòà-
öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, âûçâàííîå èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà ñèñòåìû,
íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé (îò ëàò.bifurcus - ðàçäâîåííûé), à çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ - áèôóðêàöèîííûì.
• Ðåæèì àâòîêîëåáàíèé, â êîòîðîì ïðè óâåëè÷åíèè îáðàòíîé ñâÿçè óñòà-
íîâèâøàÿñÿ àìïëèòóäà ìîíîòîííî íàðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî çíà-
÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ �ìÿãêèì� ñàìîâîçáóæäåíèåì. Êà÷åñòâåííîå èçìå-
íåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà �ôîêóñ� è ìÿãêîì ðîæäåíèè ïðè M = Mêð
óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, îáðàçîì êîòîðûõ íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë Ïóàíêàðå.

�Æåñòêîå� âîçáóæäåíèå àâòîêîëåáàíèé. Ïóñòü êîëåáàòåëüíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà îïèñûâàþòñÿ ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì ïÿòîãî ïîðÿäêà, à êðè-
âàÿ ñðåäíåé êðóòèçíû - ìíîãî÷ëåíîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Òîãäà
IÑò1m(Um)=S0Um+S ′1U

3
m−S ′2U

5
m, Sñð(Um)=S0+S ′1U

2
m−S ′2U

4
m, S ′1 > 0. (17)

Ãðàôèêè IÑò1m(Um) è Sñð(Um) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3,á è 3,â êðèâûìè 2
è 3, à òàêæå ïîëóæèðíûìè êðèâûìè íà ðèñ. 5,à è 5,á.

0 0 0

IÑò1m

Mêð1

M

Mêð2

A′

A′′

Um1 Um2 Um

Sñð

S0

Mêð1

M
Mêð2

A′ A′′

Um1 U ′
m Um2

U ′′
m

Um

Um0

M

U ′
m

U ′′
m

Mêð1 Mêð2

à á â

-

6

-

6

-

6

6

?

Ðèñ.
5. Êîëåáàòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà IÑò1m(Um) (à), õàðàêòåðèñòèêà ñðåäíåé êðóòèçíû

Sñð(Um) (á ) è çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé îò âåëè÷èíû îáðàòíîé
ñâÿçè Um0(M) (â) äëÿ �æåñòêîãî� âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé
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Êîëåáàòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ðèñ. 5,à) è êðèâàÿ ñðåäíåé êðóòèçíû
(ðèñ. 5,á ) èìååò äâå êàñàòåëüíûå. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Sñðmin è Sñðmax
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ Mêð1 è Mêð2:

Mêð1 =
RC

Sñðmax
, Mêð2 =

RC

Sñðmin
.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Sñðmin èìååò ìåñòî ïðè Um = 0, à ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå Sñðmax ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå Um =

√
S ′1/2S

′
2. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ:

Sñðmin = S0, Sñðmax = S0 + (S′1)
2

2S′2
è âûðàæåíèé (15) ïîëó÷èì

Mêð1 =
RC

S0 + S ′21 /4S ′2
=

RC

S0 + S2
1/8S2

, Mêð2 =
RC

S0
. (18)

Ýòè æå çíà÷åíèÿ ñëåäóþò èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) ìåòî-
äîì ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä (Ïðèëîæåíèå 1).

Ïðè 0 < M < Mêð1 ëèíèÿ ÎÑ ïåðåñåêàåò êîëåáàòåëüíóþ õàðàêòåðèñòè-
êó òîëüêî â òî÷êå O. Â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ è åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð - óñòîé÷èâûé ôîêóñ. Óñòàíîâèâøèåñÿ
àâòîêîëåáàíèÿ îòñóòñòâóþò.

Äëÿ Mêð1 < M < Mêð2 ïîÿâëÿþòñÿ òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ.
5,à), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò òðè òðè çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäû:
Um = 0, Um = Um1 è Um = Um2.Â ñîîòâåòñòâèè ñ àíàëèòè÷åñêèì êðèòå-
ðèåì óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (Um = 0) îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì,
ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà Um1 îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, à ñòàöèîíàðíàÿ
àìïëèòóäà Um2 � óñòîé÷èâîé. Íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ðàçãðàíè-
÷èâàåò áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ. Ïåðåõîä ÷åðåç M =Mêð1 ñîïðî-
âîæäàåòñÿ êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì ôàçîâîãî ïîðòðåòà: äîïîëíèòåëüíî
ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé). Ýòî áè-
ôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ ïàðû ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ñíà÷àëà îíè èìåþò ïî÷òè
îäèíàêîâûé ðàçìåð. Ñ ðîñòîì M ðàçìåð óñòîé÷èâîãî öèêëà óâåëè÷èâàåòñÿ,
à íåóñòîé÷èâîãî öèêëà - óìåíüøàåòñÿ.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Mêð2 ïðîèñõîäèò åùå îäíà áèôóðêàöèÿ. Íåóñòîé÷è-
âûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîãëîùàåòñÿ óñòîé÷èâûì, à ôîêóñ â òî÷êå O òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü. Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îñòàþòñÿ íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ O è
óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, è âñÿ ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â îá-
ëàñòü ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
M âûçûâàåò óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 5,â).

Ïðè èçìåíåíèè M â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (ÎÑ óìåíüøàåòñÿ) ïîÿâëÿ-
åòñÿ íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à ôîêóñ â òî÷êå O ñòàíîâèòñÿ óñòîé-
÷èâûì. Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå îáðàòíîé ñâÿçè âûçûâàåò ðîñò ðàçìåðîâ
íåóñòîé÷èâîãî è óìåíüøåíèå óñòîé÷èâîãî öèêëà, ïîêà íå ïðîèçîéäåò èõ
ñëèÿíèå è èñ÷åçíîâåíèå ïðè M = Mêð1 (ñðûâ êîëåáàíèé). Âñå ýòî âðåìÿ
èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà îñòàåòñÿ íà óñòîé÷èâîì ïðåäåëüíîì öèêëå è íèêàê
íå ðåàãèðóåò íà èçìåíåíèå óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè Mêð1 è Mêð2 â àâòîãåíåðàòîðå âîçíèêàåò ðåçêîå
(�æåñòêîå �) èçìåíåíèå àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, ïðè÷åì âîç-
íèêíîâåíèå è ñðûâ àâòîêîëåáàíèé èìåþò ìåñòî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
M . Ïðîöåññ íîñèò íåîáðàòèìûé õàðàêòåð è ÷àñòî íàçûâàåòñÿ êîëåáàòåëü-
íûì ãèñòåðåçèñîì.
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• Ñêà÷êîîáðàçíîå âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé êîíå÷íîé àìïëèòóäû íàçû-
âàåòñÿ �æåñòêèì� âîçáóæäåíèåì àâòîêîëåáàíèé. Æåñòêèé ðåæèì
âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ áèôóðêàöèîííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà M : Mêð1 è Mêð2, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
âîçíèêíîâåíèþ ãåíåðàöèè ïðè óâåëè÷åíèè îáðàòíîé ñâÿçè è ñðûâó ãå-
íåðàöèè ïðè åå óìåíüøåíèè.

ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÓÑÒÀÍÎÂÊÀ
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììíûé êîì-

ïëåêñ LABVIEW, èìèòèðóþùèé ðàáîòó ðåàëüíîé ðàäèîýëåêòðîííîé ñèñòå-
ìû, ðàññìîòðåííîé âûøå. Ïðîãðàììà îáåñïå÷èâàåò èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèÿ àâòîãåíåðàòîðà (8), îáðàáîòêó äàííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ è ãðàôè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ â óäîáíîé ôîðìå. Ïðîãðàììà çàïóñêàåòñÿ
ùåë÷êîì ìûøè íà çíà÷êå 1 (ðèñ. 6) è çàêðûâàåòñÿ ùåë÷êîì ìûøè íà çíà÷-
êå Stop. Óïðàâëåíèå ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû è ðåæèìîì èçìåðåíèé ïðîèñ-
õîäèò ñ ïîìîùüþ ïåðåêëþ÷àòåëåé è ðó÷åê ðåãóëèðîâêè, èçîáðàæåííûõ íà
ýêðàíå (ðèñ. 6), èìèòèðóþùåì ïàíåëü óïðàâëåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáî-
ðà.

Ðèñ. 6. Âèä ðàáî÷åãî îêíà ïðîãðàììû LABVIEW
Ýêðàí ñîäåðæèò äâà îêíà A è B äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïåðåêëþ÷àòåëè T1 è T2 ðåæèìîâ ðàáîòû ïðîãðàìì-
íîãî êîìïëåêñà. Â îêíåA èçîáðàæàþòñÿ âðåìåííûå ðåàëèçàöèè êîëåáàíèé,
à â îêíå B � ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñðåäíåé êðóòèçíû ÍÝ îò óïðàâëÿþùå-
ãî íàïðÿæåíèÿ (â ïîëîæåíèè 1 ïåðåêëþ÷àòåëÿ T1) èëè ôàçîâûé ïîðòðåò
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ñèñòåìû (â ïîëîæåíèè 2. Ñ ïîìîùüþ äâèæêîâ Scale ìîæíî èçìåíÿòü ìàñ-
øòàá êîîðäèíàòíîé ñåòêè (øêàë) â îêíàõ A è B ýêðàíà.

Âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîëåáàíèÿ è ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè çàäàííîãî èí-
òåðâàëà äëèòåëüíîñòüþ 1000 ìñ èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ èíòåðâàëîâ.
Ïåðåêëþ÷åíèå ðåæèìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì
T2: 1 step (1 èíòåðâàë) - continuous (íåïðåðûâíî). Î÷èñòêà îêîí ïðîèç-
âîäèòñÿ ùåë÷êîì ìûøè íà çíà÷êå Reset.
Ïðåäóïðåæäåíèå: íå ïóòàòü ñ êíîïêîé Reset íà ñèñòåìíîì áëîêå êîìïüþòåðà.

Äëÿ óñòàíîâêè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ ïÿòü êíîïîê (S0, S1, S2,
U0, R) è âðàùàþùèéñÿ ðåãóëÿòîð êîýôôèöèåíòà âçàèìíîé èíäóêöèè M .
Ïðè âûïîëíåíèè âñåõ çàäàíèé îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè ÷åòûðå ïàðàìåò-
ðà ñèñòåìû: L = 1 ìÃ; C = 0.1 ìêÔ; S0 = 6 ìÀ/Â; S2 = 0.1 ìÀ/Â5. Ïðî-
÷èå ïàðàìåòðû èçìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ: M ∈ [0; 1] ìÃ, S1 ∈
[−1; 1] ìÀ/Â3, R ∈ [0; 40] Îì. Ýòî ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü âñå âîçìîæíûå
ðåæèìû ðàáîòû àâòîãåíåðàòîðà.

ÏÎÐßÄÎÊ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÐÀÁÎÒÛ
1. Ïîñòðîèòü êðèâûå ñðåäíåé êðóòèçíû ÍÝ:

à) ïðè ìÿãêîì ðåæèìå âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé;
á) ïðè æåñòêîì ðåæèìå âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé.
Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèòü ïåðåêëþ÷àòåëü T1 â ëåâîå ïîëîæåíèå (ïîëîæåíèå
ïåðåêëþ÷àòåëÿ T2 íå èìååò çíà÷åíèÿ). Â îêíå B íà ïàíåëè ïðèáîðà ïî-
ÿâèòñÿ êðèâàÿ ñðåäíåé êðóòèçíû ÍÝ Sñð(Um). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà
ñðåäíåé êðóòèçíû âûáðàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ: S1 =−1 ìÀ/Â3, R=40 Îì â ñëó÷àå (à) è S1 =1 ìÀ/Â3, R=40 Îì â
ñëó÷àå (á).

Ïåðåìåùàÿ êóðñîð ïî ãðàôèêó Sñð(Um) è ñ÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàò êóðñîðà, îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ Sñð â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà. Èñïîëüçóÿ èõ,
ðàññ÷èòàòü áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà âçàèìíîé èíäóêöèè:
Mêð â ñëó÷àå (à) è Mêð1, Mêð2 â ñëó÷àå (á). Ñðàâíèòèü ñî çíà÷åíèÿìè,
ïîëó÷åííûìè ïî ôîðìóëå (18).

2. Èññëåäîâàòü çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â êîíòóðå:
à) ïðè îòñóòñòâèè îáðàòíîé ñâÿçè;
á) â ðåãåíåðàòèâíîì ðåæèìå.
Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèòü ïåðåêëþ÷àòåëü T1 â ïðàâîå ïîëîæåíèå, à ïåðåêëþ-
÷àòåëü T2 - â ëåâîå ïîëîæåíèå. Â îêíå A íà ïàíåëè ïðèáîðà ïîÿâèòñÿ
âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîëåáàíèé, à â îêíå B - ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé
ïîðòðåò.
à) Çàäàòü M =0. Äëÿ 3-4 çíà÷åíèé R èçìåðèòü ïî âðåìåííûì ðåàëèçàöè-
ÿì êîëåáàíèé èëè ôàçîâûì ïîðòðåòàì ïîêàçàòåëè çàòóõàíèÿ α, ðàññ÷èòàòü
äîáðîòíîñòè êîíòóðà è ñîïîñòàâèòü ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè äîáðîòíîñòåé
Q.
á) Çàäàòü äâà çíà÷åíèÿ M < Mêð. Äëÿ R = 40 Îì ïîëó÷èòü çàòóõàþùèå
êîëåáàíèÿ, èçìåðèòü ïîêàçàòåëè çàòóõàíèÿ α, ðàññ÷èòàòü äîáðîòíîñòè êîí-
òóðà è âíîñèìûå ñîïðîòèâëåíèÿ. ×òî ïðîèñõîäèò ïðè M =Mêð? Îáúÿñíèòü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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3. Èññëåäîâàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû êîëåáàíèé:
à) ïðè �ìÿãêîì� âîçáóæäåíèè àâòîêîëåáàíèé;
á) ïðè �æåñòêîì� âîçáóæäåíèè àâòîêîëåáàíèé.
Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèòü ïåðåêëþ÷àòåëü T1 â ïðàâîå ïîëîæåíèå, à ïåðåêëþ-
÷àòåëü T2 - â ëåâîå ïîëîæåíèå. Â îêíå A íà ïàíåëè ïðèáîðà ïîÿâèòñÿ
âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîëåáàíèé, à â îêíå B - ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé
ïîðòðåò.
à) Çàäàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ: S1 = −1 ìÀ/Â3, R=
40 Îì, M > Mêð. Ñ ïîìîùüþ êóðñîðà çàäàâàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé è íàáëþäàòü âðåìåííûå ðåàëèçàöèè è ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè. Õàðàêòåðíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû çàðèñîâàòü è îáúÿñíèòü â îò÷åòå.
á) Çàäàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ: S1 =1 ìÀ/Â3

R = 40 Îì, Mêð1 < M < Mêð2. Çíà÷åíèÿ M âûáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî â
óêàçàííûõ ïðåäåëàõ. Çàäàâàÿ ñ ïîìîùüþ êóðñîðà ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé, íàáëþäàòü âðåìåííûå ðåàëèçàöèè è ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè. Ïîñëåäíèå äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå áèñòàáèëüíîñòè è ïîêàçàòü ïðèìåðíîå ïîëîæå-
íèå íåóñòîé÷èâîãî öèêëà. Õàðàêòåðíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû çàðèñîâàòü è
îáúÿñíèòü â îò÷åòå.

4. Ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íà ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ S1, M . Îïðåäåëèòü õàðàêòåð áèôóðêàöèé è îòìåòèòü îáëàñòü
áèñòàáèëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèòü ïåðåêëþ÷àòåëè T1 è T2 â ïðàâîå
ïîëîæåíèå è çàäàòü R=40 Îì. Èçìåíÿÿ S1 è M , äèàãíîñòèðîâàòü ïî èçìå-
íåíèÿì âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé è ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ìÿãêóþ è æåñòêóþ áè-
ôóðêàöèè. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûå ëèíèè. Ïðè ïðî-
âåäåíèè ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàòü êóðñîð äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ è êíîïêó Reset íà ïàíåëè ïðèáîðà äëÿ ñòèðàíèÿ ëèøíèõ êðèâûõ.

Ïðèëîæåíèå 1

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé LC-ãåíåðàòîðà ìåòîäîì
ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä

Óðàâíåíèÿ LC-ãåíåðàòîðà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü
ÂÀÕ íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà îïèñûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïÿòîé ñòåïåíè. Îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîëåáàíèé íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå è èñïîëüçóåì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8). Åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ =

t√
LC

= ω0t ( d
dt = ω0

d
dτ ,

d2

dt2 = ω2
0

d2

dτ2 ), òî

d2U

dτ 2 −
(

MS0 −RC√
LC

+
MS1√

LC
U 2 − MS2√

LC
U4

)
dU

dτ
+ U = 0. (19)

Îáîçíà÷àÿ MS2

ω0
U 4 ÷åðåç x4 è ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ x = 4

√
MS2

ω0
U , ïîëó-

÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:
d2x

dτ 2 −
(
λ + kx2 − x4) dx

dτ
+ x = 0, (20)
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ãäå λ= MS0−RC
ω0

è k =S1

√
ω0M
S2

- óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû. Åñëè ïðè îïèñà-
íèè ÂÀÕ íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé
ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé â ðàáî÷åé òî÷êå, òî

d2x

dτ 2 −
(
λ− x2) dx

dτ
+ x = 0, (21)

ãäå x =
√

ω0MS1U , à λ = MS0−RC√
LC

� óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð. Ýòî óðàâíåíèå
Âàí äåð Ïîëÿ. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðèâû÷íîé ôîðìå:

d2x

dτ 2 − ε
(
1− x2) dx

dτ
+ x = 0, (22)

ãäå x =
√

MS1

MS0−RCU , à ε = MS0−RC
ω0

� óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, õàðàêòå-
ðèçóþùèé ïðåâûøåíèå ýíåðãèè, âíîñèìîé îò ñòîðîííåãî èñòî÷íèêà íàä
ýíåðãèåé, ðàññåèâàåìîé íà àêòèâíîì ñîïðîòèâëåíèè êîíòóðà, è íàçûâàåìûé
ïàðàìåòðîì ïðåâûøåíèÿ íàä ïîðîãîì ãåíåðàöèè èëè ïàðàìåòðîì íàäêðè-
òè÷íîñòè. Óðàâíåíèå (22) ïðè ε = 0 ïðåâðàùàþòñÿ â ëèíåéíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êîíñåðâàòèâíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïðè
0 < ε ¿ 1 îïèñûâàåò �ìÿãêîå� ñàìîâîçáóæäåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî (òîìñî-
íîâñêîãî) àâòîãåíåðàòîðà, à ïðè ε > 1 ñëóæèò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
àâòîãåíåðàòîðà ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé. Óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ îïè-
ñûâàåò î÷åíü áîëüøîé êëàññ ÀÊÑ. Â ñèëó óäèâèòåëüíîé ïðîñòîòû ìîäåëè
è ðàçðàáîòàííîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèå Âàí äåð
Ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèé óñòàíîâëåíèÿ
ñòàöèîíàðíûõ àâòîêîëåáàíèé, à íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ - â
èçó÷åíèè ïðîáëåì ñèíõðîíèçàöèè è çàõâàòûâàíèÿ ÷àñòîòû.

Óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ àâòîêîëåáàíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü àâòîãåíå-
ðàòîð òîìñîíîâñêèì è èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (20) è (21) â âèäå

x(τ) = xm(τ) cos τ, (23)
ãäå xm(τ) - àìïëèòóäà x(τ), èçìåíÿþùàÿñÿ ìåäëåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðè-
îäîì cos τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d2xm

dτ2 ¿ dxm

dτ , à dxm

dτ ¿ xm(τ). Äèôôåðåíöèðóÿ
(23) ïî τ , ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå â (20) è (21) è óñðåäíÿÿ ïîëó÷åííûå
âûðàæåíèÿ çà ïåðèîä, ïîëó÷èì äëÿ �ìÿãêîãî� âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé

−2
dxm

dτ
sin τ − xm cos τ + (λ− x2

m cos2 τ)xm sin τ + xm cos τ =

= −2
dxm

dτ
sin τ +

(
λxm − 1

2
x3

m(1 + cos 2τ)

)
sin τ =

= −2
dxm

dτ
+

(
λxm − 1

4
x3

m

)
= 0. (24)

Ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå sin 3τ , îòáðîøåíî, òàê êàê îòôèëüòðîâûâàåòñÿ êî-
ëåáàòåëüíûì êîíòóðîì. Îêîí÷àòåëüíî èìååì
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dxm

dτ
= xm

(
λ

2
− x2

m

8

)
. (25)

Ýòî óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ.
Äëÿ �æåñòêîãî� âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé

−2
dxm

dτ
sin τ − xm cos τ + (λ + kx2

m cos2 τ − x4
m cos4 τ)xm sin τ + xm cos τ =

=

[
−2

dxm

dτ
+

(
λ +

kx2
m

2
(1 + cos 2τ)− x4

m

4
(1 + cos 2τ)2

)]
xm sin τ =

=

[
−2

dxm

dτ
+

(
λ +

kx2
m

2
(1 + cos 2τ)− x4

m

4

(
3

2
+ 2 cos 2τ +

cos 4τ

2

))
xm

]
sin τ =

= −2
dxm

dτ
sin τ +

(
λxm sin τ +

kx3
m

4
(sin τ + sin 3τ)

)
−

−x5
m

4

(
1

2
sin τ +

3

4
sin 3τ +

1

4
sin 5τ

)
=

= −2
dxm

dτ
+ λxm +

kx3
m

4
− x5

m

8
= 0. (26)

Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå sin 3τ è sin 5τ , îòáðîøåíû, òàê êàê îòôèëüòðîâû-
âàåòñÿ êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

dxm

dτ
= xm

(
λ

2
+

kx2
m

8
− x4

m

16

)
. (27)

Ýòî óêîðî÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �æåñòêîãî� âîçáó-
æäåíèÿ êîëåáàíèé.

Óðàâíåíèÿ (25) è (27) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ,
èõ óñòîé÷èâîñòü, à òàêæå èññëåäîâàòü ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
àìïëèòóä. Ðåøåíèÿ (25) è (27) áóäóò ñòàöèîíàðíûìè, êîãäà

dxm

dτ
= 0.

Àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé è èõ óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ
�ìÿãêîãî� âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé èç (25) ñëåäóþò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-
íèÿ xñò

m1 = 0, xñò
m2 = 2

√
λ). Ðåøåíèå xñò

m < 0 íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Åñëè ãðàôè÷åñêè èçîáðàçèòü çàâèñèìîñòè ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé îò ïàðàìåòðà λ, òî ïîëíîå ðåøåíèå (25) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ôàçî-ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé (7,à)

×òîáû îïðåäåëèòü óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ Ëÿïóíîâà äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî xñò

m çàäàòü ìàëîå îòêëîíåíèå
ξ(τ) ¿ xñò

m , ïîñòðîèòü äëÿ íåãî ëèíåàðèçîâàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå è âûÿñíèòü, áóäåò ξ(τ) ðàñòè (ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî) èëè óáûâàòü
(óñòîé÷èâî).
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0 λ

xñò
m

0 λ

xñò
m

−k2/8

k

• • • • • • • • • • •• • • • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
•
•

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

•
• • •

• • • • • • • • • • •

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

à á

-

6

-

6

Ðèñ. 7. Ôàçî-ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå äëÿ �ìÿãêîãî�(à) è �æåñòêîãî� (á) âîçáóæäåíèÿ
êîëåáàíèé; • • � óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ ◦ ◦ � íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Ïóñòü
xm(τ) = xñò

m(τ) + ξ(τ). (28)
Ïîäñòàâëÿÿ (28) â (25), ïîëó÷èì äëÿ ξ(τ) óðàâíåíèå

dξ

dτ
= (xñò

m + ξ)

(
λ

2
− (xñò

m)2

8
− xñò

mξ

4
− ξ2

8

)
∼=

∼= (xñò
m + ξ)

(
λ

2
− (xñò

m)2

8
− xñò

mξ

4

)
. (29)

Äëÿ xñò
m = 0 óðàâíåíèå

dξ

dτ
∼= ξ

λ

2
.

èìååò ðåøåíèå ξ(τ) = exp(λτ/2), êîòîðîå ïðè λ > 0 íåóñòîé÷èâî. Äëÿ
xñò

m = 2
√

λ óðàâíåíèå

dξ

dτ
∼= 2

√
λ

(
λ

2
− λ

2
− ξ

√
λ

2

)
= −λξ

èìååò ðåøåíèå ξ(τ) = −exp(λτ), êîòîðîå ïðè λ > 0 óñòîé÷èâî.
Äëÿ �æåñòêîãî� âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé èç (27) ñëåäóþò òðè ðåøåíèÿ

xñò
m1 = 0 (ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò), xñò

m2,3 =
√

k(1±
√

1 + 8λ/k2.
Äâà ðåøåíèÿ xñò

m < 0 íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Åñëè λ < −k2/8, òî óðàâíåíèå (27) èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëü-

íûé êîðåíü xñò
m1 = 0. Çàäàâàÿ ìàëîå îòêëîíåíèå ξ(τ) ¿ xñò

m è ðåøàÿ äëÿ
íåãî ëèíåàðèçîâàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî ýòî ðåøåíèå óñòîé÷èâî.

Êîãäà −k2/8 < λ < 0, óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (27) òðè âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ xñò

m1 = 0, xñò
m2 =

√
k(1−

√
1 + 8λ/k2, xñò

m3 =
√

k(1 +
√

1 + 8λ/k2.
Îïèñàííàÿ âûøå ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïîçâîëÿ-
åò óñòàíîâèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ xñò

m1 = 0 è á�îëüøàÿ àìïëèòó-
äà xñò

m3 =
√

k(1 +
√

1 + 8λ/k2 óñòîé÷èâû, à ìåíüøàÿ àìïëèòóäà xñò
m2 =√

k(1−
√

1 + 8λ/k2 � íåóñòîé÷èâà.
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Íàêîíåö, êîãäà λ > 0 ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ
xñò

m1 = 0 è xñò
m2 =

√
k(1 +

√
1 + 8λ/k2, ïåðâîå èç êîòîðûõ íåóñòîé÷èâî, à

âòîðîå - óñòîé÷èâî. Ôàçî-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ äëÿ �æåñòêîãî� âîçáó-
æäåíèÿ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7,á.
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