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1 ÂâåäåíèåÒåîðèþ êîëåáàíèé íà÷èíàþò èçó÷àòü, êàê ïðàâèëî, ñ èçó÷åíèÿ ëèíåé-íîãî îñöèëëÿòîðà, óðàâíåíèå êîòîðîãî:
x′′ + 2αx′ + ω2

0x = F (t) (1.1)- ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Çäåñü ïåðåìåííàÿ x õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà â êàæ-äûé ìîìåíò âðåìåíè (îáû÷íî ýòî - òîê, íàïðÿæåíèå, çàðÿä è ò.ï.), α - êî-ý��èöèåíò äèññèïàöèè, ω0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, F (t) - âíåøíåå âîçäåé-ñòâèå. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð - ïðîñòåéøàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà (áàçî-âàÿ ìîäåëü), ïîçâîëÿþùàÿ èññëåäîâàòü òàêîå �óíäàìåíòàëüíîå ÿâëåíèå,êàê ðåçîíàíñ, òî åñòü ý��åêò ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèéïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ ñ ñîáîñòâåííîé ÷àñòîòîé ñèñòåìû.Îäíàêî, ëèíåéíûé õàðàêòåð ýòîé ìîäåëè â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ñäåð-æèâàþùèì �àêòîðîì: îí íå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òàêèå íàáëþäàþ-ùèåñÿ â ïðèðîäå è òåõíèêå ÿâëåíèÿ, êàê íåèçîõðîííîñòü è àíãàðìîíè÷-íîñòü êîëåáàíèé. Äëÿ èõ àíàëèçà òðåáóåòñÿ óñëîæíåíèå óðàâíåíèÿ îñöèë-ëÿòîðà (1.1) çà ñ÷åò ó÷åòà íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ðåàëüíûõ êîëåáàòåëüíûõñèñòåì. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî, íàïðèìåð, ó÷òÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòàäèññèïàöèè α èëè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω0 îò èíòåíñèâíîñòè (àìïëèòó-äû) êîëåáàíèé â îñöèëëÿòîðå. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåëèíåéíîñòü íîñèò �äèñ-ñèïàòèâíûé�, à âî âòîðîì - �ðåàêòèâíûé� õàðàêòåð. Îáû÷íî â ðåàëüíûõñèñòåìàõ ïðèñóòñòâóþò îáå íåëèíåéíîñòè, îäíàêî, äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëè-çà áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âëèÿíèå ýòèõ �àêòîðîâ ïî îòäåëüíîñòè.Íàïðèìåð, åñëè ìû ó÷òåì çàâèñèìîñòü äèññèïàöèè îò ìîùíîñòè êîëåáà-íèé (òî åñòü îò êâàäðàòà äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé): α(x) = −(ε − x2),òî ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíîå â ðàäèî�èçèêå óðàâíåíèå ãåíåðàòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ:
x′′ − (2ε− x2)x′ + ω2

0x = F (t) (1.2)4



. Åñëè ó÷åñòü çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îò ìîùíîñòè: ω2
0(x) =

ω2
0(1+ ξx2) òî ïîëó÷èì äðóãóþ áàçîâóþ ìîäåëü íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà- îñöèëëÿòîð Äó��èíãà:

x′′ + αx′ + ω2
0(1 + x2)x = F (t) (1.3)Íà ïðèìåðå ýòîé ìîäåëè óäîáíî èçó÷àòü òàêèå ý��åêòû íåëèíåéíûõ êî-ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, êàê íåèçîõðîííîñòü, àíãàðìîíè÷íîñòè è ìóëüòèñòà-áèëüíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, îñöèëëÿòîð Äó��èíãà - ïðîñòåéøàÿ ìîäåëüîñöèëëÿòîðà ñ ðåàêòèâíîé íåëèíåéíîñòüþ.
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2 Ïðèìåðû êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì,ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîéîñöèëëÿòîð Äó��èíãàÎñöèëëÿòîð Äó��èíãà èëè îñöèëëÿòîð ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé òåîðèè êîëåáàíèé.Óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà èìååò âèä:
ẍ+ αẋ + βx+ γx3 = 0. (2.1)Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ, ê ïðèìåðó, êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìàÿòíèêà ïðè íåáîëüøèõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ (ðèñ. 2.1a), êîëåáàíèÿãðóçèêà íà ïðóæèíå ñ íåëèíåéíîé âîçâðàùàþùåé ñèëîé, ðàñïîëîæåííî-ãî íà ïëîñêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 2.1b). Äàííîå óðàâíåíèåòàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå èçäâóõ ÿì (ðèñ. 2.1). �àññìîòðèì ïåðå÷èñëåííûå ïðèìåðû áîëåå ïîäðîáíî.

2.1 Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðè íåáîëüøèõ óãëàõîòêëîíåíèÿÌàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóçèê ìàëîãî ðàçìåðàìàññîé m, ïîäâåøåííûé íà äëèííîé òîíêîé íèòè l (ðèñ. 2.1a). Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà ìàÿòíèêà ñîñðåäîòî÷åíà â ãðóçèêå è íèòü ÿâëÿåòñÿíåðàñòÿæèìîé. Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áåç ó÷åòà òðåíèÿ
ma = −P1,6
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�èñ. 2.1: Ïðèìåðû êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, ïðèâîäÿùèõ ê óðàâíåíèþ Äó��èíãà: (a)- ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðè íåáîëüøèõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ, (b) - ãðóç íàïðóæèíå ñ íåëèíåéíîé æåñòêîñòüþ, () - äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå èçäâóõ ÿì.
ãäå a - óñêîðåíèå äâèæåíèÿ, P1 - âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà. Êàê âèäíî èçðèñóíêà, P1 = mgSin(ϕ). Ëèíåéíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè ñâÿçàíû ñîîòíî-øåíèåì v = l dϕ

dt
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

d2ϕ

dt2
+
g

l
sinϕ = 0.Ôóíêöèþ sinϕ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâ-íîâåñèÿ ϕ = 0: sinϕ = ϕ− ϕ3

6
+ ϕ5

120
∓ . . .. Ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ îòñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñëó÷àé ñëàáîé íåëèíåéíîñòè) â ðàçëîæåíèè ìîæ-íî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèåïðèìåò âèä:

d2ϕ

dt2
+
g

l
(ϕ− 1

6
ϕ3) = 0.Ñ ó÷åòîì ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, êîòîðóþ áóäåì ïîëàãàòü ïðîïîðöè-îíàëüíîé ñêîðîñòè (Fd = δv), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d2ϕ

dt2
+ δl

dϕ

dt
+
g

l
ϕ− g

6l
ϕ3Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ ϕ = x, δl = α, (g/l) = β è (−g/6l) = γ, ïðèõîäèì êóðàâíåíèþ (2.1). 7



2.2 �ðóç íà ïðóæèíå ñ íåëèíåéíîé æåñòêîñòüþÂ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.2.1b, íà ãðóçèê ìàññîé
m äåéñòâóåò âîçâðàùàþùàÿ ñèëà F , êîòîðàÿ çàâèñèò îò æåñòêîñòè ïðó-æèíû k è ñìåùåíèÿ x îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, è ñèëà òðåíèÿ Fd. Áóäåìïîëàãàòü, ÷òî ñèëó óïðóãîñòè ïðóæèíû ìîæíî çàäàòü â âèäå

F = k0x+ k1x
3,à ñèëà òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè

Fd = δ
dx

dt
.Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

m
d2x

dt2
+ δ

dx

dt
+ k0x+ k1x

3 = 0èëè
ẍ+ αẋ + βx+ γx3 = 0,ãäå α = (δ/m), β = (k0/m) è γ = (k1/m).

2.3 ×àñòèöà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå�àññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m â ïîòåíöèàëå èç äâóõ ÿì (ñì.ðèñ.2.1ñ), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé
u(x) =

1

2
ax2 +

1

4
bx4,ãäå a < 0 è b > 0. Ïðè îòêëîíåíèè ÷àñòèöû îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íàíåå äåéñòâóåò âîçâðàùàþùàÿ ñèëà F = −∂V (x)

∂x
. Â îòñóòñòâèå äðóãèõ ñèë,óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

mẍ +
∂V (x)

∂x
= 08



èëè
mẍ+ ax+ bx3 = 0.Ñ ó÷åòîì ñèëû òðåíèÿ Fd = δẋ ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2.1)

ẍ+ αẋ + βx+ γx3 = 0,ãäå α = (δ/m), β = (a/m), γ = (b/m).�àññìîòðåííûå ïðèìåðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèå êîëåáàòåëü-íûå ñèñòåìû. Îñöèëëÿòîð Äó��èíãà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé ìîäåëüþ è äëÿáîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå íåàâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðàîïèñûâàåò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ â îäíîìîäîâîìïðèáëèæåíèè [(20)℄. Îñöèëëÿòîð Äó��èíãà ïðè âíåøíåì ãàðìîíè÷åñêîìâîçäåéñòâèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ õàîòè÷åñêèõ êî-ëåáàíèé è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áàçîâûõ ìîäåëåé òåîðèè äåòåðìèíèðîâàííî-ãî õàîñà.
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3 Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èõóñòîé÷èâîñòüÍà÷íåì èññëåäîâàíèÿ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà ñ èçó÷åíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâ-íîâåñèÿ - èõ ïîèñêà è àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò-ðîâ ñèñòåìû. Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ẋ = y è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿîñöèëëÿòîðà (2.1) â âèäå:
ẋ = y,

ẏ = −αy − βx− γx3. (3.1)Ýòà ñèñòåìà äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ýêâè-âàëåíòíà óðàâíåíèþ (2.1). Çäåñü x(t) è y(t) - äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå,êîòîðûå îäíîçíà÷íî è ïîëíîñòüþ çàäàþò ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà â ìî-ìåíò âðåìåíè t. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îñ-öèëëÿòîðà Äó��èíãà ñîñòàâëÿåò N = 2, à ñàìî �àçîâîå ïðîñòðàíñòâîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü.Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (x, y) èìåþòñÿ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ (íàçûâàåìûåòàêæå îñîáûìè èëè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óñëî-âèåì
ẋ = 0,

ẏ = 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
y = 0,

αy + βx+ γx3 = 0. (3.2)Èç àíàëèçà (3.2) âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β10



è γ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ëèáî îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ
P0 : {x = 0, y = 0},ëèáî òðè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

P0 : {x = 0, y = 0},

P1 : {x =

√

−β
γ
, y = 0}, (3.3)

P2 : {x = −
√

−β
γ
, y = 0}.Î÷åâèäíî, ÷òî îäíà îñîáàÿ òî÷êà P0 ñóùåñòâóåò, åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-ðîâ β è γ îäíîãî çíàêà, à òðè - åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ β è γ ðàçíûõçíàêîâ. Âñå òðè òî÷êè ëåæàò â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà îñè OX. Òî÷êè

P1 è P2 ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî îñè OY .Ïðè êîíå÷íîì, �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè β è ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèéïàðàìåòðà γ ê íóëþ (ïðè ïåðåõîäå îò íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ê ëèíåé-íîìó), òî÷êè ðàâíîâåñèÿ P1 è P2 ðàçáåãàþòñÿ äðóã îò äðóãà ïî îñè OX ê
+∞ è ê −∞.
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-ìåòðîâ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà. Õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî-âåäåíèåì èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîé â ìàëîéîêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Âèä ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìûîïðåäåëÿþò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

det

[

∂f1(x̄,ȳ)
∂x

− λ ∂f1(x̄,ȳ)
∂y

∂f2(x̄,ȳ)
∂x

∂f2(x̄,ȳ)
∂y

− λ

]

= 0. (3.4)Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: f1(x, y) = y, f2(x, y) = −αy −
βx−γx3, x̄, ȳ îáîçíà÷àþò êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ∂f1,2(x̄,ȳ)

∂x
,

∂f1,2(x̄,ȳ)
∂yîáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ, âû÷èñëåííóþ â íåïî-äâèæíîé òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x = x̄, y = ȳ.11



Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
λ2 − Sλ+ J = 0, (3.5)ãäå

S =
∂f1(x̄, ȳ)

∂x
+
∂f2(x̄, ȳ)

∂y
,

J =
∂f1(x̄, ȳ)

∂x

∂f2(x̄, ȳ)

∂y
− ∂f1(x̄, ȳ)

∂y

∂f2(x̄, ȳ)

∂x
.Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

λ1,2 =
S

2
±

√

S2

4
− J.Çàïèøåì S è J â áîëåå êîíêðåòíîé �îðìå ÷åðåç ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà

S =
∂f1(x̄, ȳ)

∂x
+
∂f2(x̄, ȳ)

∂y
= 0 − α

= −α,

J =
∂f1(x̄, ȳ)

∂x

∂f2(x̄, ȳ)

∂y
− ∂f1(x̄, ȳ)

∂y

∂f2(x̄, ȳ)

∂x

= 0(−α) − 1(−β − 3γx̄2)

= β + 3γx̄2.Òîãäà
λ1,2 = −α

2
±

√

α2

4
− β − 3γx̄2. (3.6)Çàïèøåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 äëÿ êàæäîé èç òðåõ òî÷åê ðàâíîâå-ñèÿ.Äëÿ òî÷êè P0 (êîîðäèíàòà x = x̄ = 0) ïîëó÷àþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ1,2 = −α
2
±

√

α2

4
− β. (3.7)12



Äëÿ òî÷êè P1 (êîîðäèíàòà x = x̄ =
√

−β
γ
) ïîëó÷àåòñÿ

λ1,2 = −α
2
±

√

α2

4
+ 2β. (3.8)Äëÿ òî÷êè P2 (êîîðäèíàòà x = x̄ = −

√

−β
γ
) ïîëó÷àþòñÿ òî÷íî òàêèåæå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (3.8), êàê è äëÿ òî÷êè P1.Ïðîàíàëèçèðóåì õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòîðîâ

α, β, γ. �àññìîòðè äâà ñëó÷àÿ: γ < 0 è γ > 0.Ñëó÷àé 1: γ < 0.Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè β < 0, òî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òîëüêîîäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ P0 ñ êîîðäèíàòàìè x̄ = 0 è ȳ = 0. Åå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ λ1,2 îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (3.7). Âèäíî, ÷òî âíå çàâèñèìî-ñòè îò ïàðàìåòðà α (è ïðè ïîëîæèòåëüíûõ, è ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíè-ÿõ, è â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà, êîãäà ïàðàìåòð äèññèïàöèè
α = 0) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ðàçíûõçíàêîâ, òî åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P0 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.Åñëè æå β > 0, òî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òðè òî÷êè ðàâ-íîâåñèÿ P0, P1, P2, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû âûðàæåíèåì (3.4).Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P0 â íà÷àëå êîîðäèíàò õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîáñòâåí-íûìè çíà÷åíèÿìè,çàäàííûìè âûðàæåíèåì (3.7). Åñëè −2

√
β < α < 2

√
β,òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè. Îíèèìåþò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïðè −2

√
β < α < 0, è îòðè-öàòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïðè 0 < α < 2

√
β. Òî åñòü íåïîäâèæíàÿòî÷êà â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóñòîé÷èâûé è óñòîé÷è-âûé �îêóñ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè α > 2

√
β ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþò-ñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè, òî åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P0ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì. Ïðè α < −2

√
β ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâ-ëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè, òî åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

P0 ïðåâðàùàåòñÿ â íåóñòîé÷èâûé óçåë.Íåïîäâèæíûå òî÷êè P1,2 ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó è âåäóò ñåáÿ îäèíà-êîâûì îáðàçîì. Èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 çàäàíû âûðàæåíèåì (3.8),èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ α ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îñòàþòñÿ äåé-ñòâèòåëüíûìè è ðàçíûõ çíàêîâ. Òàêèì îáðàçîì, íåïîäâèæíûå òî÷êè P1,213



ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè.Ñëó÷àé 2: γ > 0.Â ýòîì ñëó÷àå â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿâ íà÷àëå êîîðäèíàò, åñëè β > 0. Îíà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì ïðè
α < −2

√
β. Åñëè −2

√
β < α < 0, òî îñîáàÿ òî÷êà P0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíåóñòîé÷èâûé �îêóñ. Îíà ïðåâðàùàåòñÿ â óñòîé÷èâûé �îêóñ ïðè ïîëîæè-òåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà äèññèïàöèè 0 < α < 2

√
β. Ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà äèññèïàöèè (α > 2

√
β) îñîáàÿ òî÷êà P0 ÿâëÿåòñÿóñòîé÷èâûì óçëîì.Eñëè β < 0, òî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òðè òî÷êè ðàâíîâå-ñèÿ P0, P1, P2. Îñîáàÿ òî÷êà P0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà äèññèïà-öèè α îñòàåòñÿ ñåäëîì. Íåïîäâèæíûå òî÷êè P1 è P2 ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷è-âûìè óçëàìè ïðè α < −2

√
2β. Ïðè −2

√
2β < α < 0 îíè ïðåâðàùàþòñÿâ íåóñòîé÷èâûå �îêóñû. Çàòåì ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè �îêóñàìè ïðè

0 < α < 2
√

2β, è äàëåå - óñòîé÷èâûìè óçëàìè, êîãäà α > 2
√

2β.3.1 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà N 1. Èññëåäîâàíèåñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãàÖåëü ðàáîòû: íàéòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà,îïðåäåëèòü èõ òèï â çàâèñèìîñòè îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, èññëåäî-âàòü ñòðóêòóðó �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-ñèÿÌåòîäû èññëåäîâàíèÿ: òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç, ÷èñëåííûé ýêñïåðè-ìåíò è ïîñòðîåíèå �àçîâûõ ïîðòðåòîâ.3.1.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêàËàáîðàòîðíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììó, ðàçðàáîòàííóþâ ñðåäå LabView. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàòü óðàâíå-íèå îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà, èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû è íàáëþäàÿ ðåçóëüòàò ââèäå �àçîâîãî ïîðòðåòà è âðåìåííîé ðåàëèçàöèè. �àáî÷åå îêíî ïðîãðàì-ìû ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 3.1.Êíîïêàìè " "è " "â âåðõíåé ÷àñòè ðàáî÷åãî îêíà ïðîèçâîäèòñÿ ñî-14



�èñ. 3.1: Ïðîãðàììà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîãî îñöèëëÿòî-ðà Äó��èíãà.
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îòâåòñòâåííî çàïóñê è îñòàíîâêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñòàíîâèòü ïðîãðàììóìîæíî òàêæå êíîïêîé Stop. Íà äâóõ ãðà�èêàõ x-y îòîáðàæàåòñÿ �àçî-âûé ïîðòðåò îñöèëëÿòîðà, ñëåâà ãðà�èê èìååò �èêñèðîâàííûå ïðåäåëûè îáíîâëÿåòñÿ ïðè çàïóñêå ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. �ðà�èê x-yñïðàâà î÷èùàåòñÿ îò òðàåêòîðèé âðó÷íóþ ïðè ïîìîùè êíîïêè Reset. Åãîìàñøòàá è ãðàíèöû ìîãóò ïîäáèðàòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òîáû âñå òî÷êèîòîáðàæàåìûõ òðàåêòîðèé ïîïàäàëè â âèäèìóþ îáëàñòü. Äëÿ ýòîãî êíîï-êè äîëæíû áûòü íàæàòû äëÿ îáåèõ îñåé (çíà÷îê çàêðûòîãî çàìêà).Ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòîâ " " "è " "ìîæíî âðó÷íóþ óñòàíîâèòüïðåäåëû ïîêàçàíèé. Íà íèæíåì ãðà�èêå îòîáðàæàåòñÿ âðåìåííàÿ ðåàëè-çàöèÿ êîëåáàíèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàþòñÿ ïóòåìïåðåìåùåíèÿ êóðñîðîâ íà ãðà�èêàõ x-y. Êîîðäèíàòû êóðñîðîâ, ñîîòâåò-ñòâóþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì îñöèëëÿòîðà, îòîáðàæàþòñÿ â îêíàõ x èy ïîä ãðà�èêàìè x-y. Ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà çàäàþòñÿ ðåãóëÿòîðàìè ññîîòâåòñòâóþùèìè ïîäïèñÿìè. Âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ââîäèòñÿ â îêíå t.Êíîïêà Save trajetory ñëóæèò äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîñëåäíåé ðåàëèçàöèè â�àéë. Êíîïêîé Save graphis ìîæíî ñîõðàíÿòü èçîáðàæåíèÿ íà ïðàâîìãðà�èêå x-y â ãðà�è÷åñêèå �àéëû JPEG.Çàäàíèÿ1. Íàéòè àíàëèòè÷åñêè âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.1), ïðîâå-ñòè èõ àíàëèç (òèï ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòü â çàâèñè-ìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ β, µ). Èñïîëüçîâàòü �èêñèðîâàííîåïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà äèññèïàöèè α (çàäàåòñÿ ïðå-ïîäàâàòåëåì).2. Íà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ β - µ íàíåñòè ëèíèè, ðàçãðàíè÷èâàþùèåîáëàñòè ñ ðàçíûì òèïîì ïîâåäåíèÿ, äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ ñî-ñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.3. Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîèòü òèïè÷íûå êàðòèíû �àçîâûõ òðàåêòîðèéâ îêðåñòíîñòÿõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ β è µäîëæíû áûòü âçÿòû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé (ñì. ï. 2). Äëÿ16



ýòîãî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïðÿìîì âðåìåíè èçíåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé â îêðåñòíîñòè êàæäîãî èç âûáðàí-íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñòðîèòü ÷èñëåííî ïðèòÿãèâàþùèå èîòòàëêèâàþùèå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îò-òàëêèâàþùèõ ìíîãîîáðàçèé âûáðàòü íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ óñëîâèéâ îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè è ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíå-íèé â ïðÿìîì âðåìåíè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîãîîáðà-çèé âûáðàòü íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ óñëîâèé â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîéòî÷êè è ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â îáðàòíîì âðåìåíè.4. Äëÿ óêàçàííûõ ïðåïîäàâàòåëåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîñòðîèòü îá-ùóþ êàðòèíó ðàñïîëîæåíèÿ �àçîâûõ òðàåêòîðèé, çàäàâàÿ íà÷àëü-íûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.5. Âûïîëíèòü ïóíêòû 2 è 4 äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó�-�èíãà (ïðè α = 0). Ïðîèçâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿêîíñåðâàòèâíîãî è äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðîâ.
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4 Èññëåäîâàíèå êîíñåðâàòèâíîãîàâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðàÄó��èíãàÂ îáîáùåííîì âèäå óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî, êîíñåðâàòèâíîãî, àâòîíîì-íîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
ẍ+ f(x) = 0, (4.1)ãäå f(x) - âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñèñòåìó ïðè îòêëîíåíèèîò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
ẍ+

dU(x)

dx
= 0 (4.2)çäåñü U(x) - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èâîçâðàùàþùàÿ ñèëà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

U(x) =

∫

f(x)dx.Óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ââåäåìïåðåìåííóþ ẋ = v, è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà
dv

dx

dx

dt
+
dU(x)

dx
= 0,

v
dv

dx
+
dU(x)

dx
= 0.Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

v2

2
+ U(x) = E.18



Ýòî ñîîòíîøåíèå îòðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â êîíñåðâàòèâíîìíåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå. ÇäåñüE - ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, U(x) - ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.Âûðàæàÿ v îò x, çàïèøåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè íà �àçîâîé ïëîñêîñòè
v =

√

2[E − U(x)]. (4.3)Çíàÿ âèä ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè, ìîæíî ïîñòðîèòü �àçîâûé ïîðòðåòíåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.Ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî, àâòî-íîìíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà
ẍ+ βx+ γx3 = 0 (4.4)â ñëó÷àÿõà) β > 0, γ > 0,á) β < 0, γ > 0,â) β > 0, γ < 0.Óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ìîæíî çàïèñàòü êàê
ẍ+

dU(x)

dx
= 0,òîãäà

U(x) =

∫

(αx+ βx3)dx,Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì â ÿâíîì âèäå ïîòåíöèàëüíóþ �óíêöèþ
U(x) =

1

2
βx2 +

1

4
γx4 + C. (4.5)Ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü õàðàêòåðíûéâèä �àçîâûõ ïîðòðåòîâ. Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ãðà�èêîâ ïîòåíöèàëü-íîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì ìèíèìóìû ñîîò-âåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð, à ìàêñèìóìû - ñåäëîâûìñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Ñåäëà è èõ ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì. Óáåäèòüñÿ â ýòîì, à òàêæå ïðîäåëàòü ïîñòðîåíèå �àçîâûõ ïîòðåòîâ ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé �óíê-19



öèè ìîæíî è áîëåå ñòðîãèì îáðàçîì. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (4.3), çàïèøåìóðàâíåíèå �àçîâûõ òðàåêòîðèé äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó�-�èíãà
v =

√

2E − 2C − βx2 − 1

2
γx4. (4.6)Çàäàâàÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (β, γ)è åå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå ïîëíîé çàïàñåííîé ýíåðãèè (E è C), ìîæ-íî íà �àçîâîé ïëîñîêîñòè ñòðîèòü ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé äëÿ âñåõ òðåõïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñëó÷àåâ - (à), (á) è (â).4.1 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà N 2. Èññëåäîâàíèåóñòðîéñòâà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâàêîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãàÖåëü ðàáîòû: ïîñòðîèòü âèä ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè êîíñåðâàòèâ-íîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà, îïðåäåëèòü êàê èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé�óíêöèè âëèÿþò íà ñòðóêòóðó �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâàÌåòîäû èññëåäîâàíèÿ: òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç, ÷èñëåííûé ýêñïåðè-ìåíò è ïîñòðîåíèå �àçîâûõ ïîðòðåòîâ.4.1.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêàËàáîðàòîðíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììó, ðàçðàáîòàííóþâ ñðåäå LabView. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü âèä ïîòåíöèàëüíîé�óíêöèè è �àçîâûé ïîðòðåò îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà äëÿ çàäàâàåìûõ ïà-ðàìåòðîâ ñèñòåìû. �àáî÷åå îêíî ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 4.1.Êíîïêàìè Êíîïêàìè " "è " "â âåðõíåé ÷àñòè ðàáî÷åãî îêíà ïðîèç-âîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàïóñê è îñòàíîâêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñòàíîâèòüïðîãðàììó ìîæíî òàêæå êíîïêîé Stop.Íà ãðà�èêå x-U(x) èçîáðàæàåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè çàäàííûõïàðàìåòðàõ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà, íà ãðà�èêå x-y îòîáðàæàåòñÿ �àçî-âûé ïîðòðåò îñöèëëÿòîðà. �ðà�èê x-y àâòîìàòè÷åñêè î÷èùàåòñÿ îò òðà-åêòîðèé êàæäûå 3000 øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêæå ýòî ìîæíî ñäåëàòü20



�èñ. 4.1: Ïðîãðàììà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè è �àçîâûõ ïîðòðåòîâîñöèëëÿòîðà Äó��èíãà.
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âðó÷íóþ ïðè ïîìîùè êíîïêè Reset. Ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòîâ " " "è" "óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðåäåëû ïîêàçàíèé ýòèõ ãðà�èêîâ. Íà ãðà�èêå �t-x(t)� îòîáðàæàåòñÿ âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîëåáàíèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿèíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàþòñÿ ïóòåì ïåðåìåùåíèÿ êóðñîðà íà ãðà�èêå �x-U(x)�. Êîîðäèíàòû êóðñîðà îòîáðàæàþòñÿ â îêíàõ �x� è �y� ïîä ýòèì ãðà-�èêîì. Ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà çàäàþòñÿ ðåãóëÿòîðàìè ñ ñîîòâåòñòâó-þùèìè ïîäïèñÿìè. Âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ââîäèòñÿ â îêíå �t�. Êíîïêîé�Save graphis� ìîæíî ñîõðàíÿòü èçîáðàæåíèÿ íà ïðàâîì ãðà�èêå �x-y� âãðà�è÷åñêèå �àéëû JPEG. Ïðè ñîõðàíåíèè èçîáðàæåíèé íåîáõîäèìî ïî-ñëåäîâàòåëüíî óêàçàòü ïóòü è íàçâàíèÿ �àéëîâ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ãðà-�èêà ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè è �àçîâîãî ïîðòðåòà (ïî óìîë÷àíèþ pot.jpgè x-y.jpg).Çàäàíèÿ è óïðàæíåíèÿ1. Ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòðîèòü �àçîâûå ïîðòðåòûêîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà (4.4) äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ: (à)- β > 0, γ > 0, (á) - β < 0, γ > 0, (â) - β > 0, γ < 0. (Êîíêðåòíûå÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò ïîëó÷èòü ó ïðåïîäàâàòåëÿ).2. Ïîñòðîèòü äëÿ çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (âñå òðèñëó÷àÿ) ãðà�èêè ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè U(x).3. Ïîñòðîèòü äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ �àçîâûå ïîðòðåòû êîíñåðâàòèâíîãî ñî-öèëëÿòîðà Äó��èíãà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå �àçîâûõ òðàåêòîðèé (4.6).4. Ïðîàíàëèçèðîâàòü è ñîïîñòàâèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. (Ñîïîñòà-âèòü �àçîâûå ïîðòðåòû, ïîñòðîåííûå ðàçíûìè ìåòîäàìè äëÿ îäèíà-êîâûõ çíà÷åíèé ïàðìåòðîâ. Ñîïîñòàâèòü òèïû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ ñãðà�èêàìè ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè.)
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5 ßâëåíèÿ íåèçîõðîííîñòè èàíãàðìîíè÷íîñòè â îñöèëëÿòîðåÄó��èíãàÎäíèìè èç ïðîñòåéøèõ, òèïè÷íûõ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, íàáëþäàåìûõâ ñèñòåìàõ ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ÿâëÿþòñÿ íåèçîõðîííîñòü, àíãàð-ìîíè÷íîñòü è ìóëüòèñòàáèëüíîñòü.Ïîä íåèçîõðîííîñòüþ ïîíèìàþò çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû (ïåðèîäà) ñîá-ñòâåííûõ êîëåáàíèé îò èõ àìïëèòóäû (èíòåíñèâíîñòè). Ýòî ÿâëåíèå äå-ìîíñòðèðóåò, íàïðèìåð, ñêà÷óùèé ìÿ÷èê: â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñ êàêîéâûñîòû ñáðàñûâàåòñÿ ìÿ÷èê, ïåðèîä åãî ïîäñêîêîâ áóäåò ðàçíûì. Îíîæå íàáëþäàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, ÷òî îòðàæàåòñÿ âçàêîíå Êåïëåðà.ßâëåíèå àíãàðìîíè÷íîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè �îðìû êîëåáàíèéñ ðîñòîì èõ àìïëèòóäû: äëÿ ìàëîé àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ îñòàþòñÿ ïî÷òèãàðìîíè÷åñêèìè, äëÿ áîëüøåé - èõ �îðìà èñêàæàåòñÿ. Ïðè èñêàæåíèè�îðìû êîëåáàíèé â ñïåêòðå ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèè íîâûõ ãàðìîíèê íà÷àñòîòàõ, êðàòíûõ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. ßâëåíèåàíãàðìîíè÷íîñòè ëåãêî îáíàðóæèòü, íàáëþäàÿ çà êîëåáàíèÿìè �èçè÷å-ñêîãî ìàÿòíèêà. Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìà-ÿòíèê áëèçîê ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó è åãî êîëåáàíèÿ áëèçêè êñèíóñîèäàëüíûì. Ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû íåëèíåéíîñòü âåäåò ê èñêà-æåíèþ �îðìû êîëåáàíèé: âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ íà÷èíàåò áîëüøå è áîëü-øå îòëè÷àòüñÿ îò ñèíóñîèäû. ßâëåíèå àíãàðìîíè÷íîñòè è ñîñòîèò â óõîäåâðåìåííîé ðåàëèçàöèè îò ãàðìîíè÷åñêîé �îðìû ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòèêîëåáàíèé. Â ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþäîïîëíèòåëüíûõ ãàðìîíèê è óâåëè÷åíèþ èõ èíòåíñèâíîñòè.ßâëåíèå ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, òàêæå êàê íåèçîõðîííîñòè è àíãàðìî-íè÷íîñòè, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ. Çàêëþ÷à-23



åòñÿ îíî â òîì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðèïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìàìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òîâ åå �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî àòòðàêòîðîâ. Ñèñòåìà, â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå êîòîðîé ñîñóùåñòâóåò íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé, íàçû-âàåòñÿ ìóëüòèñòàáèëüíîé. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñîñóùåñòâóåò òîëü-êî äâà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ áèñòàáèëüíîé. Ìíîæå-ñòâî çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿîäèí è òîò æå àòòðàêòîð, íàçûâàåòñÿ áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ ýòîãîàòòðàêòîðà.5.1 Èññëåäîâàíèå íåèçîõðîííîñòè â îñöèëëÿòîðåÄó��èíãà�àññìîòðèì ñëó÷àé êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà ñ êóáè÷åñêîé íåëè-íåéíîñòüþ
ẍ + βx+ γx3 = 0. (5.1)Â îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà â äàííîì ñëó÷àå ïàðàìåòð äèññèïàöèè α = 0,ïàðàìåòð β õàðàêòåðèçóåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé, è ïàðàìåòð γÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè.Âûÿâèòü àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îòàìïëèòóäû ìîæíî òîëüêî äëÿ ñëàáî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, êîãäà ïà-ðàìåòð γ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, òî åñòü |γ| << 1. Äëÿ ñëàáî íåëè-íåéíûõ èëè, òàê íàçûâàåìûõ, êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñóùåñòâóþòìåòîäû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿñèñòåìû. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìåäëåííî ìåíÿþùèõ-ñÿ êîìïëåêñíûõ àïëèòóä (èëè ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîý��èöèåíòîâ, èëèìåòîä Âàí äåð Ïîëÿ). Äàííûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Âàí äåð Ïîëåì è àíà-ëîãè÷åí îäíîìó èç ìåòîäîâ Ëàãðàíæà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ, èñòèííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèâäå �óíêöèè, âûðàæàþ-ùåé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
x = a cos(ωt+ φ)24



ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ àìïëèòóäîé a è �àçîé φ. Ýòè âåëè÷èíû îïðå-äåëÿþòñÿ èç äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
da

dt
= ǫA(a),

dφ

dt
= ǫB(a),ãäå A(a) è B(a) - íåêîòîðûå �óíêöèè àìïëèòóäû.

Äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî è ñëàáî íåéëèíåéíîãî (|γ| << 1) îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà (5.1) Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå
x = Re[a(t) exp(i

√

βt)],ãäå a(t) - êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà. Ïåðåîáîçíà÷èâ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó√
β ÷åðåç ω0 (β = ω2

0), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîéâåëè÷èíû ñâÿçàíà ñ ñàìîé âåëè÷èíîé ñîîòíîøåíèåì
Re[C] =

C + C∗

2(C∗ - âåëè÷èíà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíå C), ïåðåïèøåì ðåøå-íèå â ñëåäóþùåì âèäå
x = Re[a(t) exp(iω0t)]

=
a exp[iω0t] + a∗ exp[−iω0t]

2
. (5.2)Ïîñêîëüêó ìû ââåëè íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ a(t) , òî ìîæåì ââå-ñòè ïðîèçâîëüíîå óñëîâèå. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû �óíêöèÿ a(t) óäîâëåòâîðÿëàóñëîâèþ

ȧ exp[iω0t] + ȧ∗ exp[−iω0t] = 0. (5.3)Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (5.2) â óðàâíåíèå êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó�-�èíãà (5.1) ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (5.3). Âû÷èñëèì ïåðâóþ è25



âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ẋ(t) è ẍ(t):
ẋ =

1

2
[ȧ exp(iω0t) + ȧ∗ exp(−iω0t) + iω0a exp(iω0t) − iω0a

∗ exp(−iω0t)]

=
1

2
[iω0a exp(iω0t) − iω0a

∗ exp(−iω0t)] (5.4)
ẍ =

1

2
[iω0ȧ exp(iω0t) − iω0ȧ

∗ exp(−iω0t) − ω2
0a exp(iω0t) − ω2

0a
∗ exp(−iω0t)]

= iω0ȧ exp(iω0t) −
ω2

0

2
[a exp(iω0t) + a∗ exp(−iω0t)]. (5.5)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè x(t), ẋ(t) è ẍ(t) â óðàâíåíèå (5.1), ïîëó÷àåì
iω0ȧ exp(iω0t) +

γ

8
[a exp(iω0t) + a∗ exp(−iω0t)]

3 = 0,

iω0ȧ +
γ

8
[a3 exp(2iω0t) + 3|a|2a+ 3|a|2a∗ exp(−2iω0t) + (a∗)3 exp(−4iω0t)] = 0.Óñðåäíèì âñå ÷ëåíû ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ çà ïåðèîä. Ïðè ýòîì áóäåìó÷èòûâàòü, ÷òî àìïëèòóäà a(t) è åå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìå-íÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè, òî åñòü çà ïåðèîä îíè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ,è â äàííîì ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ïðè óñðåäíåíèè çà ïåðèîä ñ÷èòàåì èõïîñòîÿííûìè:

< iω0ȧ > =
1

T

∫ T

0

iω0ȧdt

= iω0ȧ,

< a3 exp(2iω0t) > =
1

T

∫ T

0

a3 exp(2iω0t)dt

=
a3

2iω0T
[exp(2iω0T ) − exp(2iω00)]

=
a3

2iω0T
[exp(i4π) − 1]

=
a3

2iω0T
[cos 4π + i sin 4π − 1]

= 0.Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè < ... > îçíà÷àþò óñðåäíåíèå çà ïåðèîä. Õîðîøî
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âèäíî, ÷òî ïîñëå óñðåäíåíèÿ çà ïåðèîä ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèåäëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû:
ȧ = i

3γ

8ω0
|a|2a. (5.6)Êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó a(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a(t) = ρ(t) exp(iφ(t)), (5.7)ãäå ρ(t), φ(t) - äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéàìïëèòóäó è �àçó êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ (5.7) â óðàâíå-íèå (5.6) è âûäåëÿÿ îòäåëüíî äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ,ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóäû è �àçû
ρ̇(t) = 0, (5.8)
φ̇(t) =

3γ

8ω0
ρ2(t). (5.9)Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è �àçû

ρ(t) = ρ0,

φ(t) =
3γ

8ω0
ρ2

0t.Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ êîíñåðâàòèâíîãî, ñëàáîíåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà:
x(t) = Re[a(t) exp(iω0t)]

= Re[ρ(t) exp(iφ(t)) exp(iω0t)]

= Re[ρ0 exp(i
3γ

8ω0
ρ2

0t) exp(iω0t)]

= ρ0 cos(ω0 +
3γ

8ω0
ρ2

0)t. (5.10)Âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà çàâèñèò îò åãî àì-ïëèòóäû. Ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé ÷àñòîòà èëè íàðàñòàåò,èëè óáûâàåò, ÷òî çàâèñèò îò çíàêà ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè γ.
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5.2 Èññëåäîâàíèå àíãàðìîíè÷íîñòèÌåòîäîì ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä áûëî ïîëó÷åíîïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ àâòîíîìíîãî, êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà, êîòîðîå îïèñûâàåò ý��åêò íåèçîõðîííîñòè è â òîæå âðåìÿíèêàê íå îòðàæàåò ý��åêò àíãàðìîíè÷íîñòè, ïðèñóùèé äëÿ âñåõ íåëè-íåéíûõ ñèñòåì. Ïðîâåäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîíñåðâàòèâ-íîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà äðóãèì àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì - ìåòîäîìÏóàíêàðå. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êî-òîðîå îïèñûâàåò è ý��åêò íåèçîõðîííîñòè, è ý��åêò àíãàðìîíè÷îñòè âîñöèëëÿòîðå Äó��èíãà.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ðàâ-íà åäèíèöå (β = ω2
0 = 1)

ẍ+ x+ γx3 = 0.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà â íîâîé ïåðåìåííîé ïî âðåìåíè τ = ωt:
ω2d

2x

dτ 2
+ x+ γx3 = 0. (5.11)�åøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà γ êàêäëÿ ïåðåìåííîé x, òàê è äëÿ ÷àñòîòû ω:

x = x0 + γx1 + γ2x2 + ..., (5.12)
ω = 1 + γω1 + γ2ω2 + .... (5.13)Ïðè γ → 0 ÷àñòîòà ω ñòðåìèòñÿ ê ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ (èëè ëèíåéíûõ)êîëåáàíèé ω0 =

√
β = 1.Â âûðàæåíèÿõ (5.12)-(5.13) îãðàíè÷èìñÿ ñëàãàåìûìè äî âòîðîãî ïîðÿä-êà ìàëîñòè, è ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå (5.11)

(1 + γω1)
2(ẍ0 + γẍ1) + x0 + γx1 + γ(x0 + γx1)

3 = 0,

ẍ0 + 2γω1ẍ0 + γẍ1 + 2γ2ω2
1ẍ1 + γ3ω2

1ẍ1 + x0 + γx1 + γx3
0 + ... = 0.(5.14)�àçëîæèì óðàâíåíèå (5.14) ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà γ. Ïðèðàâíÿåì ñëàãà-28



åìûå îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
γ0 : ẍ0 + x0 = 0, (5.15)
γ1 : 2ω1ẍ0 + ẍ1 + x1 + x3

0 = 0,

ẍ1 + x1 = −2ω1ẍ0 − x3
0. (5.16)�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.15) ÿâëÿåòñÿ

x0 = a cos(τ + φ)

= a cos(ωt+ φ). (5.17)Ïîäñòàâèì (5.17) â óðàâíåíèå (5.16):
ẍ1 + x1 = 2ω1a cos(τ + φ) − a3 cos3(τ + φ),

ẍ1 + x1 = 2ω1a cos(τ + φ) − a3[
3

4
cos(τ + φ) +

1

4
cos 3(τ + φ)].(5.18)Ê ñåêóëÿðíîìó ðîñòó x1(τ) ïðèâîäÿò ñëàãàåìûå ïðîïîðöèîíàëüíûå cos(τ+

φ) (ïðè ðåçîíàíñíîì ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ãàðìîíè÷åñêèé îñ-öèëëÿòîð ïðîèñõîäèò ðàñêà÷êà êîëåáàíèé äî áåñêîíå÷íîñòè, ïðè τ → ∞âåëè÷èíà x1(τ) → ∞). ×òîáû óñòðàíèòü òàêîå ðåçîíàíñíîå âîçäåéñòâèå,ïîäáåðåì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìàëóþ äîáàâêó ê ÷àñòîòå
2ω1a−

3a3

4
= 0,

ω1 =
3a2

8
. (5.19)Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (5.18) ïðèìåò âèä

ẍ1 + x1 = −a
3

4
cos 3(τ + φ). (5.20)�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.20) ÿâëÿåòñÿ

x1 = C cos 3(τ + φ).
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×òîáû îïðåäåëèòü êîíñòàíòó C, ïîäñòàâèì ýòî â óðàâíåíèå (5.20)
−9C cos 3(τ + φ) + C cos 3(τ + φ) = −a

3

4
cos 3(τ + φ),

C =
a3

32Âûðàæåíèå äëÿ x1 ïðèìåò âèä
x1 =

a3

32
cos 3(τ + φ).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äîâòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè γ2

x ≃ a cos(ωt+ φ) + γ
a3

32
cos 3(ωt+ φ), (5.21)

ω ≃ 1 + γ
3a2

8
. (5.22)Ïîëó÷åííûé äàííûì ìåòîäîì ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êóáè÷åñêàÿ íåëè-íåéíîñòü ïðèâîäèò ê àíãàðìîíè÷íîñòè è íåèçîõðîííîñòè êîëåáàíèé â êîí-ñåðâàòèâíîì îñöèëëÿòîðå. Ïîìèìî îñíîâíîé ÷àñòîòû ïîÿâèëàñü òðåòüÿãàðìîíèêà. ×àñòîòà êîëåáàíèé çàâèñèò îò èõ àìïëèòóäû, ïðè÷åì, åñëè

γ > 0, òî ÷àñòîòà ω ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé; åñëè
γ < 0, òî ÷àñòîòà óìåíüøàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû âûÿâèëè, ÷òî óæå ïðè ñëàáîé íåëèíåéíîñòè êîëåáà-íèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ñèíóñîèäàëüíûìè, â íèõ ïðèñóòñòâóþò ãàðìîíè-êè. Ïðè÷åì, â ïðèáëèæåíèè äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â îñöèëëÿòîðåñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ãåíåðèðóåòñÿ òðåòüÿ ãàðìîíèêà. Àìïëèòóäàãàðìîíèêè ìíîãî ìåíüøå àìïëèòóäû îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé êîëåáàíèé.30



5.3 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà N 3. Èññëåäîâàíèåíåèçîõðîííîñòè è àíãàðìîíè÷íîñòè âêîíñåðâàòèâíîì îñöèëëÿòîðå Äó��èíãàÖåëü ðàáîòû: ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëå-íèé íåèçîõðîííîñòè è àíãàðìîíè÷íîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñ-ïåðèìåíòàÌåòîäû èññëåäîâàíèÿ: òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç, ÷èñëåííûé ýêñïåðè-ìåíò.5.3.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêàËàáîðàòîðíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììó, ðàçðàáîòàííóþâ ñðåäå LabView. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò èçó÷èòü òàêèå ñâîéñòâà íåëèíåé-íûõ ñèñòåì, êàê íåèçîõðîííîñòü è àíãàðìîíè÷íîñòü, íàáëþäàÿ çà èçìå-íåíèÿìè ÷àñòîòû, àìïëèòóäû è ñïåêòðîì êîëåáàíèé. �àáî÷åå îêíî ïðî-ãðàììû ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 5.1.Êíîïêàìè Êíîïêàìè è â âåðõíåé ÷àñòè ðàáî÷åãî îêíà ïðî-èçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàïóñê è îñòàíîâêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñòàíî-âèòü ïðîãðàììó ìîæíî òàêæå êíîïêîé �Stop�. �ðà�èêè �x-y� è �t-x(t)�îòîáðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî �àçîâûé ïîðòðåò è âðåìåííóþ ðåàëèçàöèþêîëåáàíèé â îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà. Ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòîâ ,è óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðåäåëû ïîêàçàíèé ýòèõ ãðà�èêîâ. Íà ãðà�èêå�Spetrum� îòîáðàæàåòñÿ ñïåêòð êîëåáàíèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáèðà-þòñÿ ïóòåì ïåðåìåùåíèÿ êóðñîðà íà ãðà�èêå �x-y� èëè óñòàíàâëèâàþòñÿ÷èñëåííî â îêíàõ �x� è �y�. Ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà çàäàþòñÿ ðåãóëÿòî-ðàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäïèñÿìè. Âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ââîäèòñÿ âîêíå �t�. Êíîïêîé �Save graphis� ìîæíî ñîõðàíÿòü èçîáðàæåíèÿ íà ïðà-âîì ãðà�èêå �x-y� â ãðà�è÷åñêèå �àéëû JPEG. Ïðè ñîõðàíåíèè èçîá-ðàæåíèé íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî óêàçàòü ïóòü è íàçâàíèÿ �àéëîâñîîòâåòñòâåííî äëÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà, âðåìåííîé ðåàëèçàöèè è ñïåê-òðà (ïî óìîë÷àíèþ x-y.jpg, t-x.jpg è spe.jpg). Èíäèêàòîðû �Amplitude�è �Frequeny� ïîêàçûâàþò òåêóùèå áåçðàçìåðíûå àìïëèòóäó è ÷àñòîòóêîëåáàíèé. Ïðè íàáëþäåíèè ý��åêòà íåèçîõðîííîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ âû-31



�èñ. 5.1: Ïðîãðàììà äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåèçîõðîííîñòè è àíãàðìîíè÷íîñòè êîëåáàíèéâ îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà.
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áèðàòü ìàëûå âðåìåíà èíòåãðèðîâàíèÿ (t 20), äëÿ áîëåå òî÷íîãî ðàñ÷åòàÁÏÔ è íàáëþäåíèÿ ãàðìîíèê ñïåêòðà ñëåäóåò óñòàíàâëèâàòü áîëüøèåâðåìåíà (t 200).Çàäàíèÿ è óïðàæíåíèÿ1. Ïîñòðîèòü âðåìåííûå ðåàëèçàöèè x(t), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5.10),ïðè �èêñèðîâàííîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè γ (êîíêðåòíûå ÷èñëåí-íûå çíà÷åíèÿ ñëåäóåò ïîëó÷èòü ó ïðåïîäàâàòåëÿ) â çàâèñèìîñòè îòàìïëèòóäû ρ0. Âûÿâèòü, êàê ìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé è �îðìàêîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ÷à-ñòîòû êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû.2. Ïîñòðîèòü âðåìåííûå ðåàëèçàöèè x(t), èíòåãðèðóÿ ÷èñëåííûìè ìå-òîäàìè óðàâíåíèå êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà (5.1) ïðèòîì æå çíà÷åíèè γ, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ñìåùåíèÿ x0 (íà-÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ẋ0 �èêñèðîâàíà è ðàâíà íóëþ). Âûÿâèòü, êàê ìå-íÿåòñÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé è �îðìà êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò íà-÷àëüíîé àìïëèòóäû x0. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèéîò àìïëèòóäû.3. Ïîñòðîèòü âðåìåííûå ðåàëèçàöèè x(t), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5.10),ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû ρ0 â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-ìåòðà íåëèíåéíîñòè γ (êîíêðåòíûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ρ0 è èíòåð-âàëû çíà÷åíèé γ ñëåäóåò îáñóäèòü ñ ïðåïîäàâàòåëåì) . Âûÿâèòü, êàêìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé è �îðìà êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïà-ðàìåòðà íåëèíåéíîñòè. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îòïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè γ.4. Ïîñòðîèòü âðåìåííûå ðåàëèçàöèè x(t), èíòåãðèðóÿ ÷èñëåííûìè ìå-òîäàìè óðàâíåíèå êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà (5.1) ïðè�èêñèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (x0 ñðàâíèìî ñ ρ0 è ẋ0 = 0) âçàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè γ. Âûÿâèòü, êàê ìåíÿåòñÿ÷àñòîòà êîëåáàíèé è �îðìà êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðàíåëèíåéíîñòè γ. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò ïàðà-ìåòðà íåëèíåéíîñòè. 33



5. Ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííû-ìè ìåòîäàìè, ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åíûìè ïðèáëèæåííûìè àíàëè-òè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îöåíèòü èíòåðâàëû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ãäåïðèìåíèìû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.
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6 ßâëåíèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñàâ îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà6.1 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç çàäà÷è î âûíóæäåííûõêîëåáàíèÿõ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.Óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ.Ïðè âîçäåéñòâèè âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû íà ëèíåéíûé îñöèëëÿ-òîð íàáëþäàåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, åäèíñòâåííûé îñíîâíîé ý��åêò - ëèíåé-íûé ðåçîíàíñ. Ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîç-äåéñòâèÿ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ëèíåéíîãî îñöèë-ëÿòîðà, àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðàñòåò. Â îñöèëëÿòîðå áåçäèññèïàöèè îíà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà ÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé. Â îñöèëëÿòîðå ñ ïîòåðÿìè àìïëèòóäàâûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,à çàòåì óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòðîéêè ìåæäó ÷àñòîòàìè. Çàâè-ñèìîñòü àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îò ðàññòðîéêè ìåæäó ÷àñòî-òîé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà õàðàêòå-ðèçóþò ðåçîíàíñíûå êðèâûå. (Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ - ýòîãðà�èê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò ðàññòðîé-êè). ×åì ìåíüøå ïîòåðè â îñöèëëÿòîðå, òåì îñòðåå è âûøå ðåçîíàíñíàÿêðèâàÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, êîãäà îñöèëëÿòîð ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíûì? Èëè,÷òî èçìåíèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà â îñöèëëÿòîðå ÷àñòîòà êîëåáàíèé çàâèñèòîò àìïëèòóäû?Ïóñòü íà íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, ñîâåðøàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ñ ÷à-ñòîòîé ω1, äåñòâóåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå òîé æå ÷àñòîòû. Òîãäà ñèñòåìàïîëó÷àåò ýíåðãèþ îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà, è ìàëûå âíà÷àëå êîëåáàíèÿ íà-ðàñòàþò. Îäíàêî, ïîñêîëüêó îñöèëëÿòîð íåèçîõðîííûé, áîëüøåé ýíåðãèèñîîòâåòñòâóåò óæå äðóãàÿ ÷àñòîòà. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà âûõîäèò èç ðåçî-35



íàíñà è, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé àìïëèòóäû, îñöèëëÿòîð ïåðåñòàåò çàìå÷àòüâíåøíþþ ñèëó. Òàêèì îáðàçîì, âûõîä èç ðåçîíàíñà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åòíåëèíåéíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ω = ω(A).×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ íåëèíåéíîãî îñöèë-ëÿòîðà, ðàññìîòðèì ÿâëåíèå ðåçîíàíñà â ëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå, çàòåìó÷òåì ý��åêò íåèçîõðîííîñòè è â óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ââåäåìïîïðàâêó ê ÷àñòîòå.Çàïèøåì óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè âíåøíåì ãàðìîíè÷å-ñêîì âîçäåéñòâèèè
ẍ+ αẋ+ ω2

0x = B cosωt, (6.1)ãäå B, ω - àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, α - ïàðàìåòð äèñ-ñèïàöèè, ω0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (6.1)
ẍ + αẋ+ ω2

0x =
B

2
exp(iωt) + k.c. (6.2)(k.. - êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà) è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ââèäå

x(t) = Re[A exp(iωt)]

=
A

2
exp(iωt) + k.c.

=
1

2
[A exp(iωt) + A exp(−iωt)], (6.3)ãäå A - ïîñòîÿííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àì-ïëèòóäó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

ẋ =
1

2
[iωA exp(iωt) − iωA exp(−iωt)], (6.4)

ẍ =
1

2
[−ω2A exp(iωt) − ω2A exp(−iωt)], (6.5)36



Ïîäñòàâèì (6.3) - (6.5) â óðàâíåíèå (6.2)
−ω

2

2
A[exp(iωt) + exp(−iωt)] +

iωα

2
A[exp(iωt) − exp(−iωt)] +

+
ω2

0

2
A[exp(iωt) + exp(−iωt)]

=
B

2
[exp(iωt) + exp(−iωt)],

A(ω2
0 − ω2 + iωα) = B,

|A(ω2
0 − ω2 + iωα)| = |B|,

√

A2[(ω2
0 − ω2)2 + ω2α2] = B,

|A| =
B

√

(ω2
0 − ω2)2 + ω2α2

. (6.6)Âûðàæåíèå (6.6) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ëèíåéíîãî îñ-öèëëÿòîðà. Åñëè äèññèïàöèÿ îòñóòñòâóåò (α = 0 - ñëó÷àé êîíñåðâàòèâ-íîãî îñöèëëÿòîðà), òî ïðè ñòðåìëåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ êñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îñöèëëÿòîðà (ω → ω0) è ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè àì-ïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (B = const), àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ,âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (|A| → ∞). Îòìå-òèì, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðîñò àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìîæåòïðîèñõîäèòü è ïðè î÷åíü ìàëîì, íî êîíå÷íîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû âíåø-íåãî âîçäåéñòâèÿ. Â äèññèïàòèâîì îñöèëëÿòîðå àìïëèòóäà âûíóæäåííûõêîëåáàíèé âñåãäà êîíå÷íà, è, ÷åì ìåíüøå ïîòåðè α â îñöèëëÿòîðå, òåìîñòðåå è âûøå ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ.
Â óðàâíåíèè ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ (6.6) ó÷òåì ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå â âèäå

ω2(A) = ω2
0 +

3

4
γA2. (6.7)Ýòà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïî-ëó÷åííûìè âûðàæåíèÿìè (5.10) è (5.22), åñëè ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè ìàë37



(|γ| << 1). Â ýòîì ñëó÷àå
ω(A) =

√

ω2
0 =

3

4
γA2

≃ ω2
0 +

1

2

3

4
γA2 + ...

= 1 +
3

8
γA2(åñëè ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà íîðìèðîâàíà ê åäèíèöå). Óðàâíåíèå ðåçîíàíñ-íûõ êðèâûõ ïðèíèìàåò âèä

|A| =
B

√

(ω2
0 + 3

4
γA2 − ω2)2 + α2ω2

,

A2[(
3

4
γA2 − ω2 + ω2

0)
2 + α2ω2] = B2. (6.8)Ïðè α = 0 ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðåçîíàíñíîé êðèâîé äëÿ êîíñåðâàòèâíîãîíåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè

A(
3

4
γA2 − ω2 + ω2

0) = B. (6.9)Ïðè ïîñòðîåíèè ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ àìïëèòóäà âíåøíåé ñèëû B ÿâëÿåò-ñÿ ïàðàìåòðîì: êàæäîìó �èêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ àìïëèòóäû âíåøíåãîâîçäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ. Óðàâíåíèå ðåçîíàíñ-íûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì, è ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåòèìåòü ëèáî îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, ëèáî òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü ÿâëåíèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà, ïðîâåäåì âûâîäóðàâíåíèÿ ðåçîàíñíûõ êðèâûõ åùå äðóãèìè ìåòîäàìè.
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6.2 Óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà, ïîëó÷åííîå ìåòîäîìãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà�àññìîòðèì âûâîä óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ äëÿ îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà
ẍ+ αẋ+ ω2

0x+ µx3 = B cos pt. (6.10)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå µx3 ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåé-íûìè ñëàãàåìûìè óðàâíåíèÿ (6.10). Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ áóäóò áëèç-êè ê ãàðìîíè÷åñêèì, àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè, òî åñòü ãàðìîíèêèíà ÷àñòîòå p, ìíîãî áîëüøå àìïëèòóä âûñøèõ ãàðìîíèê. Ñëåäîâàòåëüíîðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
x(t) ≃ a cos pt+ b sin pt. (6.11)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ a è b ïîäñòàâèì ðåøåíèå (6.11) â óðàâíå-íèå (6.10). Ñëàãàåìûìè ñ êðàòíûìè ÷àñòîòàìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü. Äàí-íûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ ñè-ñòåì íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà . Â ðåçóëüòàòå ïî-ëó÷àåòñÿ

− ap2 cos pt− bp2 sin pt− 2αpa sin pt+ 2αpb cos pt+ ω2
0a cos pt

+ ω2
0b sin pt+

3

4
µ

(

a3 cos pt+ b3 sin pt+ a2b sin pt+ ab2 cos pt
)

= B cos ptÑãðóïïèðîâàâ êîý��èöèåíòû ïåðåä cos pt è sin pt, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-íåíèé:
(

ω2
0 − p2

)

a+ 2αpb+
3

4
µ

(

a3 + ab2
)

= B,

(

ω2
0 − p2

)

b− 2αpa+
3

4
µ

(

b3 + a2b
)

= 0.Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
a = ρ cosφ,

b = ρ sinφ,39



ãäå ρ - àìïëèòóäà, φ - �àçà êîëåáàíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
(

ω2
0 − p2

)

ρ cosφ+ 2αpρ sinφ+
3

4
µρ3 cosφ = B, (6.12)

(

ω2
0 − p2

)

ρ sinφ− 2αpρ cosφ+
3

4
µρ3 sinφ = 0. (6.13)Óìíîæèì ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (6.12) íà cosφ, à ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ(6.13) óìíîæèì íà sinφ, è ñëîæèì ëåâûå ÷àñòè è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé:

(

ω2
0 − p2

)

ρ+
3

4
µρ3 = B cosφ. (6.14)Óìíîæàÿ (6.12) íà sinφ. à (6.13) - íà cosφ è âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèåèç èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì

2αpρ = B sinφ. (6.15)×òîáû èçáåæàòü çàâèñèìîñòè îò φ, âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèé (6.14) è(6.15) â êâàäðàò è ñëîæèì. Ïðè ýòîì îáîçíà÷èì ÷åðåç A êâàäðàò àìïëèòó-äû êîëåáàíèé ρ2 = A. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ðåçîàíàñíûõêðèâûõ
9

16
µ2A3 +

3

2
µ

(

ω2
0 − p2

)

A2 +
[

(

ω2
0 − p2

)2
+ 4α2p2

]

A−B2 = 0. (6.16)6.3 Óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ìåäëåííîìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóäÇàïèøåì óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà â âèäå
ẍ+ αẋ + ω2

0x+ µx3 = B cosωt. (6.17)Çäåñü, ïî-ïðåæíåìó, α - êîý��èöèåíò òðåíèÿ, ω2
0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòàêîëåáàíèé (èëè ÷àñòîòà ëèíåéíûõ êîëåáàíèé), µ - ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè,

B, ω - àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èññëåäóåìûé îñöèëëÿòîð áëèçîê ê ãàðìîíè÷åñêî-ìó îñöèëëÿòîðó, òî åñòü òðåíèå íåáîëüøîå è íåëèíåéíîñòü ñëàáàÿ (|α| <<
1, |µ| << 1). Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäà âíåøíåãî ãàðìî-40



íè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íåáîëüøàÿ è ðàññòðîéêà ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíå-ãî âîçäåéñòâèÿ è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà ìàëà (B << 1, |ω −
ω0| << 1).Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî èñ-êàòü â âèäå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè, ïàðàìåòðû êîòîðîé ìåäëåííî ìåíÿ-þòñÿ âî âðåìåíè,

x(t) = Re [a(t) exp (iω0t)] ,ãäå a(t) - ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà. Ýòî ðåøåíèåïåðåïèøåì â âèäå
x(t) =

1

2
[a exp (iω0t) + a∗ exp (−iω0t)] , (6.18)ãäå a∗ - êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà, è ââåäåì äîïîëíèòåëüíîåóñëîâèå íà êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó

ȧ exp (iω0t) + ȧ∗ exp (−iω0t) = 0. (6.19)Ñ ó÷åòîì ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðî-èçâîäíóþ, è ïîäñòàâèì ðåøåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå.Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì
ẋ(t) =

1

2
[ȧ exp (iω0t) + iω0a exp (iω0t) + ȧ∗ exp (−iω0t) − iω0a

∗ exp (−iω0t)]

=
1

2
[iω0a exp (iω0t) − iω0a

∗ exp (−iω0t)] . (6.20)
Äëÿ âòîðîé -

ẍ(t) =
1

2

[

iω0ȧ exp (iω0t) − ω2
0a exp (iω0t) − iω0ȧ

∗ exp (−iω0t) − ω2
0a

∗ exp (−iω0t)
]

= iω0ȧ exp (iω0t) −
ω2

0

2
[a exp (iω0t) + a∗ exp (−iω0t)] . (6.21)41



Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (6.21), (6.20) è (6.18) â (6.17) ïîëó÷àåì
iω0ȧ exp (iω0t) +

iω0α

2
[a exp (iω0t) − a∗ exp (−iω0t)]

+
µ

8

[

a3 exp (3iω0t) + 3a2a∗ exp (iω0t) + 3aa∗2 exp (−iω0t) + a∗3 exp (−3iω0t)
]

= B
exp (iωt) + exp (−iωt)

2

iω0ȧ +
iω0α

2
[a− a∗ exp (−2iω0t)]

+
µ

8

[

a3 exp (2iω0t) + 3|a|2a + 3|a|2a∗ exp (−2iω0t) + a∗3 exp (−4iω0t)
]

=
B

2
exp [i (ω − ω0) t] +

B

2
exp [−i (ω + ω0) t]Óñðåäíèì çà ïåðèîä âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî a(t), ȧ(t), B

2 exp [i(ω − ω0)t]ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïðàê-òè÷åñêè ïîñòîÿííûìè çà ïåðèîä, è â íàøåì ïðèáëèæåíèè èõ ìîæíî âû-íîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà ïðè óñðåäíåíèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
iω0ȧ+

iω0α

2
a+

3µ

8
|a|2a =

B

2
exp (iδt) , (6.22)ãäå δ = ω − ω0 - ðàññòðîéêà ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåãî âîçäåéñâòèÿ èñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6.22) äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû a(t) â ïîëÿð-íûõ êîîðäèíàòàõ

a(t) = ρ(t) exp [iφ(t)] ,(ãäå ρ(t) è φ(t) èìåþò ñìûñë ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóäû è �àçûêîëåáàíèé).
iω0

[

ρ̇ exp (iφ) + iφ̇ρ exp (iφ)
]

+
iω0α

2
ρ exp (iφ) +

3µ

8
ρ3 exp (iφ) =

B

2
exp (iδt)

ρ̇+ iρφ̇+
α

2
ρ− i

3µ

8ω0
ρ3 = −i B

2ω0
cos (δt− φ) +

B

2ω0
sin (δt− φ)Ââåäåì çàìåíó â âèäå ïîëíîé �àçû ψ = δt−φ, è ïåðåïèøåì êîìïëåêñíîåóðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ42



îòäåëüíî äåéñòâèòåëüíûå ñëàãàåìûå è ìíèìûå ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ.
ρ̇ = −α

2
ρ+

B

2ω0
sinψ, (6.23)

ψ̇ =

(

δ − 3µ

8ω0
ρ2

)

+
B

2ω0ρ
cosψ. (6.24)Óñòàíîâèâøèìñÿ âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæ-íûå òî÷êè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.23) - (6.24). Îáîçíà÷èì êî-îðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê êàê ρ = ρ0 è ψ = ψ0, è çàïèøåì óðàâíåíèÿäëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

α

2
ρ0 =

B

2ω0
sinψ0,

(

δ − 3µ

8ω0
ρ2

0

)

ρ0 = − B

2ω0
cosψ0.Âîçâåäåì â êâàäðàò ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèéè ñëîæèì èõ ïðàâûå ÷àñòè è èõ ëåâûå ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(α

2
ρ0

)2

+ ρ2
0

(

δ − 3µ

8ω0
ρ2

0

)2

=
B2

4ω2
0

,

ρ2
0 + ρ2

0

(

2δ

α
− 3µ

4αω0
ρ2

0

)2

=
B2

α2ω2
0

(6.25)Óðàâíåíèå (6.25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ðåçîíàíñíîé êðèâîé äëÿîñöèëëÿòîðà Äó��èíãà. Ïðåîáðàçóåì åãî ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Óìíî-æèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 3µ
4αω0

:
3µ

4αω0
ρ2

0 +
3µ

4αω0
ρ2

0

(

2δ

α
− 3µ

4αω0
ρ2

0

)2

=
3µ

4αω0

B2

α2ω2
0

,è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: 3µ
4αω0

ρ2
0 = A - âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþ-ùàÿ êâàäðàò àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, 2δ

α
=

∆ õàðàêòåðèçóåò ðàññòðîéêó ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ èñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà, 3µB2

4α3ω3

0

= F õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäó43



âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
A+ A (∆ − A)2 = F (6.26)èëè
A =

F

1 + (∆ −A)2 . (6.27)6.4 Îïèñàíèå ñåìåéñòâà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõîñöèëëÿòîðà Äó��èíãàÏîëó÷åííûå ðàçíûìè ñïîñîáàìè óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé êóáè÷åñêîå àëãåáàè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðå-ìåííîé A. Óðàâíåíèå ðåçîíàíàñíûõ êðèâûõ îïèñûâàåò ÿâëåíèå íåëèíåé-íîãî ðåçîíàíñà â ñëàáî íåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà ïðè ãàðìî-íè÷åñêîì âîçäåéñòâèè. Óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ëèáî îäíî, ëèáî òðè âå-ùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà è âíåøíåãî âîç-äåéñòâèÿ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèáî îäèí êîëåáàòåëüíûé ðåæèì, ëèáî ñî-ñóùåñòâóþò òðè ðåæèìà. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äâà èç íèõ ÿâëÿþòñÿóñòîé÷èâûìè è îäèí - íåóñòîé÷èâûé. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåçîíàíñíûõ êðè-âûõ àìïëèòóäà âíåøíåé ñèëû B (èëè ñâÿçàííûé ñ íåé ïàðàìåòð F ) ÿâëÿ-åòñÿ ïàðàìåòðîì. Íà ðèñóíêå 6.1 ïîñòðîåíû ðåçîíàíñíûå êðèâûå íåëèíåé-íîãî îñöèëëÿòîðà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðà�èê çàâè-ñèìîñòè êâàäðàòà àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèéîò ðàññòðîéêè ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ñîáñòâåííîé ÷à-ñòîòîé îñöèëëÿòîðà, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà B.Êîãäà àìïëèòóäà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ B ìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷å-ñêîãî çíà÷åíèÿ Bc, ðåçîíàíñíûå êðèâûå îäíîçíà÷íû è íàïîìèíàþò ðåçî-íàíñíûå êðèâûå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ çàòóõàíèåì. Ìàêñèìóì ó íèõñìåùåí â ñòîðîíó áîëüøèõ ÷àñòîò, åñëè ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðàñ ðîñòîì àìïëèòóäû ðàñòåò, è - â ñòîðîíó ìåíüøèõ ÷àñòîò, åñëè ñîáñòâåí-íàÿ ÷àñòîòà óáûâàåò. Êîãäà àìïëèòóäà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ B ñòàíî-âèòñÿ áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Bc, ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ ñòàíîâèò-ñÿ íåîäíîçíà÷íîé. Ïîÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë çíà÷åíèé ÷àñòîò (p1, p2), ãäå ïðè44
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�èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èìååòñÿ òðè ðåøåíèÿ, ñ òðåìÿ ðàç-íìè àìïëèòóäàìè. Èç àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòü ñëóäåò, ÷òî ðåæèìû, ñîîò-âåòñòâóþùèå ñðåäíåé âåòâè, ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, à äâå äðóãèå âåòâèñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì ðåæèìàì. Ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû âíåøíå-ãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè äâèæåíèè âäîëü ðåçîíàíñíîé êðèâîé ñëåâà íàïðàâîáóäóò ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèå ïðîöåññû. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû âíà÷à-ëå ïðîèñõîäèò ïëàâíîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.Ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîéîñöèëëÿòîðà p = ω0, êîãäà â ëèíåéíîé ñèñòåìå íàñòóïàåò ðåçîíàíñ, çäåñüàìïëèòóäà êîëåáàíèé åùå äàëåêî íå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà-÷åíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì p îíà ïðîäîëæàåò ðàñòè äàëüøå äî íåêîòîðîãî ìàê-ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç çíà÷åíèå ÷àñòîòû p = p2, ïðîèñ-õîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòûïðîäîëæàåòñÿ ïëàâíîå óìåíüøåíèåàìïëèòóäû êîëåáàíèé. Ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè ïî ðåçîíàíñíîé êðèâîéñêà÷êîîáðàçíîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò ïðè äðóãîìçíà÷åíèè ÷àñòîòû: p = p1. Íàáëþäàåòñÿ ãèñòåðåçèñ. Â îáëàñòè ãèñòåðåçè-ñà (p1, p2) ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áèñòàáèëüíîé: ñîñóùåñòâóåò äâà óñòîé÷èâûõñîñòîÿíèÿ.Îïèøåì ÿâëåíèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà íà ÿçûêå �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå íåàâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðàÄó��èíãà â âèäå ñèñòåìû òðåõ äè��åðåíöèàëüíûõ àâòîíîìíûõ óðàâíå-íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà̇
x = y,

ẏ = −αy − ω2
0x− µx3 +B cos z,

ż = p. (6.28)Ýòà ñèñòåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îñöèëëÿòîð Äó��èíãà ïðè âíåøíåì ãàðìî-íè÷åñêîì âîçäåéñòâèè èìååò òðåõìåðíîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäè-íàòàìè x, y, z ïåðèîäè÷åñêîå ïî êîîðäèíàòå z (öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõ-íîñòü). Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà è âíåøíåãî âîçäåé-ñòâèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèáî îäèí, ëèáî òðèïðåäåëüíûõ öèêëà, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòàíîâèâøèìñÿ ïåðèîäè÷åñêèì êî-ëåáàíèÿì. Çà�èêñèðóåì àìïëèòóäó âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ B = B1, ðåçî-46



íàíñíàÿ êðèâàÿ äëÿ êîòîðîé ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 6.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿ p ìåíüøå p1. Â ýòîì ñëó÷àå àì-ïëèòóäà êîëåáàíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé âîçäåéñòâèÿ. Â �à-çîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìååòñÿ îäèí óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë(ðèñ.6.2à). Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç áè�óðêàöèîííîåçíà÷åíèå p = p1, â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðîæäàåòñÿ ïàðà íîâûõ öèêëîâ:óñòîé÷èâûé öèêë-3 è íåóñòîé÷èâûé öèêë-2 (ðèñ.6.2á). Íà ðåîíàíñíîé êðè-âîé òî÷êå áè�óðêàöèè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà d. Òåïåðü â îñöèëëÿòîðå âîç-ìîæíû äâà óñòîé÷èâûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìà. Îäíàêî, õîäÿ è ïðîèçî-øëî êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå �àçîâîãî ïîðòðåòà, â ñèñòåì íèêàêèõ èçìå-íåíèé íàáëþäàòüñÿ íå áóäåò, ïîñîêîëüêó óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë-1ñîõðàíèëñÿ, è èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà áóäåò ïðîäîëæàòü äâèãàòüñÿ íà íåì.Ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ îò çíà÷åíèÿ p1 äî çíà÷åíèÿ p2, ðàäè-óñ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà-3 óìåíüøàåòñÿ. �àäèóñ íåóñòîé÷èâîãîöèêëà-2 óâåëè÷èâàåòñÿ, è îí ñáëèæàåòñÿ ñ óñòîé÷èâûì öèêëîì-1. Ïðè ïå-ðåõîäå ïàðàìåòðà ÷åðåç áè�óðêàöèîííîå çíà÷åíèå p = p2, óñòîé÷èâûéöèêë-1 è íåóñòîé÷èâûé öèêë-2 ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò. Íà ðåçîíàíñíîéêðèâîé ýòî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå b. Òåïåðü â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìûîñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé öèêë (öèêë-3). Èçîáðàæàþùàÿ òî÷-êà èç îáëàñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå äî áè�óðêàöèè ðàñïîëàãàëñÿóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë-1, óñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìóöèêëó-3. Â îñöèëëÿòîðå áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðåçêîå óìåíüøåíèå àìïëè-òóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàäèóñóïðåäåëüíîãî öèêëà-3. Ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó p âíà÷àëåáóäåò íàáëþäàòüñÿ ïëàâíîå óâåëè÷åíèå ðàäèóñà óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãîöèêëà-3. Çà òî÷êîé p = p2 ñ öèêëîì-3 íèêàêèõ áè�óðêàöèé íå ïðîèñõîäèò.Îí òàê æå áóäåò íàáëþäàòüñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Îäíàêî ñòðóêòóðà �àçî-âîãî ïðîñòðàíñòâà êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç áè�óðêàöè-îííîå çíà÷åíèå p = p2. Ñ âíåøíåé ñòîðîíû îò öèêëà-3 ïîÿâëÿåòñÿ ïàðàïðåäåëüíûõ öèêëîâ: óñòîé÷èâûé öèêë-1 è íåóñòîé÷èâûé öèêë-2. Ïðîèñ-õîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ ðîæäåíèÿ ïàðû öèêëîâ. Òåïåðü âíîâüâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìåþòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ öèêëà è îäèíñåäëîâîé ïðåäåëüíûé öèêë. Ñåäëîâîé öèêë-2 è åãî óñòîé÷èâûå ìíîãîîá-ðàçèÿ ðàçäåëÿþò áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà-1 è óñòîé÷èâî-47



�èñ. 6.2: Áè�óðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðè íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå
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ãî öèêëà-3. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿîò çíà÷åíèÿ p = p2 äî çíà÷åíèÿ p = p1 ðàäèóñ íåóñòîé÷èâîãî öèêëà-2óìåíüøàåòñÿ, à óñòîé÷èâîãî öèêëà-3 óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåçáè�óðêàöèîííîå çíà÷åíèå p = p1 îíè ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò, ïðîèñõîäèòñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ ïàðû öèêëîâ. Â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå ñèñòåìû îñòàåòñÿ îäèí óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë-1, ê êîòî-ðîìó è ïðèòÿíåòñÿ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçîéäåò ðåçêîåóâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Ïðè äàëüíåéøåì óìåüøåíèè ÷àñòîòûâíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü ïëàâíîå óìåíüøåíèå ðàäèóñàïðåäåëüíîãî öèêëà-1.Çàäàíèÿ è óïðàæíåíèÿ1. Ïîñòðîèòü ñåìåéñòâà ðåçîíàíñíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèé àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.2. Îïðåäåëèòü ïðèìåðíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ,âûøå êîòîðîãî ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ áèñòàáèëüíîé.3. Ïîñòðîèòü ñîñóùåñòâóþùèå â îáëàñòè ãèñòåðåçèñà àòòðàêòîðû ñè-ñòåìû.4. Ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è êîìïüþòåðíîãîýêñïåðèìåíòà.5. Ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííû-ìè ìåòîäàìè, ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åíûìè ïðèáëèæåííûìè àíàëè-òè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îöåíèòü èíòåðâàëû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ãäåïðèìåíèìû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.6.5 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêàËàáîðàòîðíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììó, ðàçðàáîòàííóþâ ñðåäå LabView. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü ÿâëåíèå íåëèíåéíîãîðåçîíàíñà è ñíèìàòü ðåçîíàíñíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. �àáî÷åå îêíîïðîãðàììû ïðåäñòàâëåíî íà �èñ. 6.3.49



�èñ. 6.3: Ïðîãðàììà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà íà ïðèìåðåîñöèëëÿòîðà Äó��èíãà.
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Êíîïêàìè " "è " "â âåðõíåé ÷àñòè ðàáî÷åãî îêíà ïðîèçâîäèò-ñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàïóñê è îñòàíîâêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñòàíîâèòü ïðî-ãðàììó ìîæíî òàêæå êíîïêîé �Stop�. �ðà�èêè �x-y� è �t-x(t)� îòîáðà-æàþò ñîîòâåòñòâåííî �àçîâûé ïîðòðåò è âðåìåííóþ ðåàëèçàöèþ âûíóæ-äåííûõ êîëåáàíèé â îñöèëëÿòîðå Äó��èíãà. Ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòîâ" " "è " "óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðåäåëû ïîêàçàíèé ýòèõ ãðà�èêîâ.Íà ãðà�èêå �Spetrum� îòîáðàæàåòñÿ ñïåêòð êîëåáàíèé. Íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ â îêíàõ �x� è �y�. Ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà çàäàþòñÿðåãóëÿòîðàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäïèñÿìè. �ó÷êàìè �A� è �w� çàäà-þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Âðåìÿèíòåãðèðîâàíèÿ ââîäèòñÿ â îêíå �t�. Èíäèêàòîð �Amplitude� ïîêàçûâàåòàìïëèòóäó êîëåáàíèé íåàâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðà. Èçìåíÿÿ ÷àñòîòó âîç-äåéñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ àìïëèòóäàõ A è ñíèìàÿ ïîêàçàíèÿ èíäèêàòîðààìïëèòóäû êîëåáàíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî ðåçîíàíñíûõ êðèâûõäëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà.
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