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Введение

Актуальность темы. Тема диссертации относится к теории обратных

задач спектрального анализа дифференциальных операторов, основное внима-

ние уделено обратным задачам теории рассеяния.

Обратные задачи спектрального анализа заключаются в восстановлении

операторов по их спектральным характеристикам. Такие задачи часто встреча-

ются в различных областях естествознания и техники. Их исследование имеет

богатую историю, насчитывающую более 70 лет. Первой значительной рабо-

той в данном направлении традиционно считается работа Г. Борга [74], в кото-

рой исследовалась задача восстановления потенциала 𝑞(·) оператора Штурма–

Лиувилля

ℓ𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 (1)

по заданным спектрам краевых задач, порожденных уравнением ℓ𝑦 = 𝜆𝑦 и

краевыми условиями 𝑦(0) = 𝑦(𝜈−1)(𝜋) = 0, 𝜈 = 1, 2. Следует упомянуть также

ряд работ прикладного характера, где исследовались вопросы, которые (в их

математической формулировке) могут быть отнесены к теории обратных спек-

тральных задач [64], [98], [104], [47].

Теории обратных задач для операторов Штурма–Лиувилля посвящено

большое число работ, в ходе ее дальнейшего развития был получен ряд глу-

боких нетривиальных результатов. Не претендуя на полноту обзора данного

направления, упомянем работы В.А. Марченко, И.М. Гельфанда, Б.М. Леви-

тана, М.Г. Крейна, Л.Д. Фаддеева, В.А. Садовничего, среди которых особое

место занимает революционная работа И.М. Гельфанда и Б.М. Левитана [6],

где было показано, что решение обратной задачи восстановления оператора

Штурма–Лиувилля на полуоси по заданной спектральной функции может быть

сведено к решению некоторого линейного интегрального уравнения, получив-

шего название уравнение Гельфанда–Левитана. В дальнейшем оказалось, что

обратные задачи Штурма–Лиувилля в других постановках также сводятся к
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решению некоторых линейных уравнений — например, уравнения Марченко в

теории рассеяния [22], [23], [48], [33]. Указанное наблюдение весьма нетривиаль-

но в силу нелинейности самих обратных задач. Возможность сведения обратных

спектральных задач к решению линейных уравнений играет решающую роль

в контексте появившегося в 1967 году [99] метода обратной задачи рассеяния

интегрирования некоторых нелинейных уравнений математической физики.

К обратным задачам Штурма–Лиувилля близки обратные задачи для од-

номерного оператора Дирака

ℓ𝑦 = 𝐵𝑦′ +𝑄(𝑥)𝑦, 𝐵 =

(︃
0 1

−1 0

)︃
, 𝑄(𝑥) =

(︃
𝑝(𝑥) 𝑞(𝑥)

−𝑞(𝑥) 𝑝(𝑥)

)︃
, 𝑦 =

(︃
𝑦1

𝑦2

)︃

и систем дифференциальных уравнений вида:

𝑦′ = (𝜌𝐵 +𝑄(𝑥))𝑦, 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑖,−𝑖), (2)

известных как система Захарова–Шабата. Следует отметить важную роль си-

стемы (2) в интегрировании нелинейных уравнений методом обратной зада-

чи: если уравнение Кортевега–де Фриза 𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 интегрируется

при помощи обратной задачи рассеяния для оператора Штурма–Лиувилля, то

для решения таких важных уравнений, как нелинейное уравнение Шредингера

𝑖𝑢𝑡± 2𝑢2�̄�+𝑢𝑥𝑥 = 0, модифицированное уравнение КдФ 𝑢𝑡+6𝑢2𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 и

уравнение синус–Гордон 𝑢𝑥𝑡+sin𝑢 = 0, используется обратная задача рассеяния

для системы (2) [12], [1], [10].

Методы, использовавшиеся при исследовании систем вида (2), во многом

аналогичны методам, возникшим при решении обратных задач Штурма – Ли-

увилля. Так, конструктивные процедуры решения обратных задач для таких

систем основаны на аналогичных линейных интегральных уравнениях (уравне-

ниях Гельфанда – Левитана – Марченко).

Существенно более сложными для изучения оказались обратные спек-

тральные задачи для операторов высших (𝑛 > 2) порядков

ℓ𝑦 = 𝑦(𝑛) +
𝑛−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑥)𝑦
(𝑘) (3)

и систем вида

𝑦′ = (𝜌𝐵 +𝑄(𝑥))𝑦, 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), (4)
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в случае, когда {𝑏𝑘} – комплексные числа, не лежащие на одной прямой. Ре-

шение таких задач потребовало привлечения принципиально новых идей и ме-

тодов. В частности, здесь оказывается неэффективным (за исключением неко-

торых частных случаев [44], [50], [19], [20]) использование так называемых опе-

раторов преобразования, играющих центральную роль в методе Гельфанда–

Левитана–Марченко. Более эффективным оказался разработанный в 1980-е го-

ды В.А. Юрко метод спектральных отображений (см. например,[52, 56], а

также монографию [57]), представляющий собой развитие идей контурного ин-

тегрирования Коши–Пуанкаре в комплексной плоскости спектрального пара-

метра. Базовая идея указанного подхода, активно применявшегося в теории

прямых задач спектрального анализа, восходит к классическим работам нача-

ла 20 века [70], однако применение соответствующих идей в теории обратных

задач весьма нетривиально в силу их нелинейности. Идеи метода контурного

интеграла также использовались в работах Р. Билса, Р. Койфмана, П. Дейфта,

К. Томея, С. Чжоу [67], [66], [68], [142], [92], посвященных теории рассеяния.

Дальнейшее развитие теории обратных спектральных задач, активно про-

должающееся и в настоящее время, связано как с более глубоким изучением и

переосмыслением упомянутых выше классических проблем, так и с появлением

новых постановок задач, часто связанных с вновь возникающими приложения-

ми.

Среди важнейших направлений развития спектральной теории можно упо-

мянуть исследование операторов (1) и (3) и систем вида (4) в сингулярном слу-

чае. Так, например, активно развивается в последние десятилетия теория опе-

раторов (1) и (3) с коэффициентами-распределениями. Отметим, что если тео-

рия операторов (1) с потенциалами-распределениями из пространств 𝑊−1
2 [0, 𝜋]

разработана на данный момент достаточно полно (см., например, основопола-

гающую работу [40], а также работы [103], [41], посвященные обратным зада-

чам), то для операторов высших порядков (3) соответствующая теория делает

лишь первые шаги. Здесь следует упомянуть сравнительно недавние работы

[4], [34]. Отметим, что возникающие здесь вопросы тесно связаны с исследова-

нием систем вида (4) в общем случае, когда требования на матрицу-функцию

𝑄(·) налагаются в терминах принадлежности некоторым классам суммируемо-

сти и не предполагают, вообще говоря, ни гладкости, ни даже непрерывности.

По ряду причин изучение систем вида (4) в указанном общем случае оказывает-
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ся существенно более сложной задачей и требует пересмотра и нетривиальных

модификаций используемых методов исследования.

К числу наиболее активно развивающихся направлений спектральной тео-

рии дифференциальных операторов можно отнести также теорию дифференци-

альных операторов, прежде всего, операторов Штурма–Лиувилля, на метриче-

ских графах (граф, на ребрах которого задано уравнение Штурма–Лиувилля,

в современной литературе часто называют квантовым графом). Интерес к ука-

занному направлению и, в частности, к соответствующим обратным задачам,

обусловлен большим количеством разнообразных приложений (см., например,

[35], [93], [116], [125], [120]). Не претендуя на полноту обзора данной теории,

упомянем работы [69], [133], [75], [65], где было дано решение обратных задач

Штурма–Лиувилля на графе в случае, когда граф представляет собой дерево

(т.е., граф без циклов), а также работы [119], [117], [82], где изучались обратные

задачи на графах более сложной структуры, и, наконец, работу [134], где дается

решение обратной задачи на произвольном компактном графе.

Однако, несмотря на описанные выше значительные достижения, в тео-

рии обратных задач спектрального анализа остается ряд важных нерешенных

вопросов, требующих развития новых подходов. Изучению ряда таких вопросов

посвящена настоящая диссертация.

В первых двух главах работы изучается матричный дифференциальный

оператор первого порядка:

ℓ𝑦 = 𝐵0

(︀
𝑦′ − (𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝑦

)︀
, 𝐵0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏−11 , . . . , 𝑏−1𝑛 ), (5)

действующий в пространстве вектор-функций 𝑦(𝑥) = (𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥))
𝑇 . Мат-

рицы 𝐴,𝐵0 в (5) постоянны, в рамках исследования обратной задачи они счита-

ются известными, 𝑞(·) - суммируемая на полуоси 𝑥 ∈ (0,∞) матрица-функция.

В работе рассматривается (более сложный) случай 𝑛 > 2, причем комплексные

числа 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 не лежат на одной прямой.

Заметим, что уравнение ℓ𝑦 = 𝜌𝑦 со спектральным параметром 𝜌 эквива-

лентно системе дифференциальных уравнений вида:

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝑦, (6)

где 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛). Систему (6) можно формально рассматривать как
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вариант системы вида (4), где

𝑄(𝑥) = 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥),

однако наличие слагаемого 𝑥−1𝐴, не суммируемого на (0,∞) не позволяет при-

менить методы, использовавшиеся ранее при исследовании таких систем.

Операторы вида (5) и тесно связанные с ними скалярные операторы

ℓ𝑦 = 𝑦(𝑛) +
𝑛−2∑︁
𝑘=0

(︁
𝑞𝑘(𝑥) +

𝜈𝑘
𝑥𝑛−𝑘

)︁
𝑦(𝑘) (7)

с регулярной особенностью естественным образом возникают при разделении

переменных в уравнениях электродинамики, оптики, квантовой механики, тео-

рии упругости и других разделов естествознания и техники при наличии в них

вращательной симметрии. Так, к виду (6), 𝑛 = 2, приводится радиальная систе-

ма Дирака, хорошо известна связь операторов Штурма–Лиувилля с бесселевой

особенностью

ℓ𝑦 = −𝑦′′ +
(︁
𝑞(𝑥) +

𝜈0
𝑥2

)︁
𝑦 (8)

с классическими задачами квантовой теории рассеяния (см., например, [2], [3]).

Операторы вида (7) высокого порядка возникают при исследовании многих за-

дач теории упругости. Так, например, к уравнению вида ℓ𝑦 = 𝜆𝑦 4-го порядка

сводится после разделения переменных в цилиндрических координатах урав-

нение, описывающее свободные колебания шарнирно-опертой осесимметричной

круглой пластины.

Операторы вида (7) могут возникать также при исследовании некоторых

решений нелинейных интегрируемых уравнений. Так, хорошо известны реше-

ния уравнения Буссинеска, имеющие особенность вида

𝑢(𝑥, 𝑡) ∼ 𝐶

(𝑥− 𝑥0(𝑡))2

(см., например, [87]). Коэффициенты ассоциированного с уравнением оператора

третьего порядка [91] в этих случаях будут иметь в точке 𝑥 = 𝑥0 регулярную

особенность.

Операторы вида (7) также естественным образом возникают при исследо-

вании уравнений с точкой поворота. Так, например, к уравнениям с регулярной

особенностью преобразованием Лиувилля сводятся уравнения вида

𝑦(𝑛) +
𝑛−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑥)𝑦
(𝑘) = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦 (9)
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в случае, когда гладкая весовая функция 𝑟(𝑥) при 𝑥 → 0 стремится к нулю

по степенному закону: 𝑟(𝑥) ∼ 𝛼𝑥𝛾, 𝛾 > 0. Уравнения вида (9) и связанные

с ними обратные спектральные задачи находят многочисленные применения в

контексте метода обратной задачи: так, уравнение (9), где 𝑛 = 2 возникает при

интегрировании уравнения Камассы–Холма [88], уравнение (9) с 𝑛 = 3 – при

интегрировании уравнения Островского–Вахненко [102]. Аналогичные законо-

мерности имеют место и в случае более общих уравнений

𝑦(𝑛) +
𝑛−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑥)𝑦
(𝑘) = 𝜆

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘(𝑥)𝑦
(𝑘) (10)

в случае когда коэффициент 𝑟𝑚(𝑥) обращается в нуль в некоторой точке рас-

сматриваемого интервала. Уравнения высшего порядка вида (10) с точками

поворота возникают при исследовании задач теории упругости, например, в

теории колебаний оболочек [8].

Отметим, кроме того, что к возникновению регулярной особенности может

привести преобразование системы вида:

𝑦′ = 𝜆𝐻(𝑥)𝑦. (11)

Такие системы возникают в задачах оптики, спектроскопии, акустики, электро-

динамики, радиоэлектроники, а также представляют самостоятельный интерес.

Предположим, что матрица𝐻(𝑥) представима в виде𝐻(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑊 (𝑥)𝐵𝑊−1(𝑥),

где 𝑝(·) – знакопостоянная скалярная функция, 𝐵 – постоянная диагональная

матрица, а матрица - функция 𝑊 (𝑥) такова, что det𝑊 (𝑥) имеет простые нули.

Тогда замена 𝑦(𝑥) = 𝑊 (𝑥)𝑌 (𝑥) приводит систему (11) к виду

𝑌 ′ = 𝜆𝑝(𝑥)𝐵𝑌 +𝑄(𝑥)𝑌, 𝑄(𝑥) = −𝑊−1(𝑥)𝑊 ′(𝑥).

Пусть det𝑊 (0) = 0, (det𝑊 )′(0) ̸= 0. Тогда матрица 𝑄(𝑥) представима в виде

𝑄(𝑥) = 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥),

где 𝐴 – некоторая постоянная матрица, матрица-функция 𝑞(·) суммируема в

некоторой окрестности точки 𝑥 = 0.

Операторы с бесселевой особенностью (8), а также тесно связанные с ними

системы вида (2) с 𝑄(𝑥) = 𝑥−1𝐴 + 𝑞(𝑥) (где 𝐴 – некоторая постоянная матри-

ца, а матрица-функция 𝑞(·) суммируема) были и остаются предметом активного
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изучения, начиная с классических работ [123], [46], [48] и до настоящего времени

[114], [61], [115], [76], [62], [63], [72]. Однако, исследования, проведенные в ука-

занных работах, существенно опираются на упоминавшуюся выше специфику

случая 𝑛 = 2 и перенесение используемых в них методов на случай операторов

(7), (5) высокого порядка 𝑛 > 2 сталкивается с рядом трудностей принципи-

ального характера. Операторы вида (7) изучались ранее в работах В.А. Юрко

и его учеников. Был получен ряд результатов, относящихся к прямым и об-

ратным задачам для операторов вида (7) в различных постановках, включая

задачи на полуоси [131], конечном отрезке [55], [24], а также на геометрических

графах [136], [138]. Более того, удалось исследовать также случай (произволь-

ного числа) особенностей внутри интервала [132], [94]. В то же время, несмот-

ря на указанные достижения, использовавшийся подход имеет существенные

ограничения, выражающиеся в дополнительных требованиях специального по-

ведения коэффициентов {𝑞𝑘(𝑥)} в окрестности особой точки 𝑥 = 0. Операторы,

удовлетворяющие соответствующим требованиям, образуют важный частный

подкласс операторов вида (7), обладающий целым рядом интересных свойств.

Однако, многие закономерности, присущие операторам этого подкласса, не име-

ют места в общем случае, поэтому его изучение не дает общей картины.

Подход, развитый для операторов (7), позволяет исследовать и операторы

(5), но также лишь при дополнительном условии достаточно быстрого убывания

матрицы-функции 𝑞(𝑥) при 𝑥 → 0. Отметим, что условия такого типа, вообще

говоря, не выполняются в упомянутых выше приложениях.

В настоящей работе мы используем другой подход, позволяющий изба-

виться от упомянутых ограничений и исследовать операторы (5) в общем слу-

чае, причем требования на матрицу-функцию 𝑞(·) налагаются в терминах при-
надлежности некоторым классам суммируемости и не предполагают, вообще

говоря, ни дифференцируемости, ни даже непрерывности указанной функции.

Отметим, что возникающие при исследовании систем с недифференцируемы-

ми коэффициентами трудности во многом аналогичны трудностям, возникаю-

щим при изучении скалярных операторов высших порядков с коэффициентами-

распределениями.

В третьей главе настоящей работы представлен ряд результатов, касаю-

щихся обратных задач рассеяния на некомпактных графах, содержащих цикл,

в том числе, для операторов переменного порядка; кроме того, исследована за-
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дача рассеяния на некомпактном графе-звезде в не изучавшемся ранее случае,

когда потенциал оператора имеет бесселеву особенность в вершине.

Обратные задачи Штурма–Лиувилля на некомпактных графах изучены

существенно менее полно, особенно в случае графов, содержащих циклы. Ряд

важных частных случаев рассмотрен в работах [129], [130], [97], [81], см., также,

[7], однако, общая теория таких задач на данный момент отсутствует.

Принципиально более сложными для изучения являются обратные задачи

на графах для уравнений высших порядков. Такие задачи остаются малоизу-

ченными, причем открытыми в значительной мере остаются даже вопросы, свя-

занные с постановкой задач. Среди имеющихся результатов можно упомянуть

полученное в работах [58], [135], [136] решение задачи для деревьев. Особенно

сложным является случай, когда порядки операторов на разных ребрах графа

могут различаться между собой, в исследовании этого случая сделаны лишь

первые шаги [60], [60], [71].

В четвертой главе настоящей работы исследуются задачи восстановления

некоторых интегро-дифференциальных операторов.

Обратные задачи для нелокальных операторов, таких, как операторы с от-

клоняющимся аргументом, интегро-дифференциальные и интегральные опера-

торы, занимают особое место в теории обратных спектральных задач. Несмот-

ря на то, что модели с последействием естественным образом возникают во

многих областях естествознания и техники, теория обратных задач для нело-

кальных операторов развита весьма слабо, фактически представляя собой на-

бор отдельных разрозненных результатов, не формирующих общей картины.

В значительной мере это обусловлено сложностью таких задач. Нелокальный

характер операторов делает малоэффективными упоминавшиеся выше класси-

ческие методы, такие, как метод Гельфанда–Левитана и метод спектральных

отображений. Как правило, исследование обратных задач для таких операто-

ров приводит к существенно нелинейным уравнениям, позволяющим получать

лишь результаты локального характера.

Важным исключением являются задачи, в которых требуется восстано-

вить сверточную компоненту оператора. Так, еще в работе [54] было замечено,
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что задание спектра задачи Дирихле для оператора

ℓ𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 +

𝑥∫︁
0

𝑀(𝑥− 𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡 (12)

однозначно определяет функцию𝑀(·) при условии, что коэффициент 𝑞(·) изве-
стен априори. Иначе говоря, для задачи восстановления сверточной компонен-

ты оператора имеет место глобальная единственность решения. В работе [77]

С.А. Бутерин показал, что задача восстановления оператора (12) в случае 𝑞 = 0

может быть сведена к решению некоторого специального нелинейного уравне-

ния, для которого можно доказать глобальную разрешимость. Таким образом,

удалось получить нелокальную конструктивную процедуру решения указанной

обратной задачи, и, более того, описать необходимые и достаточные условия ее

разрешимости. В дальнейшем указанный результат был распространен на об-

щий случай оператора (12) с ненулевым (априори заданным) потенциалом 𝑞(·)
и на случай оператора высшего порядка

ℓ𝑦 = 𝑦(𝑛) +

𝑥∫︁
0

𝑀(𝑥− 𝑡)𝑦(𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡,

причем во всех указанных случаях для однозначного восстановления оператора

оказалось достаточно задания спектра задачи Дирихле (или какой-либо иной

краевой задачи с распадающимися условиями). Полученные результаты также

получили дальнейшее развитие, см., например, работу [80] и приведенную в ней

библиографию.

В настоящей работе упомянутые результаты распространены на случай

операторов дробного порядка, причем, рассмотрен, в частности, наиболее слож-

ный случай, когда оператор в целом не имеет сверточной структуры (как, на-

пример, оператор (12) при 𝑞 ̸= 0). Существенную роль в проведенном иссле-

довании играет полученная автором формула умножения для функций одного

вида, выражающихся через функции типа Миттаг–Леффлера.

Степень разработанности темы. Наиболее полно разработана теория

обратных спектральных задач для операторов Штурма – Лиувилля, Дирака и

их непосредственных обобщений. Исследование операторов высших порядков и

матричных операторов с коэффициентами размерности большей двух сталки-

вается с целым рядом трудностей принципиального характера и построение тео-

рии обратных задач здесь далеко от своего завершения. Наиболее существенные
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трудности возникают при исследовании сингулярных дифференциальных опе-

раторов, в частности, матричных операторов с негладкими коэффициентами,

операторов с особенностью и операторов на некомпактных графах. Для таких

операторов решение обратных задач рассеяния известными методами возмож-

но лишь при выполнении некоторых весьма ограничительных дополнительных

условий на коэффициенты оператора или, соответственно, структуру графа.

Цель работы - разработка новых современных методов исследования

задачи рассеяния для сингулярных дифференциальных операторов.

Задачи исследования. Разработка конструктивной процедуры реше-

ния обратной задачи рассеяния для матричных дифференциальных операто-

ров первого порядка с регулярной особенностью; исследование неклассических

постановок обратных задач рассеяния на некомпактных геометрических гра-

фах; исследование и конструктивное решение обратных спектральных задач

для некоторых интегро-дифференциальных операторов дробных порядков.

Научная новизна. Все результаты работы являются новыми и получены

автором самостоятельно. Главные из них состоят в следующем:

1. Введены и исследованы интегральные преобразования, ядра которых стро-

ятся по решениям дифференциальных систем с регулярной особенностью.

Данные преобразования можно рассматривать как далеко идущие обоб-

щения классических преобразований Фурье–Ханкеля. Доказаны теоремы

о свойствах таких преобразований, аналогичные теоремам А.М. Седлецко-

го о свойствах преобразования Фурье–Лапласа в комплексной плоскости

спектрального параметра.

2. Предложен метод построения и исследования решений типа Вейля для

дифференциальных операторов с особенностью, основанный на использо-

вании тензорно-значных решений построенных специальным образом вспо-

могательных дифференциальных систем. Метод позволяет исследовать ре-

шения типа Вейля при минимальных ограничениях на коэффициенты опе-

ратора, не предполагающих, в частности, их дифференцируемости. Также

снято требование быстрого убывания коэффициентов при 𝑥→ 0.

3. Получены теорема единственности и конструктивная процедура решения

обратной задачи рассеяния для дифференциальных операторов с особенно-
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стью в случае отсутствия дискретного спектра. Конструктивная процедура

основана на сведении задачи к линейному интегральному уравнению, для

указанного уравнения доказана корректная разрешимость.

4. Доказана теорема о необходимых и достаточных условиях разрешимости

обратной задачи рассеяния для дифференциальных операторов с особен-

ностью в случае отсутствия дискретного спектра. Получены легко прове-

ряемые достаточные условия разрешимости обратной задачи.

5. Разработана конструктивная процедура решения обратной задачи рассея-

ния на графе-звезде для оператора Штурма–Лиувилля с бесселевой осо-

бенностью в вершине. Конструктивная процедура основана на сведении

задачи к линейному интегральному уравнению, для указанного уравнения

доказана корректная разрешимость.

6. Предложена конструктивная процедура решения обратной задачи для опе-

ратора Штурма–Лиувилля на некомпактном графе с циклом. Показано,

что задача восстановления потенциала на неограниченном ребре по дан-

ным рассеяния, ассоциированным с этим ребром, может быть сведена к

решению линейного уравнения. Найдены дополнительные данные, задание

которых обеспечивает однозначное восстановление потенциала на цикле.

7. Доказана теорема единственности решения обратной задачи рассеяния для

оператора переменного порядка на простейшем некомпактном графе с цик-

лом.

8. Разработана конструктивная процедура решения обратной задачи для неко-

торых интегро-дифференциальных операторов дробного порядка. Проце-

дура основана на сведении задачи к некоторому нелинейному интегрально-

му уравнению, для указанного уравнения установлена его однозначная раз-

решимость. При построении уравнения существенную роль играют полу-

ченные автором формулы умножения для функций типа Миттаг-Леффлера.

Методы исследования. Для исследования обратной задачи применя-

ется развитие идей метода спектральных отображений [57], в основе которого

лежит метод контурного интегрирования Коши-Пуанкаре. Также в работе ис-

пользуются асимптотические методы, аппарат теории целых и мероморфных
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функций, теории интегральных уравнений, теории операторов в банаховых про-

странствах и другие методы вещественного, комплексного и функционального

анализа.

Теоретическая значимость работы. Результаты диссертации носят

теоретический характер. Они могут быть использованы в спектральной тео-

рии обыкновенных дифференциальных операторов и систем, а также при по-

строении математических моделей различных прикладных задач. Результаты

диссертационной работы могут быть интересны специалистам, работающим в

МГУ им. М.В. Ломоносова, Математическом институте им В.А. Стеклова РАН,

Институте прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, СПбГУ и других

высших учебных заведениях и научных центрах. Результаты диссертации могут

составить содержании специальных курсов для магистрантов и аспирантов.

Достоверность результатов обоснована строгими математическими до-

казательствами.

Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие

результаты автора:

1. Теория интегральных преобразований, являющихся обобщениями класси-

ческих преобразований Фурье–Ханкеля. В частности, теоремы о свойствах

таких преобразований, рассматриваемых в комплексной плоскости спек-

трального параметра.

2. Метод построения и исследования решений типа Вейля для дифференци-

альных операторов с особенностью, основанный на использовании тензорно-

значных решений построенных специальным образом вспомогательных диф-

ференциальных систем.

3. Теорема единственности и конструктивная процедура решения обратной

задачи рассеяния для дифференциальных операторов с особенностью в

случае отсутствия дискретного спектра.

4. Необходимые и достаточные условия разрешимости обратной задачи рас-

сеяния для дифференциальных операторов с особенностью в случае от-

сутствия дискретного спектра. Также достаточные условия разрешимости

обратной задачи.
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5. Конструктивная процедура решения обратной задачи рассеяния на графе-

звезде для оператора Штурма – Лиувилля с бесселевой особенностью в

вершине.

6. Конструктивная процедура решения обратной задачи для оператораШтур-

ма – Лиувилля на некомпактном графе с циклом.

7. Теорема единственности решения обратной задачи рассеяния для операто-

ра переменного порядка на простейшем некомпактном графе с циклом.

8. Формулы умножения для функций типа Миттаг - Леффлера.

9. Конструктивная процедура решения обратной задачи для некоторых ин-

тегро - дифференциальных операторов дробного порядка.

Практическая значимость работы. Результаты диссертации могут

быть полезны при решении обратных спектральных задач, возникающих в раз-

личных областях теории упругости, оптики, астрофизики. Все представленные

в диссертации методы решения задач конструктивны, на их основе могут быть

разработаны численные алгоритмы.

Апробация работы. Результаты диссертации в разные годы доклады-

вались на научных семинарах:

� Семинар «Операторные модели в математической физике» механико - ма-

тематического факультета МГУ (руководитель — чл.-корр. РАН А.А.Шка-

ликов).

� Семинар «Обратные задачи спектрального анализа» Саратовского госу-

дарственного университета (руководитель — профессор В.А. Юрко).

� Семинар факультета математики университета Дуйсбург–Эссен (руково-

дитель — профессор Г. Фрайлинг).

и на международных научных конференциях:

� Международная научная конференция «Современные проблемы матема-

тики и механики», посвященная 80-летию академика В.А. Садовничего,

Москва (2019 г.)
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� Саратовская зимняя школа «Современные проблемы теории функций и их

приложения», Саратов (2014, 2016, 2018, 2020 гг.)

� «Спектральная теория и смежные вопросы», Уфа (2018 г.)

� Воронежская зимняя математическая школа «Современные методы теории

функций и смежные проблемы», Воронеж (2021 г.)

� «Уфимская осенняя математическая школа», Уфа (2021, 2022 гг.)

� Крымская осенняя математическая школа-симпозиум КРОМШ (2015 г.)

� Международная конференция по дифференциальным уравнениям и дина-

мическим системам, Суздаль (2022 г.)

� Конференция международных математических центров мирового уровня,

Сириус (2021 г.)

Публикации. Результаты диссертационного исследования опубликованы

в 13 работах [13—16], [105 —113], из которых 12 статей опубликованы в изданиях,

индексируемых Web of Science, Scopus. Все работы выполнены без соавторов.

Личный вклад. Все результаты диссертации получены автором лично.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

четырех глав, заключения и списка литературы, включающего 143 наименова-

ния. Объем диссертации 273 страницы.

Основное содержание работы. Главы 1, 2 посвящены изучению за-

дачи рассеяния для операторов (5). Исследование проводится при следующих

предположениях:

� Матрица𝐴 внедиагональна. Собственные значения {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1 матрицы𝐴 раз-

личны и удовлетворяют условию 𝜇𝑗 − 𝜇𝑘 /∈ Z при 𝑗 ̸= 𝑘, кроме того,

Re𝜇1 < Re𝜇2 < · · · < Re𝜇𝑛, Re𝜇𝑘 ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑛.

� 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 – различные ненулевые комплексные числа, никакие три из ко-

торых не лежат на одной прямой, и такие, что
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗 = 0.
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� матрица-функция 𝑞(·), далее называемая потенциалом, такова, что 𝑞𝑘𝑗(·) ∈
𝑋𝑝 := 𝐿1(0,∞) ∩ 𝐿𝑝(0,∞), 𝑝 > 2, 𝑞𝑘𝑘(𝑥) ≡ 0, 𝑘 = 1, 𝑛.

Помимо указанных условий мы предполагаем выполненным также так

называемое условие информативности (см. §1 Главы 1), являющееся аналогом

условий информативности для систем вида (4) на полуоси (см., например, [56]).

Неинтегрируемость слагаемого 𝑥−1𝐴 в (6) требует его включения в глав-

ную часть, что приводит к следующей невозмущенной системе:

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)𝑦. (13)

Здесь наблюдается существенное отличие от случая системы (4), для которо-

го (даже в наиболее сложном общем случае, когда 𝑄(·) предполагается лишь

суммируемой) невозмущенная система имеет вид:

𝑦′ = 𝜌𝐵𝑦

и фундаментальную систему решений вида {exp(𝜌𝑥𝑏𝑘)e𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑛 (здесь и

далее e𝑘 обозначают базисные векторы координатного пространства C𝑛: (e𝑘)𝑗 =

𝛿𝑗,𝑘, 𝛿𝑗,𝑘–символ Кронекера). В случае же системы (13) решения имеют более

сложную структуру (зависящую, кроме того, от матрицы 𝐴) и демонстрируют

поведение, аналогичное поведению функций {exp(𝜌𝑥𝑏𝑘)e𝑘} лишь при больших

значениях 𝜌𝑥.

Рассмотрим решения системы (13) подробнее.

Обозначим через Σ объединение прямых вида:

Σ =
⋃︁

(𝑘,𝑗):𝑗 ̸=𝑘

{𝑧 : Re(𝑧𝑏𝑗) = Re(𝑧𝑏𝑘)} .

Для любого 𝑧 ∈ C∖Σ существует перестановка 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 чисел 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 такая,

что Re(𝑅1𝑧) < Re(𝑅2𝑧) < · · · < Re(𝑅𝑛𝑧). Пусть 𝒮 – некоторый открытый

сектор {𝑧 = 𝑟 exp(𝑖𝛾), 𝑟 ∈ (0,∞), 𝛾 ∈ (𝛾1, 𝛾2)}, лежащий в C ∖ Σ. Для 𝜌 ∈ 𝒮
существуют фундаментальные системы решений {𝐶𝑘(𝑥, 𝜌)}𝑛𝑘=1, {𝐸𝑘(𝑥, 𝜌)}𝑛𝑘=1 со

следующими свойствами:

� 𝐶𝑘(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝑥)𝜇𝑘𝑐𝑘(𝜌𝑥), где 𝑐𝑘(·) – целые функции, 𝑐𝑘(0) = h𝑘, h𝑘 – соб-

ственный вектор матрицы 𝐴, соответствующий собственному значению 𝜇𝑘;

� 𝐸𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)
(︀
f𝑘 +𝑂((𝜌𝑥)−1)

)︀
.



19

Здесь (и далее) {f𝑘} обозначают столбцы матрицы перестановок f такой, что

(𝑅1, . . . , 𝑅𝑛) = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)f.

Переходя к общему случаю оператора (5) и связанной с ним системы (6),

отметим, что ключевую роль в спектральной теории таких систем (как в вопро-

сах, относящихся к прямым задачам, так и в теории обратных задач) играют

решения, которые мы будем называть решениями типа Вейля. При 𝜌 ∈ 𝒮 (где,
как и ранее, и в дальнейшем, пока не оговорено иное, 𝒮 есть некоторый откры-

тый сектор с вершиной в нуле, лежащий в C ∖Σ), 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} мы определим

𝑘-е решение типа Вейля для оператора (5) как решение 𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞) урав-

нения ℓ𝑦 = 𝜌𝑦, обладающее свойствами:

𝑦(𝑥) = 𝑂(𝑥𝜇𝑘), 𝑥→ 0, 𝑦(𝑥) = exp(𝜌𝑅𝑘𝑥)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→∞.

Решения типа Вейля являются решениями неоднородных краевых задач спе-

циального вида, неоднородность в краевых условиях можно трактовать как

своего рода «зондирующее воздействие» на систему. Само решение типа Вей-

ля в данной интерпретации описывает реакцию системы на такое воздействие.

Указанные свойства делают решения типа Вейля естественным объектом в тео-

рии обратных спектральных задач. Заметим, что в нашем случае зондирующее

воздействие осуществляется из «точки» 𝑥 =∞, что соответствует термину «за-

дача рассеяния».

Для построения и исследования решений типа Вейля (точнее, аналогич-

ных им решений Вейля, для которых нормирующее неоднородное краевое усло-

вие ставится в точке 𝑥 = 0) в упомянутых выше работах В.А. Юрко и его

учеников используется процедура переразложения решений бирхгофовского ти-

па через специальным образом построенные решения {𝑆𝑘(𝑥, 𝜌)}𝑛𝑘=1 уравнения

ℓ𝑦 = 𝜌𝑦, удовлетворяющие (в частности) следующим асимптотическим услови-

ям:

𝑆𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑥𝜇𝑘(h𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0.

Анализ коэффициентов указанных переразложений (так называемых множи-

телей Стокса) является источником информации о свойствах решений Вейля.

Однако, интегральные вольтерровские уравнения, используемые при построе-

нии решений {𝑆𝑘(𝑥, 𝜌)}𝑛𝑘=1, разрешимы лишь при дополнительном условии

1∫︁
0

⃦⃦
𝑥𝜇1−𝜇𝑛𝑞(𝑥)

⃦⃦
𝑑𝑥 <∞,
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что и порождает упомянутые выше ограничения метода.

Используемый нами метод построения решения типа Вейля отличается

от описанного выше и основан на следующем приеме, впервые предложенном в

[68] при исследовании задачи рассеяния для оператора (3) на всей оси (отметим,

что коэффициенты 𝑝𝑘(·) в указанной работе предполагались принадлежащими
пространству Шварца). Пусть функции 𝑦1(·), . . . , 𝑦𝑚(·) удовлетворяют системе
уравнений

𝑦′ = 𝑈(𝑥)𝑦

с некоторой 𝑛× 𝑛 (𝑛 ≥ 𝑚) матрицей-функцией 𝑈(·). Тогда, как несложно убе-
диться непосредственной проверкой, 𝑚-вектор

𝑌 (𝑥) := 𝑦1(𝑥) ∧ · · · ∧ 𝑦𝑚(𝑥)

удовлетворяет системе аналогичного вида, более точно, системе:

𝑌 ′ = (𝑈(𝑥))(𝑚)𝑌.

Здесь (и далее в аналогичном контексте) используются следующая договорен-

ность об обозначениях: если некоторый символ 𝑈 обозначает матрицу или опе-

ратор в C𝑛, то через 𝑈 (𝑚) (𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑛}) обозначается действующий в ∧𝑚C𝑛

линейный оператор, такой что равенство

𝑈 (𝑚)(𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑗−1 ∧ (𝑈𝑣𝑗) ∧ 𝑣𝑗+1 · · · ∧ 𝑣𝑚

выполняется для любого набора векторов {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛} из C𝑛. Следующее важное

наблюдение состоит в том, что, если {𝜓𝑘(·)}𝑛𝑘=1 суть решения типа Вейля (при

некотором фиксированном 𝜌), то построенные по ним тензоры 𝜓1(𝑥)∧· · ·∧𝜓𝑘(𝑥)

и 𝜓𝑘(𝑥) ∧ · · · ∧ 𝜓𝑛(𝑥) имеют минимальный рост при 𝑥 → ∞ и, соответственно,

при 𝑥→ 0 среди решений системы

𝑌 ′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))(𝑚)𝑌 (14)

при 𝑚 = 𝑘 и 𝑚 = 𝑛− 𝑘+1 соответственно. Указанное обстоятельство позволя-

ет получить для введенных тензоров интегральные вольтерровские уравнения.

Таким образом, в отличие от подхода, предложенного в [131] и использовавше-

гося в дальнейших работах В.А. Юрко и его учеников, в данном случае тех-

ника интегральных вольтерровских уравнений применяется к вспомогательной
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системе (14), а не к исходной системе (6). Поскольку при этом строятся лишь

решения с минимальным ростом на соответствующих концах интервала, для

решения возникающих интегральных уравнений не требуется дополнительных

условий на потенциал 𝑞(·), – фактически для разрешимости указанных уравне-
ний достаточно суммируемости матрицы-функции 𝑞(·).

Построению и исследованию решений типа Вейля посвящена первая гла-

ва настоящей работы. В более детальном изложении построение решений типа

Вейля можно описать следующим образом.

Первым шагом является исследование решений следующих интегральных

уравнений:

𝑌 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑌 (𝑡)

)︁
𝑑𝑡+ 𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌), (15)

𝑌 (𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑌 (𝑡)

)︁
𝑑𝑡+ 𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌), (16)

где 𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) := 𝐶𝑘(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧ 𝐶𝑛(𝑥, 𝜌), 𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌) := 𝐸1(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧ 𝐸𝑘(𝑥, 𝜌), а

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) – функция Грина системы (14) при 𝑞 = 0, представляющая собой

при фиксированных значениях аргументов 𝑥, 𝑡, 𝜌 линейный оператор в ∧𝑚C𝑛.

Решения уравнений (15) и (16) обозначается, соответственно, 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) и 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌)

и называются в дальнейшем фундаментальными тензорами. Важным этапом

исследования данных уравнений является исследование первых слагаемых ря-

да, получаемого по методу последовательных приближений. Указанные вели-

чины играют важную роль, во многом определяя свойства фундаментальных

тензоров. Зависимость этих величин от 𝑞(·) линейна, что позволяет рассмат-

ривать их как результат применения к матрице-функции 𝑞(·) некоторых ин-

тегральных преобразований, являющихся обобщениями преобразований типа

Фурье–Ханкеля. Изучению этих интегральных преобразований посвящен §1.1,

основной результат которого содержится в Теореме 1.1. Отметим, что сходные

закономерности прослеживаются и при построении ФСР бирхгофовского ти-

па, см., напр., [38], где поведение построенных решений во многом определяет-

ся линейным относительно потенциала слагаемым, изучение соответствующих

интегральных преобразований (являющихся в этом случае обобщением преоб-

разования Фурье) становится, таким образом, важнейшим этапом исследования

[39].
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Дальнейшее исследование уравнений (15), (16) проведено в §1.2. Уравне-

ния изучаются при каждом фиксированном 𝜌 в некоторых весовых аналогах

пространства 𝐿∞(0,∞), а также (в преобразованном виде) в пространствах

функций двух переменных (𝑥, 𝜌), таких как пространства 𝐵𝐶
(︀
[0,∞), 𝐶0(𝒮)

)︀
и 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙)), где ℋ(𝑙) := 𝐶0(𝑙) ∩ 𝐿2(𝑙) и 𝑙 – произвольный луч вида

{𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0}, – здесь, таким образом, функция двух пере-

менных (𝑥, 𝜌) трактуется как отображение, которое каждому значению 𝑥 ставит

в соответствие функцию спектрального параметра 𝜌. Устанавливаемые таким

образом свойства фундаментальных тензоров сформулированы в Теоремах 1.5,

1.6, где, кроме того, исследуется зависимость фундаментальных тензоров от

потенциала 𝑞(·).
Полученные в §§1.1, 1.2 результаты используются далее в §1.3 для постро-

ения решений типа Вейля. Процедура построения носит чисто алгебраический

характер и сводится к решению при фиксированных 𝑥, 𝜌 следующей системы

линейных уравнений:

𝐹𝑘−1 ∧Ψ𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0. (17)

Отметим, что СЛАУ (17) является переопределенной, вопрос о ее разрешимо-

сти требует отдельного исследования. Соответствующее исследование приводит

к результатам, сформулированным в Теореме 1.8. Оно основывается на идеях,

предложенных ранее в [68], однако техническая реализация указанного под-

хода имеет ряд существенных отличий, поэтому используемые вспомогатель-

ные утверждения также снабжены подробными независимыми доказательства-

ми (см. Лемму 1.10). В ходе упомянутого исследования показано, что разре-

шимость системы (17) определяется значением некоторой (выписываемой явно

в терминах фундаментальных тензоров) характеристической функции Δ𝑘(𝜌):

при условии Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 при данном 𝜌 и каждом 𝑥 ∈ (0,∞) система имеет един-

ственное решение Ψ𝑘(𝑥, 𝜌). Более того, функция Ψ𝑘(·, 𝜌) является 𝑘-м решением

типа Вейля (при данном 𝜌), которое при выполнении условия Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 явля-

ется единственным. Отметим, что описанная процедура построения решений

типа Вейля не требует привлечения традиционно используемых вспомогатель-

ных ФСР, таких как ФСР с бирхгофовской асимптотикой. Более того, даль-

нейшее исследование свойств решений типа Вейля также основывается только

на исследовании СЛАУ (17) с учетом установленных ранее свойств фундамен-

тальных тензоров. Основные свойства решений типа Вейля сформулированы
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в Теоремах 1.10 и 1.11. Кроме того, рассмотрен важный частный случай абсо-

лютно непрерывных потенциалов 𝑞(·), удовлетворяющих условию 𝑞(0) = 0. В

этом случае для решений типа Вейля можно получить при 𝜌→∞ асимптотики

«классического типа» с оценкой остаточного члена 𝑜(𝜌−1) (Теорема 1.12).

Глава 2 посвящена непосредственно решению обратной задачи рассеяния

для операторов (5). Решение обратной задачи дается для потенциалов класса

𝐺𝑝
0, выделяемого следующим условием:

𝑛∏︁
𝑘=2

Δ𝑘(𝜌) ̸= 0, 𝜌 ∈ 𝒮

для любого открытого сектора 𝒮 ⊂ C∖Σ. Для потенциалов класса 𝐺𝑝
0 в качестве

данных рассеяния можно рассматривать матрицу сопряжения 𝑣(𝜌), заданную

при 𝜌 ∈ Σ′ := Σ∖{0}. Отметим, что при выполнении условия информативности
для невозмущенной системы (13), любой потенциал с достаточно малой нормой

заведомо принадлежит классу 𝐺𝑝
0 (однако такими потенциалами класс 𝐺𝑝

0 не

исчерпывается).

Опишем постановку задачи более подробно. Представим множество C ∖Σ
как объединение непересекающихся открытых секторов 𝒮𝜈, 𝜈 = 1, 𝑁 с вершиной

в нуле. Отметим, что в нашем случае всегда 𝑁 ≥ 4. Будем считать, что секторы

𝒮𝜈 занумерованы в положительном направлении, обозначим через Σ𝜈 открытый

луч, разделяющий секторы 𝒮𝜈 и 𝒮𝜈+1. Из результатов §1.3 вытекает, что для

любого 𝜌0 ∈ Σ𝜈 существуют граничные значения Ψ±(𝑥, 𝜌0):

Ψ−(𝑥, 𝜌0) = lim
𝜌→𝜌0,𝜌∈𝒮𝜈

Ψ(𝑥, 𝜌), Ψ+(𝑥, 𝜌0) = lim
𝜌→𝜌0,𝜌∈𝒮𝜈+1

Ψ(𝑥, 𝜌)

матриц Ψ(𝑥, 𝜌), составленных из решений типа Вейля {Ψ𝑘(𝑥, 𝜌)}𝑛𝑘=1. Поскольку

матрицы Ψ−(·, 𝜌) и Ψ+(·, 𝜌) удовлетворяют одной и той же системе (6) (с одним
и тем значением 𝜌), справедливо равенство:

Ψ+(𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌),

где 𝑣(𝜌) есть упомянутая ранее матрица сопряжения. Рассматриваемая в даль-

нейшем обратная задача рассеяния состоит в восстановлении потенциала 𝑞(𝑥),

𝑥 ∈ (0,∞) по известным данным рассеяния 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′. Отметим, что такая

постановка задачи полностью аналогична постановкам обратных задач рассея-

ния для операторов высших порядков (3) и систем (4) в [67], [66], [68], которые,
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в свою очередь, в случае 𝑛 = 2 эквивалентны классическим постановкам задач

рассеяния (см., напр., подробное обсуждение указанной связи в [68]).

Опишем структуру Главы 2 более подробно.

Конструктивному решению обратной задачи предшествует проведенное в

§2.1 изучение свойств данных рассеяния. Устанавливается, что матрица сопря-

жения 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ по необходимости:

� Является нижнетреугольной, а также имеет специальную блочную струк-

туру (Теорема 2.1).

� При 𝜌 → 0, 𝜌 → Σ𝜈 для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 имеет предельные значения,

различные, вообще говоря, для различных лучей Σ𝜈, но не зависящие от

потенциала 𝑞(·) (Теорема 2.2). Отметим, что данное свойство не имеет ме-
ста для систем вида (4) (т.е., при 𝐴 = 0).

� При 𝜌 → ∞ асимптотически приближается к матрице сопряжения 𝑣0(𝜌)

«простейшего» оператора (5) с потенциалом 𝑞 = 0. Более точное и де-

тальное описание данного свойства (фактически, группы свойств) дано в

Теореме 2.3.

Поведение матрицы 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ при 𝜌 → 0 является одним из наиболее

специфичных свойств данных рассеяния, обусловленных наличием особенно-

сти, его исследование существенно опирается на развитую в первой главе тех-

нику тензорно-значных решений вспомогательных дифференциальных систем.

В §2.2 описывается и обосновывается процедура восстановления потенци-

ала 𝑞(·) по известным данным рассеяния, иначе говоря, дается конструктивное

решение обратной задачи. В основе используемого здесь метода лежат упоми-

навшиеся выше идеи метода контурного интеграла. Основы данного подхода

были заложены в классических работах 1980-х годов, тем не менее, реализация

метода существенно различается в зависимости от конкретной постановки за-

дачи. Более того, в силу нелинейности обратных задач, применение метода в

той или иной конкретной ситуации может требовать его существенного и нетри-

виального развития.

Метод, используемый в настоящей работе, можно рассматривать как син-

тез и дальнейшее развитие идей восходящих, с одной стороны, к идеям постро-

енной в [67], [66], [68] теории рассеяния для операторов (3) и систем (4) на оси,
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и к идеям метода спектральных отображений ([52], [56], [131]) В.А. Юрко с

другой. Как и в методе спектральных отображений, ключевую роль играет так

называемая матрица спектральных отображений 𝑃 (𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑥, 𝜌)Ψ−10 (𝑥, 𝜌),

где матрица Ψ0(𝑥, 𝜌) построена по решениям типа Вейля {Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌)} невоз-

мущенной системы. Рассуждения, приводящие в конечном итоге к линейному

уравнению (называемому в контексте метода спектральных отображений основ-

ным уравнением обратной задачи), основаны на аналитических и асимптотиче-

ских свойствах матрицы спектральных отображений как функции спектраль-

ного параметра 𝜌, отправной точкой здесь служит применение классической

интегральной формулы Коши. Итогом описанных построений является (линей-

ное, как указывалось выше) уравнение

A(𝑥)𝑃 (𝑥, ·) = 𝑉 (𝑥, ·), (18)

зависящее от параметра 𝑥 ∈ (0,∞) (Теорема 2.5, пункт 1). В роли искомой вели-

чины в нем выступает функция 𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝑃+(𝑥, 𝜌)−𝑃−(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ Σ′, матрица-

функция 𝑉 (𝑥, 𝜌) строится по матрице сопряжения 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′, также по матри-

це сопряжения строится линейный оператор A(𝑥). Оператор A(𝑥) непрерывен

в пространстве 𝐿2(Σ) (в котором и рассматривается уравнение (18)). Важным

для обоснования процедуры решения обратной задачи является факт обратимо-

сти для каждого фиксированного 𝑥 ∈ (0,∞) оператора A(𝑥), устанавливаемый

в пункте 2 Теоремы 2.5, доказательство которого проводится предъявлением в

явном виде обратного оператора. Отметим, что вид уравнения (18) отличается

как от основного уравнения классического метода спектральных отображений,

так и от уравнений, получаемых в теории рассеяния методом, описанным в

[67], [66], [68]. Непосредственное применение каждого из указанных методов к

решению рассматриваемой обратной задачи сталкивается с целым рядом суще-

ственных трудностей.

Завершается решение обратной задачи рассеяния подсчетом по явной фор-

муле, выражающей значение потенциала 𝑞(𝑥) (для каждого 𝑥 ∈ (0,∞)) через

значения найденной из уравнения (18) функции 𝑃 (𝑥, ·). Получение указанных
формул в рассматриваемом в работе случае нетривиально и проводится в два

этапа. На первом этапе искомая формула выводится в частном случае абсолют-

но непрерывных потенциалов 𝑞(·), удовлетворяющих условию 𝑞(0) = 0 (Лемма

2.2); на втором этапе общий случай исследуется с помощью предельного пере-

хода (Теорема 2.6).
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§2.3 посвящен установлению условий разрешимости обратной задачи. Во-

прос здесь ставится следующим образом. Пусть задана некоторая матрица-

функция 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′. Какие условия на 𝑣(·) являются необходимыми и до-

статочными для существования оператора вида (5) с потенциалом 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0,

матрица сопряжения (т.е., данные рассеяния) которого совпадала бы с 𝑣(·)?
В иной трактовке вопрос можно рассматривать как проблему характеризации

(т.е., некоторого внутреннего описания) данных рассеяния операторов с потен-

циалом из класса 𝐺𝑝
0. Вопросы такого рода в контексте теории обратных задач

являются, как правило, наиболее сложными для исследования [33], [68], [57],

[143].

Основной результат, полученный в §2.3 (Теорема 2.7), можно кратко опи-

сать следующим образом. Искомые условия на заданную матрицу-функцию

𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ включают в себя:

� наличие выявленных в §2.1 структурных и аналитических свойств, выпол-

ненных для данных рассеяния «по необходимости»;

� обратимость при каждом 𝑥 ∈ (0,∞) оператора A(𝑥), построенного (фор-

мально) по матрице-функции 𝑣(·) способом, обоснованным «по необходи-

мости» в §2.2;

� принадлежность классу 𝐿1(0,∞)∩𝐿𝑝(0,∞) потенциала, полученного фор-

мальным применением процедуры восстановления, построенной в §2.2.

Доказательство соответствующих результатов основывается на следую-

щих соображениях. Для каждого фиксированного 𝑥 ∈ (0,∞) построим по за-

данной 𝑣(·) матрицы-функции 𝑉 (𝑥, ·), 𝑉 (𝑥, ·) и оператор A(𝑥), как в Теореме

2.5. Решим уравнение A(𝑥)𝜙 = 𝑉 (𝑥, ·), обозначим найденное решение p(𝑥, ·)
(обозначения здесь отличаются от используемых в §2.2, поскольку объекты, фи-

гурирующие в §2.2, относятся к некоторому оператору вида (5), теперь же суще-

ствование этого оператора еще предстоит доказать!). Применяя, далее, форму-

лы из Теоремы 2.6 (где вместо 𝑃 используется p), построим матрицу-функцию

q(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞). Введем, кроме того, функцию

𝜓(𝑥, 𝜌) = Ψ0(𝑥, 𝜌) +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
p(𝑥, 𝜁)Ψ0(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ.
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Формула, определяющая функцию 𝜓(·, ·) есть в точности формула для подсче-
та матрицы Ψ(𝑥, 𝜌), составленной из решений типа Вейля оператора (5) при

условии, что p(𝑥, 𝜌) выражается в терминах соответствующей этому оператору

матрицы спектральных отображений 𝑃 (𝑥, 𝜌) по формуле p(𝑥, 𝜌) = 𝑃+(𝑥, 𝜌) −
𝑃−(𝑥, 𝜌). Основные этапы дальнейшего доказательства сводятся к последова-

тельному установлению следующих фактов:

1. при 𝑥 → ∞ справедлива асимптотика 𝜓(𝑥, 𝜌) = (f + 𝑜(1)) exp(𝜌𝑥𝑅), где

𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑅1, . . . , 𝑅𝑛) (Лемма 2.11);

2. для каждого фиксированного 𝜌 ∈ C∖Σ 𝜓(·, 𝜌) удовлетворяет системе диф-
ференциальных уравнений вида (6), причем 𝑞(𝑥) = q(𝑥) (Лемма 2.12);

3. при 𝑥 → 0 для 𝑘-го столбца 𝜓𝑘(𝑥, 𝜌) матрицы 𝜓(𝑥, 𝜌) справедлива оценка

𝜓𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (𝑥𝜇𝑘);

4. при 𝜌 ∈ Σ′ существуют предельные значения 𝜓±(𝑥, 𝜌) и для них справед-

лива формула сопряжения 𝜓+(𝑥, 𝜌) = 𝜓−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌) с изначально заданной

матрицей 𝑣(𝜌).

Результаты пунктов 1–3 позволяют утверждать, что столбцы матрицы 𝜓(𝑥, 𝜌)

действительно являются решениями типа Вейля для оператора (5) с 𝑞 = q, –

тогда последний пункт означает, что 𝑣(·) совпадает с матрицей сопряжения для
этого оператора.

Отметим, что апостериорной проверки требует попадание построенного

потенциала в класс 𝐿1(0,∞) ∩ 𝐿𝑝(0,∞), формулируемое же в спектральной

области условие q(·) ∈ 𝐺𝑝
0 оказывается выполненным автоматически. Указан-

ное обстоятельство существенно в силу затруднительности практической про-

верки условий апостериорного характера. Доказательство отмеченного факта

нетривиально и требует привлечения вспомогательных объектов, соответству-

ющих матрице сопряжения для решений Вейля, нормируемых асимптотикой

при 𝑥→ 0 (см. Леммы 2.13, 2.14).

В §2.3 получены, кроме того, достаточные условия разрешимости обрат-

ной задачи, не требующие проверки апостериорного условия q(·) ∈ 𝐿1(0,∞) ∩
𝐿𝑝(0,∞), данный результат содержится в Теореме 2.8 и Следствии 2.2. При

доказательстве Теоремы 2.8 ключевую роль играет использование линейного
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оператора, конструкция которого подсказана асимптотическим поведением при

𝑥→∞ построенного в Теореме 2.5 оператора, обратного к оператору A(𝑥).

Условимся относительно некоторых обозначений, используемых в Главах

1 и 2. Помимо обозначений, введенных выше, будем считать, если иное не ого-

ворено явно, что действуют следующие договоренности:

� через 𝒜𝑚 обозначается множество упорядоченных мультииндексов 𝛼 =

(𝛼1, . . . , 𝛼𝑚), 𝛼1 < 𝛼2 < · · · < 𝛼𝑚, 𝛼𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛};

� 𝑢𝛼 := 𝑢𝛼1
∧ · · · ∧ 𝑢𝛼𝑚

, где 𝑢𝑗 ∈ C𝑛, 𝛼 ∈ 𝒜𝑚;

� 𝛼′, где 𝛼 мультииндекс, обозначает упорядоченный мультииндекс, являю-

щийся дополнением 𝛼 до (1, 2, . . . , 𝑛);

� если ℎ ∈ ∧𝑛C𝑛, то |ℎ| обозначает число, такое что ℎ = |ℎ|e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e𝑛,

{e𝑘}𝑛𝑘=1 – стандартный базис в C𝑛;

� если {𝑎𝑗} есть некоторая числовая последовательность, то для мультиин-

декса 𝛼 обозначаем:

𝑎𝛼 :=
∑︁
𝑗∈𝛼

𝑎𝑗, 𝑎
𝛼 :=

∏︁
𝑗∈𝛼

𝑎𝑗;

для 𝑘 = 1, 𝑛 используем обозначения:

−→𝑎 𝑘 :=
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗,
←−𝑎 𝑘 :=

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

𝑎𝑗,
−→𝑎 𝑘 :=

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑎𝑗,
←−𝑎 𝑘 :=

𝑛∏︁
𝑗=𝑘

𝑎𝑗;

Заметим, что при выполнении Условий 1, 2 (§1.1) справедливо, в частности:
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜇𝑘 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑅𝑘 = 0, следовательно, для любого мультииндекса 𝛼 имеем:

𝑅𝛼′ = −𝑅𝛼, 𝜇𝛼′ = −𝜇𝛼.

� 𝜃±(·) обозначают функции Хевисайда:

𝜃+(𝜉) =

{︃
0, 𝜉 ≤ 0

1, 𝜉 > 0,
, 𝜃−(𝜉) =

{︃
1, 𝜉 ≤ 0

0, 𝜉 > 0
= 1− 𝜃+(𝜉).

� если 𝑙 обозначает луч вида 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)} и 𝑟 – некоторое поло-
жительное число, то 𝑙+(𝑟) := 𝑙 ∩ {𝜌 : |𝜌| > 𝑟}, 𝑙−(𝑟) := 𝑙 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝑟};
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� если иное не оговорено явно, символ 𝜇 обозначает диагональную матрицу,

составленную из собственных значений матрицы 𝐴: 𝜇 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1, . . . , 𝜇𝑛),

символ 𝑅 – диагональную матрицу 𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑅1, . . . , 𝑅𝑛);

� символ 𝐼𝑑 обозначает тождественный оператор;

� если 𝑈 и 𝑉 – некоторые матрицы, то [𝑈, 𝑉 ] = 𝑈𝑉 − 𝑉 𝑈 ;

� один и тот же символ𝑀 обозначает различные константы в неравенствах;

если иное не оговорено явно, константы зависят только от матриц 𝐴, 𝐵.

Поскольку в контексте обратной задачи матрицы 𝐴 и 𝐵 предполагаются

известными, мы будем считать, что эти матрицы фиксированы, и констан-

ты, зависящие только от них, для краткости будем называть абсолютными.

� символ 𝑊 (·) обозначает диагональную матрицу-функцию, определяемую

в §1.1.

Сделаем еще ряд замечаний относительно использования обозначений функ-

циональных пространств.

Традиционные обозначения функциональных пространств, такие как 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏),

𝐶[𝑎, 𝑏] и др. будут использоваться в их классическом понимании независимо

от того, идет ли речь о скалярных, векторных, тензорных или операторных

функциях во всех случаях, когда соответствующие пространства значений ко-

нечномерны. Запись 𝐶0(𝒫), где 𝒫 - неограниченное подмножество комплекс-

ной плоскости, обозначает пространство непрерывных на 𝒫 функций 𝑓(·), при-
нимающих значения в некотором конечномерном пространстве и таких что

lim
𝜌→∞,𝜌∈𝒫

‖𝑓(𝜌)‖ = 0. Условимся, что ‖𝑓‖𝐶0(𝒫) := sup
𝜌∈𝒫
‖𝑓(𝜌)‖.

Запись ℒ(𝑋, 𝑌 ), где𝑋, 𝑌 – некоторые линейные топологические простран-

ства, обозначает пространство линейных непрерывных операторов, действую-

щих из 𝑋 в 𝑌 , 𝐶(𝑋, 𝑌 ) в этом случае обозначает пространство непрерывных

отображений 𝑋 → 𝑌 .

Глава 3 посвящена исследованию обратных задач рассеяния на неком-

пактных метрических графах.

В первом параграфе рассматривается некомпактный метрический граф–

звезда Γ, состоящий из конечного набора лучей {ℛ𝑘}𝑝𝑘=1, выходящих из общей

внутренней вершины. Функция 𝑦, заданная на луче ℛ𝑘, рассматривается как
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функция локального параметра 𝑥 ∈ [0,∞), причем значение параметра 𝑥 = 0

соответствует вершине. Функция 𝑦, заданная на Γ, рассматривается как набор

функций {𝑦𝑘}𝑝𝑘=1 (где функция 𝑦𝑘 = 𝑦 |ℛ𝑘
рассматривается как функция на

[0,∞), как указано выше).

На каждом луче ℛ𝑘, 𝑘 = 1, 𝑝 задано дифференциальное уравнение:

ℓ𝑘𝑦 := −𝑦′′ +
(︁𝜈𝑘0
𝑥2

+ 𝑞𝑘(𝑥)
)︁
𝑦 = 𝜆𝑦 = 𝜌2𝑦, (19)

где 𝜈𝑘0 = 𝜈2𝑘 − 1/4, Re𝜈𝑘 > 1/2, 𝜈𝑘 /∈ N и комплексно-значная функция 𝑞𝑘(·)
удовлетворяет условию:

1∫︁
0

⃒⃒
𝑥1−2𝜈𝑘𝑞𝑘(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥+

∞∫︁
1

|𝑥𝑞𝑘(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞. (20)

Комплексные (вообще говоря) числа 𝜈𝑘0 могут быть различными для различных

лучей; но предполагается выполненным следующее условие: если 𝜈𝑗 ̸= 𝜈𝑘, то

Re𝜈𝑗 ̸= Re𝜈𝑘.

При выполнении условия (20) применим подход, развитый В.А. Юрко

[131], [132], [55] для операторов с регулярной особенностью на полуоси и ко-

нечном интервале. В частности, имеется возможность, используя технику ин-

тегральных вольтерровских уравнений, построить специальные целые по 𝜆 ре-

шения 𝑆𝑘𝑗(𝑥, 𝜆), 𝑗 = 1, 2 уравнения (19), удовлетворяющие асимптотическим

условиям:

𝑆𝑘𝑗(𝑥, 𝜆) = 𝑥𝜇𝑘𝑗(𝑐
(𝑘)
𝑗0 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0,

где 𝜇𝑘1 = 1/2 − 𝜈𝑘, 𝜇𝑘2 = 1/2 + 𝜈𝑘 и константы 𝑐
(𝑘)
10 , 𝑐

(𝑘)
20 таковы, что 𝑐(𝑘)10 𝑐

(𝑘)
20 =

(2𝜈𝑘)
−1. Используя построенные таким образом решения, введем линейные фор-

мы:

𝑈𝑘1(𝑦) := 𝜎𝑘⟨𝑦, 𝑆𝑘2⟩,

𝑈𝑘2(𝑦) := 𝜎𝑘1⟨𝑦, 𝑆𝑘2⟩+ 𝜎𝑘2⟨𝑆𝑘1, 𝑦⟩.

Предположим, что 𝜎𝑘 ̸= 0, 𝜎𝑘2 ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑝.

Пусть заданная на Γфункция 𝑦 = {𝑦𝑘}𝑝𝑘=1 такова, что функции 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 𝑝

удовлетворяют уравнениям (19). Определим условия склейки в вершине графа

Γ следующим образом:

𝑈𝑗1(𝑦𝑗) = 𝑈𝑘1(𝑦𝑘), 𝑗 ̸= 𝑘,

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑈𝑗2(𝑦𝑗) = 0. (21)



31

Условия склейки (21) являются, с одной стороны, обобщением так называемых

стандартных условий склейки в вершинах квантовых графов, включающих в

себя условия непрерывности и условия Кирхгофа, и, с другой стороны, условий

склейки, возникающих (см., например, [132]) в теории операторов с особенно-

стью внутри интервала из соображений аналитического продолжения решений.

Для произвольного фиксированного 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝} и произвольного 𝜌 ∈
C+ определим решение типа Вейля, ассоциированное с лучомℛ𝑘, как функцию

𝜓𝑘(𝜌) = {𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌)}𝑝𝑗=1, 𝑥 ∈ [0,∞) такую, что:

� функции 𝜓𝑘𝑗(·, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑝 удовлетворяют дифференциальным уравнениям

ℓ𝑗𝜓𝑘𝑗 = 𝜌2𝜓𝑘𝑗;

� 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(𝑖𝜌𝑥)) при 𝑥→∞, 𝑗 ̸= 𝑘;

� 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥)(1 + 𝑜(1)) при 𝑥→∞;

� 𝜓𝑘(𝜌) удовлетворяет условиям склейки (21).

Отметим, что для каждого 𝑘 = 1, 𝑝 решение типа Вейля, ассоциированное

с лучом ℛ𝑘, определяется, тем не менее, глобально на всем графе и содержит,

таким образом, спектральную информацию, «снимаемую» со всего графа Γ.

Введем коэффициент отражения, ассоциированный с лучом ℛ𝑘, как ко-

эффициент асимптотического разложения:

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥) + 𝑟𝑘(𝜌) exp(𝑖𝜌𝑥) + 𝑜(1), 𝑥→∞, (22)

𝜌 ∈ R ∖ {0}. Данными рассеяния, ассоциированными с лучом ℛ𝑘, будем на-

зывать набор 𝐽𝑘 := {𝑟𝑘(·), 𝑍+
𝑘 , 𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍+

𝑘 }, где 𝑍
+
𝑘 – множество полюсов

решения типа Вейля 𝜓𝑘(𝜌), 𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍+
𝑘 – постоянные, такие что:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛼𝑘(𝜌0) exp(𝑖𝜌0𝑥)(1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞, (23)

𝜌0 ∈ 𝑍+
𝑘 . Набор 𝐽 = {𝐽𝑘}𝑝−1𝑘=1 будем называть данными рассеяния для графа Γ.

Исследование обратной задачи рассеяния на графе Γ проведено в предпо-

ложении выполнения:

1. Условия регулярности (Условие 3 §3.1).

2. Условия простоты и невещественности дискретного спектра (Условие 2

§3.1).
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3. Условия «общего положения» (Условие 4 §3.1), аналогичного условию

genericity [68].

Основные результаты §1 Главы 3 включают в себя:

� Теорему единственности восстановления потенциала 𝑞𝑘(·) по данным рас-

сеяния, ассоциированным с лучом ℛ𝑘 (Теорема 3.1).

� Конструктивную процедуру решения обратной задачи 𝐼𝑃 (𝑘) восстановле-

ния потенциала 𝑞𝑘(·) по данным рассеяния, ассоциированным с лучом ℛ𝑘

(Теорема 3.2).

� Теорему единственности и конструктивную процедуру решения обратной

задачи рассеяния на всем графе Γ по заданным данным рассеяния 𝐽 (Тео-

рема 3.3.)

Конструктивная процедура решения Задачи 𝐼𝑃 (𝑘) основана на сведении

задачи к линейному уравнению вида

A(𝑥)Φ(𝑥, ·) = 𝐺(𝑥, ·),

причем доказана обратимость для каждого значения параметра 𝑥 ∈ (0,∞)

линейного оператора A(𝑥).

Во втором параграфе Главы 3 рассматривается некомпактный метри-

ческий граф 𝐺, состоящий из гладкой замкнутой кривой ℛ0 длины 𝜋 и лучей

{ℛ𝑘}𝑝𝑘=1, 𝑝 ≥ 2, выходящих из некоторой точки 𝑣 ∈ ℛ0.

На каждом ребре графа 𝐺 задано дифференциальное выражение:

ℓ𝑗𝑦𝑗 := −𝑦′′𝑗 + 𝑞𝑗(𝑥)𝑦𝑗, (24)

где функция 𝑞 = {𝑞𝑗}𝑝𝑗=0 предполагается вещественно-значной и удовлетворяю-

щей условию:
𝜋∫︁

0

|𝑞0(𝑥)| 𝑑𝑥+
𝑝∑︁

𝑗=1

∞∫︁
0

(1 + 𝑥)|𝑞𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞. (25)

Для произвольного луча ℛ𝑘, 𝑘 ∈ 1, 𝑝 определим решение типа Вейля,

ассоциированное с ℛ𝑘 как функцию на графе 𝐺 𝜓𝑘(𝜌) = {𝜓𝑘𝑗(·, 𝜌)}𝑝𝑗=0, 𝜌 ∈ C+

такую, что:
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� она непрерывна на 𝐺 и удовлетворяет условию Киргофа в вершине;

� выполняются уравнения ℓ𝑗𝜓𝑘𝑗 = 𝜌2𝜓𝑘𝑗, 𝑗 = 0, 𝑝;

� 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(𝑖𝜌𝑥)) при 𝑥→∞, 𝑗 = 1, 𝑝 ∖ {𝑘};

� 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥)(1 + 𝑜(1)) при 𝑥→∞.

Определим данные рассеяния, ассоциированные с лучом ℛ𝑘, как набор данных

𝐽𝑘 := {𝑠𝑘(·), 𝑍−𝑘 , 𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍−𝑘 }, где 𝑠𝑘(·) – коэффициент отражения, ассоци-

ированный с лучом ℛ𝑘, 𝑍−𝑘 – множество полюсов решения типа Вейля 𝜓𝑘(𝜌),

𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍−𝑘 – константы, такие что:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑖𝛼𝑘(𝜌0) exp(𝑖𝜌0𝑥)(1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞.

Результаты §3.2 включают в себя:

� Теорему единственности восстановления потенциала 𝑞𝑘(·) по данным рас-

сеяния, ассоциированным с ℛ𝑘 (Теорема 3.4).

� Конструктивную процедуру решения обратной задачи 𝐼𝑃 (𝑘) восстановле-

ния потенциала 𝑞𝑘(·) по 𝐽𝑘 (Теорема 3.5, Алгоритм 3.2).

� Теорему единственности и конструктивную процедуру решения обратной

задачи рассеяния на всем графе 𝐺 по заданным данным рассеяния (Тео-

рема 3.6)

Наличие цикла в некомпактном графе приводит к появлению новых нетри-

виальных свойств у заданных на таком графе операторов. Так, например, в

отличие от задачи рассеяния на вещественной оси, главная часть асимптоти-

ки коэффициентов отражения при 𝜌 → ∞ представляет собой периодическую

функцию; главные части асимптотик характеристических функций имеют бес-

конечные последовательности корней, расположенные параллельно веществен-

ной оси, что характерно для операторов, заданных на конечном отрезке, и т.п.

Неклассические спектральные свойства изучаемых операторов существенно за-

трудняют исследование обратной задачи. Отметим, однако, что в данном случае

проведенное исследование не требует наложения каких-либо дополнительных

ограничений в спектральной области, – удается, пользуясь вещественностью
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потенциала, получить достаточно полные результаты в таких важных и нетри-

виальных вопросах, как поведение решений типа Вейля при Im𝜌 → 0 (Лемма

3.19), свойства дискретного спектра, в частности, в окрестности точки 𝜌 = 0

(Леммы 3.17, 3.18), поведение решений типа Вейля при 𝜌 → 0 (Лемма 3.23).

Отметим также, что в отсутствие требований типа требования «общего поло-

жения» («genericity») меняется форма основного уравнения обратной задачи.

Доказательство единственности решения основного уравнения также требует

иных рассуждений по сравнению с теми, что использовались в §2.2, §3.1, –

обоснование указанного факта в доказательстве Теоремы 3.5 является по сути

рассуждением по достаточности, использующим свойства данных рассеяния, но

не априорные гарантии существования восстанавливаемого оператора.

В третьем параграфе рассматривается задача рассеяния на геометриче-

ском графе Γ, состоящем из замкнутой кривой 𝑟0 длины 𝑇 и луча 𝑟1, исходящего

из некоторой точки 𝑣1 ∈ 𝑟0.
На цикле 𝑟0 рассмотрим уравнение

ℓ0𝑦0 ≡ 𝐷3𝑦0 + 𝑝01(𝑥)𝐷𝑦0 + 𝑝00(𝑥)𝑦0 = 𝜌3𝑦0, (26)

где 𝜌 - спектральный параметр, 𝐷 = −𝑖𝑑/𝑑𝑥 и коэффициенты 𝑝00(𝑥), 𝑝01(𝑥)

таковы, что ℓ*0 = ℓ0.

На луче 𝑟1 рассмотрим уравнение

ℓ1𝑦1 ≡ 𝐷𝑁𝑦1 +
𝑁−2∑︁
𝑠=0

𝑝1𝑠(𝑥)𝐷
𝑠𝑦1 = 𝜌𝑁𝑦1, (27)

где 𝑁 ≥ 3.

Введем в рассмотрение следующие линейные формы:

𝑈𝜈(𝑦) := 𝜎𝜈𝑦
(𝜈−1)(0) +

𝜈−2∑︁
𝑠=0

𝜎𝜈𝑠𝑦
(𝑠)(0), 𝑢𝜉𝜈(𝑦) = (−1)𝜒𝜉𝜈𝑦(𝜈−1)(𝜉),

где 𝜉 ∈ {0, 𝑇}, 𝜒0𝜈 = 0, 𝜒𝑇𝜈 = 𝜒, 𝜈 = 1, 2, 𝜒𝑇3 = 𝜒+1, 𝜒 ∈ {0, 1}. Для функции
𝑦 = (𝑦0, 𝑦1) на Γ и 𝜈 ∈ 1, 𝑁 определим условие склейки 𝐶(𝜈) как равенство

𝑢0𝜈(𝑦0) = 𝑢𝑇𝜈(𝑦0) = 𝑈𝜈(𝑦1), а условие 𝐾(𝜈) равенством 𝑢0𝜈(𝑦0) + 𝑢𝑇𝜈(𝑦0) +

𝑈𝜈(𝑦1) = 0 при 𝜈 ≤ 3 и 𝑈𝜈(𝑦1) = 0 при 𝜈 > 3.

Пусть 𝑆𝑙 := {arg(𝑖𝜌) ∈
(︀
(𝑙 − 1) 𝜋

𝑁 , 𝑙
𝜋
𝑁

)︀
}. Для фиксированного 𝑙 через 𝑅𝑘,

𝑘 = 1, 𝑁 обозначим корни 𝑁 -й степени из 1, занумерованные таким образом,

что Re(𝑖𝜌𝑅1) < Re(𝑖𝜌𝑅2) < . . . < Re(𝑖𝜌𝑅𝑁) для всех 𝜌 ∈ 𝑆𝑙.
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Зафиксируем 𝜒 ∈ {0, 1}. Для каждого 𝑘 = 1, 𝑁 в каждом из секторов

𝑆𝑙 определим решение типа Вейля порядка 𝑘 как решение системы уравнений

(26), (27) 𝜓𝑘(𝜌) = (𝜓𝑘0(𝑥, 𝜌), 𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌)) со следующими свойствами:

1) 𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) = exp (𝑖𝜌𝑅𝑘𝑥) (1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞;

2) для 𝜓𝑘(𝜌) выполнены условия склейки 𝐶(𝜈), 𝜈 = 1, 𝜈𝑘 − 1, 𝜈𝑘 = min{𝑘, 3},
𝐾(𝜈), 𝜈 = 𝜈𝑘, 𝑘.

Операторы переменного порядка на метрических графах стали предметом

исследования сравнительно недавно, и на данный момент в их теории существу-

ют лишь отдельные результаты, не составляющие общей картины. В частности,

обратные задачи для операторов переменного порядка на некомпактных гра-

фах, насколько нам известно, до настоящего момента не изучались.

Результаты §3.3 представляют собой теоремы единственности двух ви-

дов. В одной из них (Теорема 3.7) изучается вопрос о восстановлении коэф-

фициентов оператора ℓ1 по данным рассеяния, ассоциированным с лучом 𝑟1.

Соответствующие данные рассеяния вводятся в терминах решений типа Вей-

ля аналогично тому, как вводятся данные рассеяния в задаче рассеяния для

операторов произвольного порядка на вещественной оси [66] (см. также Главу

2 настоящей работы). Доказательство соответствующей «частичной» теоремы

единственности построено на комбинации идей работы [66] и метода спектраль-

ных отображений. Исследование единственности для задачи рассеяния на всем

графе требует привлечения других подходов. Возникающие здесь трудности

характерны для операторов с нераспадающимися краевыми условиями, – ре-

зультаты по обратным задачам для таких операторов в случае, когда порядок

оператора больше 2, нам неизвестны. Полученная в §3.3 теорема единствен-

ности для задачи рассеяния на всем графе (Теорема 3.8) утверждает, что для

восстановления коэффициентов обоих операторов ℓ1, ℓ0 достаточно задания дан-

ных рассеяния, включающих в себя данные рассеяния 𝐽𝜒
1 , ассоциированные с

лучом 𝑟1, измеренные дважды со значениями 𝜒 = 0 и 𝜒 = 1, а также, вообще

говоря, некоторые дополнительные данные, относящиеся оператору ℓ0, рассмат-

риваемому отдельно. Указанные дополнительные данные представляют собой

конечный набор чисел, размер которого зависит от оператора; в частности, ука-

занный набор может быть пустым.

В Главе 4 изучаются обратные задачи для интегро-дифференциальных

операторов специального вида. Как отмечалось выше, в задаче восстановле-
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ния сверточной компоненты интегро-дифференциальных операторов достигнут

значительный прогресс. В частности, удалось провести [77] весьма детальное

исследование задачи восстановления оператора вида

ℓ𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑛)(𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑀(𝑥− 𝑡)𝑦(𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡. (28)

Полученные результаты включают глобальную теорему единственности, кон-

структивную процедуру решения, а также описание необходимых и достаточ-

ных условий разрешимости задачи.

Отметим, что, независимо от порядка 𝑛, для однозначного восстановления

оператора (28) достаточно задания спектра какой-либо краевой задачи (напри-

мер, задачи Дирихле). В настоящей работе показано, что аналогичные результа-

ты могут быть до некоторой степени перенесены на случай операторов нецелого

порядка 𝛼 > 1.

Опишем результаты Главы 4 более подробно. Во втором параграфе

рассматривается обратная задача восстановления интегро-дифференциального

оператора дробного порядка:

𝐿 = 𝐷𝛼 +𝑀𝐷𝛼−1, 𝛼 > 2, 𝛼 /∈ N, (29)

где 𝑀 – оператор свертки:

𝑀𝑓(𝑥) = (𝑀 * 𝑓)(𝑥) =
𝑥∫︁

0

𝑀(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑀 ∈ 𝐿2(0, 1), по заданному спектру краевой задачи:

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 0, 𝑘 = 2, [𝛼] + 1, 𝐷𝛼−1𝑦(1) = 0. (30)

Здесь𝐷𝛼 обозначает оператор дробного дифференцирования Римана–Лиувилля,

символ [𝛼] обозначает целую часть числа 𝛼.

В третьем параграфе рассматривается интегро-дифференциальный опе-

ратор:

𝐿 = 𝐷𝛼 +𝑀𝐷𝛼−1, 𝛼 ∈ (1, 2), (31)

где 𝑀 – интегральный оператор вида:

𝑀𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑀(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,
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𝑀(𝜂, 𝜉) = 𝑁(𝜂)𝑝(𝜉), (𝜂, 𝜉) ∈ Π = {𝜂, 𝜉 ≥ 0, 𝜂+𝜉 ≤ 1}, 𝑝(·) – непрерывная строго
положительная функция, 𝑁 ∈ 𝐿∞(0, 1).

Изучаемая обратная задача состоит в восстановлении оператора (31) по

заданному спектру краевой задачи:

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−2𝑦(0) = 0, 𝐷𝛼−1𝑦(1)−𝐷𝛼−1𝑦(0) = 0, (32)

причем функция 𝑝(·) предполагается известной априори.
Методы исследования обратных задач для нелокальных операторов суще-

ственно отличаются от классических методов теории обратных спектральных

задач, большинство из которых малоэффективны в указанном случае. В част-

ности, такие задачи не удается свести к линейным уравнениям, а возникающие

при их решении нелинейные уравнения в общем случае обладают лишь ло-

кальной разрешимостью. Важной особенностью изучаемого класса операторов

является замеченная С.А. Бутериным [77] глобальная разрешимость основного

(нелинейного) уравнения обратной задачи.

В получении основного уравнения обратной задачи ключевую роль игра-

ет специальная структура оператора преобразования для решения уравнения

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦. В построении указанного оператора преобразования, в свою очередь,

ключевую роль играют формулы умножения для функций:

𝜙(𝑥, 𝜆) =
(︁
(𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−1 1

)︁
(𝑥) = 𝐸1/𝛼

(︁
𝜆𝑥1/𝛼; 1

)︁
,

где 𝐽𝛼 обозначает оператор дробного интегрирования Римана–Лиувилля,𝐸𝜌(𝑥;𝜇)

– функцию типа Миттаг–Леффлера. Получению таких формул умножения по-

священ первый параграф Главы 4. Полученные формулы (Теорема 4.1) мож-

но рассматривать как обобщение использовавшихся И.Г. Хачатряном [51] при

построении операторов преобразования для интегро-дифференциальных опера-

торов высших порядков формул умножения:

𝜙(𝑥, 𝜆)𝜙(𝑦, 𝜆) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜙
(︀
𝑥+ 𝜔𝑗𝑦, 𝜆

)︀
,

в которых:

𝜔 = exp

(︂
𝑖
2𝜋

𝑛

)︂
, 𝜙(𝑥, 𝜆) =

(︁
(𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝑛)−1 1

)︁
(𝑥) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

exp
(︀
𝜌𝜔𝑗𝑥

)︀
, 𝜆 = 𝜌𝑛.
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Дальнейшее построение операторов преобразования приводит к резуль-

татам, сформулированным в Теоремах 4.2 и 4.6, существенно, что структура

полученных операторов преобразования позволяет далее применять методы,

использовавшиеся в [77], [79]. Итогом проведенного в §§4.2, 4.3 исследования

является построение конструктивной процедуры решения соответствующих об-

ратных задач (Теоремы 4.5 и 4.7).

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному консультан-

ту Вячеславу Анатольевичу Юрко за постоянную поддержку и полезные об-

суждения.
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Глава 1 Решения типа Вейля для

дифференциальных операторов с

особенностью

§1.1 Некоторые обобщения интегральных

преобразований Фурье – Ханкеля

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида:

𝑦′ = (𝐵 + 𝑥−1𝐴)𝑦, (1.1)

т.е., систему (6) в случае 𝑞 = 0, 𝜌 = 1. Всюду в дальнейшем будем предполагать

выполненными следующие условия.

Условие 1. Матрица 𝐴 внедиагональна. Собственные значения {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1

матрицы 𝐴 различны и удовлетворяют условию 𝜇𝑗 −𝜇𝑘 /∈ Z при 𝑗 ̸= 𝑘, кроме

того, Re𝜇1 < Re𝜇2 < · · · < Re𝜇𝑛, Re𝜇𝑘 ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑛.

Условие 2. 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 – различные ненулевые комплексные числа, никакие

три из которых не лежат на одной прямой, и такие, что
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗 = 0.

Как известно, при выполнении Условия 1, система (1.1) имеет фундамен-

тальную матрицу вида 𝑐(𝑥) = (𝑐1(𝑥), . . . , 𝑐𝑛(𝑥)), где

𝑐𝑘(𝑥) = 𝑥𝜇𝑘𝑐𝑘(𝑥),

𝑐𝑘(·) – целые функции, или, эквивалентно, 𝑐(𝑥) = 𝑐(𝑥)𝑥𝜇, где (как и всюду в

дальнейшем) 𝜇 := 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1, . . . , 𝜇𝑛), 𝑐(·) – целая матрица-функция. Для функ-

ций 𝑐𝑘 справедливы представления:

𝑐𝑘(𝑥) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥𝑚𝐻𝑚𝑘, 𝐻0𝑘 = h𝑘, 𝐻𝑚𝑘 = ((𝜇𝑘 +𝑚)𝐼 − 𝐴)−1𝐵𝐻𝑚−1,𝑘, (1.2)
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где h𝑘 – собственные векторы матрицы 𝐴. Заметим, в частности, что 𝑐𝑘(0) =

h𝑘. Матрица 𝑐(𝑥) зависит, очевидно, от выбора ветви степенной функции 𝑥𝜇𝑘 ,

а также от выбора собственных векторов h𝑘, матрица 𝑐(𝑥) зависит только от

выбора собственных векторов. Всюду далее будем считать систему собственных

векторов {h𝑘}𝑛𝑘=1 фиксированной, причем det(h1, . . . , h𝑛) = 1. Тогда, очевидно,

выполнено det 𝑐(𝑥) ≡ 1, det 𝑐(𝑥) ≡ 1.

Далее, при выполнении Условий 1, 2 в каждой открытой полуплоскости

Ω такой, что Re(𝑥𝑏𝑗) ̸= Re(𝑥𝑏𝑘) при 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑥 ∈ 𝜕Ω (любая такая полуплос-

кость является сектором Стокса для системы (1.1)) существует [128], [49] также

фундаментальная матрица ℰ(𝑥), представимая асимптотическим рядом:

ℰ(𝑥) = (𝐼 + 𝑥−1ℰ (1) + 𝑥−2ℰ (2) + . . . ) exp(𝑥𝐵).

Обозначим через Σ объединение прямых вида:

Σ =
⋃︁

(𝑘,𝑗):𝑗 ̸=𝑘

{𝑧 : Re(𝑧𝑏𝑗) = Re(𝑧𝑏𝑘)} .

При выполнении Условия 2 для любого 𝑧 ∈ C ∖ Σ существует перестановка

𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 чисел 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 такая. что Re(𝑅1𝑧) < Re(𝑅2𝑧) < · · · < Re(𝑅𝑛𝑧).

Пусть 𝒮 – некоторый открытый сектор {𝑧 = 𝑟 exp(𝑖𝛾), 𝑟 ∈ (0,∞), 𝛾 ∈ (𝛾1, 𝛾2)},
лежащий в C ∖Σ. Тогда система (1.1) имеет фундаментальную матрицу 𝑒(𝑥) =

(𝑒1(𝑥), . . . , 𝑒𝑛(𝑥)) аналитическую в секторе 𝒮, непрерывную в 𝒮 ∖ {0} и такую,

что имеет место следующая асимптотика:

𝑒𝑘(𝑥) = e𝑥𝑅𝑘(f𝑘 + 𝑥−1𝜂𝑘(𝑥)), 𝜂𝑘(𝑥) = 𝑂(1), 𝑥→∞, 𝑥 ∈ 𝒮, (1.3)

где (f1, . . . , f𝑛) = f – матрица перестановок, такая что (𝑅1, . . . , 𝑅𝑛) = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)f.

Условие информативности.Для любого открытого сектора 𝒮 ⊂ (C ∖ Σ)
с вершиной в нуле и для всех 𝑘 = 2, 𝑛 числа

Δ0
𝑘 := det(𝑒1(𝑥), . . . , 𝑒𝑘−1(𝑥), 𝑐𝑘(𝑥), . . . , 𝑐𝑛(𝑥))

отличны от 0.

Отметим, что фундаментальная матрица 𝑒(𝑥) (в заданном секторе 𝒮)
определена не единственным образом. Действительно, для построения такой

фундаментальной матрицы можно положить 𝑒(𝑥) := ℰ(𝑥)f, где фундаменталь-
ная матрица ℰ построена в произвольном секторе Стокса, содержащем задан-

ный сектор 𝒮. Поскольку такой сектор Стокса можно выбрать не единственным
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образом, это означает неединственность фундаментальной матрицы 𝑒. Тем не

менее, такая неединственность не влияет на выполнение условия информатив-

ности. Действительно, для любых двух фундаментальных матриц 𝑒, 𝑒 с задан-

ной асимптотикой (1.3), имеем 𝑒(𝑥) = 𝑒(𝑥)(𝐼 + 𝑢), где 𝑢 – постоянная строго

верхнетреугольная матрица. Отсюда 𝑒1(𝑥)∧· · ·∧𝑒𝑘(𝑥) = 𝑒1(𝑥)∧· · ·∧𝑒𝑘(𝑥). Ана-
логично, неоднозначность выбора матрицы 𝑐(𝑥) также не влияет на выполнение

условия информативности.

Условие информативности фактически представляет собой ограничение

на матрицы 𝐴,𝐵, условия такого типа часто появляются при исследовании

дифференциальных систем на полуоси, см., например [56]. Важно отметить,

что множество пар постоянных матриц 𝐴,𝐵, удовлетворяющих Условиям 1,2 и

таких, что выполнено условие информативности, непусто. Более того, справед-

ливо следующее утверждение, показывающее, что условие информативности

«как правило» выполняется.

Теорема 1.1. Пусть 𝐴0 – некоторая внедиагональная матрица с различ-

ными собственными значениями {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1, такими что 𝜇𝑗 − 𝜇𝑘 /∈ Z при 𝑗 ̸= 𝑘.

Пусть, кроме того, все миноры матрицы h, составленной из собственных

векторов h𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 матрицы 𝐴0, отличны от 0. Обозначим через 𝒮0 произ-
вольный сектор такой, что Re(𝑧𝜇1) < · · · < Re(𝑧𝜇𝑛) при 𝑧 ∈ 𝒮0. Рассмотрим
следующую зависящую от параметра 𝑧 систему

𝑦′ = (𝐵 + 𝑥−1𝐴(𝑧))𝑦, (1.4)

где 𝐴(𝑧) := 𝑧𝐴0.

Условие информативности для системы (1.4) выполнено при всех ком-

плексных 𝑧 ∈ 𝒮0 за исключением, быть может, некоторого счётного множе-

ства.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любого открытого сек-

тора 𝒮 ⊂ (C ∖ Σ) с вершиной в нуле и любого 𝑘 ∈ {2, . . . , 𝑛} мероморфная по

𝑧 ∈ 𝒮0 функция Δ0
𝑘(𝑧) не является тождественным нулем. Для этого убедимся,

что lim
𝑧→0

Δ0
𝑘(𝑧) ̸= 0.

1) Поскольку собственные значения матрицы 𝐴(𝑧) суть {𝑧𝜇𝑘}𝑛𝑘=1, а соот-

ветствующие собственные вектора суть {h𝑘}𝑛𝑘=1, представления (1.2) для реше-

ний 𝑐𝑘(𝑥, 𝑧) системы (1.4) имеют вид:

𝑐𝑘(𝑥, 𝑧) = 𝑥𝑧𝜇𝑘𝑐𝑘(𝑥, 𝑧),
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𝑐𝑘(𝑥, 𝑧) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑥𝑚𝐻𝑚𝑘(𝑧), (1.5)

где:

𝐻0𝑘(𝑧) ≡ h𝑘, 𝐻𝑚𝑘(𝑧) = ((𝑧𝜇𝑘 +𝑚)𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐵𝐻𝑚−1,𝑘(𝑧).

Для любого фиксированного 𝑅 > 0 при |𝑧| ≤ 𝑅 и 𝑚 > 𝑚0(𝑅) имеем

|𝑧𝜇𝑗 − 𝑧𝜇𝑘 −𝑚| ≥
𝑚

2

для всех 𝑗, 𝑘 и следовательно:

‖ (𝑧𝜇𝑘 +𝑚)𝐼 − 𝑧𝐴)−1 ‖ ≤ 𝑀(𝑅)

𝑚
.

Тогда:

‖𝐻𝑚𝑘(𝑧)‖ ≤
𝑀𝑚(𝑅)

𝑚!
(1.6)

при |𝑧| ≤ 𝑅, 𝑚 > 𝑚0(𝑅). Заметим, что каждая из функций 𝐻𝑚𝑘(𝑧) голоморфна

по 𝑧 ∈ C ∖ 𝒵 , где:

𝒵 :=
⋃︁
𝑗 ̸=𝑘

{︂
𝑧 =

𝜈

𝜇𝑗 − 𝜇𝑘
, 𝜈 ∈ N

}︂
.

Заметим, что 𝒵 – счетное множество, не содержащее точки 𝑧 = 0. В силу оценки

(1.6) ряд (1.5) сходится равномерно на любом множестве вида {|𝑥| ≤ 𝑅𝑥, |𝑧| ≤
𝑅𝑧, 𝑧 /∈ 𝒵}. Таким образом, функция 𝑐𝑘(𝑥, 𝑧) голоморфна по совокупности пе-

ременных в области C × (C ∖ 𝒵), где 𝒵 - счётное множество, не содержащее

точки 0.

2) Как отмечалось выше, в качестве матрицы 𝑒(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒮 для системы (1.1)

может быть взята матрица вида 𝑒(𝑥) = ℰ(𝑥)f. Матрица ℰ(𝑥), в свою очередь,

может быть представлена в виде [128], [49]: ℰ(𝑥) = (𝐼+𝑥−1𝐴)𝑌 (𝑥) exp(𝑥𝐵), где

𝐴 = −(ad𝐵)−1𝐴,

а матрица-функция 𝑌 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω (где Ω – произвольный фиксированный сектор

Стокса, содержащий сектор 𝒮) удовлетворяет интегральному уравнению:

𝑌𝑗𝑘(𝑥) = 𝛿𝑗𝑘 −
𝑛∑︁

𝜈=1

∫︁
𝑥+𝑙𝑗𝑘

exp((𝑏𝑗 − 𝑏𝑘)(𝑥− 𝑡))�̂�(𝑡, 𝐴)𝑌𝜈𝑘(𝑡) 𝑑𝑡. (1.7)

В уравнении (1.7) 𝛿𝑗𝑘 обозначает символ Кронекера, �̂� – матрицу-функцию вида

�̂�(𝑥,𝐴) = 𝑥−2(𝐼 + 𝑥−1𝐴)−1(𝐴+ 𝐼)𝐴
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и лучи 𝑙𝑗𝑘 = {𝑥 = 𝜏𝜔𝑗𝑘, 𝜏 ∈ (0,∞)}, 𝜔𝑗𝑘 ∈ Ω, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛 выбраны таким образом,

что при всех 𝑥 ∈ 𝑙𝑗𝑘 выполнено условие Re((𝑏𝑘 − 𝑏𝑗)𝑥) ≤ 0.

Ряд, построенный по методу последовательных приближений для урав-

нения (1.7), сходится равномерно в области {|𝑥| > 𝑀0(‖𝐴 + 𝐼‖ + 1)‖𝐴‖}, где
𝑀0 – некоторая константа, зависящая только от матрицы 𝐵, и в этой области

справедлива (в частности) оценка: ‖𝑌 (𝑥) − 𝐼‖ ≤ 𝑀 |𝑥|−1(‖𝐴 + 𝐼‖ + 1)‖𝐴‖, в
которой константа 𝑀 также может быть выбрана не зависящей от 𝐴.

Применяя приведенные рассуждения к системе (1.4), получаем (в частно-

сти) асимптотику:

𝑒𝑘(𝑥, 𝑧) = exp(𝑥𝑅𝑘)(f𝑘 +𝑂(𝑧)) (1.8)

при 𝑧 → 0 для любого фиксированного 𝑥 ∈ 𝒮.
3) В силу (1.8) имеем при 𝑧 → 0:

Δ0
𝑘(𝑧) =

∏︁
𝜈<𝑘

exp(𝑥𝑅𝜈) |(f1 +𝑂(𝑧)) ∧ · · · ∧ (f𝑘−1 +𝑂(𝑧))

∧(𝑥𝑧𝜇𝑘𝑐𝑘(𝑥, 𝑧)) ∧ · · · ∧ (𝑥𝑧𝜇𝑛𝑐𝑛(𝑥, 𝑧))| .

Откуда (поскольку 𝑥𝑧𝜇𝑘 → 1 при 𝑧 → 0):

lim
𝑧→0

Δ0
𝑘(𝑧) =

∏︁
𝜈<𝑘

exp(𝑥𝑅𝜈) |f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1 ∧ 𝑐𝑘(𝑥, 0) ∧ · · · ∧ 𝑐𝑛(𝑥, 0)| .

Поскольку 𝑐𝜈(𝑥, 0) = h𝜈 + 𝑜(1) при 𝑥→ 0 и по условиям Леммы имеем

|f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1 ∧ h𝑘 ∧ · · · ∧ h𝑛| ≠ 0,

в силу произвольности 𝑥 получаем

lim
𝑧→0

Δ0
𝑘(𝑧) ̸= 0.

Таким образом, Δ0
𝑘(𝑧) есть голоморфная функция от 𝑧 ∈ 𝒮0 ∖ 𝒵, не обращаю-

щаяся тождественно в 0.

□

Всюду далее в данном параграфе 𝒮 – некоторый (произвольный) фикси-

рованный открытый сектор с вершиной в точке 0, лежащий в C ∖ Σ.
При выполнении условия информативности у системы (1.1) существует

фундаментальная матрица 𝜓0(𝑥) = (𝜓01(𝑥), . . . , 𝜓0𝑛(𝑥)), аналитическая в сек-
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торе 𝒮, непрерывная в 𝒮 ∖ {0} и такая, что выполнены следующие асимптоти-

ческие равенства:

𝜓0𝑘(𝑥𝑡) = exp(𝑥𝑡𝑅𝑘)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑡→∞, 𝑥 ∈ 𝒮,
𝜓0𝑘(𝑥) = 𝑂(𝑥𝜇𝑘), 𝑥→ 0. (1.9)

Отметим, что, в отличие от 𝑐(·), 𝑒(·), фундаментальная матрица 𝜓0(·) опреде-
лена однозначно. Действительно, пусть фундаментальная матрица 𝜓0(·) также
удовлетворяет условиям (1.9). Тогда 𝜓0(𝑥) = 𝜓0(𝑥)𝛾, где 𝛾 – постоянная матри-

ца. В силу (1.9) матрицы 𝜓0(𝑥)𝑥
−𝜇, 𝜓0(𝑥)𝑥

−𝜇 ограничены при 𝑥→ 0. Поскольку

(также в силу (1.9)) | det𝜓0(𝑥)| ≡ 1, матрица (𝜓0(𝑥)𝑥
−𝜇)−1 также ограничена

при 𝑥→ 0. Таким образом, имеем:

𝛾 = 𝑥−𝜇
(︀
𝜓0(𝑥)𝑥

−𝜇)︀−1 𝜓0(𝑥)𝑥
−𝜇𝑥𝜇 = 𝑥−𝜇Γ(𝑥)𝑥𝜇,

где Γ(𝑥) ограничена при 𝑥→ 0. При 𝑗 < 𝑘 имеем Re𝜇𝑗 < Re𝜇𝑘 и, следовательно:

𝛾𝑗𝑘 = lim
𝑥→0

𝑥𝜇𝑘−𝜇𝑗Γ𝑗𝑘(𝑥) = 0.

Аналогично, используя асимптотики 𝜓0(𝑥), 𝜓0(𝑥) при больших 𝑥, получаем при

𝑗 ≥ 𝑘 𝛾𝑗𝑘 = 𝛿𝑗𝑘, где 𝛿𝑗𝑘 – символ Кронекера. Таким образом, 𝛾 – единичная

матрица.

Отметим, что матрица 𝜓0(𝑥)𝑥
−𝜇 не только ограничена в окрестности 0,

но также допускает непрерывное продолжение в 𝒮. Действительно, в силу (1.9)
справедливо представление 𝜓0(𝑥) = 𝑐(𝑥)𝑙, где 𝑙 – некоторая постоянная нижне-

треугольная матрица, откуда следует:

𝑥−𝜇𝑘𝜓0𝑘(𝑥) =
∑︁
𝑗≥𝑘

𝑙𝑗𝑘𝑥
𝜇𝑗−𝜇𝑘𝑐𝑗(𝑥).

Учитывая, что 𝑐𝑗(·) – целые функции и что Re(𝜇𝑗 − 𝜇𝑘) > 0 при 𝑗 > 𝑘, получаем

требуемое.

Из условий (1.9) также вытекает оценка:

‖𝜓0𝑘(𝑥)‖ ≤𝑀

{︃
|𝑥|𝑅𝑒𝜇𝑘, 0 < |𝑥| ≤ 1

| exp(𝑥𝑅𝑘)|, |𝑥| > 1.
(1.10)

Заметим, что функция в правой части (1.10) терпит разрыв на дуге {𝑥 ∈ 𝒮 :

|𝑥| = 1}. В дальнейшем нам будет удобнее описывать рост функций 𝜓0𝑘(·) при
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помощи непрерывных весовых функций. Определим функцию 𝑊0(𝜉) следую-

щим образом:

𝑊0(𝜉) = (1− |𝜉|)𝜉 + |𝜉|2, |𝜉| ≤ 1, 𝑊0(𝜉) := (𝑊0

(︀
𝜉−1
)︀
)−1, |𝜉| > 1.

Заметим, что𝑊0(𝜉) непрерывна по 𝜉 ∈ C, не обращается в нуль при 𝜉 отличных
от нуля и справедлива двусторонняя оценка:

𝑀1|𝜉| ≤ |𝑊0(𝜉)| ≤𝑀2|𝜉|

при 𝜉 ∈ C. Кроме того, 𝑊0(𝜉) = 1 при |𝜉| = 1 и имеет место асимптотика

𝑊0(𝜉) = 𝜉(1 + 𝑜(1)) при 𝜉 → 0 и 𝜉 →∞.

Введём следующие весовые функции:

𝑊𝑘(𝜉) :=

{︃
𝑊0 (𝜉

𝜇𝑘) exp(𝑅𝑘𝜉), |𝜉| ≤ 1

exp(𝑅𝑘𝜉), |𝜉| > 1.

В силу свойств функции 𝑊0(·) весовые функции 𝑊𝑘(·), 𝑘 = 1, 𝑛 непрерывны в

𝒮 ∖ {0}, не обращаются в нуль, и имеют место асимптотики 𝑊𝑘(𝜉) = 𝜉𝜇𝑘(1 +

𝑜(1)) при 𝜉 → 0, из которых, в частности, следует, что диагональные матрицы-

функции 𝑊 (𝜉)𝜉−𝜇, 𝜉𝜇(𝑊 (𝜉))−1 (здесь и далее 𝑊 (𝜉) := 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑊1(𝜉), . . . ,𝑊𝑛(𝜉)))

допускают непрерывное продолжение в 𝒮 и стремятся к единичной матрице 𝐼

при 𝜉 → 0. Весовые функции 𝑊𝑘(𝜉) различаются по скорости роста при 𝜉 → 0

и при 𝜉 →∞. Более точно при 𝑗 < 𝑘 имеем:

|𝑊𝑗(𝜉)| ≥𝑀 |𝑊𝑘(𝜉)|, |𝜉| ≤ 1; |𝑊𝑗(𝜉)| ≤𝑀 |𝑊𝑘(𝜉)|, |𝜉| > 1. (1.11)

С учетом описанных выше свойств матрицы 𝜓0(·) можно утверждать, что
матрица 𝜓0(𝑥) := 𝜓0(𝑥)(𝑊 (𝑥))−1, 𝑥 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничена и допускает непре-

рывное продолжение в замкнутый сектор 𝒮.

Используя введенные выше решения системы (1.1) определим следующие

(матричные) функции двух переменных 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮∖{0}: 𝐶(𝑥, 𝜌) := 𝑐(𝜌𝑥),

𝐸(𝑥, 𝜌) := 𝑒(𝜌𝑥), Ψ0(𝑥, 𝜌) := 𝜓0(𝜌𝑥). Каждая из введенных функций является

фундаментальной матрицей для системы

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)𝑦 (1.12)

со спектральным параметром 𝜌. Функцию Ψ0𝑘(·, 𝜌) (для каждого заданного

𝑘 = 1, 𝑛) будем называть 𝑘-м решением типа Вейля для «невозмущенного»
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оператора

ℓ𝑦 = 𝐵0

(︀
𝑦′ − 𝑥−1𝐴𝑦

)︀
.

При 𝜌 ∈ 𝒮 𝑘-е решение типа Вейля Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ (0,∞) есть единственное

решение системы (1.12) такое, что:

Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→∞, Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂(𝑥𝜇𝑘), 𝑥→ 0. (1.13)

Из построения матрицы-функцииΨ0(·, ·) и описанных выше свойств 𝜓0(·) следу-
ет, в частности, что матрица функция Ψ̃0(𝑥, 𝜌) := Ψ0(𝑥, 𝜌)(𝑊 (𝜌𝑥))−1 допускает

непрерывное и ограниченное продолжение на множество [0,∞)× 𝒮.

Далее в данном параграфе исследуются некоторые интегральные преоб-

разования с ядрами, построенными специальным образом по решениям системы

(1.12).

Заметим, что из неравенств (1.11) следуют оценки:⎧⎨⎩ |𝑊
𝛼(𝜉)| ≤𝑀

⃒⃒⃒−→
𝑊 𝑘(𝜉)

⃒⃒⃒
, |𝜉| ≤ 1, 𝛼 ∈ 𝒜𝑘;

|𝑊 𝛼(𝜉)| ≤𝑀
⃒⃒⃒←−
𝑊 𝑘(𝜉)

⃒⃒⃒
, |𝜉| > 1, 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1.

(1.14)

Тензорно-значные функции

𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝐶𝑘(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧ 𝐶𝑛(𝑥, 𝜌), 𝐹

0
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝐸1(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧ 𝐸𝑘(𝑥, 𝜌)

являются решениями вспомогательной системы

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)(𝑚)𝑦 (1.15)

при 𝑚 = 𝑘 и 𝑚 = 𝑛 − 𝑘 + 1 соответственно. В дальнейшем будем называть

эти функции фундаментальными тензорами системы (1.12). Фундаменталь-

ные системы решений системы (1.15) могут быть построены с помощью вве-

денных ранее решений системы (1.12). Так, например, каждая из следующих

систем функций {𝐶𝛼(𝑥, 𝜌)}𝛼∈𝒜𝑚
, {𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)}𝛼∈𝒜𝑚

, {Ψ0𝛼(𝑥, 𝜌)}𝛼∈𝒜𝑚
является ФСР

для (1.15). Заметим, что, в силу свойств функций Ψ̃0𝑘(𝑥, 𝜌), функции Ψ̃0𝛼(𝑥, 𝜌)

ограничены в (0,∞)×
(︀
𝒮 ∖ {0}

)︀
и допускают непрерывное продолжение на мно-

жество [0,∞)× 𝒮.
Для дальнейших рассмотрений существенно отметить, что, в силу специ-

альной конструкции данных ФСР, коэффициенты переразложений каждой из
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них по любой из оставшихся не зависят ни от 𝑥, ни от спектрального параметра

𝜌, в частности, коэффициенты 𝑇 0
𝑘𝛼 в разложении

𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) =

∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛼𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) (1.16)

суть числа, зависящие только от матриц 𝐴,𝐵. Заметим, кроме того, что любое

решение 𝑦(·) системы (1.15) допускает оценки⎧⎨⎩ ‖𝑦(𝑥)‖ ≤𝑀
⃒⃒⃒−→
𝑊𝑚(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
, |𝜌𝑥| ≤ 1,

‖𝑦(𝑥)‖ ≤𝑀
⃒⃒⃒←−
𝑊 𝑛−𝑚+1(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
, |𝜌𝑥| > 1

(1.17)

(которые следуют, например, из разложения 𝑦(𝑥) по ФСР {Ψ0𝛼(𝑥, 𝜌)}𝛼∈𝒜𝑚
).

Фундаментальные тензоры 𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌), 𝑇

0
𝑘 (𝑥, 𝜌) имеют наименьший среди реше-

ний той же вспомогательной системы (1.15) рост при |𝜌𝑥| → ∞ и |𝜌𝑥| → 0

соответственно. Как следствие, оценки вида (1.17) для них сохраняют силу при

всех значениях аргументов, т.е., имеем:

‖𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀

⃒⃒⃒−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
, ‖𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀
⃒⃒⃒←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
(1.18)

для всех (𝑥, 𝜌) ∈ (0,∞)×
(︀
𝒮 ∖ {0}

)︀
. Отметим, кроме того, что функции

𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) :=

(︁−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) = Ψ̃01(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧ Ψ̃0𝑘(𝑥, 𝜌)

и

𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) :=

(︁←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) =

𝑛∏︁
𝑗=𝑘

(𝜌𝑥)𝜇𝑗

𝑊𝑗(𝜌𝑥)
𝑐𝑘(𝜌𝑥) ∧ · · · ∧ 𝑐𝑛(𝜌𝑥)

допускают непрерывные продолжения на множество [0,∞)× 𝒮.

Для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 рассмотрим следующие интегральные преобразования:

𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
𝑥∫︁

0

∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜎𝛼
⃒⃒(︀
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
∧ 𝐶𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒
𝐶𝛼(𝑥, 𝜌) 𝑑𝑡, (1.19)

ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = −
∞∫︁
𝑥

∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝜎𝛼
⃒⃒(︀
𝑄(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
∧ 𝐶𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒
𝐶𝛼(𝑥, 𝜌) 𝑑𝑡, (1.20)

где 𝜎𝛼 = |h𝛼∧h𝛼′|, функция 𝑄 = 𝑄(𝑡), 𝑡 ∈ (0,∞) такова, что при каждом фикси-

рованном 𝑡 значение функции 𝑄(𝑡) представляет собой оператор, действующий
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в ∧𝑛−𝑘+1C𝑛 в случае преобразования (1.19) и в ∧𝑘C𝑛 в случае преобразования

(1.20).

Всюду далее через 𝒳𝑝 будем обозначать пространство 𝑛×𝑛 внедиагональ-
ных матриц-функций с элементами из 𝑋𝑝. Будем использовать также обозна-

чение 𝒳𝑚
𝑝 , где 𝑄(·) ∈ 𝒳𝑚

𝑝 означает по определению, что:

� при каждом фиксированном 𝑡 ∈ (0,∞) 𝑄(𝑡) есть линейный оператор, дей-

ствующий в ∧𝑚C𝑛;

� для любой пары мультииндексов 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜𝑚 функция |(𝑄(·)e𝛽) ∧ e𝛼′| при-
надлежит 𝑋𝑝;

� для любого 𝛼 ∈ 𝒜𝑚 |(𝑄(𝑡)e𝛼) ∧ e𝛼′| ≡ 0.

Заметим, что если 𝑞(·) ∈ 𝒳𝑝, то (𝑞(·))(𝑚) ∈ 𝒳𝑚
𝑝 , 𝑚 = 1, 𝑛.

Следующий предварительный результат о поведении введенных выше ин-

тегральных преобразований показывает, что, после выделения соответствующе-

го веса, они становятся убывающими функциями спектрального параметра.

Теорема 1.2. Пусть 𝑄(·) ∈ 𝒳 𝑛−𝑘+1
𝑝 . Тогда 𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) определена при всех

𝑥 ∈ (0,∞) и 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}, аналитична по 𝜌 ∈ 𝒮 и допускает представление

𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где 𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) непрерывна по (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)× 𝒮 и

lim
𝜌→∞,𝜌∈𝒮

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ = 0.

Аналогично, если 𝑄(·) ∈ 𝒳 𝑘
𝑝 , то ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) определена при всех 𝑥 ∈ (0,∞) и

𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}, аналитична по 𝜌 ∈ 𝒮 и допускает представление

ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)𝜔+

𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌),

где 𝜔+
𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌) непрерывна по (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)× 𝒮 и

lim
𝜌→∞,𝜌∈𝒮

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝜔+
𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ = 0.

Теорема 1.3. 𝜔𝑘(·, ·, ·) ∈ ℒ
(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶
(︀
[0,∞), 𝐶0(𝒮)

)︀)︀
, причём для лю-

бого луча {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, где 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} соответствующее ограничение
𝜔𝑘|𝑙 принадлежит ℒ(𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))), ℋ(𝑙) := 𝐶0(𝑙) ∩ 𝐿2(𝑙).
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Аналогично, 𝜔+
𝑘 (·, ·, ·) ∈ ℒ

(︀
𝒳 𝑘

𝑝 , 𝐵𝐶
(︀
[0,∞), 𝐶0(𝒮)

)︀)︀
, причём для любого

луча {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, где 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} соответствующее ограничение 𝜔+
𝑘

⃒⃒
𝑙

принадлежит ℒ(𝒳 𝑘
𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))).

Прежде, чем переходить непосредственно к доказательству Теорем 1.2,

1.3, сделаем ряд предварительных замечаний о конструкции рассматриваемых

интегральных преобразований. Перепишем их в следующем виде:

𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
𝑥∫︁

0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︀
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
𝑑𝑡, (1.21)

ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︀
𝑄(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
𝑑𝑡, (1.22)

где 𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) обозначает оператор, действующий (при заданных значениях

𝑥, 𝑡, 𝜌) в ∧𝑚C𝑛 следующим образом:

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓 =
∑︁
𝛼∈𝒜𝑚

𝜎𝛼 |𝑓 ∧ 𝐶𝛼′(𝑡, 𝜌)|𝐶𝛼(𝑥, 𝜌). (1.23)

Ясно, что операторно-значная функция 𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) определена и непрерывна на

(0,∞)× (0,∞)× (𝒮 ∖ {0}); как функция 𝜌 𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) голоморфна в секторе 𝒮.
Функцию 𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) можно рассматривать как формальную функцию

Грина неоднородной системы

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)(𝑚)𝑦 + 𝑓(𝑥), (1.24)

построенную с помощью стандартной схемы метода вариации произвольных по-

стоянных с использованием ФСР {𝐶𝛼(𝑥, 𝜌)}𝛼∈𝒜𝑚
однородной системы (1.15). Из

построения следует, в частности, что если для некоторой функции 𝑓(·) суще-
ствует интеграл

𝑌 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

то 𝑌 (·) является решением (1.24); то же справедливо для интеграла

𝑌 (𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.
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Используя другие ФСР однородной системы (1.15), получаем следующие пред-

ставления для 𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌):

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓 =
∑︁
𝛼∈𝒜𝑚

𝜒𝛼 |𝑓 ∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌)|𝐸𝛼(𝑥, 𝜌), (1.25)

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓 =
∑︁
𝛼∈𝒜𝑚

𝜒𝛼 |𝑓 ∧Ψ0𝛼′(𝑡, 𝜌)|Ψ0𝛼(𝑥, 𝜌), (1.26)

где 𝜒𝛼 := |f𝛼 ∧ f𝛼′|.

Установим ряд вспомогательных утверждений, на которые будем опирать-

ся при доказательстве Теорем 1.2, 1.3. Для их формулировки введем ряд обо-

значений.

Пусть множество 𝒫 ⊂ C таково, что ∞ является его предельной точкой.

Запись 𝑓 ∈ 𝑃𝐶±(𝒫), где 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝜌) – функция, заданная на [0,∞)×𝒫 , всюду
далее означает, что:

� 𝑓 непрерывна и ограничена на множестве ([0,∞)× 𝒫) ∩ {(𝑥, 𝜌) : ±(|𝜌|𝑥−
1) > 0};

� 𝑓 допускает непрерывное продолжение на множество ([0,∞)× 𝒫)∩{(𝑥, 𝜌) :
±(|𝜌|𝑥− 1) ≥ 0}

Запись 𝑓 ∈ 𝑃𝐶(𝒫) означает, что принадлежит 𝑓 ∈ 𝑃𝐶+(𝒫) и 𝑓 ∈ 𝑃𝐶−(𝒫)
одновременно. Если 𝑓 ∈ 𝑃𝐶(𝒫) и, кроме того,

lim
𝜌→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝑓(𝑥, 𝜌)‖ = 0,

то, по определению, 𝑓 ∈ 𝑃𝐶0(𝒫).
Заметим, что, если 𝑓 ∈ 𝐵𝐶

(︀
[0,∞)× 𝒮

)︀
и 𝑓 ∈ 𝑃𝐶0(𝒮), то

𝑓 ∈ 𝐵𝐶
(︀
[0,∞), 𝐶0(𝒮)

)︀
.

Лемма 1.1. Пусть функция 𝐹 (𝑥, 𝜌), (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)× 𝑙 (𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈
[0,∞)}) такова, что:

1. 𝐹 ∈ 𝑃𝐶(𝑙) ;
2. для каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0,∞) 𝐹 (𝑥, ·) ∈ 𝐿2(𝑙) и

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹 (𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) <∞;
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3. для каждого 𝑇 ∈ (0,∞)

sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

‖𝐹 (𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) → 0

при 𝑅→∞.

Тогда 𝐹 (·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)).

Доказательство. Рассмотрим произвольное 𝑥0 > 0 и пусть 𝑥1 → 𝑥0.

Обозначим через 𝜌± точки на луче 𝑙, такие что |𝜌−| = min{𝑥−10 , 𝑥−11 }, |𝜌+| =
max{𝑥−10 , 𝑥−11 }.

Зафиксируем произвольное 𝑇 > 𝑥0. Для любого 𝜀 > 0 найдётся 𝑅 > 0,

такое что sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

‖𝐹 (𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) < 𝜀/4. Для определённости будем считать, что

|𝜌+| < 𝑅. Из свойств функции 𝐹 следует, что:

‖𝐹 (𝑥1, ·)− 𝐹 (𝑥0, ·)‖𝐿2(𝑙−(𝑅)∩𝑙+(|𝜌+|)) <
𝜀

4
, ‖𝐹 (𝑥1, ·)− 𝐹 (𝑥0, ·)‖𝐿2(𝑙−(|𝜌−|)) <

𝜀

4

для всех 𝑥1 достаточно близких к 𝑥0. Далее, поскольку |𝜌+ − 𝜌−| → 0 при

𝑥1 → 𝑥0 и 𝐹 ограничена, следующая оценка

‖𝐹 (𝑥1, ·)− 𝐹 (𝑥0, ·)‖𝐿2(𝑙−(|𝜌+|)∩𝑙+(|𝜌−|)) <
𝜀

4

также справедлива для всех 𝑥1 достаточно близких к 𝑥0.

Рассмотрим случай 𝑥0 = 0. Определив 𝑅 так же, как в предыдущем слу-

чае, при 𝑥1 < 𝑅−1 запишем:

‖𝐹 (𝑥1, ·)− 𝐹 (𝑥0, ·)‖𝐿2(𝑙)
≤ ‖𝐹 (𝑥1, ·)− 𝐹 (𝑥0, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅))+

‖𝐹 (𝑥1, ·)− 𝐹 (𝑥0, ·)‖𝐿2(𝑙−(𝑅)) .

Первое слагаемое меньше, чем 𝜀/4 в силу выбора 𝑅. Второе слагаемое меньше

3𝜀/4 при всех 𝑥1 достаточно близких к 𝑥0, поскольку 𝐹 непрерывна на множе-

стве ([0,∞)× 𝑙) ∩ {(𝑥, 𝜌) : (|𝜌|𝑥− 1) < 0}.
□

Доказанное утверждение допускает следующее очевидное обобщение.

Лемма 1.2. Пусть скалярная функция 𝐹 = 𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌) такова, что

� 𝐹 (𝑓, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)) для любого фиксированного 𝑓 ∈ 𝑋𝑝;
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� 𝐹 ∈ ℒ (𝑋𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)))

и пусть 𝑔 = 𝑔(𝑥, 𝜌) – скалярная функция из класса 𝑃𝐶(𝑙).

Положим ℱ(𝑓, 𝑥, 𝜌) := 𝑔(𝑥, 𝜌)𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌). Тогда для любого фиксированно-

го 𝑓 ∈ 𝑋𝑝 ℱ(𝑓, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)); более того,

ℱ ∈ ℒ(𝑋𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))).

Утверждение остается справедливым в случае, если одна из рассматривае-

мых функций 𝐹 = 𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌), 𝑔 = 𝑔(𝑥, 𝜌) принимает значения в некотором

конечномерном пространстве.

Лемма 1.3. I. Рассмотрим следующее интегральное преобразование:

𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡) exp ((𝜆1(𝑥− 𝑡) + 𝜆2𝑡)𝜌) 𝑑𝑡,

где 𝑓 ∈ 𝑋𝑝, 𝑝 > 2, 𝜆2, 𝜆1 таковы, что Re(𝜆1𝜌) ≤ 0, Re(𝜆2𝜌) ≤ 0 для всех 𝜌 ∈ 𝒮,
причём в случае 𝜆1 = 𝜆2 для всех 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} выполнено строгое неравенство
Re(𝜆1𝜌) < 0. Тогда:

1. для любой фиксированной 𝑓 ∈ 𝑋𝑝 имеем

𝐹 (𝑓, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶
(︀
[0,∞)× 𝒮

)︀
;

2. sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| → 0 при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮;

3. для любого луча вида 𝑙 = [0, 𝑧 · ∞), 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} имеем

𝐹 (𝑓, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙));

4. для любого луча 𝑙 = [0, 𝑧 · ∞), 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} отображение 𝑋𝑝 ∋ 𝑓 →
𝐹 (𝑓, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)∩𝐶0(𝑙)) есть линейный непрерывный оператор.

II. Для интегрального преобразования:

𝐹+(𝑓, 𝑥, 𝜌) =

∞∫︁
𝑥

𝑓(𝑡) exp (𝜆(𝑡− 𝑥)𝜌) 𝑑𝑡,

где 𝑓 ∈ 𝑋𝑝, 𝑝 ≥ 2, Re(𝜆𝜌) ≤ 0 для всех 𝜌 ∈ 𝒮 справедливы те же утверждения,

что для 𝐹 (·, ·, ·) в пункте I.
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III. Пусть

𝐹0(𝑓, 𝜌) =

∞∫︁
|𝜌−1|

𝑓(𝑡) exp (𝜆𝜌𝑡) 𝑑𝑡,

где 𝑓 ∈ 𝑋𝑝, 𝑝 > 2, Re(𝜆𝜌) ≤ 0 для всех 𝜌 ∈ 𝒮. Тогда 𝐹0(𝑓, ·) ∈ 𝐶0(𝒮), для
любого луча вида 𝑙 = [0, 𝑧 · ∞), 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} 𝐹0(𝑓, ·) ∈ 𝐿2(𝑙), более того, 𝐹0 ∈
ℒ(𝑋𝑝, 𝐿2(𝑙)).

Доказательство. I. 1. Утверждение очевидным образом следует из того,

что 𝑓 ∈ 𝐿(0,∞), |exp ((𝜆1(𝑥− 𝑡) + 𝜆2𝑡)𝜌)| ≤ 1.

2. Утверждение очевидно в случае, когда 𝑓 – гладкая функция с ком-

пактным носителем. Пусть теперь 𝑓 ∈ 𝑋𝑝. Для произвольного 𝜀 > 0 найдется

гладкая функция 𝑓 с компактным носителем, такая что ‖𝑓 − 𝑓‖𝐿(0,∞) < 𝜀/2.

Тогда sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)−𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| < 𝜀/2 для всех 𝜌 ∈ 𝒮. Далее, для выбранной

таким образом 𝑓 по данному 𝜀 выберем такое 𝑅(𝜀), что sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| < 𝜀/2

при всех 𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| > 𝑅(𝜀). Тогда при всех 𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| > 𝑅(𝜀) получим

sup
𝑥∈[0,∞)

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| < 𝜀.

3. и 4. Для любого луча 𝑙 имеем 𝜆𝑘𝜌 = |𝜌|(𝑖𝑠𝑘 − 𝑐𝑘), где 𝑐𝑘, 𝑠𝑘 – некоторые
вещественные числа, зависящие только от луча 𝑙, причём 𝑐𝑘 ≥ 0. Дальнейшее

рассмотрение различно в случаях: 𝑐1 ̸= 𝑐2 (причём не нарушая общности можно

положить 𝑐2 > 𝑐1), 𝑐1 = 𝑐2, 𝑠1 ̸= 𝑠2 и 𝜆1 = 𝜆2.

1) Случай 𝑐2 > 𝑐1.

Имеем:

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| ≤
𝜏2𝑥∫︁

𝜏1𝑥

|𝑓(𝜉 − 𝜏1𝑥)| exp(−𝑐|𝜌|𝜉) 𝑑𝜉 = ℱ𝐿(𝑓𝑥, 𝑐|𝜌|),

где 𝑐 = 𝑐2 − 𝑐1, 𝜏𝑘 = 𝑐𝑘/𝑐,

𝑓𝑥(𝜉) := 𝜃+((𝜉 − 𝜏1𝑥)(𝜏2𝑥− 𝜉))|𝑓(𝜉 − 𝜏1𝑥)|,

и ℱ𝐿 обозначает классическое преобразование Лапласа. Из результатов §4.2 [45]

следует оценка:

‖𝐹 (𝑓, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀‖𝑓𝑥‖𝐿2(0,∞) ≤𝑀‖𝑓‖𝐿2(0,∞). (1.27)
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Далее, используя неравенство Гёльдера, получаем оценку:

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| ≤

⎧⎨⎩
𝜏2𝑥∫︁

𝜏1𝑥

|𝑓(𝜉 − 𝜏1𝑥)|𝑝𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1/𝑝⎧⎨⎩

𝜏2𝑥∫︁
𝜏1𝑥

exp(−𝑐𝑝′|𝜌|𝜉) 𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1−1/𝑝

≤𝑀 |𝜌|−1+1/𝑝,

где 𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1).

Из полученной оценки, в свою очередь, следует:

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹 (𝑓, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀𝑅−1. (1.28)

Оценки (1.27), (1.28) позволяют применить Лемму 1.1, что доказывает пункт 3.

Пользуясь снова оценкой (1.27), получаем утверждение пункта 4.

2) Случай 𝑐1 = 𝑐2, 𝑠2 > 𝑠1. Имеем:

𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌) = exp(−𝑐1|𝜌|𝑥)𝐹0(𝑓, 𝑥, 𝜌),

𝐹0(𝑓, 𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡) exp(𝑖|𝜌|(𝑠1(𝑥− 𝑡) + 𝑠2𝑡)) 𝑑𝑡 = ℱ(𝑓𝑥, 𝑠|𝜌|),

где ℱ обозначает классическое преобразование Фурье и

𝑓𝑥(𝜉) := 𝜃+((𝜉 − 𝜏1𝑥)(𝜏2𝑥− 𝜉))𝑓(𝜉 − 𝜏1𝑥),

𝜏𝑘 := 𝑠𝑘/𝑠, 𝑠 = 𝑠2−𝑠1. Заметим, что отображение 𝑥→ 𝑓𝑥 действует непрерывно

из [0,∞) в 𝐿2(−∞,∞), более того, ‖𝑓𝑥‖𝐿2(−∞,∞) ≤ ‖𝑓‖𝐿2(0,∞). Справедливость

доказываемых утверждений теперь следует из теоремы Планшереля и Леммы

1.2 с учетом 𝑐1 ≥ 0.

3) Случай 𝜆1 = 𝜆2. В этом случае имеем:

𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌) = exp (𝜆1𝑥𝜌)

𝑥∫︁
0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

где 𝑐 > 0, откуда вытекают оценки:

|𝐹 (𝑓, 𝑥, 𝜌)| ≤ exp (−𝑐𝑥|𝜌|)
𝑥∫︁

0

|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡,
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‖𝐹 (𝑓, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀𝑥−1/2
𝑥∫︁

0

|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡,

‖𝐹 (𝑓, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀 exp(−𝑐𝑅𝑥)𝑥−1/2
𝑥∫︁

0

|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡.

В силу 𝑓 ∈ 𝑋𝑝, 𝑝 > 2 имеем:

𝑥−1/2
𝑥∫︁

0

|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤

{︃
𝑥1/2−1/𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝(0,𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞)

‖𝑓‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑓‖𝐿1(1,𝑥), 𝑥 ∈ [1,∞),

что даёт

‖𝐹 (𝑓, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀(‖𝑓‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑓‖𝐿1(1,∞)),

‖𝐹 (𝑓, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀‖𝑓‖𝐿𝑝(0,∞)𝑅
1/𝑝−1/2.

Применяя Лемму 1.1, получим требуемое утверждение.

II. Доказательство аналогично доказательству части I.

III. Включение 𝐹0(𝑓, ·) ∈ 𝐶0(𝒮) очевидно. Справедливость остальных утвер-
ждений удобнее установить для функции:

𝐹−0 (𝑓, 𝜌) =

|𝜌−1|∫︁
0

𝑓(𝑡) exp (𝜆𝜌𝑡) 𝑑𝑡.

Заметим, что в условиях теоремы имеем |𝐹−0 (𝑓, 𝜌)| ≤ |𝐹−0 (𝑓, |𝜌|)|, где:

𝐹−0 (𝑓, 𝑟) :=

∞∫︁
0

𝜃−(𝑟𝑡− 1)|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡.

Поскольку
∞∫︁
0

𝜃−(𝑟𝑡− 1) 𝑑𝑟 = 𝑡−1,

получаем:

‖𝐹−0 (𝑓, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤
∞∫︁
0

𝑡−1/2|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 ≤
{︂

2

2− 𝑝′

}︂1/𝑝′

‖𝑓‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑓‖𝐿1(0,∞),

𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1) ∈ (0, 2).
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□

Лемма 1.4.Пусть для каждого фиксированного набора аргументов 𝑥, 𝑡, 𝜌

𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌) – линейный оператор, действующий из ℒ (∧𝑚C𝑛) в ∧𝑚C𝑛. Предполо-

жим, что операторно-значная функция 𝒢(·, ·, ·) обладает следующими свой-

ствами:

1. 𝒢(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌) непрерывна по [0,∞)× [0, 1]× 𝒮;
2. ‖𝒢(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌)‖ ≤ 𝑀 , где константа 𝑀 не зависит от (𝑥, 𝜏, 𝜌) ∈ [0,∞) ×

[0, 1]× 𝒮.

Тогда для каждой из функций:

𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
0

𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

𝐹+(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌|−1∫︁
0

𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

при любом 𝑝 > 2 справедливы следующие утверждения:

1. для любого фиксированного 𝑄 ∈ 𝒳𝑚
𝑝 𝐹±(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮) ;

2. для любого фиксированного 𝑄 ∈ 𝒳𝑚
𝑝 𝐹±(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)), где

𝑙 – луч вида 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)} с произвольным фиксированным

𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0};
3. 𝐹± ∈ ℒ(𝒳𝑚

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))), т.e., отображение

𝒳𝑚
𝑝 ∋ 𝑄→ 𝐹±(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))

есть линейный непрерывный оператор.

Доказательство. 1) Для любого 𝑥 > 0 справедлива оценка:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

≤𝑀𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌|−1∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡, (1.29)
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Заметим далее, что 𝐹−(𝑄, 0, 𝜌) ≡ 0. При 𝑥 > 0 представление для 𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌)

перепишем в виде:

𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

1∫︁
0

𝒢(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌)𝑄(𝑥𝜏)𝑥 𝑑𝜏,

откуда, с учётом оценки (1.29) следует непрерывность 𝐹−(𝑄, ·, ·) на множестве
([0,∞)× 𝒮) ∩ {|𝜌|𝑥 ≤ 1} в случае непрерывной функции 𝑄(·). Для произволь-
ной 𝑄 ∈ 𝒳𝑚

𝑝 рассмотрим последовательность непрерывных 𝑄𝑛, сходящуюся к

𝑄 в 𝒳𝑚
𝑝 . Из линейности 𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌) по 𝑄(·) и оценки (1.29) следует, что по-

следовательность 𝐹−(𝑄𝑛, 𝑥, 𝜌) сходится к 𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌) равномерно на множестве

([0,∞)×𝒮)∩{|𝜌|𝑥 ≤ 1}. Таким образом, мы показали, что 𝐹−(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶(𝒮).
Далее, из оценки (1.29) следует:

lim
𝜌→∞

sup
𝑥∈(0,∞)

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ = 0.

Таким образом, мы получили 𝐹−(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮).
Далее, поскольку при 𝑥 > 0

∞∫︁
0

𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)𝑑|𝜌| = 𝑥−1,

из (1.29) и неравенства Коши–Буняковского следует оценка:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀𝑥−1/2
𝑥∫︁

0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

что даёт для произвольного 𝑄 ∈ 𝒳𝑚
𝑝 :

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀
(︀
‖𝑄‖𝐿2(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)

)︀
. (1.30)

Далее, используя неравенства Коши–Буняковского и Гёльдера можно из (1.29)

получить оценку:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀𝜃−(𝑅𝑥− 1)(1−𝑅𝑥)1/2𝑥−1/2
𝑥∫︁

0

‖𝑄(𝑡)‖𝑑𝑡 ≤

𝑀𝜃−(𝑅𝑥− 1)(1−𝑅𝑥)1/2𝑥1/2−1/𝑝‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞),
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из которой следует:

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀 sup
𝑥∈[0,𝑅−1]

(1−𝑅𝑥)1/2𝑥1/2−1/𝑝 =

𝑀𝑅1/𝑝−1/2 sup
𝑡∈[0,1]

(1− 𝑡)1/2𝑡1/2−1/𝑝.

Поскольку 𝑝 > 2, из полученной оценки вытекает:

lim
𝑅→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) = 0.

В силу (1.30) и Леммы 1.1 получаем 𝐹−(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)). Наконец,

из оценки (1.30) следует 𝐹− ∈ ℒ(𝒳𝑚
𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))).

2) Рассуждая аналогично предыдущему, получаем оценку:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌|−1∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡, (1.31)

из которой следует:

lim
𝜌→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ = 0.

Таким образом, имеем 𝐹+(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮).
Далее, из (1.31) следует:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫︁
0

𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

⎛⎜⎝ |𝜌|−1∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

𝑑|𝜌|

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1/2

≤𝑀

∞∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡−1∫︁
0

𝑑|𝜌|

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

=𝑀

∞∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

что даёт оценку:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)). (1.32)

Рассуждая аналогично, получаем:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤
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𝑀

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁

𝑅

𝜃+(𝑟𝑥− 1)

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝜃−(𝑟𝑡− 1)‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

≤

≤𝑀

𝑅−1
+∫︁

0

‖𝑄(𝑡)‖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡−1∫︁

𝑅+

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

𝑑𝑡 ≤𝑀

𝑅−1
+∫︁

0

‖𝑄(𝑡)‖(𝑡−1 −𝑅+)
1/2 𝑑𝑡 ≤

≤𝑀‖𝑄‖𝐿𝑝(0,𝑅
−1
+ )

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅−1

+∫︁
0

(𝑡−1 −𝑅+)
𝑝′/2 𝑑𝑡

⎫⎪⎬⎪⎭
1/𝑝′

=𝑀‖𝑄‖𝐿𝑝(0,𝑅
−1
+ )𝑅

1/𝑝−1/2
+

⎧⎨⎩
1∫︁

0

(𝜏−1 − 1)𝑝
′/2 𝑑𝜏

⎫⎬⎭
1/𝑝′

,

где 𝑝′ = 𝑝/(𝑝 − 1), 𝑅+ = 𝑅+(𝑅, 𝑥) := max{𝑅, 𝑥−1}. Поскольку 𝑝 > 2 > 𝑝′,

интегралы в полученных оценках сходятся и мы приходим к оценке:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀𝑅
1/𝑝−1/2
+ ‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞).

Заметим, что sup
𝑥∈[0,∞)

(𝑅+(𝑅, 𝑥))
1/𝑝−1/2 = 𝑅1/𝑝−1/2 → 0 при 𝑅 →∞. Таким обра-

зом, из полученной оценки вытекает

lim
𝑅→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) = 0.

Применяя Лемму 1.1, заключаем, что 𝐹+(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)). Наконец,

из оценки (1.32) следует 𝐹+ ∈ ℒ(𝒳𝑚
𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))) □

Лемма 1.5.Пусть для каждого фиксированного набора аргументов 𝑥, 𝑡, 𝜌

𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌) – линейный оператор, действующий из ℒ (∧𝑚C𝑛) в ∧𝑚C𝑛. Предполо-

жим, что операторно-значная функция 𝒢(·, ·, ·) обладает следующими свой-

ствами:

1. 𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌) непрерывна по {(𝑥, 𝑡, 𝜌) : 𝜌 ∈ 𝒮, |𝜌|−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 <∞};
2. ‖𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)‖ ≤𝑀 , где константа 𝑀 не зависит от (𝑥, 𝑡, 𝜌).

Тогда для функции

𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
|𝜌|−1

(𝜌𝑡)−1𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡
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при любом 𝑝 > 2 справедливы те же утверждения, что для функций 𝐹±(·, ·, ·)
в Лемме 1.4.

Доказательство. Поскольку при |𝜌𝑥| ≥ 1, 𝑡 ∈ [|𝜌|−1, 𝑥] имеем |𝜌𝑡| ≥ 1,

справедлива оценка:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀

∞∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

Таким образом, 𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌) ограничена при (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞) × 𝒮. Покажем, что
𝐹 (𝑄, ·, ·) непрерывна на каждом из множеств

(︀
[0,∞)× 𝒮

)︀
∩ {(𝑥, 𝜌) : ±(|𝜌|𝑥 −

1) > 0} и допускает непрерывное продолжение на
(︀
[0,∞)× 𝒮

)︀
∩{(𝑥, 𝜌) : ±(|𝜌|𝑥−

1) ≥ 0}. Очевидно, достаточно рассмотреть случай, соответствующий верхнему
знаку. Продолжение функции 𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌) на множество

(︀
[0,∞)× 𝒮

)︀
∩ {(𝑥, 𝜌) :

(|𝜌|𝑥− 1) ≥ 0} (которое будем обозначать тем же символом) естественно опре-

делить равенством:

𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
|𝜌|−1

(𝜌𝑡)−1𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡.

Пусть теперь (𝑥0, 𝜌0) – произвольная точка множества
(︀
[0,∞)× 𝒮

)︀
∩ {(𝑥, 𝜌) :

(|𝜌|𝑥 − 1) ≥ 0}, а {(𝑥𝑛, 𝜌𝑛)}∞𝑛=1 – произвольная последовательность точек того

же множества, сходящаяся к (𝑥0, 𝜌0). Полагая 𝑄(·) фиксированной, запишем

𝐹 (𝑄, 𝑥𝑛, 𝜌𝑛) =

∞∫︁
0

𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡,

где

𝑓𝑛(𝑡) = 𝜃+(|𝜌𝑛𝑡| − 1)𝜃−(𝑡− 𝑥𝑛)𝒢(𝑥𝑛, 𝑡, 𝜌𝑛)𝑄(𝑡), 𝑛 = 0,∞.

Из свойств непрерывности и ограниченности функции 𝒢(·, ·, ·) следует, что
𝑓𝑛(𝑡) → 𝑓0(𝑡) при 𝑛 → ∞ для п.в. 𝑡 ∈ (0,∞) и справедлива оценка ‖𝑓𝑛(𝑡)‖ ≤
𝑀‖𝑄(𝑡)‖. Согласно теореме Лебега об ограниченной сходимости имеем

lim
𝑛→∞

∞∫︁
0

𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡,

что означает 𝐹 (𝑄, 𝑥𝑛, 𝜌𝑛) → 𝐹 (𝑄, 𝑥0, 𝜌0). Таким образом, мы показали, что

𝐹 (𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶(𝒮).
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Далее, рассуждая как при доказательстве предыдущей леммы, получим:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
|𝜌|−1

|𝜌𝑡|−1‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

≤𝑀 |𝜌|−1/2
∞∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

что даёт оценку:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀 |𝜌|−1/2(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)). (1.33)

Из (1.33) следует, в частности:

lim
𝜌→∞

sup
𝑥∈(0,∞)

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ = 0.

Таким образом, имеем 𝐹 (𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮).
Далее, имеем:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫︁

𝑥−1

⎛⎜⎝ 𝑥∫︁
|𝜌|−1

|𝜌𝑡|−1‖𝑄(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

𝑑|𝜌|

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1/2

≤

≤𝑀

𝑥∫︁
0

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑡−1

|𝜌𝑡|−2‖𝑄(𝑡)‖2 𝑑|𝜌|

⎫⎬⎭
1/2

𝑑𝑡 =𝑀

𝑥∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

откуда следует:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)). (1.34)

Более того, рассуждая аналогично, получим для произвольного 𝑅 > 0:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤

𝑀

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁

𝑅

𝜃+(𝑟𝑥− 1)

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

𝜃+(𝑟𝑡− 1)(𝑟𝑡)−1‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

≤𝑀

𝑥∫︁
0

𝑡−1‖𝑄(𝑡)‖

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑅

𝑟−2𝜃+(𝑟𝑥− 1)𝜃+(𝑟𝑡− 1)𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/2

𝑑𝑡
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=𝑀

𝑥∫︁
0

𝑡−1(𝑅+(𝑅, 𝑡))
−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

где 𝑅+(𝑅, 𝑡) = max{𝑅, 𝑡−1}. Таким образом, имеем:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀

𝑅−1∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡+𝑀𝑅−1/2
𝑥∫︁

𝑅−1

𝑡−1‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤

≤𝑀

𝑅−1∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡+𝑀𝑅−1/2‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞)

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑅−1

𝑡−𝑝
′
𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑝′

=

≤𝑀

𝑅−1∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡+𝑀𝑅1/𝑝−1/2‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞),

где (как и ранее) 𝑝′ = 𝑝/(𝑝−1). Поскольку 𝑝 > 2 и (как следствие) 𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ ∈
𝐿1(0,∞), из полученной оценки можно сделать вывод, что

lim
𝑅→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) = 0.

В силу (1.34) и Леммы 1.1 отсюда следует, что 𝐹 (𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)).

Далее, из оценки (1.34) следует 𝐹 ∈ ℒ(𝒳𝑚
𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))).

□

Лемма 1.6.Пусть для каждого фиксированного набора аргументов 𝑥, 𝑡, 𝜌

𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌) – линейный оператор, действующий из ℒ (∧𝑚C𝑛) в ∧𝑚C𝑛. Предполо-

жим, что операторно-значная функция 𝒢(·, ·, ·) обладает следующими свой-

ствами:

1. 𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌) непрерывна по {(𝑥, 𝑡, 𝜌) : 𝜌 ∈ 𝒮, 0 ≤ 𝑥 < 𝑡 <∞};
2. ‖𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)‖ ≤𝑀 , где константа 𝑀 не зависит от (𝑥, 𝑡, 𝜌).

Тогда для функций

𝐹+(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

∞∫︁
𝑥

(𝜌𝑡)−1𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌−1|∫︁
𝑥

𝒢(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡
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при любом 𝑝 > 2 справедливы те же утверждения, что для функций 𝐹±(·, ·, ·)
в Лемме 1.4.

Доказательство. 1) Непрерывность естественного продолжения функ-

ции 𝐹+(𝑄, ·, ·) на множество ([0,∞)×𝒮)∩{(𝑥, 𝜌) : |𝜌𝑥| ≥ 1} устанавливается при
помощи теоремы Лебега аналогично тому, как это сделано при доказательстве

Леммы 1.5. Также аналогично доказывается его ограниченность. Аналогичным

образом устанавливаются оценки:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

∞∫︁
𝑥

|𝜌𝑡|−1‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

≤𝑀 |𝜌|−1/2
∞∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀 |𝜌|−1/2(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)) (1.35)

из которых следует, в частности, 𝐹+(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮).
Далее, имеем:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁

𝑥−1

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

|𝜌𝑡|−1‖𝑄(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑|𝜌|

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

≤

≤𝑀

∞∫︁
𝑥

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑡−1

|𝜌𝑡|−2‖𝑄(𝑡)‖2 𝑑|𝜌|

⎫⎬⎭
1/2

𝑑𝑡 =𝑀

∞∫︁
𝑥

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

откуда следует:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)). (1.36)

Более того, рассуждая аналогично, получим для произвольного 𝑅 > 0:

‖𝐹 (𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁

𝑅

𝜃+(𝑟𝑥− 1)

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

𝜃+(𝑟𝑡− 1)(𝑟𝑡)−1‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2
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≤𝑀

∞∫︁
𝑥

𝑡−1‖𝑄(𝑡)‖

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑅

𝑟−2𝜃+(𝑟𝑥− 1)𝜃+(𝑟𝑡− 1)𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/2

𝑑𝑡

=𝑀

∞∫︁
𝑥

𝑡−1(𝑅+(𝑅, 𝑡))
−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

где 𝑅+(𝑅, 𝑡) = max{𝑅, 𝑡−1}. Таким образом, имеем:

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤

𝑀

𝑅−1∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡+𝑀𝑅−1/2
∞∫︁

𝑅−1

𝑡−1‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤

≤𝑀

𝑅−1∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡+𝑀𝑅−1/2‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞)

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑅−1

𝑡−𝑝
′
𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑝′

=

≤𝑀

𝑅−1∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡+𝑀𝑅1/𝑝−1/2‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞),

где (как и ранее) 𝑝′ = 𝑝/(𝑝−1). Поскольку 𝑝 > 2 и (как следствие) 𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ ∈
𝐿1(0,∞), из полученной оценки можно сделать вывод, что

lim
𝑅→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹+(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) = 0.

В силу (1.36) и Леммы 1.1 отсюда следует, что 𝐹+(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)).

Далее, из оценки (1.36) следует 𝐹+ ∈ ℒ(𝒳𝑚
𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))).

2) Для произвольной последовательности {(𝑥𝑛, 𝜌𝑛)}∞𝑛=0 такой, что |𝜌𝑛𝑥𝑛| ≤
1 и (𝑥𝑛, 𝜌𝑛)→ (𝑥0, 𝜌0) при 𝑛→∞, в условиях теоремы имеем 𝑓𝑛(𝑡)→ 𝑓0(𝑡) при

𝑛→∞ для п.в. 𝑡 ∈ (0,∞), где:

𝑓𝑛(𝑡) = 𝜃−(|𝜌𝑛𝑡| − 1)𝜃+(𝑡− 𝑥𝑛)𝒢(𝑥𝑛, 𝑡, 𝜌𝑛)𝑄(𝑡), 𝑛 = 0,∞;

более того, ‖𝑓𝑛(𝑡)‖ ≤ 𝑀‖𝑄(𝑡)‖. Согласно теореме Лебега об ограниченной схо-
димости имеем

lim
𝑛→∞

∞∫︁
0

𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡,
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что означает 𝐹−(𝑄, 𝑥𝑛, 𝜌𝑛) → 𝐹−(𝑄, 𝑥0, 𝜌0). Таким образом, мы показали, что

𝐹−(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶(𝒮).
Далее, справедлива оценка

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌|−1∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

из которой следует, в частности, что 𝐹−(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮). Из этой же оценки

следует:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁
0

𝜃−(𝑟𝑥− 1)

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝜃−(𝑟𝑡− 1)‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

≤𝑀

∞∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡−1∫︁
0

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

=𝑀

∞∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

что даёт оценку:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)). (1.37)

Аналогично для произвольного 𝑅 > 0, 𝑥 > 𝑅−1 получаем:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤

𝑀

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁

𝑅

𝜃−(𝑟𝑥− 1)

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝜃−(𝑟𝑡− 1)‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

≤

≤𝑀

∞∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑅

𝜃−(𝑟𝑡− 1)𝜃−(𝑟𝑥− 1) 𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/2

𝑑𝑡 ≤

≤𝑀

𝑅−1∫︁
0

(︀
𝑡−1 −𝑅

)︀1/2 ‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤𝑀‖𝑄‖𝐿𝑝(0,𝑅−1)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅−1∫︁
0

(𝑡−1 −𝑅)𝑝′/2 𝑑𝑡

⎫⎪⎬⎪⎭
1/𝑝′

=

=𝑀‖𝑄‖𝐿𝑝(0,𝑅−1)𝑅
1/𝑝−1/2

⎧⎨⎩
1∫︁

0

(𝜏−1 − 1)𝑝
′/2 𝑑𝜏

⎫⎬⎭
1/𝑝′

,
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где 𝑝′ = 𝑝/(𝑝 − 1). Поскольку 𝑝 > 2 > 𝑝′, интегралы в полученных оценках

сходятся и мы приходим к оценке:

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀𝑅1/𝑝−1/2‖𝑄‖𝐿𝑝(0,∞),

из которой следует:

lim
𝑅→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖𝐹−(𝑄, 𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) = 0.

Применяя Лемму 1.1, заключаем, что 𝐹−(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙)). Наконец,

из оценки (1.37) следует 𝐹− ∈ ℒ(𝒳𝑚
𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))).

□

Лемма 1.7.Пусть для каждого фиксированного набора аргументов (𝑡, 𝜌)

𝑔(𝑡, 𝜌) – линейный функционал на ℒ(∧𝑚C𝑛), причем как функция аргументов

(𝑡, 𝜌) 𝑔(𝑡, 𝜌) непрерывна и ограничена на [0,∞)× 𝒮. Определим

𝐹 (𝑄, 𝜌) :=

∞∫︁
|𝜌|−1

(𝜌𝑡)−1𝑔(𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡.

Тогда для каждой фиксированной 𝑄 ∈ 𝒳𝑚
𝑝 , 𝑝 > 2 имеем 𝐹 (𝑄, ·) ∈ 𝐶0(𝒮),

для любого луча вида 𝑙 = [0, 𝑧 · ∞), 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} 𝐹 (𝑄, ·) ∈ 𝐿2(𝑙), более того,

𝐹 ∈ ℒ(𝒳𝑚
𝑝 , 𝐿2(𝑙)).

Доказательство. Непрерывность 𝐹 (𝑄, ·) устанавливается при помощи

теоремы Лебега, аналогично тому, как это было сделано при доказательстве

предыдущих лемм. Из очевидной оценки:

|𝐹 (𝑄, 𝜌)| ≤𝑀

∞∫︁
|𝜌|−1

|𝜌𝑡|−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤𝑀(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞))|𝜌|−1/2

следует, что 𝐹 (𝑄, 𝜌)→ 0 при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮.
Далее, имеем:

|𝐹 (𝑄, ·)|𝐿2(𝑙)
≤𝑀

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝜃+(𝑟𝑡− 1)(𝑟𝑡)−1‖𝑄(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎠2

𝑑𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭
1/2

≤

≤𝑀

∞∫︁
0

⎧⎨⎩
∞∫︁

𝑡−1

(𝑟𝑡)−2‖𝑄(𝑡)‖2 𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/2

𝑑𝑡 =𝑀

∞∫︁
0

𝑡−1/2‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡,
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откуда следует:

‖𝐹 (𝑄, ·)‖𝐿2(𝑙) ≤𝑀(‖𝑄‖𝐿𝑝(0,1) + ‖𝑄‖𝐿1(1,∞)).

□

Доказательство Теорем 1.2, 1.3.

1) Подынтегральное выражение в (1.19) можно представить в виде:

←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
(𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)) ∧ Ψ̃0𝛼′(𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
Ψ̃0𝛼(𝑥, 𝜌),

где

𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) =

←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

·𝑊 𝛼(𝜌𝑥)𝑊 𝛼′
(𝜌𝑡). (1.38)

Ясно, что все функции 𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) непрерывны по (𝑥, 𝑡, 𝜌) ∈ {0 < 𝑡 < 𝑥 <

∞} × (𝒮 ∖ {0}) и аналитичны по 𝜌 ∈ 𝒮. Покажем, что они также ограничены.

Действительно, при |𝜌𝑡| ≤ |𝜌𝑥| ≤ имеем:

|𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)| ≤𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
𝑡

𝑥

)︂←−𝜇 𝑘−𝜇𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

что с учётом 𝑡 ≤ 𝑥, Re(←−𝜇 𝑘 − 𝜇𝛼) ≥ 0 дает |𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)| ≤ 𝑀 ; далее, при 1 <

|𝜌𝑡| ≤ |𝜌𝑥| имеем:

𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) = exp((𝑡− 𝑥)𝜌(
←−
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)),

что с учетом 𝑥 ≥ 𝑡, Re(𝜌(
←−
𝑅 𝑘 − 𝑅𝛼)) ≥ 0 дает |𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)| ≤ 1; наконец, при

|𝜌𝑡| ≤ 1 < |𝜌𝑥| достаточно воспользоваться оценками (1.14). Таким образом,

интеграл в (1.19) сходится абсолютно и равномерно на любом множестве вида

{𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2], 𝜌 ∈ 𝐾}, где 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ∞, 𝐾 ⊂ 𝒮 ∖ {0} - компакт, и следова-

тельно представляет собой непрерывную функцию от (𝑥, 𝜌) ∈ (0,∞)×(𝒮 ∖{0}),
аналитическую по 𝜌 ∈ 𝒮.

Записав подынтегральное выражение в (1.20) в виде:

−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝜒𝛼𝑔
+
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
(𝑄(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)) ∧ Ψ̃0𝛼′(𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
Ψ̃0𝛼(𝑥, 𝜌),

где

𝑔+𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) =

−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

·𝑊 𝛼(𝜌𝑥)𝑊 𝛼′
(𝜌𝑡), (1.39)
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воспользовавшись непрерывностью и ограниченностью функций 𝑔+𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) при

0 < 𝑥 < 𝑡 <∞, 𝜌 ∈ 𝒮 ∖{0} приходим к аналогичным результатам относительно

ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌).

2) Имеем 𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌), где:

𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)(𝑄(𝑡)𝑇
0
𝑘 (𝑡, 𝜌)) 𝑑𝑡, (1.40)

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌) :=

←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌). (1.41)

Переписав 𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) в виде:

𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) =

(︂
𝑡

𝑥

)︂←−𝜇 𝑘−𝜇𝛼

·
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)

(𝜌𝑡)
←−𝜇 𝑘
· (𝜌𝑥)

←−𝜇 𝑘

←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

· 𝑊
𝛼(𝜌𝑥)

(𝜌𝑥)𝜇𝛼
· 𝑊

𝛼′
(𝜌𝑡)

(𝜌𝑡)𝜇𝛼′
,

с учётом свойств весовых функций 𝑊𝑘(·) заключаем, что функции 𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌)
допускают непрерывное продолжение на множество {(𝑥, 𝜏, 𝜌) : 𝑥 ∈ [0,∞), 𝜏 ∈
[0, 1], 𝜌 ∈ 𝒮}. Поскольку Ψ̃0𝛼(𝑥, 𝜌) допускают непрерывное продолжение на

[0,∞) × 𝒮, функция 𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌) допускает непрерывное продолжение на

множество {(𝑥, 𝜏, 𝜌) : 𝑥 ∈ [0,∞), 𝜏 ∈ [0, 1], 𝜌 ∈ 𝒮}. Тогда представление

𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

1∫︁
0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌)(𝑄(𝑥𝜏)𝑇
0
𝑘 (𝑥𝜏, 𝜌))𝑥 𝑑𝜏

дает непрерывное продолжение 𝜔𝑘(𝑄, ·, ·) на [0,∞)× 𝒮.
Далее, из представления:

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓 =
∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼𝑔𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝑓 ∧ Ψ̃0𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
Ψ̃0𝛼(𝑥, 𝜌)

следует ограниченность ‖𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌)‖ на {(𝑥, 𝜏, 𝜌) : 𝑥 ∈ [0,∞), 𝜏 ∈ [0, 1], 𝜌 ∈
𝒮}, что даёт, в свою очередь, оценку:

‖𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀

𝑥∫︁
0

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡 (1.42)

Из (1.42) следует, в частности 𝜔𝑘 ∈ ℒ
(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞)× 𝒮)
)︀
.
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Аналогично, имеем: ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)𝜔+

𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌), где:

𝜔+
𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌) = −

∞∫︁
𝑥

𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌)(𝑄(𝑡)𝐹
0
𝑘 (𝑡, 𝜌)) 𝑑𝑡, (1.43)

𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌) :=
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌). (1.44)

Из представления

𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑓 =
∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝜒𝛼𝑔
+
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
𝑓 ∧ Ψ̃0𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
Ψ̃0𝛼(𝑥, 𝜌)

следует непрерывность и ограниченность операторной функции 𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌) на
множестве {(𝑥, 𝑡, 𝜌) : 0 ≤ 𝑥 < 𝑡 < ∞, 𝜌 ∈ 𝒮}, что даёт возможность непрерыв-
ного продолжения 𝜔+

𝑘 (𝑄, ·, ·) на [0,∞)× 𝒮, а также оценку

‖𝜔+
𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀

∞∫︁
𝑥

‖𝑄(𝑡)‖ 𝑑𝑡, (1.45)

из которой вытекает, в частности, 𝜔+
𝑘 ∈ ℒ

(︀
𝒳 𝑘

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞)× 𝒮)
)︀
.

3) Представим 𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) в виде суммы:

𝜔𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜔𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) + 𝜔𝑘1(𝑄, 𝑥, 𝜌) + 𝜔𝑘2(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где:

𝜔𝑘1(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
𝑑𝑡,

𝜔𝑘2(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌|−1∫︁
0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
𝑑𝑡,

𝜔𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) =∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)𝜒𝛼 exp(−𝜌𝑥
←−
𝑅 𝑘)

𝑥∫︁
|𝜌|−1

⃒⃒(︀
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) 𝑑𝑡.
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Используя Лемму 1.4, с учётом установленных выше свойств функции 𝒢𝑛−𝑘+1(·, ·, ·)
получаем 𝜔𝑘𝜈(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮) и, более того, справедливо включение 𝜔𝑘𝜈 ∈
ℒ
(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
, 𝜈 = 1, 2.

Рассмотрим функцию 𝜔𝑘0. Используя представление (1.16), запишем:

𝜔𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) =
∑︁

𝛼,𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

Γ𝛼𝛽ℎ𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где Γ𝛼𝛽 – некоторые абсолютные константы, и:

ℎ𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

𝜃+(|𝜌𝑥| − 1) exp(−𝜌𝑥
←−
𝑅 𝑘)

𝑥∫︁
|𝜌|−1

|(𝑄(𝑡)𝐸𝛽(𝑡, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌)|𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) 𝑑𝑡.

Функцию ℎ𝛼𝛽(·, ·, ·) также удобно представить в виде суммы:

ℎ𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) = ℎ
(0)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) + ℎ

(1)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где:

ℎ
(1)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
|𝜌|−1

(𝜌𝑡)−1𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝐹 := exp(𝜌𝑥(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −𝑅𝛼))𝜌𝑡·⃒⃒⃒(︁

𝐹�̃�𝛽(𝑡, 𝜌)
)︁
∧ �̃�𝛼′(𝑡, 𝜌)− (𝐹 f𝛽) ∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
�̃�𝛼(𝑥, 𝜌),

ℎ
(0)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

𝑥∫︁
|𝜌|−1

exp(𝜌𝑥(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −𝑅𝛼)) |(𝑄(𝑡)f𝛽) ∧ f𝛼′| �̃�𝛼(𝑥, 𝜌) 𝑑𝑡 =

(ℎ̃
(0)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) + ℎ̂

(0)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌))𝜃

+(|𝜌𝑥| − 1)�̃�𝛼(𝑥, 𝜌).

Здесь

ℎ̃
(0)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) :=

𝑥∫︁
0

exp(𝜌𝑥(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −𝑅𝛼)) |(𝑄(𝑡)f𝛽) ∧ f𝛼′| 𝑑𝑡,

ℎ̂
(0)
𝛼𝛽(𝑄, 𝑥, 𝜌) :=

|𝜌|−1∫︁
0

exp(𝜌𝑥(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −𝑅𝛼)) |(𝑄(𝑡)f𝛽) ∧ f𝛼′| 𝑑𝑡,
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�̃�𝛼(𝑥, 𝜌) = exp(−𝜌𝑥𝑅𝛼)𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) при |𝜌|𝑥 > 1.

Рассмотрим выражение 𝜌𝑥(𝑅𝛼−
←−
𝑅 𝑘)+ 𝜌𝑡(𝑅𝛽−𝑅𝛼). Переписав его в виде

𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘), убеждаемся, что

Re
(︁
𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛼 −

←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘)

)︁
≤ 0 (1.46)

для всех (𝑥, 𝑡, 𝜌) таких, что 𝑡 ∈ [0, 𝑥], 𝜌 ∈ 𝒮. Далее, из асимптотик решений

𝐸𝑘(𝑡, 𝜌) следует справедливая при всех (𝑡, 𝜌) : |𝜌𝑡| ≥ 1 оценка:⃦⃦⃦(︁
𝐹�̃�𝛽(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ �̃�𝛼′(𝑡, 𝜌)− (𝐹 f𝛽) ∧ f𝛼′

⃦⃦⃦
≤ 𝑀

|𝜌|𝑡
‖𝐹‖ (1.47)

для любого действующего в ∧𝑛−𝑘+1C𝑛 линейного оператора 𝐹 , которая, в свою

очередь, с учетом (1.46) влечет ограниченность (непрерывной) операторно -

значной функции 𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜌), {(𝑥, 𝑡, 𝜌) : 𝜌 ∈ 𝒮, |𝜌−1| ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 < ∞}. В силу

Леммы 1.5 заключаем, что ℎ(1)𝛼𝛽(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮) и для любого луча 𝑙 = {𝜌 =

𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)} с 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} справедливо ℎ(1)𝛼𝛽 ∈ ℒ
(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
.

Из Леммы 1.4 следует аналогичное утверждение для ℎ̂(0)𝛼𝛽 .

Далее, заметим, что если 𝛼 ̸= 𝛽, то, в силу Условия 2 имеем либо 𝑅𝛼 −←−
𝑅 𝑘 ̸= 𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘, либо Re(𝑅𝛼 −

←−
𝑅 𝑘)𝜌 < 0 для всех 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}. Следова-

тельно, применяя Лемму 1.3, приходим к выводу, что ℎ̃
(0)
𝛼𝛽(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮)

и для любого луча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)} с 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} справедливо ℎ̃(0)𝛼𝛽 ∈
ℒ
(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
при 𝛼 ̸= 𝛽. Поскольку (𝑄(𝑡)f𝛼) ∧ f𝛼′ ≡ 0 для лю-

бого мультииндекса 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1, имеем ℎ̃
(0)
𝛼𝛽 = 0, если 𝛼 = 𝛽.

Таким образом, с учетом Леммы 1.2 установлено, что ℎ̃0𝛼𝛽(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮),
ℎ̃0𝛼𝛽 ∈ ℒ

(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
для любой пары мультииндексов 𝛼, 𝛽 из

𝒜𝑛−𝑘+1. С учётом доказанного ранее, то же справедливо и для всех ℎ𝛼𝛽, а, сле-

довательно, для 𝜔𝑘0 и для 𝜔𝑘.

Наконец, из (1.42) следует, что 𝜔𝑘 ∈ ℒ
(︀
𝒳 𝑛−𝑘+1

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))
)︀
.

Таким образом, утверждения Теорем 1.2, 1.3 для функции 𝒯𝑘(·, ·, ·) дока-
заны полностью.

4) Рассуждая аналогично предыдущему, запишем 𝜔+
𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌) в виде:

𝜔+
𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜔+

𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) + 𝜔+
𝑘1(𝑄, 𝑥, 𝜌) + 𝜔+

𝑘2(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где:

𝜔+
𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) = −𝜃

+(|𝜌𝑥| − 1)

∞∫︁
𝑥

𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌)(𝑄(𝑡)𝐹
0
𝑘 (𝑡, 𝜌)) 𝑑𝑡,
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𝜔+
𝑘1(𝑄, 𝑥, 𝜌) = −𝜃

−(|𝜌𝑥| − 1)

∞∫︁
|𝜌−1|

𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌)(𝑄(𝑡)𝐹
0
𝑘 (𝑡, 𝜌)) 𝑑𝑡,

𝜔+
𝑘2(𝑄, 𝑥, 𝜌) = −𝜃

−(|𝜌𝑥| − 1)

|𝜌−1|∫︁
0

𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌)(𝑄(𝑡)𝐹
0
𝑘 (𝑡, 𝜌)) 𝑑𝑡.

В силу ограниченности операторной функции 𝒢+𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜌) Лемма 1.6, приме-

ненная к функции 𝜔+
𝑘2(·, ·, ·), дает 𝜔+

𝑘2(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮) и для любого луча

𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} 𝜔+
𝑘2 ∈ ℒ

(︀
𝒳 𝑘

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
.

Далее, для 𝜔+
𝑘1(𝑄, 𝑥, 𝜌) справедливо представление:

𝜔+
𝑘1(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝜔+
𝑘1𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌),

𝜔+
𝑘1𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) := −𝜒𝛼𝜃

−(|𝜌𝑥| − 1)ℎ+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌)
(︁−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌),

ℎ+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌) :=

∞∫︁
|𝜌−1|

⃒⃒⃒(︁
𝑄(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
∧ �̃�𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
exp

(︁
𝜌𝑡(
−→
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)

)︁
𝑑𝑡.

Представим ℎ+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌) в виде суммы:

ℎ+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌) = ℎ̃+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌) + ℎ̂+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌),

где

ℎ̃+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌) =

∞∫︁
|𝜌−1|

⃒⃒(︀
𝑄(𝑡)f𝛼*(𝑘)

)︀
∧ f𝛼′

⃒⃒
exp

(︁
𝜌𝑡(
−→
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)

)︁
𝑑𝑡,

ℎ̂+𝑘1𝛼(𝑄, 𝜌) =

∞∫︁
|𝜌−1|

(𝜌𝑡)−1�̂�+
𝑘1𝛼(𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

𝛼*(𝑘) := (1, . . . , 𝑘), �̂�+
𝑘1𝛼(𝑡, 𝜌) - функционал, действующий на элемент 𝐹 ∈

ℒ(∧𝑘C𝑛) по формуле:

�̂�+
𝑘1𝛼(𝑡, 𝜌)𝐹 :=

𝜌𝑡
(︁⃒⃒⃒(︁

𝐹𝐹 0
𝑘 (𝑡, 𝜌)

)︁
∧ �̃�𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
−
⃒⃒(︀
𝐹 f𝛼*(𝑘)

)︀
∧ f𝛼′

⃒⃒)︁
exp

(︁
𝜌𝑡(
−→
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)

)︁
.

Из асимптотик 𝐸𝑘(𝑡, 𝜌) с учетом Re(𝜌(
−→
𝑅 𝑘−𝑅𝛼)) ≤ 0, 𝛼 ∈ 𝒜𝑘 следует ограничен-

ность функции ‖�̂�+
𝑘1𝛼(𝑡, 𝜌)‖ при |𝜌𝑡| > 1, что дает возможность применить Лем-

му 1.7 к функции ℎ̂+𝑘1𝛼(·, ·). Применяя к функции ℎ̃
+
𝑘1𝛼(·, ·) (с учетом (𝑄(𝑡)f𝛼*(𝑘))∧
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f𝛼*(𝑘) ≡ 0) Лемму 1.3.III и далее используя Лемму 1.2 (c учетом вытекающей

из оценки (1.17) ограниченности функции 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)
(︁−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)),

приходим к выводу, что 𝜔+
𝑘1𝛼(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮) и для любого луча 𝑙 = {𝜌 =

𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} 𝜔+
𝑘1𝛼 ∈ ℒ

(︀
𝒳 𝑘

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
. Очевидно, то же

справедливо и для 𝜔+
𝑘1(·, ·, ·).

Наконец, для 𝜔+
𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) используем представления:

𝜔+
𝑘0(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝜔+
𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌),

𝜔+
𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) := −𝜒𝛼𝜃

+(|𝜌𝑥| − 1)ℎ+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌)�̃�𝛼(𝑥, 𝜌),

ℎ+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) :=
∞∫︁
𝑥

⃒⃒⃒(︁
𝑄(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
∧ �̃�𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
exp

(︁
𝜌(𝑡− 𝑥)(

−→
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)

)︁
𝑑𝑡.

Представим ℎ+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) в виде суммы:

ℎ+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) = ℎ̃+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) + ℎ̂+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где

ℎ̃+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

∞∫︁
𝑥

⃒⃒(︀
𝑄(𝑡)f𝛼*(𝑘)

)︀
∧ f𝛼′

⃒⃒
exp

(︁
𝜌(𝑡− 𝑥)(

−→
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)

)︁
𝑑𝑡,

ℎ̂+𝑘0𝛼(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

∞∫︁
𝑥

(𝜌𝑡)−1�̂�+
𝑘0𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

�̂�+
𝑘0𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌) - функционал, действующий на элемент 𝐹 ∈ ℒ(∧𝑘C𝑛) по формуле:

�̂�+
𝑘0𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜌)𝐹 :=

𝜌𝑡
(︁⃒⃒⃒(︁

𝐹𝐹 0
𝑘 (𝑡, 𝜌)

)︁
∧ �̃�𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
−
⃒⃒(︀
𝐹 f𝛼*(𝑘)

)︀
∧ f𝛼′

⃒⃒)︁
exp

(︁
𝜌(𝑡− 𝑥)(

−→
𝑅 𝑘 −𝑅𝛼)

)︁
.

Применяя Лемму 1.3.II, Лемму 1.6 и Лемму 1.2, приходим к выводу, что все

𝜔+
𝑘0𝛼(𝑄, ·, ·) ∈ 𝑃𝐶0(𝒮) и для любого луча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0}

справедливо 𝜔+
𝑘0𝛼

⃒⃒
𝑙
∈ ℒ

(︀
𝒳 𝑘

𝑝 , 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(𝑙))
)︀
. Очевидно, то же справедливо и

для 𝜔+
𝑘0(·, ·, ·).

□
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В случае классического преобразования Лапласа и многих его обобщений

дополнительная гладкость функции–оригинала позволяет получить асимптоти-

ческое разложение по убывающим степеням спектрального параметра. Анало-

гичный эффект имеет место и в случае преобразований (1.19), (1.20), если по-

мимо требований гладкости налагать дополнительные требования на скорость

убывания функции-оригинала при 𝑥 → 0 и 𝑥 → ∞. Ниже мы доказываем

простейший (но важный для дальнейших рассмотрений) результат в данном

направлении.

Теорема 1.4. I. Пусть 𝑄(·) абсолютно непрерывна, 𝑄(0) = 0. Пусть, да-

лее, для каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0,∞) �̂�𝑜(𝑥) – оператор, действующий в

∧𝑛−𝑘+1C𝑛, внедиагональный в базисе {e𝛼}𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1
и такой, что [𝐵(𝑛−𝑘+1), �̂�𝑜(𝑥)]

= −𝑄(𝑥). Определим диагональный оператор 𝐷(𝑥): 𝐷(𝑥)e𝛼 = 𝑑𝛼(𝑥)e𝛼,

𝑑𝛼(𝑥) :=

∞∫︁
𝑥

𝑡−1𝑎𝛼(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑎𝛼(𝑡) := |e𝛼 ∧ e𝛼′|
⃒⃒⃒(︁[︁

�̂�𝑜(𝑡), 𝐴
(𝑛−𝑘+1)

]︁
e𝛼

)︁
∧ e𝛼′

⃒⃒⃒

и положим �̂�(𝑥) := �̂�𝑜(𝑥) +𝐷(𝑥).

Пусть �̃�(·) ∈ 𝒳 𝑛−𝑘+1
𝑝 , где �̃�(𝑥) := �̂�′(𝑥) + 𝑥−1

[︁
�̂�(𝑥), 𝐴(𝑛−𝑘+1)

]︁
. Тогда

справедливо представление:

𝜌𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝑑0𝑘𝑇
0
𝑘 (𝑥, 𝜌) +

∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(�̂�(𝑥)𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑥, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)

+
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)�̃�𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌),

где

𝑑0𝑘 := −𝜎𝛼*(𝑘)
⃒⃒(︀
𝐷(0)h𝛼*(𝑘)

)︀
∧ h(𝛼*(𝑘))′

⃒⃒
,

𝛼*(𝑘) = (𝑘, . . . , 𝑛); �̃�𝑘(𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)). Более того, для любого фик-
сированного 𝑥 > 0 при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮 справедлива асимптотика:

𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =

𝜌−1𝑑0𝑘𝑇
0
𝑘 (𝑥, 𝜌) + 𝜌−1

∑︁
𝛼,𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛽 exp(𝜌𝑥𝑅𝛽)�̂�𝛼𝛽(𝑥)f𝛼 + 𝑜

(︁
𝜌−1 exp(𝜌𝑥

←−
𝑅 𝑘)

)︁
.

Здесь {𝑇 0
𝑘𝛼} – коэффициенты в разложении (1.16),

�̂�𝛼𝛽(𝑥) := 𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(�̂�(𝑥)f𝛽) ∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
,
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𝜒𝛼 := |f𝛼 ∧ f𝛼′|.
II. Пусть 𝑄(·) абсолютно непрерывна, 𝑄(0) = 0. Пусть, далее, для

каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0,∞) �̂�𝑜(𝑥) – оператор, действующий в ∧𝑘C𝑛,

внедиагональный в базисе {e𝛼}𝛼∈𝒜𝑘
и такой, что [𝐵(𝑘), �̂�𝑜(𝑥)] = −𝑄(𝑥). Опре-

делим диагональный оператор 𝐷(𝑥): 𝐷(𝑥)e𝛼 = 𝑑𝛼(𝑥)e𝛼,

𝑑𝛼(𝑥) :=

∞∫︁
𝑥

𝑡−1𝑎𝛼(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑎𝛼(𝑡) := |e𝛼 ∧ e𝛼′|
⃒⃒⃒(︁[︁

�̂�𝑜(𝑡), 𝐴
(𝑘)
]︁
e𝛼

)︁
∧ e𝛼′

⃒⃒⃒
и положим �̂�(𝑥) := �̂�𝑜(𝑥) +𝐷(𝑥).

Пусть �̃�(·) ∈ 𝒳 𝑘
𝑝 , где �̃�(𝑥) := �̂�′(𝑥)+𝑥−1

[︁
�̂�(𝑥), 𝐴(𝑘)

]︁
. Тогда справедливо

представление:

𝜌ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) =∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(�̂�(𝑥)𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑥, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) +

−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)�̃�+

𝑘 (𝑄, 𝑥, 𝜌),

где �̃�+
𝑘 (𝑄, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)). Более того, для любого фиксированного 𝑥 >

0 при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮 справедлива асимптотика:

ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝜌−1
∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

�̂�𝛼𝛼*(𝑘)(𝑥) exp
(︁
𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘

)︁
f𝛼 + 𝑜

(︁
𝜌−1 exp(𝜌𝑥

−→
𝑅 𝑘)

)︁
.

Здесь, как и выше, �̂�𝛼𝛽(𝑥) := 𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(�̂�(𝑥)f𝛽) ∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
, 𝜒𝛼 := |f𝛼 ∧ f𝛼′|, 𝛼*(𝑘) =

(1, . . . , 𝑘).

Доказательство. I. Из уравнения (1.15) для функций 𝑇 0
𝑘 (𝑡, 𝜌), 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌),

следует тождество:

𝜌(𝑄(𝑡)𝑇 0
𝑘 (𝑡, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌) =

𝑑

𝑑𝑡

(︁
(�̂�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌)
)︁
− (�̃�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌),

где 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1.

Интегрируя данное тождество, домножая на 𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) и суммируя по всем

𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1, приходим к соотношению:

𝜌

𝑥∫︁
𝑥0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︀
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
𝑑𝑡 = 𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︁
�̂�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁⃒⃒⃒𝑡=𝑥

𝑡=𝑥0

−

𝑥∫︁
𝑥0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̃�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
𝑑𝑡. (1.48)



76

В условиях теоремы выражения

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︀
𝑄(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
,

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̃�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁

суммируемы по 𝑡 на (0, 𝑥) (при фиксированных произвольных 𝑥, 𝜌). Покажем,

что

lim
𝑡→0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̂�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
= 0.

Заметим, что �̂�𝑜(0) = 0, следовательно:

lim
𝑡→0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̂�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
= lim

𝑡→0
𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︀
𝐷(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
.

Далее, при 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1 справедлива оценка:

‖
(︀
𝐷(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌) ∧ 𝐶𝛼′(𝑡, 𝜌)
)︀
‖ ≤𝑀

⃒⃒⃒
𝑡
−→𝜇 𝑘−𝜇𝛼

⃒⃒⃒
,

правая часть которой стремится к 0 при 𝛼 ̸= 𝛼*(𝑘). Заметив, что 𝐶𝛼*(𝑘)(𝑥, 𝜌) =

𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌), получаем:

lim
𝑡→0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̂�(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
= lim

𝑡→0

⃒⃒(︀
𝐷(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
∧ 𝐶(𝛼*(𝑘))′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒
𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌)

=
⃒⃒(︀
𝐷(0)h𝛼*(𝑘)

)︀
∧ h(𝛼*(𝑘))′

⃒⃒
𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) = −𝑑0𝑘𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌).

Переходя в (1.48) к пределу при 𝑥0 → 0, получим:

𝜌𝒯𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝑑0𝑘𝑇
0
𝑘 (𝑥, 𝜌) +𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥, 𝜌)

(︁
�̂�(𝑥)𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)
)︁
− 𝒯𝑘(�̃�, 𝑥, 𝜌).

Для завершения доказательства достаточно воспользоваться представлениями

(1.25), а также (1.16) и асимптотиками функций 𝐸𝑘(𝑥, 𝜌).

II. Рассуждая, как при доказательстве пункта I, приходим к тождеству:

𝜌

𝑥0∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︀
𝑄(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︀
𝑑𝑡 =

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̂�(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁⃒⃒⃒𝑡=𝑥0

𝑡=𝑥
−

𝑥0∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
�̃�(𝑡)𝐹 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
𝑑𝑡. (1.49)

В отличие от случая, рассмотренного в пункте I, здесь имеем lim
𝑡→∞

�̂�(𝑡) = 0.

Таким образом, переходя в (1.49) к пределу при 𝑥0 →∞, получим:

𝜌ℱ𝑘(𝑄, 𝑥, 𝜌) = 𝐺𝑘(𝑥, 𝑥, 𝜌)
(︁
�̂�(𝑥)𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)
)︁
−ℱ𝑘(�̃�, 𝑥, 𝜌).
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Для завершения доказательства достаточно воспользоваться представлениями

(1.25) и асимптотиками функций 𝐸𝑘(𝑥, 𝜌).

□

§1.2 Фундаментальные тензоры

В этом параграфе для системы вида

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝑦 (1.50)

с некоторой (произвольной) 𝑛×𝑛 матрицей-функцией 𝑞(·) будут построены и ис-

следованы фундаментальные тензоры 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌), 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌). Эти объекты являются

аналогами введённых в предыдущем параграфе для случая 𝑞 = 0 фундамен-

тальных тензоров 𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌), 𝐹

0
𝑘 (𝑥, 𝜌). В частности, аналогично невозмущенному

случаю, фундаментальные тензоры 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌), 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) являются решениями вспо-

могательной системы вида

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))(𝑚)𝑦 (1.51)

при 𝑚 = 𝑛 − 𝑘 + 1 и 𝑚 = 𝑘 соответственно. Более того, их можно определить

как решения (1.51), удовлетворяющие условиям:

𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑜

(︁
𝑥
←−𝜇 𝑘

)︁
, 𝑥→ 0,

𝐹𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑜

(︁
exp(𝜌𝑥

−→
𝑅 𝑘)

)︁
, 𝑥→∞.

Однако, по ряду причин построение фундаментальных тензоров в общем слу-

чае существенно отличается от случая 𝑞 = 0. В частности, в общем случае у

системы (1.50) не существует решений, являющихся непосредственными ана-

логами решений {𝐶𝑘(𝑥, 𝜌)}. Решения с заданной асимптотикой при 𝑥 → 0 или

𝑥→∞ могут быть построены с помощью интегральных уравнений Фредголь-

ма, но вопросы их существования, аналитических и асимптотических свойств

нетривиальны. Более удобным оказывается построение фундаментальных тен-

зоров непосредственно из интегральных уравнений, без использования каких-

либо решений системы (1.50). Более того, напротив, все необходимые для наших

дальнейших рассуждений решения системы (1.50) будут построены позднее при

помощи фундаментальных тензоров.
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Рассмотрим интегральные уравнения:

𝑌 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑌 (𝑡)

)︁
𝑑𝑡+ 𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌), (1.52)

𝑌 (𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑌 (𝑡)

)︁
𝑑𝑡+ 𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌). (1.53)

Теорема 1.5. Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞). Тогда:

I. При каждом 𝜌 ∈ 𝒮∖{0} уравнение (1.52) имеет единственное решение

𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) в классе функций 𝑌 : (0,∞)→ ∧𝑛−𝑘+1C𝑛 таких, что(︁←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝑌 (𝑥) ∈ 𝐿∞(0,∞),

уравнение (1.53) имеет единственное решение 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) в классе функций 𝑌 :

(0,∞)→ ∧𝑘C𝑛 таких, что(︁−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝑌 (𝑥) ∈ 𝐿∞(0,∞).

Нормы функций
(︁←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝑇𝑘(𝑥, 𝜌),

(︁−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

)︁−1
𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) в 𝐿∞(0,∞) ограни-

чены в совокупности некоторой константой 𝑀 , не зависящей от 𝜌.

Функции 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌), 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) – аналитические по 𝜌 ∈ 𝒮.
II. Функции 𝜌−

←−𝜇 𝑘𝑇𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜌
−−→𝜇 𝑘𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) допускают непрерывные продол-

жения на множество (0,∞)× 𝒮. Предельные значения

𝜏𝑘(𝑥) := lim
𝜌→0

𝜌−
←−𝜇 𝑘𝑇𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑓𝑘(𝑥) := lim

𝜌→0
𝜌−
−→𝜇 𝑘𝐹𝑘(𝑥, 𝜌)

являются единственными в классах функций 𝑦 : 𝑥−
←−𝜇 𝑘𝑦(𝑥) ∈ 𝐿∞(0,∞), 𝑦 :

𝑥−
−→𝜇 𝑘𝑦(𝑥) ∈ 𝐿∞(0,∞) соответственно решениями уравнений:

𝑦(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 0)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑦(𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 0), (1.54)

𝑦(𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 0)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑦(𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 0), (1.55)

где
∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 𝜌) := 𝜌−

←−𝜇 𝑘𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌),

∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 𝜌) := 𝜌−

−→𝜇 𝑘𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌).
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Доказательство. I. Применяя к уравнению (1.52) метод последователь-

ных приближений, рассмотрим ряд:

∞∑︁
𝑟=0

𝑇 𝑟
𝑘 (𝑥, 𝜌),

𝑇 𝑟+1
𝑘 (𝑥, 𝜌) :=

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇 𝑟

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
𝑑𝑡. (1.56)

Из результатов предыдущего параграфа известно, что:

‖𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)‖ ≤𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒

при 𝑡 ≤ 𝑥, откуда вытекает оценка:⃦⃦⃦
𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓

)︁⃦⃦⃦
≤𝑀1

⃒⃒⃒⃒
⃒
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓‖ (1.57)

с абсолютной константой 𝑀1, где 𝑓 – произвольный элемент из ∧𝑛−𝑘+1C𝑛. С

учетом полученной в предыдущем параграфе оценки ‖𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀0

⃒⃒⃒←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
(с абсолютной константой 𝑀0) из неравенства (1.57) по индукции можно полу-

чить оценку:

‖𝑇 𝑟
𝑘 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀0

⃒⃒⃒←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒𝑀 𝑟
1

𝑟!

(︂∫︁ 𝑥

0

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂𝑟

. (1.58)

Из полученной оценки следует сходимость ряда (1.56) и, следовательно, од-

нозначная разрешимость уравнения (1.52) в указанном пространстве, а также

оценка

‖𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀0

⃒⃒⃒←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
exp

(︂
𝑀1

∫︁ 𝑥

0

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂
,

в которой константы 𝑀0,𝑀1 не зависят ни от 𝜌, ни от 𝑞(·).
Аналогично, справедливы оценки ‖𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀0

⃒⃒⃒−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
,

‖𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)‖ ≤𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

⃦⃦⃦
𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑓

)︁⃦⃦⃦
≤𝑀1

⃒⃒⃒⃒
⃒
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓‖ (1.59)
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при 𝑡 ≥ 𝑥. По индукции получаем оценку

‖𝐹 𝑟
𝑘 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀0

⃒⃒⃒−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒𝑀 𝑟
1

𝑟!

(︂∫︁ ∞
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂𝑟

, (1.60)

из которой следует сходимость ряда

∞∑︁
𝑟=0

𝐹 𝑟
𝑘 (𝑥, 𝜌), 𝐹 𝑟+1

𝑘 (𝑥, 𝜌) := −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝐹 𝑟

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
𝑑𝑡, (1.61)

разрешимость уравнения (1.53) и оценка

‖𝐹𝑘(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀0

⃒⃒⃒−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
exp

(︂
𝑀1

∫︁ ∞
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂
,

в которой константы 𝑀0,𝑀1 не зависят ни от 𝜌, ни от 𝑞(·).
Наконец, заметим, что ряды (1.56), (1.61) сходятся равномерно на любом

множестве вида [𝑥1, 𝑥2] × 𝐾, где 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ∞, 𝐾 ⊂ 𝒮 – произвольный

компакт, откуда следует аналитичность функций 𝑇𝑘(𝑥, ·), 𝐹𝑘(𝑥, ·).
II. 1) Прежде всего заметим, что функции

∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 𝜌),

∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 𝜌) допускают

непрерывное (но не ограниченное, вообще говоря) продолжение на множество

(0,∞)× 𝒮 ∖ {0}. Действительно, имеем:
∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 𝜌) = 𝑥

←−𝜇 𝑘𝑐𝑘(𝜌𝑥) ∧ · · · ∧ 𝑐𝑛(𝜌𝑥),

где все 𝑐𝑗(·) – целые функции, что доказывает требуемое для
∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 𝜌), причём

∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 0) = 𝑥

←−𝜇 𝑘h𝑘 ∧ · · · ∧ h𝑛. (1.62)

Далее,
∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 𝜌) =

∘
Ψ01 (𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧

∘
Ψ0𝑘 (𝑥, 𝜌), (1.63)

где
∘
Ψ0𝑘 (𝑥, 𝜌) := 𝜌−𝜇𝑘Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌). Из представления

Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌) =
∑︁
𝑗≥𝑘

𝑙𝑗𝑘𝐶𝑗(𝑥, 𝜌)

следует:
∘
Ψ0𝑘 (𝑥, 𝜌) =

∑︁
𝑗≥𝑘

𝑙𝑗𝑘𝜌
𝜇𝑗−𝜇𝑘𝑥𝜇𝑗𝑐𝑗(𝜌𝑥), (1.64)

где 𝑙𝑗𝑘– некоторые абсолютные константы. Поскольку Re𝜇𝑗 > Re𝜇𝑘 при 𝑗 > 𝑘,

из (1.64) следует, что функции
∘
Ψ0𝑘 (𝑥, 𝜌), 𝑘 = 1, 𝑛 допускают непрерывное
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продолжение на множество {𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮}, в силу (1.63) то же справедливо
для

∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 𝜌). Заметим, что из (1.63) также следует, в частности, что:

∘
Ψ0𝑘 (𝑥, 0) = 𝑙𝑘𝑘𝑥

𝜇𝑘h𝑘,

откуда:
∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 0) = 𝛽0

𝑘𝑥
−→𝜇 𝑘h1 ∧ · · · ∧ h𝑘, (1.65)

где 𝛽0
𝑘– некоторые абсолютные константы.

2) Рассмотрим при 𝜌 ∈ 𝒮 интегральные уравнения

𝑌 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑌 (𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 𝜌), (1.66)

𝑌 (𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑌 (𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 𝜌). (1.67)

Уравнения (1.66), (1.67) отличаются от уравнений (1.52), (1.53) только свобод-

ным членом, однако именно это отличие позволяет рассматривать уравнения

при 𝜌 = 0, поскольку операторные функции 𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) – целые по 𝜌 для лю-

бых 𝑥, 𝑡 ∈ (0,∞). Заметим, что уравнения (1.66), (1.67) при 𝜌 = 0 совпадают с

уравнениями (1.54), (1.55).

Применяя к уравнениям (1.66), (1.67) метод последовательных прибли-

жений аналогично тому, как это сделано выше при доказательстве пункта I,

используя оценки (1.57), (1.59), а также представление

𝐺𝑚(𝑥, 𝑡, 0)𝑓 =
∑︁
𝛼∈𝒜𝑚

𝜎𝛼

(︁𝑥
𝑡

)︁𝜇𝛼

|𝑓 ∧ h𝛼′| h𝛼, (1.68)

из которого вытекают оценки

‖𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 0)‖ ≤𝑀

⃒⃒⃒⃒(︁𝑥
𝑡

)︁←−𝜇 𝑘

⃒⃒⃒⃒
, 𝑡 ∈ (0, 𝑥), (1.69)

‖𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 0)‖ ≤𝑀

⃒⃒⃒⃒(︁𝑥
𝑡

)︁−→𝜇 𝑘

⃒⃒⃒⃒
, 𝑡 ∈ (𝑥,∞), (1.70)

убеждаемся, что уравнения однозначно разрешимы в указанных пространствах

и их решения
∘
𝑇 𝑘 (𝑥, 𝜌),

∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌) представимы в виде рядов:

∞∑︁
𝑟=0

∘
𝑇 𝑘𝑟 (𝑥, 𝜌),

∘
𝑇 𝑘,𝑟+1 (𝑥, 𝜌) :=
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𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)

∘
𝑇 𝑘𝑟 (𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡, (1.71)

∞∑︁
𝑟=0

∘
𝐹 𝑘𝑟 (𝑥, 𝜌),

∘
𝐹 𝑘,𝑟+1 (𝑥, 𝜌) := −

∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)

∘
𝐹 𝑘𝑟 (𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡, (1.72)

члены которых допускают оценки

⃦⃦⃦ ∘
𝑇 𝑘𝑟 (𝑥, 𝜌)

⃦⃦⃦
≤𝑀0

𝑀 𝑟
1

𝑟!

(︂∫︁ 𝑥

0

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂𝑟

⎧⎨⎩
⃒⃒⃒
𝜌−
←−𝜇 𝑘
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
, 𝜌 ̸= 0,⃒⃒⃒

𝑥
←−𝜇 𝑘

⃒⃒⃒
, 𝜌 = 0,

(1.73)

⃦⃦⃦ ∘
𝐹 𝑘𝑟 (𝑥, 𝜌)

⃦⃦⃦
≤𝑀0

𝑀 𝑟
1

𝑟!

(︂∫︁ ∞
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂𝑟

⎧⎨⎩
⃒⃒⃒
𝜌−
−→𝜇 𝑘
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
, 𝜌 ̸= 0,⃒⃒⃒

𝑥
−→𝜇 𝑘

⃒⃒⃒
, 𝜌 = 0,

(1.74)

где константы 𝑀0,𝑀1 не зависят от 𝑥, 𝜌. Из оценок (1.73), (1.74) следует, что

ряды (1.71), (1.72) сходятся равномерно на любом множестве вида [𝑥1, 𝑥2]×𝐾,

где 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ∞, 𝐾 ⊂ 𝒮 – компакт. Действительно, данное утвержде-

ние очевидно, если компакт 𝐾 не содержит точки 𝜌 = 0, поскольку в этом

случае величины
⃒⃒⃒
𝜌−
←−𝜇 𝑘
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜌−
−→𝜇 𝑘
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
равномерно ограничены на

множестве указанного вида. В случае, когда 0 ∈ 𝐾, представим 𝐾 в виде

𝐾 = 𝐾0 ∪ 𝐾1, 𝐾0 := {𝜌 ∈ 𝐾 : |𝜌𝑥2| ≤ 1}, 𝐾1 := 𝐾 ∖ 𝐾0. На множестве

[𝑥1, 𝑥2] × 𝐾1 в силу сказанного выше равномерная сходимость рассматривае-

мых рядов имеет место. При 𝜌 ∈ 𝐾0, 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2] имеем |𝜌𝑥| ≤ 1 и справедливы

оценки |𝑊𝑗(𝜌𝑥)| ≤𝑀 |(𝜌𝑥)𝜇𝑗 |, 𝑗 = 1, 𝑛 с некоторой абсолютной константой𝑀 . В

этом случае величины
⃒⃒⃒
𝜌−
←−𝜇 𝑘
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜌−
−→𝜇 𝑘
−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒
ограничены величинами

𝑀
⃒⃒⃒
𝑥
←−𝜇 𝑘

⃒⃒⃒
, 𝑀

⃒⃒⃒
𝑥
−→𝜇 𝑘

⃒⃒⃒
соответственно, что также гарантирует равномерную сходи-

мость рядов (1.71), (1.72). Таким образом, функции
∘
𝑇 𝑘 (𝑥, 𝜌),

∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌) непре-

рывны на (0,∞)×𝒮. Осталось заметить, что при 𝜌 ̸= 0
∘
𝑇 𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝜌−

←−𝜇 𝑘𝑇𝑘(𝑥, 𝜌),
∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝜌−

−→𝜇 𝑘𝐹𝑘(𝑥, 𝜌).

□

Следствие 1.1. При каждом фиксированном 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} и 𝑥 → 0 спра-

ведливы асимптотики:

𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︁
(𝜌𝑥)

−→𝜇 𝑘

)︁
,

𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) + 𝑜

(︁
(𝜌𝑥)

←−𝜇 𝑘

)︁
= (𝜌𝑥)

←−𝜇 𝑘 (h𝑘 ∧ · · · ∧ h𝑛 + 𝑜(1)) .
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При каждом фиксированном 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} и 𝑥→∞ справедливы асимптотики:

𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︁
exp

(︁
𝜌𝑥
←−
𝑅 𝑘

)︁)︁
,

𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) + 𝑜

(︁
exp

(︁
𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘

)︁)︁
= exp

(︁
𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘

)︁
(f1 ∧ · · · ∧ f𝑘 + 𝑜(1)) .

Следующая теорема содержит более детальную информацию о поведении

фундаментальных тензоров, в частности, о характере их убывания при больших

𝜌. При этом, помимо поведения фундаментальных тензоров как функций пере-

менных (𝑥, 𝜌), для наших дальнейших рассмотрений важно также их поведение

в зависимости от потенциала 𝑞(·). В связи с этим всюду далее мы включаем по-

тенциал в список аргументов, т.е. пишем 𝑇𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) вместо 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) и 𝐹𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)

вместо 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌).

Теорема 1.6. Пусть 𝑝 > 2. Тогда:

I. Для функции 𝑇𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌), 𝑞 ∈ 𝒳𝑝, 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} справедливо
представление:

𝑇𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) +

←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)𝑇𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌),

где 𝑇𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶
(︀
𝒳𝑝, 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

и для любого луча {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈
[0,∞)}, где 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничение 𝑇𝑘

⃒⃒⃒
𝑙
принадлежит пространству

𝐶 (𝒳𝑝, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙))) ,

ℋ(𝑙) := 𝐶0(𝑙) ∩ 𝐿2(𝑙).

II. Для функции 𝐹𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌), 𝑞 ∈ 𝒳𝑝, 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} справедливо
представление:

𝐹𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) +

−→
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)𝐹𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌),

где 𝐹𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶
(︀
𝒳𝑝, 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

и для любого луча {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈
[0,∞)}, где 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничение 𝐹𝑘

⃒⃒⃒
𝑙
принадлежит пространству

𝐶 (𝒳𝑝, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙))) .

Доказательство. I. Рассматривая искомое представление как замену пе-

ременных в уравнении (1.52), перепишем указанное уравнение в операторном
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виде 𝑇𝑘(𝑞, ·, ·) = 𝒦(𝑞)𝑇𝑘(𝑞, ·, ·) + 𝑇 1
𝑘 (𝑞, ·, ·), где 𝑇 1

𝑘 (𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝜔𝑘

(︀
𝑞(𝑛−𝑘+1), 𝑥, 𝜌

)︀
и,

в силу Теоремы 1.2 предыдущего параграфа имеем

𝑇 1
𝑘 ∈ 𝐶

(︀
𝒳𝑝, 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

и для любого луча {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, где 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничение 𝑇 1
𝑘

⃒⃒⃒
𝑙
при-

надлежит 𝐶 (𝒳𝑝, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙))); 𝒦(𝑞) – линейный оператор, отображающий
функцию 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝜌) в функцию

(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) =
𝑥∫︁

0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡. (1.75)

Здесь и далее 𝒢𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌), 𝒢+𝑚(𝑥, 𝑡, 𝜌) суть операторно-значные функции (1.41),

(1.44), введенные в предыдущем параграфе при доказательстве Теорем 1.2, 1.3.

Для простоты обозначений мы будем использовать один и тот же символ 𝒦(𝑞)
для обозначения операторов действующих по формуле (1.75) как на функции,

определенные на [0,∞)×𝒮, так и на функции, определенные на [0,∞)× 𝑙, где
𝑙 – некоторый луч {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0}.

I. 1) Убедимся, что оператор 𝒦(𝑞) непрерывно действует в пространстве
𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀
.

Заметим, прежде всего, что если 𝑓(·, ·) ∈ 𝐵𝐶
(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀
, то, пользу-

ясь представлением

(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) =
1∫︁

0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑥𝜏)𝑓(𝑥𝜏, 𝜌)

)︁
𝑥𝑑𝜏

и непрерывностью функции 𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌) несложно доказать непрерывность

функции (𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) при (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)×𝒮. Далее, из ограниченности функ-
ции 𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑥𝜏, 𝜌) следует оценка:

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀

𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓(𝑡, 𝜌)‖ 𝑑𝑡. (1.76)

Из (1.76) следует, в частности, что:

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀 sup
𝑡∈[0,𝑥]

‖𝑓(𝑡, 𝜌)‖
𝑥∫︁

0

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡. (1.77)
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В силу 𝑓(·, ·) ∈ 𝐵𝐶
(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀

имеем lim
𝜌→∞,𝜌∈𝒮

sup
𝑡∈[0,𝑥]

‖𝑓(𝑡, 𝜌)‖ = 0 и (1.77)

позволяет сделать вывод, что (𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, ·) ∈ 𝐶0

(︀
𝒮
)︀
, более того, sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝒦𝑓(𝑡, 𝜌)‖ →

0 при 𝜌 → ∞, 𝜌 ∈ 𝒮 для любого конечного 𝑇 > 0. С учетом непрерыв-

ности функции (𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) по совокупности переменных, это означает, что

(𝒦(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈ 𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)). Наконец, из оценки (1.77) очевидным образом

следует неравенство

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐶0(𝒮)) · ‖𝑞‖𝐿1(0,∞). (1.78)

Из неравенства (1.78) можно заключить, что функция

(𝒦(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)), а 𝒦(𝑞) ∈ ℒ
(︀
𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))

)︀
. Более то-

го, поскольку соответствие 𝑞 → 𝒦(𝑞) представляет собой линейный опера-

тор, то из (1.78) следует также непрерывная зависимость оператора 𝒦(𝑞) ∈
ℒ
(︀
𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))

)︀
от потенциала 𝑞 ∈ 𝒳𝑝.

I. 2) Из оценки (1.76) индукцией по 𝑟 = 0, 1, . . . выводим следующую

оценку для итерированного оператора 𝒦𝑟(𝑞):

‖(𝒦𝑟(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ ≤ 𝑀 𝑟

𝑟!

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠𝑟

sup
𝜏∈[0,𝑥]

‖𝑓(𝜏, 𝜌)‖, (1.79)

из которой вытекает:

‖𝒦𝑟(𝑞)‖ ≤ 𝑀 𝑟

𝑟!
‖𝑞‖𝑟𝐿1(0,∞), (1.80)

где норма в левой части обозначает норму в ℒ
(︀
𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))

)︀
. Таким об-

разом, можно утверждать, что оператор 𝐼𝑑−𝒦(𝑞) обратим в 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))
для любого 𝑞 ∈ 𝒳𝑝, более того, обратный оператор (𝐼𝑑−𝒦(𝑞))−1 непрерывно
зависит от 𝑞. Поскольку

𝑇𝑘(𝑞) = (𝐼𝑑−𝒦(𝑞))−1𝑇 1
𝑘 (𝑞),

это завершает доказательство того, что 𝑇𝑘 ∈ 𝐶
(︀
𝒳𝑝, 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

.

I. 3) Пусть теперь 𝑙 – произвольный луч вида {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, где 𝑧 ∈
𝒮 ∖{0}. Для произвольной 𝑓 ∈ 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙)) (и следовательно, в частности,
𝑓 ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝑙))) очевидным образом повторяются рассуждения из пункта

I. 1). В частности, можно утверждать, что (𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) непрерывна по (𝑥, 𝜌) ∈
[0,∞) × 𝑙. Кроме того, при 𝜌 ∈ 𝑙 справедливы неравенства (1.76), (1.77), из

которых следует, что (𝒦(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝑙)).
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Далее, из оценок:

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙)
≤𝑀

𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓(𝑡, ·)‖𝐿2(𝑙) 𝑑𝑡, (1.81)

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) ≤𝑀

𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓(𝑡, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) 𝑑𝑡,

где 𝑅 > 0 произвольно в силу Леммы 1.1 следует (𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, ·) ∈ 𝐿2(𝑙) при

всех 𝑥 ∈ [0,∞), (𝒦(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈ 𝐵𝐶 ([0,∞), 𝐿2(𝑙)). Более того, из (1.77), (1.81)

следует:

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐶0(𝑙)) · ‖𝑞‖𝐿1(0,∞),

‖(𝒦(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙)
≤𝑀‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐿2(𝑙)) · ‖𝑞‖𝐿1(0,∞),

что позволяет утверждать, что 𝒦(𝑞) ∈ ℒ (𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))) и непрерывно за-

висит от 𝑞 ∈ 𝒳𝑝.

I. 4) Далее, из оценки (1.81) индукцией по 𝑟 = 0, 1, . . . могут быть полу-

чены оценки:

‖(𝒦𝑟(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)‖𝐿2(𝑙)
≤ 𝑀 𝑟

𝑟!

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠𝑟

sup
𝜏∈[0,𝑥]

‖𝑓(𝜏, ·)‖𝐿2(𝑙),

из которых, вместе с оценками (1.79) (остающимися в силе для любых 𝜌 ∈ 𝑙),
следуют оценки вида (1.80), где, в отличие от пункта I. 2), норма в левой части

понимается как норма в ℒ (𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))). Повторяя рассуждения из пункта
I. 2), заключаем, что 𝑇𝑘 ∈ 𝐶 (𝒳𝑝, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙))).

II. 1) Рассуждая, как в пункте I. 1), замечаем, что 𝐹𝑘(𝑞, ·, ·) есть решение
уравнения 𝐹𝑘(𝑞) = 𝒦+(𝑞)𝐹𝑘(𝑞) + 𝐹 1

𝑘 (𝑞), где 𝐹
1
𝑘 (𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝜔+

𝑘 (𝑞
(𝑘), 𝑥, 𝜌) и в силу

Теорем 1.2, 1.3 предыдущего параграфа имеем

𝐹 1
𝑘 ∈ 𝐶

(︀
𝒳𝑝, 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

и для любого луча {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, где 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничение 𝐹 1
𝑘

⃒⃒⃒
𝑙

принадлежит 𝐶 (𝒳𝑝, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙))); 𝒦+(𝑞) – линейный оператор, отобража-

ющий функцию 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝜌) в функцию

(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) = −
∞∫︁
𝑥

𝒢𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑓(𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡. (1.82)
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Поскольку функция 𝒢𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌) непрерывна по совокупности переменных (𝑥, 𝑡, 𝜌):
0 ≤ 𝑥 < 𝑡 <∞, 𝜌 ∈ 𝒮, пользуясь теоремой Лебега об ограниченной сходимости
можно показать, что для любой функции 𝑓(·, ·) ∈ 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀

функ-

ция (𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) непрерывна по совокупности переменных 𝑥 ∈ [0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮.
Далее, из ограниченности функции 𝒢𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌) следует оценка:

⃦⃦
(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)

⃦⃦
≤𝑀

∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓(𝑡, 𝜌)‖ 𝑑𝑡. (1.83)

Покажем, что

lim
𝜌→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

⃦⃦
(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)

⃦⃦
= 0. (1.84)

Для произвольного фиксированного 𝜀 > 0 выберем 𝑇* = 𝑇*(𝜀), такое что

𝑀‖𝑓‖
∞∫︁

𝑇*

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡 < 𝜀

2
,

где ‖𝑓‖ = ‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐶0(𝒮)). Далее, для выбранного (конечного) 𝑇* найдется 𝑅

такое, что

𝑀‖𝑓(𝑥, 𝜌)‖
𝑇*∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡 < 𝜀

2

для всех 𝑥 ∈ [0, 𝑇*], 𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| > 𝑅. Тогда при 𝑥 ∈ [0, 𝑇*], 𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| > 𝑅 имеем

‖(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ < 𝜀, а при 𝑥 ∈ [𝑇*,∞], 𝜌 ∈ 𝒮 ‖(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)‖ < 𝜀/2. Таким

образом, (1.84) доказано. С учетом непрерывности функции (𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌) по

совокупности переменных 𝑥 ∈ [0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 это доказывает, что (𝒦+(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈
𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀
. Наконец, из неравенства (1.83) вытекает оценка⃦⃦

(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)
⃦⃦
≤𝑀‖𝑞‖𝐿1(0,∞)‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐶0(𝒮)),

из которой следует, что оператор𝒦+(𝑞) ∈ ℒ
(︀
𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

и непрерывно

зависит от 𝑞 ∈ 𝒳𝑝.

II. 2) Из оценки (1.83) индукцией по 𝑟 = 0, 1, . . . выводим следующую

оценку:

⃦⃦
((𝒦+(𝑞))𝑟𝑓)(𝑥, 𝜌)

⃦⃦
≤ 𝑀 𝑟

𝑟!

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠𝑟

sup
𝜏∈[𝑥,∞)

‖𝑓(𝜏, 𝜌)‖, (1.85)
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из которой вытекает: ⃦⃦
(𝒦+(𝑞))𝑟

⃦⃦
≤ 𝑀 𝑟

𝑟!
‖𝑞‖𝑟𝐿1(0,∞), (1.86)

где норма в левой части обозначает норму в ℒ
(︀
𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))

)︀
. Таким обра-

зом, можно утверждать, что оператор 𝐼𝑑−𝒦+(𝑞) обратим в 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮))
для любого 𝑞 ∈ 𝒳𝑝, более того, обратный оператор (𝐼𝑑−𝒦+(𝑞))−1 непрерывно

зависит от 𝑞. Поскольку

𝐹𝑘(𝑞) = (𝐼𝑑−𝒦+(𝑞))−1𝐹 1
𝑘 (𝑞),

это завершает доказательство того, что 𝐹𝑘 ∈ 𝐶
(︀
𝒳𝑝, 𝐵𝐶

(︀
[0,∞), 𝐶0

(︀
𝒮
)︀)︀)︀

.

II. 3) Пусть теперь 𝑙 – произвольный луч вида {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, где
𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0}. Для произвольной 𝑓 ∈ 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙)) очевидным образом по-

вторяются рассуждения из пункта II. 1). В частности, можно утверждать, что

(𝒦(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈ 𝐵𝐶 ([0,∞), 𝐶0(𝑙)). В частности, при 𝜌 ∈ 𝑙 справедливо неравен-
ство (1.83), из которого следует оценка:⃦⃦

(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, 𝜌)
⃦⃦
≤𝑀‖𝑞‖𝐿1(0,∞)‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐶0(𝑙)). (1.87)

Далее, из оценок:

⃦⃦
(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)

⃦⃦
𝐿2(𝑙)
≤𝑀

∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓(𝑡, ·)‖𝐿2(𝑙) 𝑑𝑡, (1.88)

⃦⃦
(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)

⃦⃦
𝐿2(𝑙+(𝑅))

≤𝑀

∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖‖𝑓(𝑡, ·)‖𝐿2(𝑙+(𝑅)) 𝑑𝑡,

где 𝑅 > 0 произвольно, в силу Леммы 1.1 следует (𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, ·) ∈ 𝐿2(𝑙) при

всех 𝑥 ∈ [0,∞), (𝒦+(𝑞)𝑓)(·, ·) ∈ 𝐵𝐶 ([0,∞), 𝐿2(𝑙)). Более того, из оценки (1.87)

и неравенства⃦⃦
(𝒦+(𝑞)𝑓)(𝑥, ·)

⃦⃦
𝐿2(𝑙)
≤𝑀‖𝑓‖𝐵𝐶([0,∞),𝐿2(𝑙)) · ‖𝑞‖𝐿1(0,∞),

следует, что 𝒦+(𝑞) ∈ ℒ (𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))) и непрерывно зависит от 𝑞 ∈ 𝒳𝑝.

II. 4) Далее, из оценки (1.88) индукцией по 𝑟 = 0, 1, . . . могут быть полу-

чены оценки:

⃦⃦
((𝒦+(𝑞))𝑟𝑓)(𝑥, ·)

⃦⃦
𝐿2(𝑙)
≤ 𝑀 𝑟

𝑟!

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡

⎞⎠𝑟

sup
𝜏∈[𝑥,∞)

‖𝑓(𝜏, ·)‖𝐿2(𝑙),
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из которых, вместе с оценками (1.85) (для 𝜌 ∈ 𝑙), следуют оценки вида (1.86),

где норма в левой части понимается как норма в ℒ (𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))). Повторяя
рассуждения из пункта II. 2), заключаем, что

𝐹𝑘 ∈ 𝐶 (𝒳𝑝, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℋ(𝑙))) .

□

Теорема 1.7.Пусть 𝑞(·) – абсолютно непрерывная внедиагональная мат-
рица - функция, причём 𝑞(0) = 0. Обозначим через 𝑞𝑜(·) внедиагональную

матрицу-функцию такую, что [𝐵, 𝑞𝑜(𝑥)] = −𝑞(𝑥) при всех 𝑥 > 0 (здесь [·, ·]
обозначает коммутатор матриц). Определим диагональную матрицу - функ-

цию 𝑑(𝑥) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1(𝑥), . . . , 𝑑𝑛(𝑥)), где

𝑑𝑘(𝑥) :=

∞∫︁
𝑥

𝑡−1 ([𝑞𝑜(𝑡), 𝐴])𝑘𝑘 𝑑𝑡

и положим: 𝑞(𝑥) := 𝑞𝑜(𝑥) + 𝑑(𝑥).

Предположим, что все функции 𝑞𝑖𝑗(·), 𝑞′𝑖𝑗(·) и 𝑞𝑖𝑗(·), где 𝑞(𝑥) := 𝑞′(𝑥) +

𝑥−1[𝑞(𝑥), 𝐴] принадлежат 𝑋𝑝 := 𝐿1(0,∞) ∩ 𝐿𝑝(0,∞), 𝑝 > 2.

Тогда для каждого фиксированного 𝑥 > 0 при 𝜌 → ∞, 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}
справедливы асимптотики:

𝜌(𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌)) =

𝑑0𝑘𝑇
0
𝑘 (𝑥, 𝜌) +

∑︁
𝛼,𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛽𝑔𝑘𝛼𝛽(𝑥) exp(𝜌𝑥(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))f𝛼 + 𝑜(1),

𝜌
(︁
𝐹𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝐹 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)
)︁
=
∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝑓𝑘𝛼(𝑥)f𝛼 + 𝑜(1).

Здесь

𝑑0𝑘 = −𝜎𝛼*(𝑘)

⃒⃒⃒(︁
𝑑(𝑛−𝑘+1)(0)h𝛼*(𝑘)

)︁
∧ h(𝛼*(𝑘))′

⃒⃒⃒
,

𝛼*(𝑘) := (𝑘, . . . , 𝑛) и коэффициенты представлений определяются по форму-

лам:

𝑓𝑘𝛼(𝑥) = 𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑘)(𝑥)f𝛼*(𝑘)

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
для 𝛼 ̸= 𝛼*(𝑘) := (1, . . . , 𝑘),

𝑓𝑘,𝛼*(𝑘)(𝑥) = −
∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

∞∫︁
𝑥

𝜒𝛼*(𝑘)

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)f𝛼

)︁
∧ f𝛼′

*(𝑘)

⃒⃒⃒
𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(𝑞(𝑘)(𝑡)f𝛼*(𝑘)) ∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
𝑑𝑡;
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𝑔𝑘𝛼𝛽(𝑥) = 𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑥)f𝛽

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
для 𝛽 ̸= 𝛼,

𝑔𝑘𝛽𝛽(𝑥) =
∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑥∫︁
0

𝜒𝛽

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)f𝛼

)︁
∧ f𝛽′

⃒⃒⃒
𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)f𝛽) ∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
𝑑𝑡.

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве Теоремы 1.6, вос-

пользуемся для функции 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) := 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)−𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) представлением: 𝑇𝑘(·, 𝜌) =

(𝐼𝑑+𝒦(𝜌))−1𝑇 1
𝑘 (·, 𝜌), где 𝒦(𝜌) – оператор, действующий по формуле:

(𝒦(𝜌)𝑓) (𝑥) :=
𝑥∫︁

0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡)

)︁
𝑑𝑡

в пространстве 𝐿∞(0,∞). Здесь, как и ранее:

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌) :=

←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑡)
←−
𝑊 𝑘(𝜌𝑥)

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌),

𝑇 1
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝜔𝑘

(︀
𝑞(𝑛−𝑘+1), 𝑥, 𝜌

)︀
. В условиях теоремы к функции 𝑇 1

𝑘 (·, ·) можно при-
менить Теорему 1.4, что даёт:

𝜌𝑇 1
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑑0𝑘𝑇

0
𝑘 (𝑥, 𝜌)+∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑥)𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑥, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)−

𝜔𝑘

(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1), 𝑥, 𝜌

)︁
. (1.89)

Поскольку по построению матрицы 𝑞 имеем 𝑞𝑗𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑛, из (1.89) и Теоремы

1.2 следует (в частности) оценка:

‖𝑇 1
𝑘 (·, 𝜌)‖𝐵𝐶[0,∞) = 𝑂(𝜌−1), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}. (1.90)

Используя ограниченность 𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌) и рассуждая, как при доказа-

тельстве Теоремы 2, можно получить оценки:

‖𝒦𝑟(𝜌)‖ ≤𝑀0
𝑀 𝑟

1

𝑟!

(︂∫︁ 𝑇

0

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
)︂𝑟

,

где ‖𝒦𝑟(𝜌)‖ обозначает норму оператора, действующего в 𝐿∞(0,∞). Отсюда,

как и ранее, выводится оценка ‖(𝐼𝑑 − 𝒦(𝜌))−1‖ = 𝑂(1), равномерная по 𝜌 ∈
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𝒮∖{0}. Таким образом, с учетом (1.90), приходим к следующей предварительной
оценке функции 𝑇𝑘(·, ·):

‖𝑇𝑘(·, 𝜌)‖𝐿∞(0,∞) = 𝑂(𝜌−1), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}. (1.91)

Представим оператор 𝒦(𝜌) в виде 𝒦(𝜌) = 𝒦0(𝜌) +𝒦1(𝜌), где:

𝒦0(𝜌)𝑓(𝑥) :=

𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)
∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼 ·
𝑥∫︁

|𝜌|−1

exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛼−
←−
𝑅 𝑘))

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡)

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
f𝛼 𝑑𝑡.

Лемма 1.8. В условиях Теоремы 1.7 справедлива оценка ‖𝒦1(𝜌)‖ = 𝑂
(︀
𝜌−1
)︀
.

Доказательство Леммы 1.8. Представим оператор в виде суммы: 𝒦1 =

𝒦(1)
0 +𝒦(1)

1 +𝒦(1)
2 , где:

(𝒦(1)
0 𝑓)(𝑥) = 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)

∫︁ 𝑥

0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡)

)︁
𝑑𝑡,

(𝒦(1)
1 𝑓)(𝑥) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

∫︁ |𝜌|−1

0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡)

)︁
𝑑𝑡.

В силу ограниченности 𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌) имеем:

‖𝒦(1)
1 𝑓‖ ≤𝑀‖𝑓‖ ·

∫︁ |𝜌|−1

0

‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤𝑀 |𝜌|−1‖𝑓‖ · ‖𝑞(·)‖𝐿∞(0,∞).

Рассуждая аналогично с учетом того, что (𝒦(1)
0 𝑓)(𝑥) ̸= 0 только, если |𝜌𝑥| ≤ 1,

получаем аналогичную оценку для ‖𝒦(1)
0 𝑓‖.

Рассмотрим оператор 𝒦(1)
2 . Используя представление для 𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌) в

терминах функций {𝐸𝑗(·, ·)}, асимптотики

𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝛼)(f𝛼 +𝑂
(︀
(𝜌𝑥)−1)

)︀
,

равномерные в области |𝜌𝑥| ≥ 1, и учитывая, что Re(𝜌(𝑥 − 𝑡)(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘)) ≤ 0

при всех 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥, 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}, 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1, приходим к следующей оценке:

𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)𝜃+(|𝜌𝑡| − 1)𝜃+(𝑥− 𝑡)
⃦⃦⃦
𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡)

)︁
−

∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼 exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘))

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑓(𝑡)

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
f𝛼

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

≤ 𝑀

|𝜌𝑡|
‖𝑞(𝑡)‖.
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Поскольку в условиях теоремы 𝑡−1‖𝑞(𝑡)‖ ∈ 𝐿1(0,∞) из полученной оценки сле-

дует:

‖𝒦(1)
2 𝑓‖ ≤𝑀 |𝜌|−1‖𝑓‖ ·

∫︁ ∞
0

𝑡−1‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡

откуда ‖𝒦(1)
2 ‖ = 𝑂(𝜌−1).

□

Лемма 1.9. В условиях Теоремы 1.7 справедлива оценка ‖𝒦2
0(𝜌)‖ = 𝑂

(︀
𝜌−1
)︀
.

Доказательство Леммы 1.9. Имеем:

(𝒦2
0𝑓)(𝑥) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)·∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

∫︁ 𝑥

|𝜌|−1

exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘))𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)(𝒦0𝑓)(𝑡)

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
f𝛼 𝑑𝑡,

𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)(𝒦0𝑓)(𝑡)

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
=

𝜃+(|𝜌𝑡| − 1)
∑︁

𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛽

∫︁ 𝑡

|𝜌|−1

exp(𝜌(𝑡− 𝜏)(𝑅𝛽 −
←−
𝑅 𝑘))⃒⃒⃒(︁

𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝜏)𝑓(𝜏)
)︁
∧ f𝛽′

⃒⃒⃒
𝑄𝛼𝛽(𝑡) 𝑑𝜏,

где

𝑄𝛼𝛽(𝑡) := 𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)f𝛽

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
.

Таким образом,

(𝒦2
0𝑓)(𝑥) = 𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)

∑︁
𝛼𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

∫︁ 𝑥

|𝜌|−1

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝜏)𝑓(𝜏)

)︁
∧ f𝛽′

⃒⃒⃒
𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝜏, 𝜌) 𝑑𝜏,

где:

𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝜏, 𝜌) =

∫︁ 𝑥

𝜏

𝑄𝛼𝛽(𝑡) exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌(𝑡− 𝜏)(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))f𝛼 𝑑𝑡.

Заметим, что Re(𝜌(𝑥 − 𝑡)(𝑅𝛼 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌(𝑡 − 𝜏)(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘)) ≤ 0 для любых 0 ≤

𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥, 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1. Кроме того, в условиях Теоремы 1.7

функции 𝑄𝛼𝛽(·) функции абсолютно непрерывны и 𝑄𝛼𝛽(𝑡) ≡ 0 при 𝛼 = 𝛽.

Отсюда вытекает оценка:

𝜃+(|𝜌𝜏 | − 1)𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝜏, 𝜌) = 𝑂(𝜌−1) (1.92)
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равномерно при 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑥, 𝜌 ∈ 𝒮∖{0}. Действительно, если 𝑅𝛼 ̸= 𝑅𝛽, требуемая

оценка получается интегрированием по частям. В случае же 𝑅𝛼 = 𝑅𝛽 в силу

Условия 2 имеем Re(𝜌(𝑅𝛼−
←−
𝑅 𝑘)) < 0 строго при всех 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑥, 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}. В

этом случае имеем

𝐻𝛼𝛽(𝑥, 𝜏, 𝜌) = exp
(︁
𝜌(𝑥− 𝜏)

(︁
𝑅𝛼 −

←−
𝑅 𝑘

)︁)︁ 𝑥∫︁
𝜏

𝑄𝛼𝛽(𝑡) 𝑑𝑡,

при этом
⃒⃒⃒
exp

(︁
𝜌(𝑥− 𝜏)

(︁
𝑅𝛼 −

←−
𝑅 𝑘

)︁)︁⃒⃒⃒
= exp(−𝑐(𝑥− 𝜏)|𝜌|), 𝑐 > 0,∫︁ 𝑥

𝜏

|𝑄𝛼𝛽(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤𝑀‖𝑞‖𝐿∞(0,∞)(𝑥− 𝜏).

Учитывая, что 𝑡 exp(−𝑡) < 1 при 𝑡 > 0, приходим к (1.92). Таким образом,

оценка (1.92) справедлива для всех пар мультииндексов 𝛼, 𝛽, что завершает

доказательство леммы.

□

Завершение доказательства Теоремы 1.7. Имеем 𝑇𝑘(·, 𝜌) = 𝑇 1
𝑘 (·, 𝜌)+

𝒦(𝜌)𝑇 1
𝑘 (·, 𝜌) +𝒦2(𝜌)𝑇𝑘(·, 𝜌).
Заметим, что:

(𝒦(𝜌)𝑇 0
𝑘 (·, 𝜌))(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝒢𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇 0

𝑘 (𝑡, 𝜌)
)︁
= 𝑇 1

𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑂(𝜌−1)

равномерно по 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}, 𝑥 ∈ (0,∞).

Из полученной оценки, представления (1.89), предварительной оценки (1.91),

оценки (1.90) и Лемм 1.8, 1.9 получаем:

𝑇𝑘(·, 𝜌) = 𝑇 1
𝑘 (·, 𝜌) +𝒦0(𝜌)𝑢𝑘(·, 𝜌) +𝑂

(︀
𝜌−2
)︀
, (1.93)

где

𝜌𝑢𝑘(𝑥, 𝜌) = ∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑥)𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑥, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)

− 𝜔𝑘

(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1), 𝑥, 𝜌

)︁
, (1.94)
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равномерно по 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}, 𝑥 ∈ (0,∞).

Из Теоремы 1.2 и (1.94) вытекает:

𝜌𝑢𝑘(𝑥, 𝜌) =
∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑥)𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)) ∧ 𝐸𝛼′(𝑥, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝐸𝛼(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1),

откуда при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}:

𝜃+(|𝜌𝑡| − 1)𝜌𝑢𝑘(𝑡, 𝜌) =

𝜃+(|𝜌𝑡| − 1)
∑︁

𝛼,𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛽 exp(𝜌𝑡(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))�̂�𝛼𝛽(𝑡)f𝛼 + 𝜌−1�̂�𝑘(𝑡, 𝜌) + 𝑜(1),

где:

�̂�𝛼𝛽(𝑡) = 𝜒𝛼

⃒⃒⃒
(𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)f𝛽) ∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
,

оценка 𝑜(·) равномерна по 𝑡 ∈ (0,∞) и величина 𝑡�̂�𝑘(𝑡, 𝜌) равномерно ограниче-

на на множестве {|𝜌𝑡| ≥ 1}.
В условиях теоремы имеем

∞∫︁
0

𝑡−1‖𝑞(𝑡)‖ 𝑑𝑡 <∞,

поэтому ‖𝒦0(𝜌)�̂�𝑘(·, 𝜌)‖𝐿∞(0,∞) = 𝑂(1) и таким образом, мы получили:

(𝒦0(𝜌)𝑢𝑘(·, 𝜌))(𝑥) = 𝜌−1𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)
∑︁

𝛼,𝛽,𝛾∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛾𝑇
0
𝑘𝛽·

𝑥∫︁
|𝜌|−1

exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛾 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))�̂�𝛼𝛽(𝑡)·

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)f𝛼

)︁
∧ f𝛾′

⃒⃒⃒
f𝛾 𝑑𝑡+ 𝑜(𝜌−1) =

𝜌−1𝜃+(|𝜌𝑥|−1)
∑︁

𝛽,𝛾∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛽

𝑥∫︁
|𝜌|−1

exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛾−
←−
𝑅 𝑘)+𝜌𝑡(𝑅𝛽−

←−
𝑅 𝑘))�̃�𝛾𝛽(𝑡)f𝛾 𝑑𝑡

+𝑜(𝜌−1),

где:

�̃�𝛾𝛽(𝑡) :=
∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑄𝛾𝛼(𝑡)�̂�𝛼𝛽(𝑡), 𝑄𝛾𝛼(𝑡) = 𝜒𝛾

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)f𝛼

)︁
∧ f𝛾′

⃒⃒⃒
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и оценка 𝑜(·) понимается по норме 𝐿∞(0,∞).

В условиях теоремы функции𝑄𝛼𝛽 и �̂�𝛼𝛽 (для любой пары мультииндексов

𝛼, 𝛽) абсолютно непрерывны. Рассуждая, как при доказательстве Леммы 1.9,

получаем при 𝛾 ̸= 𝛽:
𝑥∫︁

|𝜌|−1

exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝛾 −
←−
𝑅 𝑘) + 𝜌𝑡(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))�̃�𝛾𝛽(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑂(𝜌−1),

откуда:

(𝒦0(𝜌)𝑢𝑘(𝑞, ·, 𝜌))(𝑥) =

𝜌−1𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)
∑︁

𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛽 exp(𝜌𝑥(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))

𝑥∫︁
|𝜌|−1

�̃�𝛽𝛽(𝑡) 𝑑𝑡f𝛽 + 𝑜(𝜌−1).

Подставляя полученную асимптотику в представление (1.93), получаем:

𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑇 1
𝑘 (𝑥, 𝜌)+

𝜌−1𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)
∑︁

𝛽∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘𝛽 exp(𝜌𝑥(𝑅𝛽 −

←−
𝑅 𝑘))

𝑥∫︁
|𝜌|−1

�̃�𝛽𝛽(𝑡) 𝑑𝑡f𝛽 + 𝑜(𝜌−1). (1.95)

Здесь, как и ранее, оценка 𝑜(·) понимается по норме 𝐿∞(0,∞). Но все величины,

входящие в (1.95), представляют собой абсолютно непрерывные функции по

𝑥 ∈ (|𝜌−1|,∞). Следовательно, представление (1.95) справедливо при 𝜌 → ∞
для каждого фиксированного 𝑥 > 0.

Заметим теперь, что
𝑥∫︁

|𝜌|−1

�̃�𝛽𝛽(𝑡) 𝑑𝑡→
𝑥∫︁

0

�̃�𝛽𝛽(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑔𝑘𝛽𝛽(𝑥)

при 𝜌 → ∞. Используя данное наблюдение, а также представление (1.89) для

𝑇 1
𝑘 (𝑥, 𝜌), получаем из (1.95) требуемую асимптотику.

□

§1.3 Построение и исследование решений типа

Вейля

Данный параграф посвящен построению и исследованию решений типа

Вейля для операторов вида (5). Решения типа Вейля возникают как решения
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эквивалентной уравнению ℓ𝑦 = 𝜌𝑦 системы

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝑦 =: 𝑈(𝑥, 𝜌)𝑦 (1.96)

с заданным асимптотическим поведением при 𝑥 → 0 и 𝑥 → ∞. Эти решения,

которые можно считать прямым аналогом решений, рассматривавшихся в ра-

ботах Р. Билса и В.А. Юрко, играют ключевую роль в различных вопросах

спектральной теории, в частности, в теории обратных задач.

В отличие от традиционных методов, мы не используем никаких вспомо-

гательных ФСР системы (1.96), основным инструментом в наших построени-

ях выступают построенные в предыдущем параграфе фундаментальные тензо-

ры. Одним из ключевых результатов, излагаемых далее, является возможность

представления фундаментальных тензоров как внешних произведений некото-

рых специальных решений системы (1.96). Построение самих решений при этом

сводится к решению некоторых (вообще говоря, переопределенных) СЛАУ. Для

работы с такими системами мы будем использовать следующее утверждение

(этот результат хорошо известен, см., например Лемму 7.1 [68], тем не менее,

для удобства читателя мы приводим здесь его доказательство).

Утверждение 1.1. Рассмотрим уравнение

𝑢1 ∧ · · · ∧ 𝑢𝑚 ∧ 𝑓 = 𝑔

относительно неизвестного вектора 𝑓 ∈ C𝑛, где 𝑔 ∈ ∧𝑚+1C𝑛 и система ли-

нейно независимых векторов {𝑢1, . . . , 𝑢𝑚} заданы.
Данная задача имеет решение тогда и только тогда, когда 𝑔 ∧ 𝑢𝑗 = 0,

𝑗 = 1,𝑚.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. До-

полнив систему {𝑢1, . . . , 𝑢𝑚} произвольным образом до базиса {𝑢1, . . . , 𝑢𝑛} в C𝑛,

перепишем рассматриваемое уравнение в виде

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗(𝑢1 ∧ · · · ∧ 𝑢𝑚 ∧ 𝑢𝑗) = 𝑔,

что эквивалентно СЛАУ:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝛼𝑗𝛽𝑗 = 𝑔𝛼, 𝛼 ∈ 𝒜𝑚+1
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относительно коэффициентов {𝛽𝑗}𝑛𝑗=1, где:

𝑎𝛼𝑗 = |𝑢1 ∧ · · · ∧ 𝑢𝑚 ∧ 𝑢𝑗 ∧ 𝑢𝛼′| , 𝑔𝛼 = |𝑔 ∧ 𝑢𝛼′| .

Для любого мультииндекса 𝛼 ∈ 𝒜𝑚+1 такого, что 𝛼′ ∩ (1, . . . ,𝑚) ̸= ∅ имеем

𝑎𝛼𝑗 = 0 для всех 𝑗 = 1, 𝑛, при этом и 𝑔𝛼 = 0, и соответствующая строка

в СЛАУ представляет собой тождество. После исключения всех таких строк

СЛАУ приводится к виду

𝑎𝛼𝑗𝛽𝑗 = 𝑔𝛼, 𝑗 = 𝑚+ 1, 𝑛,

где 𝛼 = (1, . . . ,𝑚, 𝑗), 𝑎𝛼𝑗 = |𝑢1 ∧ · · · ∧ 𝑢𝑚 ∧ 𝑢𝑗 ∧ 𝑢𝛼′| ≠ 0.

□

Замечание 1.1. В условиях Утверждения 1.1 искомый вектор 𝑓 опреде-

лен с точностью до произвольной линейной комбинации векторов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚,

т.е. рассматриваемая задача не является однозначно разрешимой. Для полу-

чения однозначно разрешимой задачи можно дополнить уравнение некоторой

системой соотношений, однозначно фиксирующей компоненту из

𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢1, . . . , 𝑢𝑚}. Например, при выполнении условий 𝑔 ∧ 𝑢𝑗 = 0, 𝑗 = 1,𝑚

однозначно разрешимой является задача (СЛАУ) вида:

𝑢1 ∧ · · · ∧ 𝑢𝑚 ∧ 𝑓 = 𝑔, (𝑓, 𝑢𝑗) = 0, 𝑗 = 1,𝑚,

где (·, ·) обозначает стандартное скалярное произведение в C𝑛.

Следующий результат вспомогательного характера показывает, что фун-

даментальные тензоры являются поточечно (т.е. для каждой фиксированной

пары аргументов (𝑥, 𝜌)) разложимыми.

Лемма 1.10. Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞). Тогда существуют (однозначно

определяемые) наборы функций {𝑣1(𝑥, 𝜌), . . . , 𝑣𝑛(𝑥, 𝜌)} и {𝑤1(𝑥, 𝜌), . . . , 𝑤𝑛(𝑥, 𝜌)},
𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} такие, что:

� для любых фиксированных 𝑥, 𝜌 векторы {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛} попарно ортогональ-
но, векторы {𝑤1, . . . , 𝑤𝑛} также попарно ортогональны;

� фундаментальные тензоры допускают разложения вида: 𝑇𝑘 = 𝑤𝑘 ∧ · · · ∧
𝑤𝑛, 𝐹𝑘 = 𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑘;

� для любых фиксированных 𝑥, 𝜌 и для всех 𝑠 ≤ 𝑘 справедливы соотношения:

𝑣𝑠 ∧ 𝐹𝑘 = 0, 𝑤𝑘 ∧ 𝑇𝑠 = 0;
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� справедливы соотношения:

(𝑤′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)𝑤𝑘) ∧ 𝑇𝑘+1 = 0, 𝐹𝑘−1 ∧ (𝑣′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)𝑣𝑘) = 0;

� имеют место асимптотики:

𝑣𝑘 = exp(𝜌𝑅𝑘𝑥)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→∞, 𝑤𝑘 = (𝜌𝑥)𝜇𝑘(g𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0,

где {g𝑘}𝑛𝑘=1 – не зависящие от 𝑥, 𝜌 ортогональные векторы, такие, что:

g𝑛 = h𝑛, g𝑘 − h𝑘 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{g𝑗}𝑗>𝑘.

Доказательство. 1) Положим 𝑤𝑛(𝑥, 𝜌) := 𝑇𝑛(𝑥, 𝜌). Убедимся, что 𝑤𝑛 ∧
𝑇𝑗 = 0 при всех 𝑗 < 𝑛, 𝑥, 𝜌. При 𝑗 = 1 утверждение очевидно. Пусть 𝑗 > 1.

Обозначив 𝑤𝑛 ∧ 𝑇𝑗 =: 𝑦, заметим, что 𝑦(·, 𝜌) удовлетворяет уравнению:

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)(𝑛−𝑗+2)𝑦 + 𝑞(𝑛−𝑗+2)(𝑥)𝑦 (1.97)

и допускает оценку:

‖𝑦(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀(𝜌)
⃒⃒⃒
(𝜌𝑥)

←−𝜇𝑗+𝜇𝑛

⃒⃒⃒
, |𝜌𝑥| ≤ 1. (1.98)

Рассматривая (1.97) как неоднородное уравнение с правой частью 𝑞(𝑛−𝑗+2)(𝑥)𝑦,

получим представление:

𝑦(𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
𝑥0

𝐺𝑛−𝑗+2(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑗+2)(𝑡)𝑦(𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑗+2

𝐴𝛼(𝑥0, 𝜌)Ψ0𝛼(𝑥, 𝜌), (1.99)

где константы 𝐴𝛼(𝑥0, 𝜌) определяются из соотношения:∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑗+2

𝐴𝛼(𝑥0, 𝜌)Ψ0𝛼(𝑥0, 𝜌) = 𝑦(𝑥0, 𝜌). (1.100)

Из (1.100) следует представление:

|𝐴𝛼(𝑥0, 𝜌)| = ||𝑦(𝑥0, 𝜌) ∧Ψ0𝛼′(𝑥0, 𝜌)|| ,

из которого с учетом (1.98) вытекает оценка:

|𝐴𝛼(𝑥0, 𝜌)| ≤𝑀(𝜌)
⃒⃒⃒
(𝜌𝑥0)

←−𝜇𝑗+𝜇𝑛−𝜇𝛼

⃒⃒⃒
, 𝑥0 < |𝜌−1|.
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Переходя к пределу при 𝑥0 → 0 (при произвольном фиксированном 𝜌) и учи-

тывая, что при всех 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑗+2 имеем

Re (←−𝜇𝑗 + 𝜇𝑛 − 𝜇𝛼) = Re (←−𝜇 𝑗−1 − 𝜇𝛼 + 𝜇𝑛 − 𝜇𝑗−1) ≥ Re(𝜇𝑛 − 𝜇𝑗−1) > 0,

получаем 𝐴𝛼(𝑥0, 𝜌) → 0. Переходя теперь к пределу при 𝑥0 → 0 в представ-

лении (1.99), заключаем, что 𝑦(·, 𝜌) удовлетворяет следующему однородному

вольтерровскому уравнению:

𝑦(𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑗+2(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑗+2)(𝑡)𝑦(𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡. (1.101)

Из уравнения (1.101) и оценки (1.98) по индукции выводится следующая оценка

при 𝑚 = 1, 2, . . . :

‖𝑦(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀(𝜌)
𝑀𝑚

1

𝑚!
·
⃒⃒⃒
(𝜌𝑥)

←−𝜇𝑗+𝜇𝑛

⃒⃒⃒
·

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎠𝑚

, |𝜌𝑥| ≤ 1.

Переходя к пределу при 𝑚 → ∞, получаем 𝑦(𝑥, 𝜌) = 0 при 𝑥 ∈ (0, |𝜌−1|).
Поскольку 𝑦(𝑥, 𝜌) является решением однородной системы дифференциальных

уравнений (1.97), отсюда следует, что 𝑦(𝑥, 𝜌) ≡ 0.

2) Далее используем индукцию по 𝑘 = 𝑛−1, . . . , 1. Предположим, что уже
построены вектор-функции {𝑤𝑘+1, . . . , 𝑤𝑛}, обладающие указанными свойства-
ми, в частности: 𝑇𝑘+1 = 𝑤𝑘+1∧· · ·∧𝑤𝑛 и при 𝑗 > 𝑘 𝑤𝑗(𝑥, 𝜌)∧𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) ≡ 0. Для вы-

полнения шага индукции требуется доказать существование и единственность

функции 𝑤𝑘 = 𝑤𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} такой, что:
a) 𝑤𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘, (𝑤𝑘, 𝑤𝑗) = 0, 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑛 для любых фиксированных 𝑥, 𝜌;

б) выполнено соотношение (𝑤′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)𝑤𝑘) ∧ 𝑇𝑘+1 = 0;

в) имеет место указанная в лемме асимптотика при 𝑥 → 0 для любого фикси-

рованного 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0};
г) 𝑤𝑘(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇𝑗(𝑥, 𝜌) ≡ 0 при всех 𝑗 ≤ 𝑘.

а) Разрешимость системы 𝑤 ∧ 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘 следует из предположения ин-

дукции и Утверждения 1.1. Обозначим через 𝑤𝑘 единственное (см. Замеча-

ние 1.1.) решение данной системы, удовлетворяющее дополнительному условию

(𝑤,𝑤𝑗) = 0, 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑛.

б) Дифференцируя соотношение 𝑤𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘 и учитывая, что функ-

ция 𝑇𝑚(·, 𝜌) удовлетворяет уравнению 𝑇 ′𝑚 = 𝑈 (𝑛+1−𝑚)𝑇𝑚, получим требуемое

соотношение (𝑤′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)𝑤𝑘) ∧ 𝑇𝑘+1 = 0.
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в) Пусть 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} фиксировано, 𝑥 → 0. В силу асимптотик функ-

ций 𝐶1, . . . , 𝐶𝑘 (из §1.1) и 𝑤𝑘+1, . . . , 𝑤𝑛 (из предположения индукции) векторы

𝐶1, . . . , 𝐶𝑘, 𝑤𝑘+1, . . . , 𝑤𝑛 при всех достаточно малых 𝑥 линейно независимы, и

справедливо представление:

𝑤𝑘(𝑥, 𝜌) =
∑︁
𝑗>𝑘

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)𝑤𝑗(𝑥, 𝜌) +
∑︁
𝑗≤𝑘

𝛾𝑗(𝑥, 𝜌)𝐶𝑗(𝑥, 𝜌). (1.102)

Подставляя 𝑤𝑘 в виде (1.102) в уравнение 𝑤𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘 (при каждом фикси-

рованном 𝑥 и 𝜌), получим: ∑︁
𝑗≤𝑘

𝛾𝑗𝐶𝑗 ∧ 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘,

откуда:

𝛾𝑗 |𝐶1 ∧ · · · ∧ 𝐶𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1| =

(−1)𝜒𝑗 |𝐶1 ∧ · · · ∧ 𝐶𝑗−1 ∧ 𝐶𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝐶𝑘 ∧ 𝑇𝑘| , 𝜒𝑗 ∈ {0, 1}, 𝜒𝑘 = 0.

Из асимптотик 𝐶𝑗(𝑥, 𝜌), 𝑇𝑗(𝑥, 𝜌) при 𝑥→ 0 следует, что:

𝛾𝑘 = 1 + 𝑜(1), 𝛾𝑗 = 𝑜(
⃒⃒
(𝜌𝑥)𝜇𝑘−𝜇𝑗

⃒⃒
), 𝑗 < 𝑘

откуда:

𝑤1
𝑘(𝑥, 𝜌) :=

∑︁
𝑗≤𝑘

𝛾𝑗(𝑥, 𝜌)𝐶𝑗(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝑥)𝜇𝑘(h𝑘 + 𝑜(1)). (1.103)

Соотношения (𝑤𝑘, 𝑤𝑗) = 0, 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑛 перепишем следующим образом:

𝛽𝑗(𝑤𝑗, 𝑤𝑗) + (𝑤1
𝑘, 𝑤𝑗) = 0.

Отсюда, с учетом (1.103) и предположения индукции, получаем:

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌) = (𝛽0
𝑗 + 𝑜(1))(𝜌𝑥)𝜇𝑘−𝜇𝑗 , 𝛽0

𝑗 (g𝑗, g𝑗) + (h𝑘, g𝑗) = 0. (1.104)

Подставляя представления (1.103), (1.104) в (1.102), приходим к требуемой асимп-

тотике:

𝑤𝑘(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝑥)𝜇𝑘(g𝑘 + 𝑜(1)), g𝑘 = h𝑘 +
∑︁
𝑗>𝑘

𝛽0
𝑗 g𝑗,

причём при 𝑗 > 𝑘 имеем: (g𝑘, g𝑗) = (h𝑘, g𝑗) + 𝛽0
𝑗 (g𝑗, g𝑗) = 0 в силу (1.104).

г) Рассуждая, как в пункте 1), рассмотрим функцию 𝑤𝑘 ∧ 𝑇𝑗 =: 𝑦, где

𝑗 ≤ 𝑘. Так же, как и в п. 1) 𝑦(·, 𝜌) удовлетворяет уравнению:

𝑦′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)(𝑛−𝑗+2)𝑦 + 𝑞(𝑛−𝑗+2)(𝑥)𝑦
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и допускает оценку:

‖𝑦(𝑥)‖ ≤ 𝐶
⃒⃒⃒
(𝜌𝑥)

←−𝜇𝑗+𝜇𝑘

⃒⃒⃒
, |𝜌𝑥| ≤ 1.

Повторяя те же рассуждения, что в п.1) и учитывая, что

Re (←−𝜇𝑗 + 𝜇𝑘 − 𝜇𝛼) = Re (←−𝜇 𝑗−1 − 𝜇𝛼 + 𝜇𝑘 − 𝜇𝑗−1) ≥ Re(𝜇𝑘 − 𝜇𝑗−1) > 0,

мы заключаем, что 𝑦(𝑥, ·) удовлетворяет однородному вольтерровскому урав-

нению:

𝑦(𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑗+2(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑗+2)(𝑡)𝑦(𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡,

из которого по индукции выводим оценку (где 𝑚 = 1, 2, . . . ):

‖𝑦(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀(𝜌)
𝑀𝑚

1

𝑚!
·
⃒⃒⃒
(𝜌𝑥)

←−𝜇𝑗+𝜇𝑘

⃒⃒⃒
·

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎠𝑚

, |𝜌𝑥| ≤ 1.

Из полученной оценки вытекает 𝑦(𝑥, 𝜌) ≡ 0. Тем самым, шаг индукции завер-

шён.

3) Доказательство утверждений о функциях {𝑣𝑘(·, ·)} использует в основ-
ном те же соображения, что изложены в п.1), 2). Положив 𝑣1(𝑥, 𝜌) := 𝐹1(𝑥, 𝜌),

для функции 𝑦(𝑥, 𝜌) := 𝐹𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑣1(𝑥, 𝜌) при 𝑗 = 1, 𝑛− 1 (случай 𝑗 = 𝑛 триви-

ален) получим однородное волльтерровское уравнение

𝑦(𝑥, 𝜌) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑗+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑗+1)(𝑡)𝑦(𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡,

из которого следуют оценки (𝑚 = 0, 1, . . . )

‖𝑦(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀(𝜌)
⃒⃒⃒
exp

(︁
𝜌𝑥(𝑅1 +

−→
𝑅 𝑗)

)︁⃒⃒⃒
· 𝑀

𝑚
1

𝑚!

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎠𝑚

, 𝑥 > |𝜌|−1,

откуда заключаем, что 𝑦(𝑥, 𝜌) ≡ 0, т.е. 𝐹𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑣1(𝑥, 𝜌) ≡ 0 при всех 𝑗 ≥ 1.

Далее рассуждаем по индукции. Шаг индукции сводится к тому, чтобы

из существования функций 𝑣1(·, ·), . . . , 𝑣𝑘−1(·, ·), обладающих указанными свой-
ствами, вывести существование функции 𝑣𝑘 = 𝑣𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0}
такой, что:
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a) 𝐹𝑘−1 ∧ 𝑣𝑘 = 𝐹𝑘, (𝑣𝑘, 𝑣𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1 для любых фиксированных 𝑥, 𝜌;

б) выполнено соотношение 𝐹𝑘−1 ∧ (𝑣′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)𝑣𝑘) = 0;

в) имеет место указанная в лемме асимптотика при 𝑥→∞ для любого фикси-

рованного 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0};
г) 𝑣𝑘(𝑥, 𝜌) ∧ 𝐹𝑗(𝑥, 𝜌) ≡ 0 при всех 𝑗 ≥ 𝑘.

Пункт а), как и ранее, следует из Утверждения 1.1 с учетом Замечания

1.1. Пункт б) получается дифференцированием равенства 𝐹𝑘−1 ∧ 𝑣𝑘 = 𝐹𝑘 с

учетом уравнения 𝐹 ′𝑚 = 𝑈 (𝑚)𝐹𝑚.

в) Для исследования асимптотики при 𝑥→∞ воспользуемся представле-

нием

𝑣𝑘(𝑥, 𝜌) =
∑︁
𝑗<𝑘

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)𝑣𝑗(𝑥, 𝜌) +
∑︁
𝑗≥𝑘

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)𝐸𝑗(𝑥, 𝜌). (1.105)

Из соотношения 𝐹𝑘−1 ∧ 𝑣𝑘 = 𝐹𝑘 находим коэффициенты 𝛽𝑗, 𝑗 ≥ 𝑘:

𝛽𝑗 |𝐹𝑘−1 ∧ 𝐸𝑗 ∧ 𝐸𝑘 ∧ · · · ∧ 𝐸𝑗−1 ∧ 𝐸𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝐸𝑛| =

|𝐹𝑘 ∧ 𝐸𝑘 ∧ · · · ∧ 𝐸𝑗−1 ∧ 𝐸𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝐸𝑛| .

При 𝑥 → ∞ получаем: 𝛽𝑘 = 1 + 𝑜(1), 𝛽𝑗 = 𝑜(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 − 𝑅𝑗))), 𝑗 > 𝑘. Это

влечёт, в свою очередь, асимптотику

𝑣1𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)(f𝑘 + 𝑜(1))

для функции

𝑣1𝑘(𝑥, 𝜌) :=
∑︁
𝑗≥𝑘

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)𝐸𝑗(𝑥, 𝜌).

Далее, из соотношений (𝑣𝑗, 𝑣𝑘) = 0 находим представления для 𝛽𝑗, 𝑗 < 𝑘:

𝛽𝑗(𝑣𝑗, 𝑣𝑗) = −(𝑣1𝑘, 𝑣𝑗).

С учетом предположения индукции и полученной асиптотики для функции

𝑣1𝑘(𝑥, 𝜌) имеем:

(𝑣𝑗, 𝑣𝑗) = exp(𝑥(𝜌𝑅𝑗 + 𝜌�̄�𝑗))(1 + 𝑜(1)),

(𝑣1𝑘, 𝑣𝑗) = exp(𝑥(𝜌𝑅𝑘 + 𝜌�̄�𝑗))((f𝑘, f𝑗) + 𝑜(1)),

откуда 𝛽𝑗 = 𝑜(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 − 𝑅𝑗))), 𝑗 < 𝑘. Подставляя найденные асимптотики

коэффициентов 𝛽𝑗(𝑥, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑛 в представление (1.105), получим требуемую

асимптотику для 𝑣𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑥→∞.
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г) Рассуждения аналогичные приведенным выше приводят к уравнению

𝑦(𝑥, 𝜌) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑗+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑗+1)(𝑡)𝑦(𝑡, 𝜌)

)︁
𝑑𝑡

для функции 𝑦(𝑥, 𝜌) := 𝐹𝑗(𝑥, 𝜌)∧ 𝑣𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑗 = 𝑘, 𝑛− 1, из которого следуют

оценки (𝑚 = 0, 1, . . . ):

‖𝑦(𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀(𝜌)
⃒⃒⃒
exp

(︁
𝜌𝑥(𝑅𝑘 +

−→
𝑅 𝑗)

)︁⃒⃒⃒
· 𝑀

𝑚
1

𝑚!

⎛⎝ ∞∫︁
𝑥

‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡

⎞⎠𝑚

, 𝑥 > |𝜌|−1,

откуда заключаем, что 𝑦(𝑥, 𝜌) ≡ 0, т.е. 𝐹𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑣𝑘(𝑥, 𝜌) ≡ 0 при всех 𝑗 ≥ 𝑘.

□

Наш следующий шаг – представить фундаментальные тензоры как внеш-

ние произведения функций, являющихся решениями системы (1.96) (ни 𝑣𝑘(·, 𝜌),
ни 𝑤𝑘(·, 𝜌) системе (1.96), вообще говоря, не удовлетворяют). Это оказывает-

ся возможным при условии не обращения в нуль некоторых функций, которые

естественно назвать характеристическими функциями. Мы определим их со-

отношениями

Δ𝑘(𝜌) := |𝐹𝑘−1(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)| ,

𝑘 = 2, 𝑛, Δ1(𝜌) := |𝑇1(𝑥, 𝜌)| = 1.

Теорема 1.8. Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞). Зафиксируем произвольное 𝑘 ∈
{2, . . . , 𝑛}. Тогда для любого 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} такого, что Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 существует и

единственна функция Ψ𝑘(·, 𝜌) : (0,∞)→ C𝑛 со следующими свойствами:

1. для каждого фиксированного 𝑥 ∈ (0,∞) выполняются соотношения 𝐹𝑘−1∧
Ψ𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0;

2. Ψ′𝑘 = 𝑈(𝑥, 𝜌)Ψ𝑘, т.e., Ψ𝑘(·, 𝜌) является решением системы (1.96);

3. справедливы асимптотики:

Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂((𝜌𝑥)𝜇𝑘), 𝑥→ 0,

Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)) , 𝑥→∞

f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1 ∧Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘) (f1 ∧ · · · ∧ f𝑘 + 𝑜(1)) , 𝑥→∞.
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4. Если 𝜌 таково, что Re(𝜌𝑅𝑘−1) < Re(𝜌𝑅𝑘) (например, если 𝜌 ∈ 𝒮), то
имеет место асимптотика:

Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑅𝑘𝑥)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→∞.

Доказательство. В силу установленной в Лемме 1.10 разложимости фун-

даментальных тензоров, соотношения 𝐹𝑘−1∧Ψ𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ𝑘∧𝑇𝑘 = 0 эквивалентны

соотношениям (при произвольных фиксированных значениях 𝑥, 𝜌):

𝑣𝑘 −Ψ𝑘 =
∑︁
𝑗<𝑘

𝛽𝑗𝑣𝑗, Ψ𝑘 =
∑︁
𝑗≥𝑘

𝛾𝑗𝑤𝑗, (1.106)

где {𝑣𝑘(·, 𝜌)}, {𝑤𝑘(·, 𝜌)} – функции из Леммы 1.10. Соотношения (1.106) экви-

валентны системе линейных уравнений:∑︁
𝑗<𝑘

𝛽𝑗𝑣𝑗 +
∑︁
𝑗≥𝑘

𝛾𝑗𝑤𝑗 = 𝑣𝑘. (1.107)

относительно коэффициентов {𝛽𝑗}𝑗<𝑘, {𝛾𝑗}𝑗≥𝑘. Определитель системы (1.107)

совпадает с Δ𝑘(𝜌) и при выполнении условия Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 система (1.107) одно-

значно разрешима. Тем самым мы доказали существование функции Ψ𝑘(·, 𝜌),
обладающей свойством 1. Далее, дифференцируя соотношения 𝐹𝑘−1 ∧Ψ𝑘 = 𝐹𝑘,

Ψ𝑘∧𝑇𝑘 = 0 и действуя, как при доказательстве Леммы 1.10, приходим к соотно-

шениям 𝐹𝑘−1∧(Ψ′𝑘−𝑈(𝑥, 𝜌)Ψ𝑘) = 0, (Ψ′𝑘−𝑈(𝑥, 𝜌)Ψ𝑘)∧𝑇𝑘 = 0, что эквивалентно:

Ψ′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)Ψ𝑘 = −
∑︁
𝑗<𝑘

𝛽𝑗𝑣𝑗, Ψ
′
𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)Ψ𝑘 =

∑︁
𝑗≥𝑘

𝛾𝑗𝑤𝑗.

Из данных соотношений вытекает, что числа
{︀
{𝛽𝑗}𝑗<𝑘, {𝛾𝑗}𝑛𝑗=𝑘

}︀
удовлетворяют

однородной системе линейных уравнений∑︁
𝑗<𝑘

𝛽𝑗𝑣𝑗 +
∑︁
𝑗≥𝑘

𝛾𝑗𝑤𝑗 = 0,

которая при выполнении условия Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 имеет лишь тривиальное решение.

Это означает, что Ψ′𝑘 − 𝑈(𝑥, 𝜌)Ψ𝑘 = 0 и тем самым доказано свойство 2.

Рассмотрим асимптотику Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑥→ 0. Из системы (1.107) получа-

ем представление:

𝛾𝑗Δ𝑘 = (−1)𝜒𝑗 |𝐹𝑘 ∧ 𝑤𝑘 ∧ . . . 𝑤𝑗−1 ∧ 𝑤𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝑤𝑛| , 𝜒𝑗 ∈ {0, 1}.
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Из асимптотик 𝐹𝑘 (Следствие 1.1) и 𝑤𝑗 (Лемма 1.10) вытекает: 𝛾𝑗 = 𝑂 ((𝜌𝑥)𝜇𝑘−𝜇𝑗)

при 𝑥→ 0, что даёт Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 ((𝜌𝑥)𝜇𝑘) при 𝑥→ 0.

Рассмотрим поведение Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑥→∞. Из (1.107) имеем представле-

ние:

𝛽𝑗Δ𝑘 = 𝜒𝑗 |𝑣1 ∧ . . . 𝑣𝑗−1 ∧ 𝑣𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑘−1 ∧ 𝑣𝑘 ∧ 𝑇𝑘| , 𝜒𝑗 ∈ {−1, 1}. (1.108)

Прежде всего, заметим, что с учетом асимптотик 𝑇𝑘 (Следствие 1.1) и 𝑣𝑗 (Лемма

1.10) вытекает:

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 −𝑅𝑗))), f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1 ∧ (𝛽𝑗𝑣𝑗) = 𝑜(exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)).

Подставляя полученные оценки в представление (1.106), получим асимптотику

из пункта 3 теоремы.

Рассмотрим поведение Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑥 → ∞ более подробно. Используя

асимптотики 𝑣1, 𝑣2, . . . и 𝑇𝑘, можем получить представление:

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)Δ𝑘(𝜌) = (−1)𝜒𝑗𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) + 𝑜(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 −𝑅𝑗))), (1.109)

где

𝛿𝑗 :=
⃒⃒
𝐹 0
𝑘,𝑗 ∧ 𝑇𝑘

⃒⃒
, 𝐹 0

𝑘,𝑗 := 𝐸1 ∧ · · · ∧ 𝐸𝑗−1 ∧ 𝐸𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝐸𝑘.

Величина 𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) допускает представление

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛿0𝑗 + 𝛿𝑗(𝑥, 𝜌), (1.110)

где:

𝛿0𝑗 =
⃒⃒
𝐹 0
𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌)
⃒⃒

представляет собой вронскиан системы функций
{︀
{𝐸𝑗(𝑥, 𝜌)}𝑗<𝑘, {𝐶𝑗(𝑥, 𝜌)}𝑛𝑗=𝑘

}︀
,

составленной из решений невозмущенной системы и поэтому не зависит от 𝑥, 𝜌

(см. §1.1). Далее, имеем:

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) =
⃒⃒
𝐹 0
𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ (𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝑇 0

𝑘 (𝑥, 𝜌))
⃒⃒
=

𝑥∫︁
0

⃒⃒⃒
𝐹 0
𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌) ∧

(︁
𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁)︁
𝑑𝑡
⃒⃒⃒
.

Используя представление для оператора Грина, представим подынтегральное

выражение в виде:∑︁
𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ 𝐸𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
·
⃒⃒
𝐹 0
𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ 𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)

⃒⃒
,
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𝜒𝛼 = |f𝛼∧f𝛼′|. Заметим, что
⃒⃒
𝐹 0
𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌) ∧ 𝐸𝛼(𝑥, 𝜌)

⃒⃒
= 𝜒𝛼′, если 𝛼 = (𝑗, 𝑘+1, . . . , 𝑛)

и 0 для всех остальных мультииндексов 𝛼 ∈ 𝒜𝑛−𝑘+1. Таким образом, имеем:

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
0

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ 𝐹 0

𝑘,𝑗(𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝑑𝑡.

Далее, разбивая правую часть на два интеграла, запишем:

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛿𝑗0(𝜌) + 𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌), (1.111)

где:

𝛿𝑗0(𝜌) =

|𝜌−1|∫︁
0

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ 𝐹 0

𝑘,𝑗(𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝑑𝑡,

𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌) =

𝑥∫︁
|𝜌−1|

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝑇𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ 𝐹 0

𝑘,𝑗(𝑡, 𝜌)
⃒⃒⃒
𝑑𝑡.

Используя оценки для 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) и 𝐸𝑘(𝑥, 𝜌) при |𝜌𝑥| ≥ 1, получим неравенство:

|𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌)| ≤𝑀

𝑥∫︁
|𝜌|−1

‖𝑞(𝑡)‖ · | exp(𝜌𝑡(𝑅𝑘 −𝑅𝑗))|𝑑𝑡.

Перепишем полученную оценку в виде:

|𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌) exp(𝜌𝑥(𝑅𝑗 −𝑅𝑘))|

≤𝑀

𝑥∫︁
|𝜌|−1

‖𝑞(𝑡)‖ · | exp(𝜌(𝑥− 𝑡)(𝑅𝑗 −𝑅𝑘)|𝑑𝑡. (1.112)

При выполнении условия Re(𝜌𝑅𝑘−1) < Re(𝜌𝑅𝑘) имеем также Re(𝜌𝑅𝑗) < Re(𝜌𝑅𝑘)

для любого 𝑗 < 𝑘. В этом случае правая часть (1.112) стремится к 0 при 𝑥→∞.

Таким образом, имеем 𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌) = 𝑜(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 − 𝑅𝑗))) при 𝑥 → ∞. В силу

(1.111), (1.110), (1.109) это означает, что 𝛽𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛽0
𝑗 (𝜌) + 𝑜(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 −𝑅𝑗)))

при 𝑥 → ∞. Подставляя полученную асимптотику в представление (1.106) и

учитывая, что Re(𝜌𝑅𝑗) < Re(𝜌𝑅𝑘) при 𝑗 < 𝑘, получим асимптотику, указанную

в свойстве 4.

□
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Всюду далее обозначение Ψ𝑘(·, ·), 𝑘 = 2, 𝑛 будет использоваться для обо-

значения функций из Теоремы 1.8. Положим Ψ1(𝑥, 𝜌) := 𝐹1(𝑥, 𝜌). Отметим, что

для Ψ1(·, ·) справедливы асимптотики

Ψ1(𝑥, 𝜌) = 𝑂((𝜌𝑥)𝜇1), 𝑥→ 0, Ψ1(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅1)(f1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞.

Таким образом, свойствами 3, 4 обладают все функции Ψ𝑘(·, ·), 𝑘 = 1, 𝑛. Следу-

ющий результат показывает, что эти свойства являются в определенном смысле

характеристическими.

Лемма 1.11. Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞). Зафиксируем произвольное 𝑘 ∈
{1, . . . , 𝑛}. Пусть 𝜌 ∈ 𝒮 таково, что Δ𝑘(𝜌) ̸= 0.

Тогда любое решение 𝑦(·) системы (1.96), удовлетворяющее условиям:

𝑦(𝑥) = 𝑂((𝜌𝑥)𝜇𝑘), 𝑥→ 0, 𝑦(𝑥) = exp(𝜌𝑅𝑘𝑥)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→∞,

совпадает с Ψ𝑘(·, 𝜌).

Доказательство. Рассуждения аналогичны использовавшимся в дока-

зательстве Леммы 1.10. Пусть 𝑘 ≥ 2. Рассмотрим функции: 𝑌−(𝑥) := (𝑦(𝑥) −
Ψ𝑘(𝑥, 𝜌)) ∧ 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌) и 𝑌+(𝑥) := 𝐹𝑘−1(𝑥, 𝜌) ∧ (𝑦(𝑥)−Ψ𝑘(𝑥, 𝜌)).

Для 𝑌− выполнено уравнение

𝑌 ′− = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)(𝑛−𝑘+2)𝑌− + 𝑞(𝑛−𝑘+2)(𝑥)𝑌−

и справедливы оценки:

‖𝑌−(𝑥)‖ ≤ 𝐶
⃒⃒⃒
(𝜌𝑥)

←−𝜇𝑘+𝜇𝑘

⃒⃒⃒
, |𝜌𝑥| ≤ 1.

Рассуждая, как при доказательстве Леммы 1.10, убеждаемся, что 𝑌−(𝑥) явля-

ется решением следующего однородного вольтерровского уравнения:

𝑌−(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+2(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+2)(𝑡)𝑌−(𝑡)

)︁
𝑑𝑡,

откуда выводим, что 𝑌− = 0.

Аналогично, для 𝑌+ имеем:

𝑌 ′+ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴)(𝑘)𝑌+ + 𝑞(𝑘)(𝑥)𝑌+, 𝑌+(𝑥) = 𝑜
(︁
exp

(︁
𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘

)︁)︁
, 𝑥→∞.
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Отсюда вытекает:

𝑌+(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑥0

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑌+(𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝐴𝛼(𝑥0)Ψ0𝛼(𝑥, 𝜌),

|𝐴𝛼(𝑥0)| = ||𝑌+(𝑥0) ∧Ψ0𝛼′(𝑥0, 𝜌)|| .

В силу асимптотик 𝑌+ имеем 𝐴𝛼(𝑥0) = 𝑜(1) при 𝑥0 →∞ для всех 𝛼 ∈ 𝒜𝑘. Таким

образом, переходя к пределу при 𝑥0 →∞, получаем однородное вольтерровское

уравнение:

𝑌+(𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑌+(𝑡)

)︁
𝑑𝑡,

из которого с учетом асимптотики 𝑌+(𝑥) при 𝑥→∞ следует 𝑌+ = 0.

Таким образом, имеем 𝐹𝑘−1 ∧ (𝑦 −Ψ𝑘) = 0, (𝑦 −Ψ𝑘) ∧ 𝑇𝑘 = 0. Поскольку

𝐹𝑘−1 ∧ 𝑇𝑘 ̸= 0, это означает 𝑦 −Ψ𝑘 = 0.

Рассмотрим случай 𝑘 = 1. Определив 𝑌+(𝑥) := 𝑦(𝑥) − Ψ1(𝑥, 𝜌), заметим,

что 𝑌+ удовлетворяет системе (1.96) и допускает оценку 𝑌+(𝑥) = 𝑜 (exp(𝜌𝑥𝑅1))

при 𝑥→∞. Проводя рассуждения аналогичные использованным ранее, прихо-

дим к уравнению:

𝑌+(𝑥) = −
∞∫︁
𝑥

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜌) (𝑞(𝑡)𝑌+(𝑡)) 𝑑𝑡,

из которого получаем 𝑌+ = 0, т.e., 𝑦 −Ψ1 = 0.

□

Определение 1.1. Зафиксируем произвольные 𝑘 ∈ 1, 𝑛 и 𝜌 ∈ 𝒮. Решение
𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞) уравнения ℓ𝑦 = 𝜌𝑦 назовем 𝑘-м решением типа Вейля для

оператора (5), если для него имеют место асимптотики:

𝑦(𝑥) = 𝑂(𝑥𝜇𝑘), 𝑥→ 0, 𝑦(𝑥) = exp(𝜌𝑅𝑘𝑥)(f𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→∞.

Из Теоремы 1.8 и Леммы 1.11 вытекает, что для всех 𝜌 ∈ 𝒮 таких, что

Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 𝑘-е решение типа Вейля существует, единственно и совпадает с

Ψ𝑘(·, 𝜌). Поскольку фундаментальные тензоры аналитичны в 𝒮 и непрерывны

в 𝒮 ∖ {0}, из построения функций {Ψ𝑘(·, 𝜌)}𝑛𝑘=1 следует, что 𝑘-е решение типа

Вейля Ψ𝑘(·, 𝜌) аналитично по 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {𝜌 : Δ𝑘(𝜌) = 0} и допускает непрерывное
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продолжение на множество (𝒮 ∖ {0}) ∖ {𝜌 : Δ𝑘(𝜌) = 0}. Для всех 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} та-
ких, что

𝑛∏︀
𝑘=1

Δ𝑘(𝜌) ̸= 0, фундаментальные тензоры 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑘 = 1, 𝑛 допускают

разложения вида 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) = Ψ1(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧ Ψ𝑘(𝑥, 𝜌). Симметричный резуль-

тат может быть получен для фундаментальных тензоров 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌). Более точно,

справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.8’. Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞). Зафиксируем произвольное 𝑘 ∈
{1, . . . , 𝑛−1}. Тогда для любого 𝜌 ∈ 𝒮∖{0} такого, что Δ𝑘+1(𝜌) ̸= 0 существу-

ет и единственна функция Φ𝑘(·, 𝜌) : (0,∞)→ C𝑛 со следующими свойствами:

1. для каждого фиксированного 𝑥 ∈ (0,∞) выполняются соотношения 𝐹𝑘 ∧
Φ𝑘 = 0, Φ𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘;

2. Φ′𝑘 = 𝑈(𝑥, 𝜌)Φ𝑘, т.e., Φ𝑘(·, 𝜌) является решением системы (1.96);

3. справедливы асимптотики:

Φ𝑘(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝑥)𝜇𝑘 (h𝑘 + 𝑜(1)) , 𝑥→ 0,

Φ𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)) , 𝑥→∞.

Доказательство. Рассуждения в основном повторяют доказательство

Теоремы 1.8. Некоторые отличия возникают при получении асимптотик из п.3.

Рассмотрим этот элемент доказательства более подробно. Определим (число-

вую) матрицу 𝑢 := hg−1−𝐼, где h = (h1, . . . , h𝑛), g = (g1, . . . , g𝑛). В силу Леммы

1.10 𝑢 – строго нижнетреугольная матрица. Положим �̂�𝑗(𝑥, 𝜌) := (𝐼+𝑢)𝑤𝑗(𝑥, 𝜌),

𝑗 = 1, 𝑛. Тогда �̂�𝑘 ∧ · · · ∧ �̂�𝑛 = 𝑤𝑘 ∧ · · · ∧ 𝑤𝑛, 𝑘 = 1, 𝑛 и при каждом 𝑘 имеет

место асимптотика �̂�𝑘(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝑥)𝜇𝑘 (h𝑘 + 𝑜(1)) , 𝑥→ 0.

Для функции Φ𝑘(𝑥, 𝜌) (при произвольных фиксированных значениях ар-

гументов) справедливы представления:

Φ𝑘 = �̂�𝑘 −
∑︁
𝑗>𝑘

𝛽𝑗�̂�𝑗, Φ𝑘 =
∑︁
𝑗≤𝑘

𝛽𝑗𝑣𝑗, (1.113)

где коэффициенты {𝛽𝑗} удовлетворяют СЛАУ:∑︁
𝑗≤𝑘

𝛽𝑗𝑣𝑗 +
∑︁
𝑗>𝑘

𝛽𝑗�̂�𝑗 = �̂�𝑘. (1.114)

При 𝑗 ≤ 𝑘 из системы (1.114) получаем представления

𝛽𝑗Δ𝑘+1 =



110

|𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑗−1 ∧ �̂�𝑘 ∧ 𝑣𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1| ,

откуда вытекает оценка

|𝛽𝑗Δ𝑘+1| = ||𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑗−1 ∧ 𝑣𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑘 ∧ 𝑇𝑘||

= 𝑂(exp(𝜌𝑥(𝑅𝑘 −𝑅𝑗))), 𝑥→∞.

Подставляя полученный результат во второе из представлений (1.113), получим

требуемую оценки при 𝑥→∞.

Аналогично при 𝑗 > 𝑘 из (1.114) имеем:

𝛽𝑗Δ𝑘+1 =

|𝐹𝑘 ∧ �̂�𝑘+1 ∧ · · · ∧ �̂�𝑗−1 ∧ �̂�𝑗+1 ∧ · · · ∧ �̂�𝑛| .

В силу асимптотик {�̂�𝑗(𝑥, 𝜌)}, 𝐹𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑥→ 0, получаем:

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)Δ𝑘+1(𝜌) = 𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) + 𝑜
(︀
𝑥𝜇𝑘−𝜇𝑗

)︀
, (1.115)

где

𝛿𝑗 =
⃒⃒
𝐹𝑘 ∧ 𝑇 0

𝑘,𝑗

⃒⃒
, 𝑇 0

𝑘,𝑗 := 𝐶𝑘 ∧ · · · ∧ 𝐶𝑗−1 ∧ 𝐶𝑗+1 ∧ · · · ∧ 𝐶𝑛.

Используя интегральное уравнения для 𝐹𝑘, получим представление:

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛿0𝑗 + 𝛿𝑗(𝑥, 𝜌), (1.116)

𝛿0𝑗 =
⃒⃒
𝐹 0
𝑘 ∧ 𝑇 0

𝑘,𝑗

⃒⃒
,

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) = −
∞∫︁
𝑥

(︁
𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌)

(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝐹𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁)︁
∧ 𝑇 0

𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌) 𝑑𝑡.

Используя представление для оператора Грина 𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜌) и рассуждая, как при

доказательстве Теоремы 1.8, получим (при 𝑥 < |𝜌|−1):

𝛿𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛿𝑗0(𝜌) + 𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌), (1.117)

𝛿𝑗0(𝜌) = −𝜎𝛼
⃒⃒
𝐶𝛼(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇 0

𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌)
⃒⃒ ∞∫︁
|𝜌|−1

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝐹𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ 𝐶𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡,

𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌) = −𝜎𝛼
⃒⃒
𝐶𝛼(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇 0

𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌)
⃒⃒ |𝜌|−1∫︁

𝑥

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝐹𝑘(𝑡, 𝜌)

)︁
∧ 𝐶𝛼′(𝑡, 𝜌)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡.
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Здесь 𝛼 = (1, . . . , 𝑘− 1, 𝑗). Поскольку в этом случае
⃦⃦
𝐶𝛼(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇 0

𝑘,𝑗(𝑥, 𝜌)
⃦⃦
≡ 1,

из полученного представления и оценок фундаментальных тензоров следует

неравенство:

|𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌)| ≤𝑀

|𝜌|−1∫︁
𝑥

⃒⃒
(𝜌𝑡)𝜇𝑘−𝜇𝑗

⃒⃒
.

Отсюда непосредственным вычислением получаем:

|𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌)(𝜌𝑥)𝜇𝑗−𝜇𝑘| ≤𝑀
(︀
|𝜌|−1|𝜌𝑥|𝑅𝑒𝜇𝑗−𝑅𝑒𝜇𝑘 + 𝑥

)︀
.

При 𝑗 > 𝑘 имеем Re𝜇𝑗 − Re𝜇𝑘 > 0 и правая часть полученного неравенства

стремится к 0 при 𝑥→ 0. Таким образом, имеем 𝛿𝑗1(𝑥, 𝜌) = 𝑜(𝑥𝜇𝑘−𝜇𝑗) при 𝑥→ 0.

С учетом (1.117), (1.116), (1.115) отсюда вытекает 𝛽𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑜(𝑥𝜇𝑘−𝜇𝑗) при

𝑥 → 0. Подставляя полученный результат в первое из представлений (1.113),

получаем требуемую асимптотику Φ𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑥→ 0.

Определение 1.1’. Зафиксируем произвольные 𝑘 ∈ 1, 𝑁 и 𝜌 ∈ 𝒮. Ре-
шение 𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞) уравнения ℓ𝑦 = 𝜌𝑦 назовем 𝑘-м решением Вейля для

оператора (5), если для него имеют место асимптотики:

𝑦(𝑥) = 𝑥𝜇𝑘 (h𝑘 + 𝑜(1)) , 𝑥→ 0, 𝑦(𝑥) = 𝑂(exp(𝜌𝑅𝑘𝑥)), 𝑥→∞.

Следствие 1.2. Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞). Тогда:

1. при 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} таких, что Δ𝑘+1(𝜌) ̸= 0 𝑘-е решение Вейля существует,

единственно и совпадает с функцией
∘
Φ𝑘 (·, 𝜌) := 𝜌−𝜇𝑘Φ𝑘(·, 𝜌);

2. при 𝜌 ∈ 𝒮 ∖ {0} таких, что Δ𝑘(𝜌)Δ𝑘+1(𝜌) ̸= 0 справедливо равенство
∘
Φ𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝛿𝑘(𝜌)Ψ𝑘(𝑥, 𝜌).

Доказательство. Доказательство пункта 1 полностью аналогично дока-

зательству Леммы 1.11.

Далее, из асимптотик Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) при 𝑥→∞ и оценки при 𝑥→∞ решения

Вейля
∘
Φ𝑘 (𝑥, 𝜌) следует разложение

∘
Φ𝑘 (𝑥, 𝜌) =

∑︁
𝑗≤𝑘

𝑢𝑗𝑘(𝜌)Ψ𝑗(𝑥, 𝜌)

(напомним, что {Ψ𝑗(·, 𝜌)} и {
∘
Φ𝑗 (·, 𝜌)} являются решениями (1.96)). Аналогич-

но, рассматривая асимптотики при 𝑥→ 0, получаем разложение

Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) =
∑︁
𝑗≥𝑘

𝑙𝑗𝑘(𝜌)
∘
Φ𝑗 (𝑥, 𝜌).
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Таким образом, имеем
∘
Φ (𝑥, 𝜌) = Ψ(𝑥, 𝜌)𝑢(𝜌), Ψ(𝑥, 𝜌) =

∘
Φ (𝑥, 𝜌)𝑙(𝜌), где 𝑙(𝜌) –

нижнетреугольная, а 𝑢(𝜌) – верхнетреугольная матрицы. Объединяя, заключа-

ем, что (Ψ(𝑥, 𝜌))−1
∘
Φ (𝑥, 𝜌) – не зависящая от 𝑥 диагональная матрица.

□

Замечание 1.2. Решения типа Вейля и решения Вейля не зависят от

выбора ветви аргумента, непрерывной в 𝒮∖{0} и, соответственно, от выбора

ветви степенной функции.

В случае 𝜌 = 0 использованные выше рассуждения, строго говоря, непри-

менимы. Однако, можно показать, что свойства решений типа Вейля в окрест-

ности точки 𝜌 = 0 также определяются поведением характеристических функ-

ций. Прежде всего, заметим, что характеристические функции

Δ𝑘(𝜌) = |𝐹𝑘−1(𝑥, 𝜌) ∧ 𝑇𝑘(𝑥, 𝜌)| =
⃒⃒⃒ ∘
𝐹 𝑘−1 (𝑥, 𝜌)∧

∘
𝑇 𝑘 (𝑥, 𝜌)

⃒⃒⃒
непрерывно продолжимы в 𝒮.

Теорема 1.9. Пусть Δ𝑘(0) ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑛. Тогда для всех 𝑘 = 1, 𝑛 функции
∘
Ψ𝑘 (𝑥, 𝜌) := 𝜌−𝜇𝑘Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) как функции 𝜌 допускают непрерывное продолжение

на множество вида 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿} с некоторой положительной 𝛿.

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по 𝑘. Заметим,

прежде всего, что функция
∘
Ψ1 (𝑥, 𝜌) =

∘
𝐹 1 (𝑥, 𝜌) обладает требуемым свойством

в силу результатов §1.2.

В условиях теоремы имеем Δ𝑘(𝜌) ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑛 при 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}
для некоторой 𝛿 > 0. Пусть, далее, доказано, что функции

∘
Ψ𝑗 (𝑥, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑘 − 1

допускают непрерывное продолжение на множество {𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| ≤ 𝛿}. Покажем,
что

∘
Ψ𝑘 (𝑥, 𝜌) также допускает непрерывное продолжение на множество {𝜌 ∈ 𝒮 :

|𝜌| ≤ 𝛿}.
В силу Теоремы 1.8 из Δ𝑘(𝜌) ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑛 при 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}

следует:

∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌) =

∘
Ψ1 (𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧

∘
Ψ𝑘 (𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ (𝒮 ∖ {0}) ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}. (1.118)

С другой стороны, в силу предположения индукции имеем:

∘
𝐹 𝑘−1 (𝑥, 𝜌) =

∘
Ψ1 (𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧

∘
Ψ𝑘−1 (𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}.



113

Из (1.118) вытекает

∘
Ψ𝑗 (𝑥, 𝜌)∧

∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌) = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1, 𝜌 ∈ (𝒮 ∖ {0}) ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}. (1.119)

Но согласно предположению индукции левая часть в (1.119) для каждого 𝑗 =

1, 𝑘 − 1 непрерывна на множестве 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}. Следовательно, имеем:
∘
Ψ𝑗 (𝑥, 𝜌)∧

∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌) = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1, 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}.

Используя Лемму 1.10 с учетом Замечания 1.1, из полученного равенства вы-

водим факт существования единственной вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝜌), являющейся

при каждом фиксированном 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿} решением следу-

ющей однозначно разрешимой СЛАУ:

∘
𝐹 𝑘−1 ∧𝑓 =

∘
𝐹 𝑘, (𝑓,

∘
Ψ𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1.

Из однозначной разрешимости указанной СЛАУ и непрерывности функций
∘
𝐹 𝑘−1 (𝑥, 𝜌),

∘
𝐹 𝑘 (𝑥, 𝜌),

∘
Ψ𝑗 (𝑥, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑘 − 1, 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}

следует, что 𝑓(𝑥, 𝜌) также непрерывна при 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ 𝒮 ∩ {𝜌 : |𝜌| ≤ 𝛿}.
Далее, при 𝜌 ∈ (𝒮 ∖ {0}) : |𝜌| ≤ 𝛿 имеем

∘
𝐹 𝑘−1 ∧

∘
Ψ𝑘=

∘
𝐹 𝑘−1 ∧𝑓 =

∘
𝐹 𝑘, т.е.

∘
𝐹 𝑘−1 ∧(

∘
Ψ𝑘 −𝑓) = 0, откуда вытекает следующее представление:

∘
Ψ𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑓(𝑥, 𝜌)−

∑︁
𝑗<𝑘

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)
∘
Ψ𝑗 (𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ (𝒮 ∖ {0}) ∩ {|𝜌| ≤ 𝛿}. (1.120)

Подставляя (1.120) в соотношение
∘
Ψ𝑘 ∧

∘
𝑇 𝑘= 0, получаем:∑︁

𝑗<𝑘

𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)
∘
Ψ𝑗 (𝑥, 𝜌)∧

∘
𝑇 𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑓(𝑥, 𝜌)∧

∘
𝑇 𝑘 (𝑥, 𝜌),

что позволяет вычислить коэффициенты

𝛽𝑗Δ𝑘 = (−1)𝜒𝑗

⃒⃒⃒
𝑓∧

∘
Ψ1 ∧ · · · ∧

∘
Ψ𝑗−1 ∧

∘
Ψ𝑗+1 · · · ∧

∘
Ψ𝑘−1 ∧

∘
𝑇 𝑘

⃒⃒⃒
, 𝜒𝑗 ∈ {0, 1}.

(1.121)

Поскольку Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 при |𝜌| ≤ 𝛿 и в силу предположения индукции правая

часть в (1.121) допускает непрерывное продолжение на множество {𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| ≤
𝛿}, из представления (1.121) можно сделать вывод, что и коэффициенты 𝛽𝑗(𝑥, 𝜌)
также допускают непрерывное продолжение на множество {𝜌 ∈ 𝒮 : |𝜌| ≤ 𝛿}. В
силу представления (1.120) то же справедливо и для

∘
Ψ𝑘 (𝑥, 𝜌).
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□

В оставшейся части параграфа мы исследуем дальнейшие свойства по-

строенных выше решений типа Вейля, в частности, их поведение как функций

спектрального параметра, а также их зависимость от потенциала. В связи с

этим мы добавим потенциал в список аргументов, т.е. будем писать Ψ𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)

вместо Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) и т.п.

Прежде всего отметим следующее свойство характеристических функций,

непосредственно вытекающее из их определения и Теоремы 1.6.

Утверждение 1.2. Справедливо представление

Δ𝑘(𝑞, 𝜌) = Δ0𝑘 + Δ̂(𝑞, 𝜌),

где Δ0𝑘 = Δ𝑘(0, 𝜌) = det(𝑒1(𝜌𝑥), . . . , 𝑒𝑘−1(𝜌𝑥), 𝑐𝑘(𝜌𝑥), . . . , 𝑐𝑛(𝜌𝑥)),

Δ̂𝑘(·, ·) ∈ 𝐶(𝒳𝑝, 𝐶0(𝒮)) для любого 𝑝 > 2. Более того, для любого луча 𝑙 = {𝜌 =
𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} имеем Δ̂𝑘(·, ·) ∈ 𝐶(𝒳𝑝,ℋ(𝑙)).

Одним из непосредственных следствий этого результата является следу-

ющее утверждение касающееся свойств коэффициентов 𝛿𝑘(𝑞, 𝜌) из Следствия

1.2.

Следствие 1.3.

lim
𝜌→∞,𝜌∈𝒮

𝛿𝑘(𝑞, 𝜌)

𝛿𝑘(0, 𝜌)
= 1.

Более того, для любого луча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} и любого

𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0(𝑙) имеем:

𝛿𝑘(𝑞, ·)
𝛿𝑘(0, ·)

− 1 ∈ ℋ(𝑙).

Доказательство. Пусть 𝑘 ∈ {2, . . . , 𝑛− 1} (случаи 𝑘 = 1, 𝑘 = 𝑛 требуют

незначительных изменений). Имеем:

Δ𝑘 = |𝐹𝑘−1 ∧ 𝑇𝑘| = 𝜌𝜇𝑘|𝐹𝑘−1∧
∘
Φ𝑘 ∧𝑇𝑘+1| =

𝜌𝜇𝑘𝛿𝑘|𝐹𝑘−1 ∧Ψ𝑘 ∧ 𝑇𝑘+1| = 𝜌𝜇𝑘𝛿𝑘Δ𝑘+1.

Таким образом, справедливо представление:

𝛿𝑘(𝑞, 𝜌) = 𝜌−𝜇𝑘
Δ𝑘(𝑞, 𝜌)

Δ𝑘+1(𝑞, 𝜌)
(1.122)
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(при 𝑘 = 1 и 𝑘 = 𝑛 следует положить Δ1 = 1, Δ𝑛+1 = 1 соответственно).

Используя Утверждение 1.2, выводим из (1.122):

𝛿𝑘(𝑞, 𝜌) = 𝜌−𝜇𝑘
Δ𝑘(𝑞, 𝜌)

Δ𝑘+1(𝑞, 𝜌)
= 𝜌−𝜇𝑘

Δ0𝑘 + 𝑜(1)

Δ0,𝑘+1 + 𝑜(1)
= 𝛿𝑘(0, 𝜌)(1 + 𝑜(1))

при 𝜌→∞. Аналогично получается и второе утверждение следствия.

□

Всюду далее будем обозначать Ψ̃(𝑞, 𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑞, 𝑥, 𝜌)(𝑊 (𝜌𝑥))−1.

Теорема 1.10. Пусть 𝑝 > 2. Тогда для элементов матрицы:

𝛽(𝑞, 𝑥, 𝜌) := (Ψ̃0(𝑥, 𝜌))
−1Ψ̃(𝑞, 𝑥, 𝜌)

справедливы представления

𝛽𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) =
𝛿𝑗,𝑘 + 𝑑𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)

1 + 𝑑𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)
,

где 𝛿𝑗,𝑘–символ Кронекера, 𝑑𝑗𝑘(·, ·, ·), 𝑑𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝒳𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)) и для

любого луча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничения 𝑑𝑗𝑘|𝑙 , 𝑑𝑘|𝑙 принад-
лежат 𝐶(𝒳𝑝, 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))).

Доказательство. Определение матрицы 𝛽(𝑞, 𝑥, 𝜌) эквивалентно пред-

ставлениям:

Ψ̃𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)Ψ̃0𝑗(𝑥, 𝜌)

для каждого фиксированного 𝑘 = 1, 𝑛. Подставляя эти представления в соот-

ношения:

𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ̃𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0,

получаем: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑗=1

𝛽𝑗𝑘𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃0𝑗 = 𝐹𝑘,

𝑛∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝑘Ψ̃0𝑗 ∧ 𝑇𝑘 = 0,

откуда как следствие вытекает следующая СЛАУ относительно {𝛽𝑗𝑘}𝑘𝑗=1 (здесь
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и далее произвольное 𝑘 фиксировано)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚𝑖𝑗𝛽𝑗𝑘 = 𝑢𝑖, (1.123)

𝑚𝑖𝑗 =
⃒⃒⃒
𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃0𝑗 ∧ Ψ̃0𝑘 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑖−1 ∧ Ψ̃0,𝑖+1 ∧ · · · ∧ Ψ̃0𝑛

⃒⃒⃒
, 𝑖 = 𝑘, 𝑛, (1.124)

𝑚𝑖𝑗 =
⃒⃒⃒
Ψ̃01 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑖−1 ∧ Ψ̃0,𝑖+1 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑘−1 ∧ Ψ̃0,𝑗 ∧ 𝑇𝑘

⃒⃒⃒
, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1,

(1.125)

𝑢𝑖 =
⃒⃒⃒
𝐹𝑘 ∧ Ψ̃0𝑘 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑖−1 ∧ Ψ̃0,𝑖+1 ∧ · · · ∧ Ψ̃0𝑛

⃒⃒⃒
, 𝑖 = 𝑘, 𝑛 (1.126)

𝑢𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1. (1.127)

С учётом Теоремы 1.6, Леммы 1.2 и свойств матрицы Ψ̃0(·, ·), из (1.123) следует,
что

𝑚𝑖𝑗(𝑞, 𝑥, 𝜌) =

(︂
𝑚0

𝑖𝑗

𝑊𝑖(𝜌𝑥)

𝑊𝑗(𝜌𝑥)
+ �̂�𝑖𝑗(𝑞, 𝑥, 𝜌)

)︂
· 1
−→
𝑊 𝑛(𝜌𝑥)

,

𝑢𝑖(𝑞, 𝑥, 𝜌) =

(︂
𝑢0𝑖
𝑊𝑖(𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)
+ �̂�𝑖(𝑞, 𝑥, 𝜌)

)︂
· 1
−→
𝑊 𝑛(𝜌𝑥)

,

где скалярные функции �̂�𝑖𝑗 = �̂�𝑖𝑗(𝑞, 𝑥, 𝜌), �̂�𝑖 = �̂�𝑖(𝑞, 𝑥, 𝜌) таковы, что �̂�𝑖𝑗(·, ·, ·),
�̂�𝑖(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝒳𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)) и для любого луча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)},
𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} ограничения �̂�𝑖𝑗|𝑙 , �̂�𝑖|𝑙 ∈ 𝐶(𝒳𝑝, 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))).

Поскольку скалярные функции с такими свойствами, как у �̂�𝑖𝑗(·, ·, ·),
�̂�𝑖(·, ·, ·), образуют алгебру относительно поточечного умножения, применяя к

системе (1.123) правило Крамера и учитывая, что

𝑚0
𝑖𝑗 = 𝛿𝑖,𝑗(−1)𝑖−𝑘+1Δ0𝑘, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1,

𝑚0
𝑖𝑗 = 𝛿𝑖,𝑗(−1)𝑖−𝑘|f|, 𝑖 = 𝑘, 𝑛,

𝑢0𝑖 = 𝛿𝑖,𝑘|f|

(𝛿𝑖,𝑗 – символ Кронекера), получаем требуемые представления.

□

Полученный результат допускает естественное уточнение в случае, если

характеристические функции не обращаются в 0 на некотором (заданном) мно-

жестве.
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Определение 1.2. Пусть 𝐿– некоторое (вообще говоря, неограниченное)

подмножество сектора 𝒮. Будем говорить, что 𝑞 ∈ 𝒳𝑝 принадлежит классу

𝐺𝑝
0(𝐿), если

𝑛∏︀
𝑘=1

Δ𝑘(𝜌) ̸= 0 для всех 𝜌 ∈ 𝐿.

Лемма 1.12. В представлении

Ψ𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌) +𝑊𝑘(𝜌𝑥)Ψ̂𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)

для любого отрезка [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 <∞ и любого замкнутого множества 𝐿 ⊂ 𝒮
справедливо Ψ̂𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝

0(𝐿), 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐶0(𝐿))).

Для доказательства леммы нам понадобится следующее обобщение ре-

зультата о непрерывной зависимости решений невырожденных СЛАУ от пара-

метров.

Лемма 1.13. Рассмотрим СЛАУ 𝐴𝑥 = 𝑏, где 𝐴 - 𝑁×𝑛, 𝑛 ≤ 𝑁 матрица,

𝑏 ∈ C𝑁 . Пусть 𝐴 = 𝐴(𝑝, 𝑡), 𝑏 = 𝑏(𝑝, 𝑡), 𝑝 ∈ 𝑃 , 𝑡 ∈ 𝑇 , где 𝑃, 𝑇 - метрические

пространства, причём 𝑇 - компакт. Предположим, что СЛАУ зависит от

параметров непрерывно в том смысле, что 𝐴(𝑝, ·) ∈ 𝐶(𝑇 ), 𝑏(𝑝, ·) ∈ 𝐶(𝑇 ) для
любого фиксированного 𝑝 ∈ 𝑃 и 𝐴 ∈ 𝐶(𝑃,𝐶(𝑇 )) , 𝑏 ∈ 𝐶(𝑃,𝐶(𝑇 )). Предполо-
жим, кроме того, что СЛАУ однозначно разрешима при любых 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑡 ∈ 𝑇 ,
обозначим её решение 𝑥(𝑝, 𝑡). Тогда 𝑥 ∈ 𝐶(𝑃,𝐶(𝑇 )).

Доказательство. 1) Случай 𝑛 = 𝑁 очевиден. Далее полагаем 𝑁 > 𝑛.

2) Зафиксируем произвольное 𝑝* ∈ 𝑃 . Пусть 𝑎𝜈(𝑝, 𝑡)(∈ C𝑁) обозначает

𝜈-й столбец матрицы 𝐴(𝑝, 𝑡). Из однозначной разрешимости СЛАУ следует, что

𝑎1(𝑝
*, 𝑡)∧· · ·∧𝑎𝑛(𝑝*, 𝑡) ̸= 0 для всех 𝑡. Отсюда для каждого 𝑡0 найдутся векторы

𝑎
(0)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(0)
𝑁 𝛿0 > 0 такие что 𝑎1(𝑝*, 𝑡)∧ · · · ∧ 𝑎𝑛(𝑝*, 𝑡)∧ 𝑎(0)𝑛+1 ∧ · · · ∧ 𝑎

(0)
𝑁 ̸= 0 при

всех 𝑡 : dist(𝑡, 𝑡0) ≤ 𝛿0. В силу компактности 𝑇 существует конечное разбиение

𝑇 =
𝑚⋃︀
𝑗=1

𝑇𝑗 такое что:

� 𝑇𝑗 - компакт;

� для каждого 𝑗 = 1,𝑚 найдутся векторы 𝑎
(𝑗)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑗)
𝑁 такие что 𝑎1(𝑝*, 𝑡) ∧

· · · ∧ 𝑎𝑛(𝑝*, 𝑡) ∧ 𝑎(𝑗)𝑛+1 ∧ · · · ∧ 𝑎
(𝑗)
𝑁 ̸= 0 при всех 𝑡 ∈ 𝑇𝑗.

Определим матрицу 𝐴(𝑗)(𝑡) := (𝑎1(𝑝
*, 𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑝

*, 𝑡), 𝑎
(𝑗)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑗)
𝑁 ) и вектор

�̃�𝑗(𝑡) := (𝑥1(𝑝
*, 𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑝

*, 𝑡), 0, . . . , 0)𝑇 ∈ C𝑁 . Тогда при каждом 𝑡 ∈ 𝑇𝑗 �̃�(𝑗)(𝑡)
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есть единственное решение СЛАУ 𝐴(𝑗)(𝑡)𝑥(𝑗)(𝑡) = 𝑏(𝑝*, 𝑡). В силу пункта 1 имеем

�̃�(𝑗) ∈ 𝐶(𝑇𝑗), 𝑗 = 1,𝑚, и следовательно, 𝑥(𝑝*, ·) ∈ 𝐶(𝑇 ).
3) Пусть 𝑝𝑘 → 𝑝* в 𝑃 . Покажем, что для каждого 𝑗 = 1,𝑚 𝑥(𝑝𝑘, 𝑡) →

𝑥(𝑝*, 𝑡) равномерно по 𝑡 ∈ 𝑇𝑗.
Определим матрицу 𝐴(𝑗)(𝑝, 𝑡) := (𝑎1(𝑝, 𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑝, 𝑡), 𝑎

(𝑗)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑗)
𝑁 ) и век-

тор �̃�𝑗(𝑝, 𝑡) := (𝑥1(𝑝, 𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑝, 𝑡), 0, . . . , 0)
𝑇 ∈ C𝑁 . Тогда при каждом 𝑡 ∈ 𝑇𝑗,

𝑝 ∈ 𝑃 �̃�(𝑗)(𝑝, 𝑡) есть решение СЛАУ 𝐴(𝑗)(𝑝, 𝑡)�̃�(𝑗)(𝑝, 𝑡) = 𝑏(𝑝, 𝑡). Поскольку функ-

ция det𝐴(𝑗)(𝑝, 𝑡) принадлежит классу 𝐶(𝑃,𝐶(𝑇𝑗)) и inf
𝑡∈𝑇𝑗

| det𝐴(𝑗)(𝑝*, 𝑡)| > 0, то

найдется окрестность 𝑃𝑗 точки 𝑝* такая, что det𝐴(𝑗)(𝑝, 𝑡) ̸= 0 для всех 𝑝 ∈ 𝑃𝑗,

𝑡 ∈ 𝑇𝑗. Но тогда в силу пункта 1 имеем �̃�(𝑗) ∈ 𝐶(𝑃𝑗, 𝐶(𝑇𝑗)), что даёт требуемую

равномерную сходимость 𝑥(𝑝𝑘, 𝑡)→ 𝑥(𝑝*, 𝑡).

□

Доказательство Леммы 1.12. 1) Заметим, прежде всего, что для лю-

бого 𝑞 ∈ 𝐺𝑝
0(𝐿) функция Ψ̃𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) := (𝑊𝑘(𝜌𝑥))

−1Ψ𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) допускает непре-

рывное продолжение на [0,∞) × 𝐿 и всюду на указанном множестве имеют

место разложения 𝐹𝑘 = Ψ̃1 ∧ · · · ∧ Ψ̃𝑘, 𝑇𝑘 = Φ̃𝑘 ∧ · · · ∧ Φ̃𝑛, 𝑘 = 1, 𝑛 (обоснование

этого утверждения дословно повторяет доказательство Теоремы 1.9). В силу

указанной разложимости тензоров 𝐹𝑘, 𝑇𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 условие Δ𝑘(𝜌) ̸= 0, 𝜌 ∈ 𝐿

гарантирует однозначную разрешимость для всех (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)× 𝐿 системы:

𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ̃𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0.

Применяя Лемму 1.13, заключаем, что Ψ̃𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝
0(𝐿), 𝐶([0, 𝑇 ]×𝐾)) для

любого отрезка [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 < ∞ и любого компакта 𝐾 ⊂ 𝐿. Заметим, что

такое включение эквивалентно Ψ̃𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝
0(𝐿), 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐶(𝐾))). В силу

произвольности компакта𝐾 отсюда следует также, что Ψ̂𝑘(𝑞, ·, ·) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]×𝐿).
2) Из Теоремы 1.10 следует, что для любого фиксированного 𝑞 ∈ 𝒳𝑝

Ψ̂𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) → 0 при 𝜌 → ∞ равномерно по 𝑥 ∈ [0, 𝑇 ] для любого отрезка

[0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 <∞. Таким образом имеем Ψ̂𝑘(𝑞, ·, ·) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐶0(𝐿)) для любого

фиксированного 𝑞 ∈ 𝐺𝑝
0(𝐿).

3) Зафиксируем произвольный 𝑞0 ∈ 𝐺𝑝
0(𝐿) и пусть последовательность

𝑞𝑚 ∈ 𝐺𝑝
0(𝐿) такова, что 𝑞𝑚 → 𝑞0 по норме 𝒳𝑝.

В силу Теоремы 1.10 имеем (в тех же обозначениях)

𝑑𝑘(𝑞0, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝒮)).
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Следовательно, найдется 𝑅 > 0 такое, что |𝑑𝑘(𝑞0, 𝑥, 𝜌)| ≥ 1/2 при всех 𝑥 ∈ [0, 𝑇 ],

𝜌 ∈ 𝐿 : |𝜌| > 𝑅. Тогда в силу

sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

sup
𝜌∈𝒮,|𝜌|>𝑅

|𝑑𝑘(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌)− 𝑑𝑘(𝑞0, 𝑥, 𝜌)| → 0,

sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

sup
𝜌∈𝒮,|𝜌|>𝑅

|𝑑𝑗𝑘(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌)− 𝑑𝑗𝑘(𝑞0, 𝑥, 𝜌)| → 0,

(что следует из Теоремы 1.10) получаем:

sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

sup
𝜌∈𝒮,|𝜌|>𝑅

|𝛽𝑗𝑘(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌)− 𝛽𝑗𝑘(𝑞0, 𝑥, 𝜌)| → 0

при 𝑚→∞. С учетом непрерывности и равномерной ограниченности Ψ̃0(𝑥, 𝜌)

отсюда заключаем

sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

sup
𝜌∈𝒮,|𝜌|>𝑅

‖Ψ̂𝑘(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌)− Ψ̂𝑘(𝑞0, 𝑥, 𝜌)‖ → 0, 𝑚→∞.

В то же время из пункта 1 следует, что

sup
𝑥∈[0,𝑇 ]

sup
𝜌∈𝐿,|𝜌|≤𝑅

‖Ψ̂𝑘(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌)− Ψ̂𝑘(𝑞0, 𝑥, 𝜌)‖ → 0, 𝑚→∞.

Таким образом, имеем

lim
𝑚→∞

‖Ψ̂𝑘(𝑞𝑚, ·, ·)− Ψ̂𝑘(𝑞0, ·, ·)‖𝐶([0,𝑇 ],𝐶0(𝐿)) = 0.

□

Теорема 1.11. Пусть 𝑝 > 2. Тогда справедливо представление

Ψ𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = Ψ0𝑘(𝑥, 𝜌) +𝑊𝑘(𝜌𝑥)Ψ̂𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌),

где Ψ̂𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝
0(𝑙), 𝐶([0, 𝑇 ],ℋ(𝑙))) для любого луча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)},

𝑧 ∈ 𝒮 ∖ {0} и любого отрезка [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 <∞.

Доказательство. Подставляя в СЛАУ:

𝐹𝑘−1 ∧Ψ𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0

фундаментальные тензоры в виде (здесь и далее в рамках данного доказатель-

ства 𝑊 обозначает 𝑊 (𝜌𝑥)):

𝐹𝑘−1 = 𝐹 0
𝑘−1 +

−→
𝑊 𝑘−1𝐹𝑘−1, 𝐹𝑘 = 𝐹 0

𝑘 +
−→
𝑊 𝑘𝐹𝑘, 𝑇𝑘 = 𝑇 0

𝑘 +
←−
𝑊 𝑘𝑇𝑘
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и выполнив замену Ψ𝑘 = Ψ0𝑘 +𝑊𝑘Ψ̂𝑘, преобразуем исходную систему к следу-

ющему виду:

𝐹 0
𝑘−1 ∧ Ψ̂𝑘 = 𝑓𝑘, Ψ̂𝑘 ∧ 𝑇 0

𝑘 = 𝑔𝑘, (1.128)

где:

𝑓𝑘 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃0𝑘 − 𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̂𝑘, 𝑔𝑘 = −Ψ̃0𝑘 ∧ 𝑇𝑘 − Ψ̂𝑘 ∧ 𝑇𝑘.

Из Теоремы 1.6 известно, что функции 𝐹𝑘−1(·, ·, ·), 𝐹𝑘(·, ·, ·), 𝑇𝑘(·, ·, ·) принадле-
жат 𝐶(𝒳𝑝, 𝐵𝐶([0,∞),ℋ(𝑙))).

В силу Леммы 1.12 имеем Ψ̂𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝
0(𝑙), 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐶0(𝑙))). С учетом

непрерывности и ограниченности функции Ψ̃0𝑘(𝑥, 𝜌) заключаем, что функции

𝑓𝑘(·, ·, ·) и 𝑔𝑘(·, ·, ·) принадлежат 𝐶(𝐺𝑝
0(𝑙), 𝐶([0, 𝑇 ],ℋ(𝑙)))

Далее, будем искать Ψ̂𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) в виде:

Ψ̂𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)Ψ̃0𝑗(𝑥, 𝜌). (1.129)

Подстановка (1.129) в систему (1.128) приводит к следующим представлениям

для коэффициентов разложения:

𝛽𝑗𝑘 =

(−1)𝑗−𝑘
(︁
Δ0𝑘
−→
𝑊 𝑛
)︁−1
·
⃒⃒⃒
Ψ̃01 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑗−1 ∧ Ψ̃0,𝑗+1 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑘−1 ∧ 𝑔𝑘

⃒⃒⃒
, 𝑗 < 𝑘,

𝛽𝑗𝑘 =

(−1)𝑗−𝑘|f|
(︁−→
𝑊 𝑛
)︁−1
·
⃒⃒⃒
𝑓𝑘 ∧ Ψ̃0𝑘 ∧ · · · ∧ Ψ̃0,𝑗−1 ∧ Ψ̃0,𝑗+1 ∧ · · · ∧ Ψ̃0𝑛

⃒⃒⃒
, 𝑗 = 𝑘, 𝑛,

из которых, с учетом доказанного выше и свойств функции
−→
𝑊 𝑛(𝜌𝑥) (см. §1.1),

заключаем, что 𝛽𝑗𝑘(·, ·, ·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝
0(𝑙), 𝐶([0, 𝑇 ],ℋ(𝑙))). Теперь, используя снова

свойства функций Ψ̃0𝑗(·, ·), из (1.129) получаем требуемое утверждение.

□

Также дальнейшее уточнение полученных результатов возможно при усло-

вии дополнительной гладкости и убывания потенциала при 𝑥→ 0.

Обозначим через 𝒫(𝒮) множество функций, представимых в виде:

𝐹 (𝜌) =
∑︁
𝜆∈Λ

𝑓(𝜆) exp(𝜆𝜌),
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где конечное множество Λ (своё для каждой функции 𝐹 ∈ 𝒫(𝒮)) таково, что
Re(𝜆𝜌) < 0 для всех 𝜆 ∈ Λ, 𝜌 ∈ 𝒮. Заметим, что множество скалярных функций
из 𝒫(𝒮) образует алгебру относительно поточечных арифметических операций.

Теорема 1.12. Пусть 𝑞(·) удовлетворяет условиям Теоремы 1.7.

Тогда при каждом фиксированном 𝑥 > 0 и 𝜌 → ∞, 𝜌 ∈ 𝒮 справедлива

асимптотика

𝜌(Ψ(𝑞, 𝑥, 𝜌)−Ψ0(𝑥, 𝜌)) exp(−𝜌𝑥𝑅) = fΓ(𝑥) + 𝑞(𝑥)f+ ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1),

где Γ(𝑥) – некоторая диагональная матрица-функция, ℰ(𝑥, ·) ∈ 𝒫(𝒮).

Доказательство. В силу Теоремы 1.7 справедливы асимптотики:

𝜌𝐹𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝜌𝐹 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) +

∑︁
𝛼∈𝒜𝑘

𝑓𝑘,𝛼(𝑥)f𝛼 + ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1),

𝜌𝑇𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝜌𝑇 0
𝑘 (𝑥, 𝜌) + 𝑑0𝑘𝑇

0
𝑘 (𝑥, 𝜌)+∑︁

𝛼∈𝒜𝑛−𝑘+1

𝑇 0
𝑘,𝛼*(𝑘)𝑔𝑘,𝛼,𝛼*(𝑘)(𝑥)f𝛼 + ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1), (1.130)

Ψ̃0𝑘(𝑥, 𝜌) = f𝑘 + ℰ(𝑥, 𝜌) +𝑂
(︀
𝜌−1
)︀
, (1.131)

где 𝛼*(𝑘) := (𝑘, . . . , 𝑛), 𝛼*(𝑘) := (1, . . . , 𝑘). Здесь и далее одним и тем же сим-

волом ℰ(·, ·) обозначаются различные функции такие, что ℰ(𝑥, ·) ∈ 𝒫(𝒮).
Перепишем соотношения, определяющие решения типа Вейля в виде:

𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ̃𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0.

Подставив в эти соотношения Ψ̃𝑘 в виде

Ψ̃𝑘 = Ψ̃0𝑘 + Ψ̂𝑘, (1.132)

получим:

𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̂𝑘 = 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃0𝑘, Ψ̂𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = −Ψ̃0𝑘 ∧ 𝑇𝑘.

Полученные соотношения преобразуем в СЛАУ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑚𝑖𝑗𝛾𝑗𝑘 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 (1.133)

относительно коэффициентов {𝛾𝑗𝑘} разложения:

Ψ̂𝑘(𝑥, 𝜌) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛾𝑗𝑘(𝑥, 𝜌)f𝑗. (1.134)
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Коэффициенты в системе (1.133) определяются следующими соотношениями:

𝑚𝑖𝑗 =
⃒⃒⃒
𝐹𝑘−1 ∧ f𝑗 ∧ f𝛼

⃒⃒⃒
,

𝑢𝑖 =
⃒⃒⃒
(𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1 ∧ Ψ̃0𝑘) ∧ f𝛼

⃒⃒⃒
, 𝛼 = 𝛼*(𝑘) ∖ 𝑖, 𝑖 = 𝑘, 𝑛,

𝑚𝑖𝑗 =
⃒⃒⃒
f𝛼 ∧ f𝑗 ∧ 𝑇𝑘

⃒⃒⃒
, 𝑢𝑖 = −

⃒⃒⃒
f𝛼 ∧ Ψ̃0𝑘 ∧ 𝑇𝑘

⃒⃒⃒
, 𝛼 = 𝛼*(𝑘 − 1) ∖ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1.

Пользуясь (1.130), (1.131) и учитывая, что

𝐹 0
𝑘−1 ∧ Ψ̃0𝑘 = 𝐹 0

𝑘 , Ψ̃0𝑘 ∧ 𝑇 0
𝑘 = 0,

получим следующие асимптотики для коэффициентов СЛАУ (1.133) при 𝜌 →
∞:

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑗 ̸= 𝑖, (1.135)

𝑚𝑖𝑖(𝑥, 𝜌) = 𝑚0
𝑖𝑖 +𝑂

(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑚0

𝑖𝑖 = (−1)𝑘−𝑖|f|, 𝑖 = 𝑘, 𝑛, (1.136)

и

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑚0
𝑖𝑗 +𝑂

(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1,

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑚0
𝑖𝑗 + ℰ(𝑥, 𝜌) +𝑂

(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1, 𝑗 = 𝑘, 𝑛,

где:

𝑚0
𝑖𝑗 = 𝑇 0

𝑘,𝛼*(𝑘)|f𝛼 ∧ f𝑗 ∧ f𝛼*(𝑘)|, 𝛼 = 𝛼*(𝑘 − 1) ∖ 𝑖,

откуда:

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 < 𝑘, (1.137)

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌) = ℰ(𝑥, 𝜌) +𝑂
(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑗 = 𝑘, 𝑛, (1.138)

𝑚𝑖𝑖(𝑥, 𝜌) = 𝑚0
𝑖𝑖 +𝑂

(︀
𝜌−1
)︀
, 𝑚0

𝑖𝑖 = (−1)𝑘−1−𝑖|f|𝑇 0
𝑘,𝛼*(𝑘) (1.139)

для 𝑖 = 1, 𝑘 − 1.

Аналогично вычисляем:

𝜌𝑢𝑖(𝑥, 𝜌) = 𝑢1𝑖 (𝑥) + ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1), (1.140)

𝑢1𝑖 (𝑥) =

(−1)𝑘−𝑖|f|𝑓𝑘,𝛼(𝑥)− 𝛿𝑖,𝑘|f|𝑓(𝑘−1),𝛼*(𝑘−1)(𝑥), 𝛼 = 𝛼*(𝑘 − 1) ∪ {𝑖}, 𝑖 = 𝑘, 𝑛, (1.141)

где 𝛿𝑖,𝑘 - символ Кронекера,

𝑢1𝑖 (𝑥) =
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−(−1)𝑘−𝑖 |f|𝑇 0
𝑘,𝛼*(𝑘)𝑔𝑘,𝛽,𝛼*(𝑘)(𝑥), 𝛽 = 𝛼′ ∖𝑘, 𝛼 = 𝛼*(𝑘−1)∖ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1. (1.142)

Используя полученные асимптотики, из СЛАУ (1.133) получаем предваритель-

ную оценку 𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌−1
)︀
при 𝜌→∞. Подставляя в (1.133) 𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) виде

𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝜌−1𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌), где 𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂(1), получим при 𝑖 = 𝑘, 𝑛:

𝑚𝑖𝑖(𝑥, 𝜌)𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑢1𝑖 (𝑥) + ℰ(𝑥, 𝜌)−
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌)𝛾𝑗𝑘(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1),

что, с учетом (1.135), (1.140) приводит к асимптотическим формулам:

𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛾1𝑖𝑘(𝑥) + ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1), 𝛾1𝑖𝑘(𝑥) =
𝑢1𝑖 (𝑥)

𝑚0
𝑖𝑖

, (1.143)

𝑖 = 𝑘, 𝑛.

Аналогично, для 𝑖 < 𝑘 имеем:

𝑚𝑖𝑖(𝑥, 𝜌)𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑢1𝑖 (𝑥) + ℰ(𝑥, 𝜌)−∑︁
𝑗≥𝑘

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌)𝛾𝑗𝑘(𝑥, 𝜌)−
∑︁

𝑗<𝑘,𝑗 ̸=𝑖

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌)𝛾𝑗𝑘(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1). (1.144)

В силу (1.137) данное соотношение преобразуется к виду:

𝑚0
𝑖𝑖𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑢1𝑖 (𝑥) + ℰ(𝑥, 𝜌)−

∑︁
𝑗≥𝑘

𝑚𝑖𝑗(𝑥, 𝜌)𝛾𝑗𝑘(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1).

Пользуясь снова (1.137) и полученными выше асимптотиками (1.143) для 𝑖 =

𝑘, 𝑛, убеждаемся, что формулы (1.143) верны и для 𝑖 < 𝑘.

Далее, для 𝑖 = 𝑘, 𝑛 из (1.143), (1.141), (1.135) получаем:

𝛾1𝑖𝑘(𝑥) = 𝛿𝑖,𝑘𝛾
1
𝑖𝑘(𝑥) + 𝑓𝑘,𝛼(𝑥), 𝛼 = 𝛼*(𝑘 − 1) ∪ 𝑖. (1.145)

Из Теоремы 1.7:

𝑓𝑘,𝛼(𝑥) = 𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑘)(𝑥)f𝛼*(𝑘)

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
.

Напомним, что (произвольный) линейный оператор 𝑉 , действующий в C𝑛, мо-

жет быть продолжен на внешнюю алгебру ∧C𝑛 таким образом, что равенство

𝑉 (ℎ1 ∧ · · · ∧ ℎ𝑚) = (𝑉 ℎ1) ∧ · · · ∧ (𝑉 ℎ𝑚)

справедливо для любого набора векторов ℎ1, . . . , ℎ𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛; при этом для лю-

бого ℎ ∈ ∧𝑛C𝑛 имеем 𝑉 ℎ = |𝑉 |ℎ (где |𝑉 | обозначает определитель матрицы
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оператора 𝑉 в стандартном базисе {e1, . . . , e𝑛}). В последующих выкладках f

обозначает соответствующее расширение оператора, порожденного матрицей

перестановок f. Будем учитывать, кроме того, что (f−1𝑉 f)(𝑘) = f−1𝑉 (𝑘)f для

любой 𝑛× 𝑛 матрицы 𝑉 . С учетом сказанного имеем:

𝑓𝑘,𝛼(𝑥) = 𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
f
(︁
f−1𝑞(𝑘)(𝑥)fe𝛼*(𝑘)

)︁)︁
∧ (fe𝛼′)

⃒⃒⃒
=

= |f𝛼 ∧ f𝛼′||f|
⃒⃒⃒(︁
f−1𝑞(𝑘)(𝑥)fe𝛼*(𝑘)

)︁
∧ e𝛼′

⃒⃒⃒
= |e𝛼 ∧ e𝛼′|

⃒⃒⃒(︁(︀
f−1𝑞(𝑥)f

)︀(𝑘)
e𝛼*(𝑘)

)︁
∧ e𝛼′

⃒⃒⃒
.

Заметим, далее, что для мультииндекса 𝛼 = 𝛼*(𝑘− 1)∪ 𝑖 и произвольной 𝑛×𝑛
матрицы 𝑉 справедливо равенство (проверяемое непосредственным вычисле-

нием):

|e𝛼 ∧ e𝛼′|
⃒⃒⃒(︁
𝑉 (𝑘)e𝛼*(𝑘)

)︁
∧ e𝛼′

⃒⃒⃒
= 𝑉𝑖𝑘.

Подставляя полученные соотношения в (1.145), получаем:

𝛾1𝑖𝑘(𝑥) = 𝛿𝑖,𝑘𝛾
1
𝑖𝑘(𝑥) +

(︀
f−1𝑞(𝑥)f

)︀
𝑖𝑘
, 𝑖 = 𝑘, 𝑛. (1.146)

Аналогично из (1.137), (1.142) получаем для 𝑖 < 𝑘:

𝛾1𝑖𝑘(𝑥) = 𝑔𝑘,𝛽,𝛼*(𝑘)(𝑥), 𝛽 = 𝛼′ ∖ 𝑘, 𝛼 = 𝛼*(𝑘 − 1) ∖ 𝑖. (1.147)

Из Теоремы 1.7 следует:

𝑔𝑘,𝛼,𝛽(𝑥) = 𝜒𝛼

⃒⃒⃒(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑥)f𝛽

)︁
∧ f𝛼′

⃒⃒⃒
для 𝛽 ̸= 𝛼. Повторяя рассуждения, приведенные выше, получим:

𝑔𝑘,𝛼,𝛽(𝑥) = |e𝛼 ∧ e𝛼′|
⃒⃒⃒(︁(︀

f−1𝑞(𝑥)f
)︀(𝑛−𝑘+1)

e𝛽

)︁
∧ e𝛼′

⃒⃒⃒
.

В частности имеем:

𝑔𝑘,𝛽,𝛼*(𝑘) = |e𝛽 ∧ e𝛽′|
⃒⃒⃒(︁(︀

f−1𝑞(𝑥)f
)︀(𝑛−𝑘+1)

e𝛼*(𝑘)

)︁
∧ e𝛽′

⃒⃒⃒
.

Наконец, для 𝛽 = 𝛼′ ∖ 𝑘, 𝛼 = 𝛼*(𝑘− 1) ∖ 𝑖, 𝑖 < 𝑘 и произвольной 𝑛× 𝑛 матрицы

𝑉 имеем:

|e𝛽 ∧ e𝛽′|
⃒⃒⃒(︁
𝑉 (𝑛−𝑘+1)e𝛼*(𝑘)

)︁
∧ e𝛽′

⃒⃒⃒
= 𝑉𝑖𝑘.

Подставляя полученные соотношения в (1.147), получаем:

𝛾1𝑖𝑘(𝑥) =
(︀
f−1𝑞(𝑥)f

)︀
𝑖𝑘
, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1. (1.148)
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Подставляя (1.148) и (1.146) в (1.143) приходим к равенствам:

𝜌𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛾𝑖𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛿𝑖,𝑘𝛾
1
𝑖𝑘(𝑥) +

(︀
f−1𝑞(𝑥)f

)︀
𝑖𝑘
+ ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1),

что в терминах матрицы 𝛾 = (𝛾𝑖𝑘)𝑖,𝑘=1,𝑛 запишется в виде:

𝜌𝛾(𝑥, 𝜌) = Γ(𝑥) + f−1𝑞(𝑥)f+ ℰ(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1),

где Γ(𝑥) – диагональная матрица. Наконец, переписав (1.134) в матричном виде

как Ψ̂(𝑥, 𝜌) = f𝛾(𝑥, 𝜌), получаем окончательно требуемый результат.

□
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Глава 2 Обратная задача рассеяния для

дифференциальных операторов с

особенностью

§2.1 Свойства данных рассеяния

Представим C∖Σ как объединение непересекающихся открытых секторов
𝑁⋃︀
𝜈=1
𝒮𝜈. Будем считать, что секторы занумерованы в положительном направле-

нии, для удобства обозначений положим 𝒮𝑁+1 := 𝒮1. Через Σ𝜈 будем обозначать

открытый луч, разделяющий секторы 𝒮𝜈 и 𝒮𝜈+1. Обозначим Σ̄𝜈 := Σ𝜈 ∪ {0},

Σ′ :=
𝑁⋃︀
𝜈=1

Σ𝜈 = Σ ∖ {0}.

Для (произвольной) функции 𝑓 = 𝑓(𝜌), определенной на C∖Σ договорим-

ся при 𝜌 ∈ Σ′ через 𝑓±(𝜌) обозначать пределы:

𝑓±(𝜌) = lim
𝜀→+0

𝑓(𝜌± 𝑖𝜀𝑠), 𝑠 = 𝜌

|𝜌|
.

Договоримся для краткости обозначений в некоторых случаях при описанных

условиях опускать знак «минус», т.е., писать 𝑓(𝜌) вместо 𝑓−(𝜌) (где 𝜌 ∈ Σ′).

Использованные в предыдущей главе обозначения 𝑅𝑘 также будут исполь-

зоваться и в дальнейшем, однако, в отличие от предыдущей главы величины 𝑅𝑘

будут рассматриваться не как функции сектора 𝒮𝜈, а как кусочно–постоянные
функции от 𝜌 ∈ C∖Σ; в соответствии с этим будут использоваться обозначения

𝑅±𝑘 (𝜌), 𝑅𝑘(𝜌) при 𝜌 ∈ Σ′, при этом аргумент для краткости будет (как правило)

опускаться, т.е., будут использованы обозначения 𝑅±𝑘 , 𝑅𝑘.

Пусть 𝑞(·) ∈ 𝐿1(0,∞) – произвольная фиксированная матрица функция,

Ψ = Ψ(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ (0,∞), 𝜌 ∈ C ∖ Σ – матрица, построенная из решений типа

Вейля в каждом из секторов 𝒮𝜈, 𝜈 = 1, 𝑁 . Если 𝜌 ∈ Σ𝜈 таково, что Δ𝑘(𝜌) ̸= 0,

Δ+
𝑘 (𝜌) ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑛, то, согласно результатам предыдущей главы существуют
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пределы Ψ±(𝑥, 𝜌) и определена не зависящая от 𝑥 матрица 𝑣 = 𝑣(𝜌) такая, что

Ψ+(𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌).

Лемма 2.1.

1. при 𝑗 < 𝑘 имеем: 𝑣𝑗𝑘(𝜌) ≡ 0;

2. при 𝑗 > 𝑘 имеем: 𝑣𝑗𝑘(𝜌) ≡ 0, если Re(𝜌𝑅𝑗) > Re(𝜌𝑅𝑘).

Доказательство. Из соотношения

Ψ+
𝑘 (𝑥, 𝜌) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑣𝑗𝑘(𝜌)Ψ𝑗(𝑥, 𝜌)

очевидным образом вытекает представление:

𝑣𝑗𝑘|f| =
⃒⃒
Ψ1 ∧ · · · ∧Ψ𝑗−1 ∧Ψ+

𝑘 ∧Ψ𝑗+1 ∧ · · · ∧Ψ𝑛

⃒⃒
. (2.1)

Переходя к пределу при 𝑥 → 0, в силу п.3 Теоремы 1.8 предыдущей главы

получаем:

|𝑣𝑗𝑘(𝜌)| = 𝑂
(︀
𝑥𝜇𝑘−𝜇𝑗

)︀
.

Поскольку при 𝑗 < 𝑘 правая часть полученной оценки стремится к 0, это дока-

зывает первое из утверждений леммы.

Аналогично, при 𝑗 > 𝑘 из п.3 Теоремы 1.8 предыдущей главы вытекает

оценка

|𝑣𝑗𝑘(𝜌)| = 𝑂
(︀
exp(𝜌𝑥(𝑅+

𝑘 −𝑅𝑗))
)︀
, 𝑥→∞.

Поскольку Re(𝜌𝑅+
𝑘 ) = Re(𝜌𝑅𝑘), из Re(𝜌𝑅𝑗) > Re(𝜌𝑅𝑘) следует, что правая

часть полученной оценки стремится к 0 при 𝑥 → ∞, откуда, с учетом незави-

симости 𝑣𝑗𝑘 от 𝑥, получаем 𝑣𝑗𝑘(𝜌) = 0.

□

Введем при 𝜌 ∈ Σ′ матрицу перестановок Π(𝜌) такую, что

(𝑅+
1 (𝜌), . . . , 𝑅

+
𝑛 (𝜌)) = (𝑅−1 (𝜌), . . . , 𝑅

−
𝑛 (𝜌))Π(𝜌),

или, эквивалентно, 𝑅+(𝜌) = Π−1(𝜌)𝑅−(𝜌)Π(𝜌), где, как и всюду далее, если иное

не оговорено,

𝑅 := 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑅1, . . . , 𝑅𝑛).
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Ясно, что Π(𝜌) представляет собой блочно–диагональную матрицу, постоянную

на каждом из лучей Σ𝜈. Из Леммы 2.1 вытекает, что матрица 𝑣(𝜌) имеет такую

же блочную структуру, как и матрица Π(𝜌).

В дальнейшем блочно-диагональные матрицы с такой блочной структу-

рой будем называть Π-диагональными. С учетом Условия 2 блочная струк-

тура матрицы Π(𝜌) и, соответственно, 𝑣(𝜌), может быть описана более яв-

ным образом. Заметим, прежде всего, что в двойном неравенстве Re(𝜌𝑅𝑘−1) ≤
Re(𝜌𝑅𝑘) ≤ Re(𝜌𝑅𝑘+1) знак равенства возможен не более, чем в одной позиции.

Обозначим через 𝐼0 множество таких индексов 𝑘, для которых Re(𝜌𝑅𝑘−1) <

Re(𝜌𝑅𝑘) < Re(𝜌𝑅𝑘+1) (Re(𝜌𝑅𝑘) < Re(𝜌𝑅𝑘+1) в случае 𝑘 = 1). Таким индек-

сам в матрице Π(𝜌) соответствуют «тривиальные» 1 × 1 диагональные бло-

ки, причем Π𝑘𝑘(𝜌) = 1. Далее, определим 𝐼− как множество 𝑘 таких, что

Re(𝜌𝑅𝑘) = Re(𝜌𝑅𝑘+1) (при этом Re(𝜌𝑅𝑘−1) < Re(𝜌𝑅𝑘), если 𝑘 > 1). Отме-

тим, что для 𝑘 ∈ 𝐼− имеем 𝑅+
𝑘 = 𝑅𝑘+1, 𝑅+

𝑘+1 = 𝑅𝑘, иначе говоря, таким 𝑘 в

матрице Π(𝜌) соответствует 2× 2 блок вида(︃
0 1

1 0

)︃
,

расположенный в строках и столбцах с номерами 𝑘 и 𝑘+1. Наконец, определим

𝐼+ := {1, . . . , 𝑛} ∖ (𝐼0 ∪ 𝐼−) и заметим, что 𝑘 ∈ 𝐼+ тогда и только тогда когда

𝑘 − 1 ∈ 𝐼−.
Следующая теорема содержит дальнейшее уточнение результата Леммы

2.1 с учетом сделанных выше наблюдений.

Теорема 2.1. При каждом 𝜌 ∈ Σ′ 𝑣(𝜌) – нижнетреугольная Π - диаго-

нальная матрица. Кроме того, для каждого индекса 𝑘 ∈ 𝐼− имеем:

1. 𝑣𝑘+1,𝑘(𝜌) ≡ 1;

2. 𝑣𝑘𝑘(𝜌)𝑣𝑘+1,𝑘+1(𝜌) ≡ −1.

Доказательство. 1) Представление (2.1) при 𝑗 = 𝑘 даёт:

𝑣𝑘+1,𝑘 · |f| =
⃒⃒
Ψ1 ∧ · · · ∧Ψ𝑘 ∧Ψ+

𝑘 ∧Ψ𝑘+2 ∧ · · · ∧Ψ𝑛

⃒⃒
.

Если 𝑘 ∈ 𝐼−, то Re(𝜌𝑅+
𝑘 ) = Re(𝜌𝑅𝑘+1) > Re(𝜌𝑅𝑘−1) = Re(𝜌𝑅+

𝑘−1), поэтому

Ψ+
𝑘 (𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅+

𝑘 )(f
+
𝑘 + 𝑜(1)) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘+1)(f𝑘+1 + 𝑜(1))
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при 𝑥→∞, откуда получаем:

𝑣𝑘+1,𝑘 · |f| = |𝐹𝑘 ∧ (exp(𝜌𝑥𝑅𝑘+1)(f𝑘+1 + 𝑜(1))) ∧Ψ𝑘+2 ∧ · · · ∧Ψ𝑛| =⃒⃒⃒
exp(𝜌𝑥

−→
𝑅 𝑘)(f1 ∧ · · · ∧ f𝑘 + 𝑜(1)) ∧ (exp(𝜌𝑥𝑅𝑘+1)(f𝑘+1 + 𝑜(1)))

∧Ψ𝑘+2 ∧ · · · ∧Ψ𝑛| =⃒⃒⃒
(𝐹𝑘+1 + 𝑜(exp(𝜌𝑥

−→
𝑅 𝑘+1))) ∧Ψ𝑘+2 ∧ · · · ∧Ψ𝑛

⃒⃒⃒
= |f|+ 𝑜(1).

Учитывая, что 𝑣𝑘+1,𝑘 не зависит от 𝑥, заключаем, что 𝑣𝑘+1,𝑘 = 1.

2) С учетом установленной выше нижнетреугольности и Π - диагональ-

ности матрицы 𝑣(𝜌) имеем для 𝑘 ∈ 𝐼− (воспользуемся также уже доказанным

для таких 𝑘 равенством 𝑣𝑘+1,𝑘(𝜌) ≡ 1):

Ψ+
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑣𝑘𝑘(𝜌)Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) + Ψ𝑘+1(𝑥, 𝜌), Ψ

+
𝑘+1(𝑥, 𝜌) = 𝑣𝑘+1,𝑘+1(𝜌)Ψ𝑘+1(𝑥, 𝜌),

откуда следует:

Ψ+
𝑘 ∧Ψ+

𝑘+1 = 𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1Ψ𝑘 ∧Ψ𝑘+1 (2.2)

Равенство (2.2) умножим на

exp(𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘−1)f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1.

Переходя в полученном равенстве к пределу при 𝑥 → ∞, в силу п.3 Теоремы

1.8 получим:

exp(𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘−1)f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1 ∧Ψ+

𝑘 ∧Ψ+
𝑘+1 =

𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1 exp(𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘+1)(f1 ∧ · · · ∧ f𝑘+1 + 𝑜(1)). (2.3)

Заметим, что
−→
𝑅 𝑘−1 =

−→
𝑅+

𝑘−1,
−→
𝑅 𝑘+1 =

−→
𝑅+

𝑘+1, 𝑅
+
𝑘 = 𝑅𝑘+1, 𝑅+

𝑘+1 = 𝑅𝑘, f1 ∧ · · · ∧
f𝑘−1 = 𝜒𝑘f

+
1 ∧· · ·∧ f+𝑘−1. С учетом этих наблюдений, применяя снова п.3 Теоремы

1.8, получим:

exp(𝜌𝑥
−→
𝑅 𝑘−1)f1 ∧ · · · ∧ f𝑘−1 ∧Ψ+

𝑘 ∧Ψ+
𝑘+1 =

exp(𝜌𝑥
−→
𝑅+

𝑘−1)𝜒𝑘f
+
1 ∧ · · · ∧ f+𝑘−1 ∧Ψ+

𝑘 ∧Ψ+
𝑘+1 =

exp(𝜌𝑥
−→
𝑅+

𝑘+1)𝜒𝑘(f
+
1 ∧ · · · ∧ f+𝑘+1 + 𝑜(1))

при 𝑥 → ∞. Подставляя полученную асимптотику в (2.3), приходим к равен-

ству:

𝜒𝑘f
+
1 ∧ · · · ∧ f+𝑘+1 = 𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1f1 ∧ · · · ∧ f𝑘+1.
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Заметив, что f𝑘 = f+𝑘+1, f
+
𝑘 = f𝑘+1, откуда f𝑘 ∧ f𝑘+1 = −f+𝑘 ∧ f+𝑘+1, получим окон-

чательно:

𝜒𝑘f
+
1 ∧ · · · ∧ f+𝑘−1 ∧ f+𝑘 ∧ f+𝑘+1 = 𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1𝜒𝑘f

+
1 ∧ · · · ∧ f+𝑘−1 ∧ (−f+𝑘 ∧ f+𝑘+1).

□

Таким образом, каждому нетривиальному диагональному блоку вида(︃
0 1

1 0

)︃
матрицы Π(𝜌), расположенному в строках и столбцах с номерами 𝑘 и 𝑘+1 (где

𝑘 ∈ 𝐼−), соответствует диагональный блок вида(︃
𝑣𝑘𝑘 0

1 𝑣𝑘+1,𝑘+1

)︃
матрицы 𝑣(𝜌), причем 𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1 = −1.

Рассуждая аналогично, для 𝜌 ∈ Σ′ таких, что
𝑛∏︀

𝑘=1

Δ𝑘(𝜌) ̸= 0,
𝑛∏︀

𝑘=1

Δ+
𝑘 (𝜌) ̸= 0

введём матрицы, связывающие граничные значения решений Вейля:

∘
Φ

+

(𝑥, 𝜌) =
∘
Φ
−
(𝑥, 𝜌)𝑣#(𝜌).

Для матрицы 𝑣#(𝜌) справедлив следующий результат, являющийся ана-

логом Теоремы 2.1.

Теорема 2.1’. Матрица 𝑣#(𝜌) – нижнетреугольная, Π - диагональная,

причём 𝑣#𝑘𝑘(𝜌) ≡ 1 для всех 𝑘.

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве Теоремы 2.1, вос-

пользуемся следующим представлением, аналогичным (2.1):

𝑣#𝑗𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
∘
Φ1 ∧ · · · ∧

∘
Φ𝑗−1 ∧

∘
Φ

+

𝑘 ∧
∘
Φ𝑗+1 ∧ · · · ∧

∘
Φ𝑛

⃒⃒⃒⃒
. (2.4)

Из асимптотик решений Вейля

∘
Φ𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑥𝜇𝑘(h𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0

имеем

𝑣#𝑗𝑘(𝜌) = 𝑥𝜇𝑘−𝜇𝑗 (|h1 ∧ · · · ∧ h𝑗−1 ∧ h𝑘 ∧ h𝑗+1 ∧ · · · ∧ h𝑛|+ 𝑜(1))
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при 𝑥 → 0. Поскольку при 𝑗 < 𝑘 имеем Re𝜇𝑗 < Re𝜇𝑘, из полученной асимпто-

тики (с учетом |h| = 1) следует, что 𝑣#𝑗𝑘 = 𝛿𝑗,𝑘 при 𝑗 ≤ 𝑘 (здесь 𝛿𝑗,𝑘 – символ

Кронекера).

Аналогично, при 𝑥→∞ из (2.4) получаем оценку:⃒⃒⃒
𝑣#𝑗𝑘(𝜌)

⃒⃒⃒
= 𝑂

(︀
exp(𝜌𝑥(𝑅+

𝑘 −𝑅𝑗))
)︀
, 𝑥→∞.

Поскольку Re(𝜌𝑅+
𝑘 ) = Re(𝜌𝑅𝑘), из Re(𝜌𝑅𝑗) > Re(𝜌𝑅𝑘) следует, что правая

часть полученной оценки стремится к 0 при 𝑥 → ∞, откуда, с учетом незави-

симости 𝑣#𝑗𝑘 от 𝑥, получаем 𝑣#𝑗𝑘(𝜌) = 0.

□

Таким образом, каждому нетривиальному диагональному блоку вида(︃
0 1

1 0

)︃

матрицы Π(𝜌), расположенному в строках и столбцах с номерами 𝑘 и 𝑘+1 (где

𝑘 ∈ 𝐼−), соответствует диагональный блок вида(︃
1 0

𝑣#𝑘+1,𝑘 1

)︃

матрицы 𝑣#(𝜌).

Между матрицами 𝑣(𝜌) и 𝑣#(𝜌) имеется связь, вытекающая из пропорци-

ональности функций Ψ𝑘(𝑥, 𝜌) и
∘
Φ𝑘 (𝑥, 𝜌). Действительно, согласно Следствию

1.2 для 𝜌 ∈ Σ′ таких, что
𝑛∏︀

𝑘=1

Δ±𝑘 (𝜌) ̸= 0 имеем

∘
Φ
±
(𝑥, 𝜌) = Ψ±(𝑥, 𝜌)𝛿±(𝜌),

откуда вытекает:

𝑣(𝜌)𝛿+(𝜌) = 𝛿−(𝜌)𝑣#(𝜌).

Рассматривая элементы на главной диагонали матриц в правой и левой частях

полученного равенства, приходим к следующему утверждению.

Утверждение 2.1. Для всех 𝜌 ∈ Σ′ таких, что
𝑛∏︀

𝑘=1

Δ±𝑘 (𝜌) ̸= 0 справед-

ливо равенство:

𝛿−𝑘 (𝜌) = 𝑣𝑘𝑘(𝜌)𝛿
+
𝑘 (𝜌), 𝑘 = 1, 𝑛.
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Теорема 2.2. Пусть для всех 𝜈 = 1, 𝑁 выполнено условие

lim
𝜌→0,𝜌∈𝒮𝜈

𝑛∏︁
𝑘=1

Δ𝑘(𝜌) ̸= 0.

Тогда для всех 𝜈 = 1, 𝑁 существуют пределы lim
𝜌→0,𝜌∈Σ𝜈

𝑣(𝜌), зависящие

только от матриц 𝐴,𝐵.

Доказательство. Очевидно, достаточно рассмотреть только диагональ-

ные элементы матрицы 𝑣. Подставляя в (2.1) Ψ±𝑘 (𝑥, 𝜌) в виде Ψ
±
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝜌𝜇𝑘

∘
Ψ
±
𝑘

(𝑥, 𝜌) и учитывая, что 𝜌
−→𝜇 𝑛 = 1, получим представление:

𝑣𝑘𝑘|f| =
⃒⃒⃒⃒
∘
Ψ1 ∧ · · · ∧

∘
Ψ𝑘−1 ∧

∘
Ψ

+

𝑘 ∧
∘
Ψ𝑘+1 ∧ · · · ∧

∘
Ψ𝑛

⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜌 ∈ Σ𝜈, 𝜈 произвольно (здесь учтено, что, поскольку решения типа Вей-

ля не зависят от выбора ветви степенной функции, можно считать, что 𝜌𝜇𝑘

непрерывна в 𝒮𝜈 ∪ Σ𝜈 ∪ 𝒮𝜈+1). В силу Теоремы 1.9 правая часть полученного

представления имеет предел при 𝜌→ 0 и справедливо равенство:

lim
𝜌→0,𝜌∈Σ𝜈

𝑣𝑘𝑘(𝜌) =

= 𝑠𝜈

⃒⃒⃒⃒
∘
𝜓1𝜈 ∧ · · · ∧

∘
𝜓𝑘−1,𝜈 ∧

∘
𝜓𝑘,𝜈+1 ∧

∘
𝜓𝑘+1,𝜈 ∧ · · · ∧

∘
𝜓𝑛𝜈

⃒⃒⃒⃒
, (2.5)

где
∘
𝜓𝑘𝜈 (𝑥) := lim

𝜌→0,𝜌∈𝒮𝜈

∘
Ψ𝑘 (𝑥, 𝜌), 𝑠𝜈 := |f||𝜌∈𝒮𝜈 .

Переписав определяющую решения типа Вейля СЛАУ

𝐹𝑘−1 ∧Ψ𝑘 = 𝐹𝑘, Ψ𝑘 ∧ 𝑇𝑘 = 0

в виде
∘
𝐹 𝑘−1 ∧

∘
Ψ𝑘=

∘
𝐹 𝑘,

∘
Ψ𝑘 ∧

∘
𝑇 𝑘= 0,

перейдем в ней к пределу при 𝜌→ 0, 𝜌 ∈ 𝒮𝜈, что даёт:

𝑓𝑘−1,𝜈∧
∘
𝜓𝑘𝜈= 𝑓𝑘𝜈,

∘
𝜓𝑘𝜈 ∧𝜏𝑘 = 0. (2.6)

Здесь (см. часть II Теоремы 1.5) 𝑓𝑘𝜈(𝑥), 𝜏𝑘(𝑥) суть единственные в классах функ-

ций 𝑦 : 𝑥−
←−𝜇 𝑘𝑦(𝑥) ∈ 𝐿∞(0,∞), 𝑦 : 𝑥−

−→𝜇 𝑘𝑦(𝑥) ∈ 𝐿∞(0,∞) соответственно решения

следующих интегральных уравнений:

𝑓𝑘𝜈(𝑥) = 𝑓 0𝑘𝜈(𝑥)−
∞∫︁
𝑥

𝐺𝑘(𝑥, 𝑡, 0)
(︁
𝑞(𝑘)(𝑡)𝑓𝑘𝜈(𝑡)

)︁
𝑑𝑡, (2.7)
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𝜏𝑘(𝑥) = 𝜏 0𝑘 (𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝐺𝑛−𝑘+1(𝑥, 𝑡, 0)
(︁
𝑞(𝑛−𝑘+1)(𝑡)𝜏𝑘(𝑡)

)︁
𝑑𝑡,

в которых

𝜏 0𝑘 (𝑥) := lim
𝜌→0

∘
𝑇 𝑘0 (𝑥, 𝜌) = 𝑥

←−𝜇 𝑘𝑐𝑘(0) ∧ · · · ∧ 𝑐𝑛(0) = 𝑥
←−𝜇 𝑘h𝑘 ∧ · · · ∧ h𝑛,

𝑓 0𝑘𝜈(𝑥) := lim
𝜌→0,𝜌∈𝒮𝜈

∘
𝐹 𝑘0 (𝑥, 𝜌) = 𝛽𝑘𝜈𝑥

−→𝜇 𝑘h1 ∧ · · · ∧ h𝑘

и абсолютные константы 𝛽𝑘𝜈 ̸= 0 зависят только от матриц 𝐴,𝐵.

Заметим, что вольтерровские уравнения (2.7) при различных 𝜈 различа-

ются только свободным членом. В силу их однозначной разрешимости из ра-

венства

𝑓 0𝑘,𝜈+1(𝑥) =
𝛽𝑘,𝜈+1

𝛽𝑘𝜈
𝑓 0𝑘𝜈(𝑥)

следует

𝑓𝑘,𝜈+1(𝑥) =
𝛽𝑘,𝜈+1

𝛽𝑘𝜈
𝑓𝑘𝜈(𝑥). (2.8)

Из (2.8) и однозначной разрешимости СЛАУ (2.6) следует, в свою очередь,

равенство:
∘
𝜓𝑘,𝜈+1 (𝑥) = 𝛾𝑘𝜈

∘
𝜓𝑘𝜈 (𝑥), 𝛾𝑘𝜈 =

𝛽𝑘,𝜈+1𝛽𝑘−1,𝜈
𝛽𝑘𝜈𝛽𝑘−1,𝜈+1

. (2.9)

Здесь константы 𝛾𝑘𝜈 , как и 𝛽𝑘𝜈 ранее, зависят только от матриц 𝐴,𝐵.

Подставляя (2.9) в представление (2.5), получим:

lim
𝜌→,𝜌∈Σ𝜈

𝑣𝑘𝑘(𝜌) = 𝑠𝜈𝛾𝑘𝜈

⃒⃒⃒⃒
∘
𝜓1𝜈 ∧ · · · ∧

∘
𝜓𝑘−1,𝜈 ∧

∘
𝜓𝑘,𝜈 ∧

∘
𝜓𝑘+1,𝜈 ∧ · · · ∧

∘
𝜓𝑛𝜈

⃒⃒⃒⃒
= 𝛾𝑘𝜈,

т.к. ⃒⃒⃒⃒
∘
𝜓1𝜈 ∧ · · · ∧

∘
𝜓𝑘−1,𝜈 ∧

∘
𝜓𝑘,𝜈 ∧

∘
𝜓𝑘+1,𝜈 ∧ · · · ∧

∘
𝜓𝑛𝜈

⃒⃒⃒⃒
=

lim
𝜌→0,𝜌∈𝒮𝜈

|Ψ1(𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧Ψ𝑛(𝑥, 𝜌)| = lim
𝜌→0,𝜌∈𝒮𝜈

|f(𝜌)| = 𝑠𝜈

и 𝑠2𝜈 = 1.

□

В дальнейшем будем использовать обозначение 𝑣0(𝜌) := 𝑣(0, 𝜌) (т.е. мат-

рица 𝑣0 соответствует «простейшему» случаю 𝑞 = 0).

Следствие 2.1. В условиях Теоремы 2.2 имеем lim
𝜌→0,𝜌∈Σ′

(𝑣(𝑞, 𝜌)− 𝑣0(𝜌)) =
0.
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Определение 2.1. Будем говорить, что 𝑞 ∈ 𝒳𝑝 принадлежит классу

𝐺𝑝
0(Σ), если

𝑛∏︁
𝑘=1

Δ±𝑘 (𝑞, 𝜌) ̸= 0

для всех 𝜌 ∈ Σ (при 𝜌 = 0 подразумеваются все предельные значения при

𝜌→ 0, 𝜌 ∈ Σ𝜈, существующие согласно результатам §1.3).

Определим пространство ℋ(Σ) как пространство, состоящее из функций

𝜙 ∈ 𝐿2(Σ), таких что для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 ограничение 𝜙(𝜌)|𝜌∈Σ𝜈
непрерывно

и существуют lim
𝜌→0,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌) и lim
𝜌→∞,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌), причем

lim
𝜌→∞,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌) = 0.

Иначе говоря, ограничение 𝜙(𝜌)|𝜌∈Σ𝜈
допускает продолжение на Σ𝜈 до элемента

пространства 𝐶0(Σ𝜈). Для 𝜙 ∈ ℋ(Σ) положим ‖𝜙‖ := ‖𝜙‖𝐿2(Σ)+‖𝜙‖𝐶0(Σ). Через

ℋ0(Σ) обозначим замкнутое подпространство, состоящее из таких 𝜙(·) ∈ ℋ(Σ),
что для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 lim

𝜌→0,𝜌∈Σ𝜈

𝜙(𝜌) = 0. Заметим, что ℋ0(Σ) совпадает с

замыканием по норме ℋ(Σ) класса 𝐶∞00(Σ) бесконечно гладких функций на Σ,

обращающихся в 0 вне некоторого кольца {𝜌 : 0 < 𝑟1 ≤ |𝜌| ≤ 𝑟2 < ∞} (своего
для каждой функции).

Теорема 2.3. Пусть 𝑝 > 2. Тогда 𝑣(·, ·)− 𝑣0(·) ∈ 𝐶(𝐺𝑝
0(Σ),ℋ0(Σ)).

Доказательство. Поскольку матрица 𝑣(𝑞, 𝜌)−𝑣0(𝜌) диагональна для лю-
бых 𝑞, 𝜌, достаточно рассмотреть диагональные элементы. Имеем:

|f|𝑣𝑘𝑘 =
⃒⃒
Ψ1 ∧ · · · ∧Ψ𝑘−1 ∧Ψ+

𝑘 ∧Ψ𝑘+1 ∧ · · · ∧Ψ𝑛

⃒⃒
=⃒⃒⃒

(Ψ01 +𝑊1Ψ̂1) ∧ · · · ∧ (Ψ0,𝑘−1 +𝑊𝑘−1Ψ̂𝑘−1) ∧ (Ψ+
0𝑘 +𝑊+

𝑘 Ψ̂
+
𝑘 )

∧(Ψ0,𝑘+1 +𝑊𝑘+1Ψ̂𝑘+1) ∧ · · · ∧ (Ψ0𝑛 +𝑊𝑛Ψ̂𝑛)
⃒⃒⃒
,

где (как и ниже в настоящем доказательстве) 𝑊± := 𝑊±(𝜌𝑥).

Учитывая, что⃒⃒
Ψ01 ∧ · · · ∧Ψ0,𝑘−1 ∧Ψ+

0𝑘 ∧Ψ0,𝑘+1 ∧ · · · ∧Ψ0𝑛

⃒⃒
= |f|𝑣0,𝑘𝑘,

получаем

𝑣𝑘𝑘 = 𝑣0,𝑘𝑘 +
−→
𝑊 𝑛(𝜌𝑥)

𝑊+
𝑘 (𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)
(𝑣1,𝑘𝑘 + 𝑣2,𝑘𝑘), (2.10)
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где

𝑣1,𝑘𝑘 =
∑︁
𝛼∈𝒜′

𝑘

𝜒′𝛼

⃒⃒⃒
Ψ̂+

𝑘 ∧ Ψ̃0𝛼 ∧ Ψ̂𝛽

⃒⃒⃒
, 𝑣2,𝑘𝑘 =

∑︁
𝛽∈𝒜′′

𝑘

𝜒′′𝛼

⃒⃒⃒
Ψ̃+

0𝑘 ∧ Ψ̃0𝛼 ∧ Ψ̂𝛽

⃒⃒⃒
. (2.11)

Здесь 𝒜′𝑘 - множество всех мультииндексов (включая пустой мультииндекс),

не содержащих 𝑘, 𝒜′′𝑘 - множество непустых мультииндексов из 𝒜′𝑘, 𝜒′𝛼, 𝜒′′𝛼 ∈
{−1, 1}; в обеих суммах в каждом слагаемом мультииндексы 𝛼 и 𝛽 связаны

условием 𝛼 ∪ 𝛽 = (1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, . . . 𝑛).

В силу Теоремы 1.11 в представлениях:

Ψ±𝑘 (𝑞, 𝑥, 𝜌) = Ψ±0𝑘(𝑥, 𝜌) +𝑊±
𝑘 (𝜌𝑥)Ψ̂

±
𝑘 (𝑞, 𝑥, 𝜌),

для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 и произвольного фиксированного 𝑥 имеем Ψ̂±𝑘 (·, 𝑥, ·) ∈
𝐶 (𝐺𝑝

0(Σ),ℋ(Σ𝜈)) . Отсюда, используя представления (2.10), (2.11), с учетом

Следствия 2.1, приходим к требуемому утверждению.

□

§2.2 Решение обратной задачи рассеяния в

классе 𝐺𝑝
0

Определение 2.2. Будем говорить, что 𝑞(·) ∈ 𝒳𝑝 принадлежит классу

𝐺𝑝
0, если для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 справедливо 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝

0

(︀
𝒮𝜈
)︀
.

В дальнейшем в настоящей главе изучается следующая обратная задача

рассеяния.

Задача 1. Восстановить 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 по заданной матрице-функции 𝑣(𝑞, 𝜌),

𝜌 ∈ Σ′.

В дальнейшем матрицу-функцию 𝑣(𝑞, 𝜌) будем называть данными рассе-

яния.

Прежде всего убедимся, что потенциал из класса 𝐺𝑝
0 однозначно опреде-

ляется заданием данных рассеяния.

Теорема 2.4. Если 𝑞1(·) ∈ 𝐺𝑝
0 и 𝑞2(·) ∈ 𝐺

𝑝
0 таковы, что 𝑣(𝑞1, ·) = 𝑣(𝑞2, ·),

то 𝑞1 = 𝑞2.
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Доказательство. Введем в рассмотрение следующуюматрицу спектраль-

ных отображений:

𝑃 (𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑞1, 𝑥, 𝜌)(Ψ(𝑞2, 𝑥, 𝜌))
−1

В силу Теоремы 1.11 имеем, в частности:

Ψ(𝑞𝑗, 𝑥, 𝜌) = (𝐼 + Ψ̂(𝑞𝑗, 𝑥, 𝜌)(Ψ̃0(𝑥, 𝜌))
−1)Ψ0(𝑥, 𝜌) = (𝐼 + 𝑜(1))Ψ0(𝑥, 𝜌)

при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮𝜈 для любого 𝜈. Отсюда следует асимптотика 𝑃 (𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌) =
𝐼 + 𝑜(1) при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ C ∖ Σ.

Далее, при 𝜌 ∈ Σ′ имеем:

𝑃+(𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌) = Ψ+(𝑞1, 𝑥, 𝜌)(Ψ
+(𝑞2, 𝑥, 𝜌))

−1 =

Ψ−(𝑞1, 𝑥, 𝜌)𝑣(𝑞1, 𝜌)(𝑣(𝑞2, 𝜌))
−1(Ψ−(𝑞2, 𝑥, 𝜌))

−1.

Из совпадения 𝑣(𝑞1, ·) = 𝑣(𝑞2, ·) следует:

𝑃+(𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑞1, 𝑥, 𝜌)(Ψ
−(𝑞2, 𝑥, 𝜌))

−1 = 𝑃−(𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌).

Далее, в силу Теоремы 1.10 имеем

Ψ(𝑞𝑗, 𝑥, 𝜌) =
∘
Ψ (𝑞𝑗, 𝑥, 𝜌)𝜌

𝜇,

где
∘
Ψ (𝑞𝑗, 𝑥, 𝜌) допускают непрерывное продолжение в 𝒮𝜈 для любого 𝜈 = 1, 𝑁 .

Следовательно, для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 существует конечный предел

lim
𝜌→0,𝜌∈𝒮𝜈∖{0}

𝑃 (𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌) =
∘
Ψ (𝑞1, 𝑥, 0)(

∘
Ψ (𝑞2, 𝑥, 0))

−1.

Таким образом, для каждого фиксированного 𝑥 > 0 функция 𝑃 (𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌) −
𝐼 голоморфна по 𝜌 ∈ C ∖ {0}, ограничена при 𝜌 → 0 и стремится к 0 при

𝜌→∞. Согласно теореме Лиувилля заключаем, что 𝑃 (𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝜌)− 𝐼 = 0, т.е.,

Ψ(𝑞1, 𝑥, 𝜌) ≡ Ψ(𝑞2, 𝑥, 𝜌), откуда следует 𝑞1 = 𝑞2.

□

Покажем, что Задача 1 может быть сведена к решению некоторого линей-

ного интегрального уравнения, зависящего как от параметра от 𝑥 > 0.

Зафиксируем произвольную 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 и положим 𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝑃 (𝑞, 𝑥, 𝜌), где

𝑃 (𝑞, 𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑞, 𝑥, 𝜌)Ψ−10 (𝑥, 𝜌).
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Условимся, что для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 открытые лучи Σ𝜈 ориентированы

в направлении от 0 к ∞. Под Σ+
𝜈 и Σ−𝜈 понимаются берега (проведенного по

Σ𝜈) разреза, принадлежащие границе сектора 𝒮𝜈+1 и сектора 𝒮𝜈 соответственно.
Условимся считать, что Σ+

𝜈 ориентированы от 0 к∞, а Σ−𝜈 – от∞ к 0. Обозначим

через 𝛾 контур, составленный из всех Σ+
𝜈 и Σ−𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑁 . Положим 𝛾𝑟 := 𝛾∩{𝜌 :

|𝜌| ≤ 𝑟} и Γ𝑟 := 𝛾𝑟 ∪𝐶𝑟, где контур 𝐶𝑟 представляет собой окружность радиуса

𝑟, ориентированную в положительном направлении.

Применяя интегральную формулу Коши, запишем для произвольного 𝜌 ∈
C ∖ Σ, |𝜌| < 𝑟:

𝑃 (𝑥, 𝜌)− 𝐼 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑟

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑃 (𝑥, 𝜁)− 𝐼). (2.12)

Как при доказательстве Теоремы 2.4, имеем 𝑃 (𝑞, 𝑥, 𝜁) − 𝐼 → 0 при 𝜁 → ∞,

следовательно, переходя в (2.12) к пределу при 𝑟 →∞, получим:

lim
𝑅→∞

∫︁
𝐶𝑅

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑃 (𝑥, 𝜁)− 𝐼) = 0,

что дает

𝑃 (𝑥, 𝜌)− 𝐼 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑃 (𝑥, 𝜁)− 𝐼). (2.13)

Заметив, что для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 в силу выбранной ориентации контуров Σ𝜈,

Σ+
𝜈 и Σ−𝜈 имеем:∫︁

Σ−
𝜈 ∪Σ+

𝜈

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑃 (𝑥, 𝜁)− 𝐼) =

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑃+(𝑥, 𝜁)− 𝑃−(𝑥, 𝜁)),

преобразуем (3.26) к виду:

𝑃 (𝑥, 𝜌)− 𝐼 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑃+(𝑥, 𝜁)− 𝑃−(𝑥, 𝜁)), 𝜌 ∈ C ∖ Σ.

Обозначим через 𝐶𝑓(𝜌) интеграл Коши:

𝐶𝑓(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝑓(𝜁), 𝜌 ∈ C ∖ Σ;

через 𝐶±𝑓(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ обозначим предельные значения 𝐶±𝑓(𝜌) := (𝐶𝑓)±(𝜌).
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Во введенных обозначениях полученное выше представление для 𝑃 (𝑥, 𝜌)

перепишется в виде:

𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝐼 + 𝐶𝑃 (𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ, (2.14)

где 𝑃 (𝑥, 𝜌) := 𝑃+(𝑥, 𝜌)− 𝑃−(𝑥, 𝜌).
Заметим, что из

Ψ+(𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)

следует

𝑃+(𝑥, 𝜌) = 𝑃−(𝑥, 𝜌)𝑉 (𝑥, 𝜌),

где

𝑉 (𝑥, 𝜌) := Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)𝑣
−1
0 (𝜌)Ψ−10 (𝑥, 𝜌). (2.15)

Беря в (2.14) соответствующие предельные значения и учитывая полученное

соотношение, получаем:(︁
𝐶+𝑃 (𝑥, ·)

)︁
(𝜌)−

(︁
𝐶−𝑃 (𝑥, ·)

)︁
(𝜌)𝑉 (𝑥, 𝜌) = 𝑉 (𝑥, 𝜌)− 𝐼, 𝜌 ∈ Σ′. (2.16)

В контексте решения обратной задачи рассеяния мы будем рассматривать по-

лученное соотношение как линейное уравнение относительно функции 𝑃 (𝑥, ·)
(для каждого фиксированного 𝑥 > 0, выступающего как параметр); величина

𝑉 (𝑥, 𝜌), также входящая в соотношение (2.16), может быть найдена по явной

формуле (2.15), исходя из известных данных рассеяния 𝑣(𝜌). Для обоснования

конструктивной процедуры решения обратной задачи рассмотрим (2.16) как

уравнение в 𝐿2(Σ) и установим его корректную разрешимость для каждого

фиксированного 𝑥 > 0.

Теорема 2.5. Для каждого фиксированного 𝑥 > 0:

1. 𝑃 (𝑥, ·) является единственным в пространстве 𝐿2(Σ) решением уравне-

ния A(𝑥)𝜙 = 𝑉 (𝑥, ·), где 𝑉 (𝑥, 𝜌) := 𝑉 (𝑥, 𝜌)−𝐼, A(𝑥) – линейный оператор,

действующий в 𝐿2(Σ) по формуле:

A(𝑥)𝜙(𝜌) :=
(︀
𝐶+𝜙

)︀
(𝜌)−

(︀
𝐶−𝜙

)︀
(𝜌)𝑉 (𝑥, 𝜌);

2. оператор A(𝑥) обратим.
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Доказательство. 1. В этом пункте достаточно убедиться, что для лю-

бого 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 соответствующие функции 𝑃 (𝑥, ·), 𝑉 (𝑥, ·) принадлежат 𝐿2(Σ), а

оператор A(𝑥) действует в этом же пространстве.

Рассуждая, как при доказательстве Теоремы 2.4 из представления

Ψ±(𝑥, 𝜌) = (𝐼 + Ψ̂±(𝑥, 𝜌)(Ψ̃±0 (𝑥, 𝜌))
−1)Ψ±0 (𝑥, 𝜌),

где Ψ̂±(𝑥, ·) ∈ 𝐿2(Σ) при каждом фиксированном 𝑥 > 0, выводим 𝑃±(𝑥, ·)− 𝐼 ∈
𝐿2(Σ), откуда 𝑃 (𝑥, ·) ∈ 𝐿2(Σ).

Рассмотрим

𝑉 (𝑥, 𝜌) = Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)Ψ
−1
0 (𝑥, 𝜌), 𝑣(𝜌) := (𝑣(𝜌)− 𝑣0(𝜌))𝑣−10 (𝜌).

Из Теоремы 2.3 следует, что 𝑣(·) ∈ ℋ0(Σ). Запишем 𝑉 (𝑥, 𝜌) в виде 𝑉 (𝑥, 𝜌) =

Ψ̃0(𝑥, 𝜌)𝑤(𝑥, 𝜌)Ψ̃
−1
0 (𝑥, 𝜌), где

𝑤𝑗𝑘(𝑥, 𝜌) =
𝑊𝑗(𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)
𝑣𝑗𝑘(𝜌).

При 𝑗 < 𝑘 𝑣𝑗𝑘 = 0, в противном случае имеем⃒⃒⃒⃒
𝑊𝑗(𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀

⃒⃒
(𝜌𝑥)𝜇𝑗−𝜇𝑘

⃒⃒
≤𝑀, |𝜌| ≤ 𝑥−1

поскольку при 𝑗 ≥ 𝑘 Re𝜇𝑗 ≥ Re𝜇𝑘. Таким образом, 𝑤(𝑥, 𝜌) ограничена при

𝜌 → 0. Далее, поскольку матрица 𝑣(𝜌) Π-диагональна, 𝑣𝑗𝑘(𝜌) отлична от тож-

дественного нуля лишь для таких позиций 𝑗, 𝑘, для которых Re(𝜌𝑅𝑗) = Re(𝜌𝑅𝑘).

Но в этом случае ⃒⃒⃒⃒
𝑊𝑗(𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 1, |𝜌| > 𝑥−1,

т.е., |𝑤𝑗𝑘(𝑥, 𝜌)| = |𝑣𝑗𝑘(𝜌)|. С учетом ограниченности матриц-функций Ψ̃0(𝑥, 𝜌),

Ψ̃−10 (𝑥, 𝜌) из приведенных рассуждений следует, что 𝑉 (𝑥, ·) ∈ 𝐿2(Σ), более того

𝑉 (𝑥, 𝜌) ограничена по 𝜌 ∈ Σ′ и стремится к 0 при 𝜌→∞. Отсюда, в частности,

следует, что функция 𝑉 (𝑥, 𝜌) ограничена по 𝜌 ∈ Σ и, следовательно, оператор

умножения на эту функцию непрерывен в 𝐿2(Σ). Поскольку операторы 𝐶±

непрерывны в 𝐿2(Σ), заключаем, что A(𝑥) непрерывен в 𝐿2(Σ).

Приведенное в теореме уравнение есть записанное в операторной форме

соотношение (2.16), единственность его решения следует из утверждения пунк-

та 2.
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2. Для удобства обозначений в последующем рассуждении мы не ука-

зываем (произвольный фиксированный) 𝑥 > 0 в списках аргументов. Пусть

𝑃 (𝜌) = 𝑃 (𝑥, 𝜌) = Ψ(𝑥, 𝜌)Ψ−10 (𝑥, 𝜌). Обозначим 𝑃 (𝜌) := 𝑃−1(𝜌). Введем в рас-

смотрение оператор

Ã𝑓 = 𝐶+(𝑓𝑃+)𝑃+ − 𝐶−(𝑓𝑃+)𝑃−.

а) Убедимся, что AÃ = 𝐼𝑑. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(Σ) произвольна, 𝑔 = Ã𝑓 = 𝑓 +

𝐶−
(︁
𝑓𝑃+

)︁
(𝑃+ − 𝑃−).

Пользуясь свойством∫︁
Σ

𝑑𝜁
(︀
𝐶±𝑓1

)︀
(𝜁)𝑓2(𝜁) = −

∫︁
Σ

𝑑𝜁𝑓1(𝜁)
(︀
𝐶∓𝑓2

)︀
(𝜁), (2.17)

где 𝑓1(·), 𝑓2(·) ∈ 𝐿2(Σ) произвольны, запишем для произвольного фиксирован-

ного 𝜌 ∈ C ∖ Σ:

𝐶𝑔(𝜌) = 𝐶𝑓(𝜌) +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
[𝐶−(𝑓𝑃+)](𝜁)(𝑃+(𝜁)− 𝑃−(𝜁)) =

= 𝐶𝑓(𝜌) +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁(𝑓𝑃+)(𝜁)[𝐶+𝐹𝜌](𝜁), (2.18)

где

𝐹𝜌(𝜉) :=
1

𝜌− 𝜉
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)), 𝜉 ∈ Σ.

Рассуждая как при выводе (2.14), с учетом асимптотики 𝑃 (𝜉) = 𝐼 + 𝑜(1) при

𝜉 →∞, приходим к соотношению:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜁)
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)) =

lim
𝑅→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑅

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜁)
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)) =

1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜌), 𝜌, 𝜁 ∈ C ∖ Σ,

что эквивалентно представлению

(𝐶𝐹𝜌) (𝜁) =
1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜌), 𝜌, 𝜁 ∈ C ∖ Σ.
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Переходя к соответствующим предельным значениям, получим:(︀
𝐶+𝐹𝜌

)︀
(𝜁) =

1

𝜌− 𝜁
𝑃+(𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ, 𝜁 ∈ Σ.

Подставляя полученное представление в представление (2.18), приходим к ра-

венствам:

𝐶𝑔(𝜌) =
(︁
𝐶(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃 (𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ,

(𝐶±𝑔)(𝜌) =
(︁
𝐶±(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃±(𝜌), 𝜌 ∈ Σ.

Тогда, учитывая, что 𝑃−𝑉 = 𝑃+, получаем:

AÃ𝑓 = A𝑔 = 𝐶+𝑔 − (𝐶−𝑔)𝑉 =
{︁
(𝐶+ − 𝐶−)(𝑓𝑃+)

}︁
𝑃+ = 𝑓.

Таким образом, доказано, что AÃ = 𝐼𝑑.

б) Пусть теперь 𝑓 = A𝜙, где 𝜙(·) ∈ 𝐿2(Σ) произвольна. Тогда, учитывая,

что 𝑃−𝑉 = 𝑃+, имеем:

𝑓𝑃+ =
(︀
𝐶+𝜙

)︀
𝑃+ −

(︀
𝐶−𝜙

)︀
𝑃− = 𝜙𝑃+ +

(︀
𝐶−𝜙

)︀
(𝑃+ − 𝑃−),(︁

𝐶
(︁
𝑓𝑃+

)︁)︁
(𝜌) =

(︁
𝐶
(︁
𝜙𝑃+

)︁)︁
(𝜌)+

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(︀
𝐶−𝜙

)︀
(𝜁)(𝑃+(𝜁)− 𝑃−(𝜁)).

Рассуждая, как в пункте а), преобразуем:(︁
𝐶
(︁
𝑓𝑃+

)︁)︁
(𝜌) =

(︁
𝐶
(︁
𝜙𝑃+

)︁)︁
(𝜌) +

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁𝜙(𝜁)
(︁
𝐶+𝐹𝜌

)︁
(𝜁), (2.19)

где

𝐹𝜌(𝜉) :=
1

𝜌− 𝜉
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)), 𝜉 ∈ Σ.

Также аналогично предыдущему получаются представления:(︁
𝐶𝐹𝜌

)︁
(𝜁) =

1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜌), 𝜌, 𝜁 ∈ C ∖ Σ,

(︁
𝐶+𝐹𝜌

)︁
(𝜁) =

1

𝜌− 𝜁
𝑃+(𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ, 𝜁 ∈ Σ.

Подставляя последнее равенство в (2.19), получим: 𝐶(𝑓𝑃+) = (𝐶𝜙)𝑃 , откуда:

ÃA𝜙 = Ã𝑓 =
(︁
𝐶+(𝑓𝑃+)

)︁
𝑃+ −

(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
𝑃− =
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(𝐶+𝜙)𝑃+𝑃+ − (𝐶−𝜙)𝑃−𝑃− = 𝜙.

С учетом произвольности 𝜙 заключаем ÃA = 𝐼𝑑.

□

Замечание 2.1. При доказательстве п.1. Теоремы 2.5 было установлено

следующее утверждение, которое будет часто использоваться в дальнейшем:

Для произвольной нижнетреугольной Π-диагональной матрицы 𝑢 при 𝜌 ∈ Σ′

справедлива оценка

‖Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑢Ψ
−1
0 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀‖𝑢‖

с некоторой константой 𝑀 , зависящей только от матриц 𝐴 и 𝐵.

Для завершения конструктивной процедуры решения обратной задачи мы

построим явную формулу, позволяющую восстановить потенциал 𝑞(·) по извест-
ному (найденному из основного уравнения) 𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝑃 (𝑞, 𝑥, 𝜌).

Сначала рассмотрим случай гладких убывающих в нуле потенциалов.

Лемма 2.2. Пусть потенциал 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 удовлетворяет условиям Тео-

ремы 1.7. Тогда справедлива следующая формула восстановления:

𝑞(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

[︁
𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜌)

]︁
𝑑𝜌,

где 𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝑃 (𝑞, 𝑥, 𝜌) и интеграл понимается как (существующий для каж-

дого 𝑥 > 0) предел:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

[︁
𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜌)

]︁
𝑑𝜌 := lim

𝑟→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

[︁
𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜌)

]︁
𝜃−(|𝜌| − 𝑟)𝑑𝜌.

Доказательство. Введем в рассмотрение функцию

𝐹 (𝑥, 𝜌) := 𝜌[𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜌)] + 𝑞(𝑥).

В силу Теоремы 1.12 для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 при 𝜌 → ∞, 𝜌 ∈ 𝒮𝜈 справед-
ливы асимптотики

Ψ̂(𝑥, 𝜌) = 𝜌−1(fΓ𝜈(𝑥) + 𝑞(𝑥)f+ ℰ𝜈(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1)),

где Γ𝜈(𝑥) – некоторые диагональные матрицы, функции ℰ𝜈(𝑥, ·) ∈ 𝒫(𝒮𝜈) (ис-
пользуются обозначения упомянутой теоремы). Для Ψ̃0(𝑥, 𝜌) при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮𝜈
имеем:

Ψ̃0(𝑥, 𝜌) = f+ ℰ𝜈(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1)
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(мы используем один и тот же символ для обозначения различных функций

из класса 𝒫(𝒮𝜈)). Поскольку | det Ψ̃0| = 1 при |𝜌𝑥| > 1, справедлива также

асимптотика:

Ψ̃−10 (𝑥, 𝜌) = f−1 + ℰ𝜈(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1).

Тогда асимптотика при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝒮𝜈 для 𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝐼+Ψ̂(𝑥, 𝜌)Ψ̃−10 (𝑥, 𝜌) имеет

вид:

𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝐼 + 𝜌−1(fΓ𝜈(𝑥)f
−1 + 𝑞(𝑥) + ℰ𝜈(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1)),

что дает:

𝐹 (𝑥, 𝜌) = ℰ𝜈(𝑥, 𝜌) + 𝑜(1). (2.20)

Дальнейшие рассуждения аналогичны тем, что использовались при выводе (2.14),

в частности, используются те же обозначения для введенных в том рассмотре-

нии контуров. Из асимптотики (2.20) следует, что

lim
𝑟→∞

∫︁
𝐶𝑟

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝐹 (𝑥, 𝜁) = 0,

где 𝜌 ∈ C ∖ Σ произвольна. Таким образом, интегральная формула Коши (где

𝑟 > |𝜌|)
𝐹 (𝑥, 𝜌) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑟

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝐹 (𝑥, 𝜁)

преобразуется к виду:

𝐹 (𝑥, 𝜌) = lim
𝑟→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝐹+(𝑥, 𝜁)− 𝐹−(𝑥, 𝜁))𝜃−(|𝜁| − 𝑟).

Учитывая, что 𝐹+(𝑥, 𝜁)− 𝐹−(𝑥, 𝜁) = 𝜁[𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜁)], получаем:

𝐹 (𝑥, 𝜌) = lim
𝑟→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝜁[𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜁)]𝜃−(|𝜁| − 𝑟). (2.21)

С другой стороны, подставляя (2.14) непосредственно в определение функции

𝐹 (𝑥, 𝜌), получаем:

𝐹 (𝑥, 𝜌) = 𝑞(𝑥) + lim
𝑟→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝜌[𝐵,𝑃 (𝑥, 𝜁)]𝜃−(|𝜁| − 𝑟).

Сравнивая полученное выражение с (2.21), приходим к требуемому результату.
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□

Переходя к общему случаю, заметим, что в силу Теоремы 2.5 справедливо

равенство:

𝑃 =
(︁
𝐶−𝑃

)︁
𝑉 − 𝑉 . (2.22)

Окончательно искомая формула восстановления будет получена при помощи

предельного перехода от потенциалов, удовлетворяющих условиям Леммы 2.2,

с учетом соотношения (2.22).

Обозначим через 𝐿+
2 (Σ) пространство Π-верхнетреугольных (нестрого)

матриц-функций с элементами из 𝐿2(Σ),ℋ+
0 (Σ) := ℋ0(Σ)∩𝐿+

2 (Σ). ЧерезℋΠ
0 (Σ)

будем обозначать пространство нижнетреугольных Π - диагональных матриц-

функций с элементами из ℋ0(Σ). Пространство непрерывных функций 𝐶[0,∞)

всюду далее рассматривается с топологией, порожденной системой полунорм

‖ · ‖𝐶[0,𝑇 ], 𝑇 ∈ (0,∞).

Лемма 2.3. Определим билинейный оператор:

Φ(𝑢, 𝜙)(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

⎡⎣𝐵, ∫︁
Σ

𝑑𝜌
(︀
𝐶−𝜙(𝑥, ·)

)︀
(𝜌)𝑉 (𝑢, 𝑥, 𝜌)

⎤⎦ ,
где

𝑉 (𝑢, 𝑥, 𝜌) := Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑢(𝜌)Ψ
−1
0 (𝑥, 𝜌).

Тогда:

1. Φ : ℋΠ
0 (Σ)× 𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ))→ 𝐶[0,∞) непрерывен;

2. Для любых 𝑢 ∈ ℋΠ
0 (Σ), 𝜙 ∈ 𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ)) при 𝑟 → ∞ Φ𝑟(𝑢, 𝜙) →

Φ(𝑢, 𝜙), где

Φ𝑟(𝑢, 𝜙)(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟)
[︁
𝐵,
(︀
𝐶−𝜙(𝑥, ·)

)︀
(𝜌)𝑉 (𝑢, 𝑥, 𝜌)

]︁
.

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве Теоремы 2.5 (см.

Замечание 2.1), замечаем, что из нижнетреугольности и Π-диагональности 𝑢

следует оценка

|𝑉𝑗𝑘(𝑢, 𝑥, 𝜌)| ≤𝑀 |𝑢𝑗𝑘(𝜌)|
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для всех ненулевых позиций матрицы 𝑢 и для любой 𝑢(·) ∈ ℋΠ
0 (Σ) 𝑉 (𝑢, ·, ·) ∈

𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ)). Таким образом,

𝑉 (·, ·, ·) ∈ ℒ(ℋΠ
0 (Σ), 𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ))).

С учетом непрерывности линейного оператора 𝐶− : 𝐿2(Σ)→ 𝐿2(Σ) и билиней-

ного функционала 𝜙1 ∈ 𝐿2(Σ), 𝜙2 ∈ 𝐿2(Σ)→ ⟨𝜙1, 𝜙2⟩ ∈ C:

⟨𝜙1, 𝜙2⟩ =
∫︁
Σ

𝑑𝜌𝜙1(𝜌)𝜙2(𝜌)

дальнейшее очевидно.

□

Обозначим через 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞] пространство функций, принадлежащих

𝐿2(𝛿,∞) для любого 𝛿 > 0, с топологией, определяемой системой полунорм

‖ · ‖𝛿 = ‖ · ‖𝐿2(𝛿,∞).

Лемма 2.4. Определим семейство линейных операторов:

E𝑟𝑓(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃+(|𝜌|𝑥− 1)𝜃−(|𝜌| − 𝑟)
[︀
𝐵,𝐸(𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)𝐸−1(𝑥, 𝜌)

]︀
,

𝑟 > 0. Тогда

1. для каждого 𝑟 > 0 E𝑟 ∈ ℒ
(︀
ℋ+

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
;

2. существует сильный предел E = 𝑠− lim
𝑟→∞

E𝑟 ∈ ℒ
(︀
ℋ+

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
.

Доказательство. Представим оператор в виде суммы:

E𝑟 = E(0)
𝑟 + E(1)

𝑟 + E(2)
𝑟 ,

где:

E(0)
𝑟 𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟)
[︀
𝐵, f(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)f−1(𝜌)

]︀
,

E(1)
𝑟 𝑓(𝑥) :=

− 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌|𝑥− 1)𝜃−(|𝜌| − 𝑟)
[︀
𝐵, f(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)f−1(𝜌)

]︀
.



146

В силу представления

𝐸(𝑥, 𝜌) =
(︀
f+ (𝜌𝑥)−1𝜂(𝜌𝑥)

)︀
exp(𝜌𝑥𝑅),

где 𝜂(𝑧) ограничена при |𝑧| > 1, оператор E
(2)
𝑟 можно представить в виде:

E(2)
𝑟 𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃+(|𝜌|𝑥− 1)𝜃−(|𝜌| − 𝑟)(𝜌𝑥)−1M(𝑥, 𝜌) (exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)) ,

(2.23)

где при каждых фиксированных значениях 𝑥, 𝜌 M(𝑥, 𝜌) есть некоторый ли-

нейный оператор в пространстве 𝑛 × 𝑛 матриц, причем ‖M(𝑥, 𝜌)‖ равномерно
ограничена при |𝜌𝑥| > 1. Из Π-верхнетреугольности 𝑓(𝜌) следует, что Re(𝜌(𝑅𝑗−
𝑅𝑘)) ≤ 0 для всех ненулевых элементов 𝑓𝑗𝑘(𝜌), откуда вытекает

‖ (exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)) ‖ ≤ ‖𝑓(𝜌)‖. (2.24)

Таким образом, имеет место неравенство:

‖E(2)
𝑟 𝑓(𝑥)‖ ≤𝑀

∫︁
Σ

|𝑑𝜌| 𝜃+(|𝜌|𝑥− 1)𝜃−(|𝜌| − 𝑟)|𝜌𝑥|−1‖𝑓(𝜌)‖,

из которого вытекает оценка:

‖E(2)
𝑟 𝑓(·)‖𝐿2(𝛿,∞) ≤𝑀

∫︁
Σ

|𝑑𝜌||𝜌|−1‖𝑓(𝜌)‖

⎧⎨⎩
∞∫︁
𝛿

𝜃+(|𝜌|𝑥− 1)𝑥−2 𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

=

=𝑀

∫︁
Σ

𝜃−(|𝜌𝛿| − 1)|𝜌|−1/2‖𝑓(𝜌)‖ |𝑑𝜌|+𝑀

∫︁
Σ

𝜃+(|𝜌𝛿| − 1)|𝜌|−1‖𝑓(𝜌)‖ |𝑑𝜌|

≤𝑀(𝛿)‖𝑓‖ℋ+
0 (Σ)

.

Рассуждая аналогично, для оператора

E(2)𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃+(|𝜌|𝑥− 1)(𝜌𝑥)−1M(𝑥, 𝜌) (exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)) ,

где оператор M(𝑥, 𝜌) тот же, что в (2.23), получаем оценку

‖E(2)𝑓(·)‖𝐿2(𝛿,∞) ≤𝑀(𝛿)‖𝑓‖ℋ+
0 (Σ)

,
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из которой следует, что E(2) ∈ ℒ
(︀
ℋ+

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
. Более того, имеем:

‖E(2)𝑓(𝑥)− E(2)
𝑟 𝑓(𝑥)‖ ≤𝑀

∫︁
Σ

|𝑑𝜌| 𝜃+(|𝜌|𝑥− 1)𝜃+(|𝜌| − 𝑟)|𝜌𝑥|−1‖𝑓(𝜌)‖,

откуда для любой фиксированной 𝛿 > 0 при 𝑥 > 𝛿 и достаточно больших 𝑟 > 0:

‖E(2)𝑓(𝑥)− E(2)
𝑟 𝑓(𝑥)‖ ≤𝑀𝑥−1‖𝑓‖𝐿2(Σ+(𝑟))

и, следовательно,

‖E(2)𝑓(·)− E(2)
𝑟 𝑓(·)‖𝐿2(𝛿,∞) ≤𝑀‖𝑥−1‖𝐿2(𝛿,∞)‖𝑓‖𝐿2(Σ+(𝑟)),

что означает E(2) = 𝑠− lim
𝑟→∞

E
(2)
𝑟 в ℒ

(︀
ℋ+

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
. Таким образом, пол-

ностью доказаны утверждения п.1, 2 для операторов E
(2)
𝑟 .

Рассмотрим операторы E
(1)
𝑟 . Используя оценку (2.24), получаем:

‖E(1)
𝑟 𝑓(𝑥)‖ ≤𝑀

∫︁
Σ

|𝑑𝜌| 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)𝜃−(|𝜌| − 𝑟)‖𝑓(𝜌)‖ ≤𝑀𝑥−1‖𝑓‖ℋ+
0 (Σ)

.

Аналогичная оценка, очевидно, имеет место и для оператора:

E(1)𝑓(𝑥) := − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌|𝑥− 1)
[︀
𝐵, f(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)f−1(𝜌)

]︀
.

Далее, для произвольной фиксированной 𝛿 > 0 при 𝑥 > 𝛿, 𝑟 > 𝛿−1 имеем

E(1)𝑓(𝑥) = E
(1)
𝑟 𝑓(𝑥). Таким образом, установлено, что E(1) = 𝑠 − lim

𝑟→∞
E

(1)
𝑟 в

ℒ
(︀
ℋ+

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
. Тем самым полностью доказаны утверждения п.1, 2 для

операторов E
(1)
𝑟 .

Наконец, записав оператор E
(0)
𝑟 в виде

E(0)
𝑟 =

𝑁∑︁
𝜈=1

E(0)
𝜈,𝑟,

E(0)
𝜈,𝑟𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟)
[︀
𝐵, f(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅)𝑓(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅)f−1(𝜌)

]︀
,

заметим, что матрицы-функции f(𝜌) постоянны на каждом из Σ𝜈 и, следова-

тельно, справедливы представления

E(0)
𝜈,𝑟𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖
f

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟) exp(𝜌𝑥𝑅) [𝑅, 𝑓(𝜌)] exp(−𝜌𝑥𝑅)f−1,
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или в покомпонентной записи:(︁
f−1E(0)

𝜈,𝑟𝑓(𝑥)f
)︁
𝑗𝑘

:=
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟) exp(𝜌𝑥(𝑅𝑗 −𝑅𝑘))(𝑅𝑗 −𝑅𝑘)𝑓𝑗𝑘(𝜌).

В силу Π-верхнетреугольности матрицы 𝑓(𝜌) для всех 𝑗, 𝑘, для которых функ-

ция (𝑅𝑗−𝑅𝑘)𝑓𝑗𝑘(𝜌) не обращается тождественно в нуль, справедливо Re𝜌(𝑅𝑗−
𝑅𝑘) ≤ 0, 𝜌 ∈ Σ𝜈. Требуемые утверждения для операторов E

(0)
𝜈,𝑟 теперь следуют

из классических теорем Планшереля и Седлецкого [45].

□

Лемма 2.5. Определим семейство линейных операторов:

F𝑟𝑓(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟)
[︀
𝐵,Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)Ψ

−1
0 (𝑥, 𝜌)

]︀
,

𝑟 > 0. Тогда

1. для каждого 𝑟 > 0 F𝑟 ∈ ℒ
(︀
ℋΠ

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
;

2. существует сильный предел

F = 𝑠− lim
𝑟→∞

F𝑟 ∈ ℒ
(︀
ℋΠ

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
.

Доказательство. Представим оператор в виде F𝑟 = F
(0)
𝑟 + F

(1)
𝑟 , где:

F(0)
𝑟 𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟)𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)
[︀
𝐵,Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)Ψ

−1
0 (𝑥, 𝜌)

]︀
,

F(1)
𝑟 𝑓(𝑥) :=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌| − 𝑟)𝜃+(|𝜌𝑥| − 1)
[︀
𝐵,Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)Ψ

−1
0 (𝑥, 𝜌)

]︀
.

Поскольку из 𝑓(·) ∈ ℋΠ
0 (Σ) следует оценка

‖Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)Ψ
−1
0 (𝑥, 𝜌)‖ ≤𝑀‖𝑓(𝜌)‖,

справедливы неравенства:

‖F(0)
𝑟 𝑓(𝑥)‖ ≤𝑀

∫︁
Σ

|𝑑𝜌|‖𝑓(𝜌)‖𝜃−(|𝜌𝑥| − 1) ≤𝑀𝑥−1‖𝑓‖ℋΠ
0 (Σ)

,

‖F(0)𝑓(𝑥)‖ ≤𝑀𝑥−1‖𝑓‖ℋΠ
0 (Σ)

,
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F(0)𝑓(𝑥) :=
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝜃−(|𝜌𝑥| − 1)
[︀
𝐵,Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑓(𝜌)Ψ

−1
0 (𝑥, 𝜌)

]︀
,

откуда вытекает:

‖F(0)
𝑟 𝑓(·)‖𝐿2(𝛿,∞) ≤𝑀𝛿−1/2‖𝑓‖ℋΠ

0 (Σ)
, ‖F(0)𝑓(·)‖𝐿2(𝛿,∞) ≤𝑀𝛿−1/2‖𝑓‖ℋΠ

0 (Σ)
.

Таким образом,

F(0)
𝑟 ∈ ℒ

(︀
ℋΠ

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
, F(0) ∈ ℒ

(︀
ℋΠ

0 (Σ), 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]
)︀
.

Более того, аналогичное рассмотрение приводит к неравенству:

‖(F(0) − F(0)
𝑟 )𝑓(·)‖𝐿2(𝛿,∞) ≤𝑀𝛿−1/2 sup

𝜌∈Σ+(𝑟)

‖𝑓(𝜌)‖.

Поскольку из 𝑓(·) ∈ ℋΠ
0 (Σ) следует, в частности, lim

𝜌→∞
𝑓(𝜌) = 0, из полученного

неравенства вытекает F(0)
𝑟 𝑓 → F(0)𝑓 при 𝑟 →∞ для любой 𝑓(·) ∈ ℋΠ

0 (Σ). Таким

образом, справедливость утверждений леммы для операторов F
(0)
𝑟 доказана.

Далее, воспользовавшись тем, что Ψ0(𝑥, 𝜌) = 𝐸(𝑥, 𝜌)𝛾(𝜌), где невырож-

денная верхнетреугольная матрица 𝛾(𝜌) постоянна на каждом из лучей Σ𝜈,

запишем:

F(1)
𝑟 𝑓 =

𝑁∑︁
𝜈=1

F(1)
𝑟 𝑓𝜈 =

𝑁∑︁
𝜈=1

E𝑟𝑔𝜈 = E𝑟𝑔,

где:

𝑓𝜈(𝜌) :=

{︃
𝑓(𝜌), 𝜌 ∈ Σ𝜈,

0, 𝜌 ∈ Σ ∖ Σ𝜈,

𝑔𝜈(𝜌) := 𝛾𝜈𝑓𝜈(𝜌)𝛾
−1
𝜈 , 𝛾𝜈 := 𝛾(𝜌)|𝜌∈Σ𝜈

,

𝑔(𝜌) := 𝑔𝜈(𝜌), 𝜌 ∈ Σ𝜈.

Ясно, что для любой 𝑓(·) ∈ ℋΠ
0 (Σ) имеем 𝑔(·) ∈ ℋ+

0 (Σ) и соответствие ℋΠ
0 (Σ) ∋

𝑓(·) → 𝑔(·) ∈ ℋ+
0 (Σ) есть линейный непрерывный оператор. Справедливость

утверждений леммы для операторов F
(1)
𝑟 вытекает, таким образом, из Леммы

2.4.

□

Теорема 2.6. Пусть 𝑣(𝜌) = 𝑣(𝑞, 𝜌), где 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0, 𝑣(𝜌) = 𝑣(𝜌)𝑣−10 (𝜌)− 𝐼,

𝑃 (𝑥, 𝜌) = 𝑃+(𝑞, 𝑥, 𝜌)−𝑃−(𝑞, 𝑥, 𝜌). Тогда справедлива формула восстановления:

𝑞 = Φ(𝑣, 𝑃 ) + F𝑣.
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Доказательство. 1) Пусть потенциал 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 удовлетворяет условиям

Теоремы 1.7. Тогда в силу Леммы 2.2 и пункта 1 Теоремы 2.5 имеем:

𝑞(𝑥) = lim
𝑟→∞

𝑞𝑟(𝑥) (2.25)

при каждом 𝑥 ∈ (0,∞), где 𝑞𝑟(𝑥) = (Φ𝑟(𝑣, 𝑃 ))(𝑥) + (F𝑟𝑣)(𝑥). В силу Лемм 2.3,

2.5 существуют пределы Φ(𝑣, 𝑃 ) = lim
𝑟→∞

Φ𝑟(𝑣, 𝑃 ), F = 𝑠 − lim
𝑟→∞

F𝑟. Обозначим

𝑞*(𝑥) = (Φ(𝑣, 𝑃 ))(𝑥) + (F𝑣)(𝑥). Тогда при 𝑟 → ∞ 𝑞𝑟 → 𝑞* в 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞), но

отсюда с учетом (2.25) вытекает 𝑞(𝑥) = 𝑞*(𝑥) п.в. на (0,∞). Таким образом, в

рассматриваемом случае формула восстановления доказана.

2) Для произвольного потенциала 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 рассмотрим сходящуюся к 𝑞(·)

по норме 𝒳𝑝 последовательность {𝑞𝑚(·)}𝑚≥1 таких, что для каждого из 𝑞𝑚(·)
выполнены условия Теоремы 1.7. Из Утверждения 1.2 следует, что 𝐺𝑝

0 открыто

в 𝒳𝑝, поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что все 𝑞𝑚(·) ∈ 𝐺𝑝
0.

Тогда, по доказанному в пункте 1 имеем

𝑞𝑚 = Φ(𝑣𝑚, 𝑃𝑚) + F𝑣𝑚, (2.26)

где 𝑃𝑚(𝑥, 𝜌) = 𝑃+(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌)− 𝑃−(𝑞𝑚, 𝑥, 𝜌), 𝑣𝑚(𝜌) = 𝑣(𝑞𝑚, 𝜌)𝑣
−1
0 (𝜌)− 𝐼.

В силу Теорем 2.1–2.3 при 𝑚 → ∞ 𝑣𝑚(·) → 𝑣(·) в ℋΠ
0 (Σ). В силу Леммы

2.5 это влечёт F𝑣𝑚 → F𝑣 в 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞].

Далее, из Теоремы 1.11 следует, что при 𝑚→∞ 𝑃𝑚(·, ·)→ 𝑃 (·, ·) в
𝐶 ([0,∞), 𝐿2(Σ)). В силу Леммы 2.3 отсюда следует Φ(𝑣𝑚, 𝑃𝑚) → Φ(𝑣, 𝑃 ) в

𝐶[0,∞).

Переходя в (2.26) к пределу при 𝑚 → ∞, получаем требуемую формулу

восстановления (понимаемую в общем случае как равенство двух элементов

𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞)).

□

Замечание 2.2. При доказательстве Теоремы 2.5 фактически показа-

но, что операторно-значная функция A(·) непрерывна по 𝑥, причем допускает

непрерывное продолжение на [0,∞): A(·) ∈ 𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))). Из Теоремы

1.11 следует, что то же справедливо для построенного при доказательстве п.2

Теоремы 2.5 оператора Ã(𝑥): Ã(·) ∈ 𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))). Отсюда вытекает, в

частности, обратимость оператора A(0).
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§2.3 Характеризация данных рассеяния

потенциалов класса 𝐺𝑝
0

Вопрос, изучаемый в данном параграфе, можно сформулировать следу-

ющим образом. Пусть дана некоторая матрица-функция 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′. Выпол-

нение каких условий является необходимым и достаточным для того, чтобы

𝑣(·) являлась данными рассеяния некоторого оператора вида (5) с потенциалом
𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝

0?

Во избежание дублирования обозначений, мы будем использовать жир-

ный шрифт для обозначения данных рассеяния, т.е., данные рассеяния для

оператора (5) с потенциалом 𝑞(·) будут обозначаться v(𝑞, ·).
Определим следующий класс матриц-функций, заданных на Σ′: будем го-

ворить, что матрица-функция 𝑣 = 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ принадлежит классу V, если

1. 𝑣(·)− 𝑣0(·) ∈ ℋΠ
0 (Σ);

2. нетривиальные диагональные блоки матрицы 𝑣(𝜌) расположены в строках

с номерами 𝑘 и 𝑘 + 1, где 𝑘 ∈ 𝐼−, и имеют вид(︃
𝑣𝑘𝑘 0

1 𝑣𝑘+1,𝑘+1

)︃
,

причем 𝑣𝑘𝑘𝑣𝑘+1,𝑘+1 = −1.

Из результатов §2.1 следует, что, если 𝑣(·) = v(𝑞, ·) для некоторого 𝑞(·) ∈
𝐺𝑝

0, то необходимо 𝑣(·) ∈ V. Мы будем рассматривать V как метрическое про-

странство с метрикой 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑣1, 𝑣2) := ‖𝑣1 − 𝑣2‖ℋΠ
0 (Σ)

, корректно определенной в

силу равенства 𝑣1 − 𝑣2 = (𝑣1 − 𝑣0)− (𝑣2 − 𝑣0).
Для заданной матрицы-функции 𝑣 = 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ определим:

𝑣(𝜌) := 𝑣(𝜌)𝑣−10 (𝜌)− 𝐼,

𝑉 = 𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌) := Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)𝑣
−1
0 (𝜌)(Ψ0(𝑥, 𝜌))

−1,

𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌) := 𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌)− 𝐼 = Ψ0(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)(Ψ0(𝑥, 𝜌))
−1.

Из непрерывности и ограниченности в [0,∞)× 𝒮𝜈 (𝜈 = 1, 𝑁) матриц-функций

Ψ̃0(𝑥, 𝜌), Ψ̃−10 (𝑥, 𝜌) следует (см. также Замечание 2.1), что

𝑉 (𝑣, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞),ℋ0(Σ))
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для любой 𝑣(·) ∈ V, более того,

𝑉 (·, ·, ·) ∈ 𝐶(V, 𝐵𝐶([0,∞),ℋ0(Σ))).

Введем зависящие от параметров 𝑣(·) ∈ V, 𝑥 ∈ [0,∞) операторы

A(𝑣, 𝑥)𝑓(𝜌) := 𝐶+𝑓(𝜌)− (𝐶−𝑓)(𝜌)𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌) = 𝑓(𝜌)− (𝐶−𝑓)(𝜌)𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌).

Из свойств матриц-функций 𝑉 (·, ·, ·), 𝑉 (·, ·, ·) следует, что для любых 𝑣(·) ∈ V,

𝑥 ∈ [0,∞)A(𝑣, 𝑥) ∈ ℒ(𝐿2(Σ)); более того, при каждом фиксированном 𝑣(·) ∈ V

имеем A(𝑣, ·) ∈ 𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))), причем

A(·, ·) ∈ 𝐶 (V, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ)))) .

Далее, определим (при тех значениях параметров, при которых правая

часть имеет смысл):

p(𝑣, 𝑥, ·) := (A(𝑣, 𝑥))−1𝑉 (𝑣, 𝑥, ·),

q(𝑣, ·) := Φ(𝑣(·),p(𝑣, ·, ·)) + F𝑣(·).

Следующая теорема содержит основной результат данного параграфа.

Теорема 2.7. Пусть 𝑣(·) ∈ V. Для того, чтобы 𝑣(·) = v(𝑞, ·) для неко-

торого 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1. для каждого 𝑥 ∈ [0,∞) оператор A(𝑣, 𝑥) обратим;

2. для каждого 𝑘 = 1, 𝑛 найдется функция 𝛿𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ, аналитическая
в C ∖ Σ и такая, что:

� для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 существует непрерывное продолжение функ-

ции 𝜌𝜇𝑘𝛿𝑘(𝜌) в 𝒮𝜈;

� 𝜌𝜇𝑘𝛿𝑘(𝜌) не обращается в нуль ни для каких 𝜌 ∈ 𝒮𝜈, 𝜈 = 1, 𝑁 ;

� при 𝜌 ∈ Σ′ справедливы формулы сопряжения 𝛿−𝑘 (𝜌) = 𝑣𝑘𝑘(𝜌)𝛿
+
𝑘 (𝜌);

� при 𝜌→∞, 𝜌 ∈ C∖Σ справедлива асимптотика 𝛿(𝜌) = 𝛿0(𝜌)(𝐼+𝑜(1)),

кроме того, 𝛿±(·)(𝛿±0 (·))−1 − 𝐼 ∈ 𝐿2(Σ). Здесь 𝛿0(𝜌) – диагональная

матрица, такая что
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌) = Ψ0(𝑥, 𝜌)𝛿0(𝜌).

3. q(𝑣, ·) ∈ 𝒳𝑝.
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Доказательству Теоремы 2.7 предпошлём ряд лемм, некоторые из которых

могут представлять также и самостоятельный интерес.

Для заданной матрицы-функции 𝑣(·) ∈ V определим строго верхнетре-

угольные Π-диагональные матрицы-функции 𝑤±(·) следующим образом: нену-

левые диагональные блоки матриц 𝑤±(𝜌) соответствуют нетривиальным диа-

гональным блокам матрицы 𝑣(𝜌), при этом диагональному блоку(︃
𝑣𝑘𝑘 0

1 𝑣𝑘+1,𝑘+1

)︃
,

матрицы 𝑣(𝜌) соответствует диагональный блок вида:(︃
0 −𝑣𝑘𝑘
0 0

)︃

матрицы 𝑤−(𝜌) и блок вида: (︃
0 𝑣𝑘+1,𝑘+1

0 0

)︃

матрицы 𝑤+(𝜌). Отметим, что по построению справедливо равенство:

𝑣(𝜌) = (𝐼 − 𝑤−(𝜌))Π(𝜌)(𝐼 + 𝑤+(𝜌)). (2.27)

Обозначим V00 := (𝑣0 + 𝐶∞00(Σ)) ∩V.

Лемма 2.6. Пусть ℎ𝜆(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ – функция вида

ℎ𝜆(𝜌) = exp(−𝑖𝛼𝜈𝜆𝜌),

где 𝛼𝜈, 𝜈 = 1, 𝑁 – комплексные константы, такие что 𝛼𝜈𝜌 ∈ (0,∞) для всех

𝜈 = 1, 𝑁 , 𝜌 ∈ Σ𝜈. Тогда для любой 𝑓(·) ∈ 𝐶∞00(Σ) справедлива оценка⃦⃦
𝐶± (ℎ𝜆(·)𝑓(·))

⃦⃦
𝐿∞(Σ)

= 𝑂(|𝜆|−𝑚)

при ±𝜆→∞, где целое неотрицательное число 𝑚 произвольно.

Доказательство.

Утверждение леммы близко к утверждению Леммы 8.1 из [67], тем не

менее, поскольку формулировка заключения содержит ряд существенных от-

личий, мы приведем независимое доказательство.
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1) Рассмотрим предварительно аналогичное утверждение для случая, ко-

гда в качестве контура интегрирования выступает вещественная ось. А именно,

рассмотрим операторы Коши:

(𝐶0𝑓)(𝜌) :=
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝑓(𝜁), 𝜌 ∈ C ∖ R, (𝐶±0 𝑓)(𝜌) := (𝐶0𝑓)

±(𝜌), 𝜌 ∈ R.

Для произвольной бесконечно-дифференцируемой финитной функции 𝑓(·) опре-
делим функцию 𝑓𝜆(·) по формуле:

𝑓𝜆(𝜌) := exp(−𝑖𝜆𝜌)𝑓(𝜌), 𝜌 ∈ R,

зависящую от параметра 𝜆 ∈ R. Покажем, что⃦⃦
𝐶±0 𝑓𝜆

⃦⃦
𝐿∞(R) = 𝑂(|𝜆|−𝑚)

при ±𝜆→∞, где 𝑚 – произвольное неотрицательное целое число.

Действительно, для любой функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(R) имеем:

(𝐶±0 𝑓)(̂𝜉) = 𝜃±(𝜉)𝑓(𝜉),

где 𝑓(·) обозначает (только в рамках настоящего рассуждения) преобразование
Фурье:

𝑓(𝜉) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

exp(−𝑖𝜉𝜌)𝑑𝜉𝑓(𝜉).

Поскольку

𝑓𝜆(𝜉) = 𝑓(𝜉 + 𝜆),

имеем:

(𝐶±0 𝑓𝜆)(𝜉) = 𝜃±(𝜉)𝑓(𝜉 + 𝜆).

Для бесконечно-дифференцируемых финитных 𝑓(·) преобразование Фурье 𝑓(·)
принадлежит пространству Шварца быстро убывающих функций, откуда сле-

дуют оценки: ⃦⃦
𝐶+

0 𝑓𝜆
⃦⃦
𝐿∞(R) ≤

⃦⃦(︀
𝐶+

0 𝑓𝜆
)︀ ⃦⃦

𝐿1(R)
≤ ‖𝑓‖𝐿1(𝜆,∞) ≤

𝑀

𝜆𝑚
,

⃦⃦
𝐶−0 𝑓𝜆

⃦⃦
𝐿∞(R) ≤

⃦⃦(︀
𝐶−0 𝑓𝜆

)︀ ⃦⃦
𝐿1(R)

≤ ‖𝑓‖𝐿1(−∞,𝜆) ≤
𝑀

|𝜆|𝑚
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при ±𝜆→∞, где целое неотрицательное 𝑚 произвольно.

2) Перейдем к доказательству утверждения леммы. Записав интересую-

щее нас выражение в виде:

𝐶 (ℎ𝜆(·)𝑓(·)) (𝜌) =
𝑁∑︁
𝜈=1

𝐹𝜈(𝜆, 𝜌), 𝐹𝜈(𝜆, 𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
exp(−𝑖𝜆𝛼𝜈𝜁)𝑓(𝜁),

рассмотрим по отдельности каждую из функций 𝐹𝜈(𝜆, 𝜌). Пусть луч Σ𝜈 пред-

ставлен в виде Σ𝜈 = {𝜌 = 𝜔𝜈𝑡, 𝑡 ∈ (0,∞)} с произвольной фиксированной

𝜔𝜈 ̸= 0. Пользуясь гладкостью и финитностью функции 𝑓(·) (с учетом 0 /∈
supp𝑓), выполнив необходимое количество раз интегрирование по частям, по-

лучим оценку: ∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
exp(−𝑖𝜆𝛼𝜈𝜁)𝑓(𝜁)→ 0

при ±𝜆 → ∞ равномерно по 𝜌 :
⃒⃒
arg(𝜌𝜔−1𝜈 )

⃒⃒
> 𝜀 для произвольного 𝜀 > 0.

Таким образом, при ±𝜆→∞ имеем:

‖𝐹𝜈(𝜆, ·)‖𝐿∞(Σ∖Σ𝜈)
= 𝑂(|𝜆|−𝑚).

Наконец, при 𝜌 ∈ Σ𝜈, применяем результат пункта 1, заметив, что:

(𝐹𝜈(𝜆, ·))±(𝜌) = (𝐶±0 𝑓𝜈(𝜆, ·))(𝜌𝜔−1𝜈 ),

где

𝑓𝜈(𝜆, 𝑟) =

{︃
𝑓(𝜔𝜈𝑟) exp(−𝑖𝛼𝜈𝜔𝜈𝜆𝑟), 𝑟 > 0

0, 𝑟 ≤ 0

и в условиях леммы 𝑓𝜈(𝜆, ·) – бесконечно-дифференцируемая финитная функ-
ция.

□

Лемма 2.7. Определим матрицы функции 𝑃± = 𝑃±(𝑣, 𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ Σ′ по

формулам:

𝑃± := f± exp(𝜌𝑥𝑅±)(𝐼 + �̂�±) exp(−𝜌𝑥𝑅±)(f±)−1,

где �̂�± := 𝑤±−𝑤0
±, 𝑤±, 𝑤

0
± – матрицы из представлений (2.27) и аналогичного

представления для 𝑣0(·): 𝑣0(𝜌) = (𝐼 − 𝑤0
−(𝜌))Π(𝜌)(𝐼 + 𝑤0

+(𝜌)).

Введем оператор B𝑓 := 𝐶+(𝑓𝑃−1+ )𝑃+−𝐶−(𝑓𝑃−1+ )𝑃−. Предположим, что

𝑣(·) ∈ V00. Тогда

lim
𝑥→∞
‖B(𝑣, 𝑥)A(𝑣, 𝑥)− 𝐼𝑑‖ = 0,
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где ‖ · ‖ - операторная норма в ℒ(𝐿2(Σ)).

Доказательство. Зафиксируем произвольную 𝑣(·) ∈ V00; далее обозна-

чаем 𝑉 (𝑥, 𝜌) := 𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜌), B(𝑥) := B(𝑣, 𝑥), A(𝑥) := A(𝑣, 𝑥)

1) Пусть 𝑓(𝑥, 𝜌) = (A(𝑥)𝜙)(𝜌) = (𝐶+𝜙)(𝜌) − (𝐶−𝜙)(𝜌)𝑉 (𝑥, 𝜌), где 𝜙(·) ∈
𝐿2(Σ) – произвольна.

Для подсчёта B(𝑥)𝑓(𝑥, ·), заметим, прежде всего, что справедливо равен-
ство:

𝑓𝑃−1+ = 𝜙𝑃−1+ + (𝐶−𝜙)(𝑃−1+ − 𝑃−1− )− (𝐶−𝜙)𝑉1, (2.28)

где

𝑉1(𝑥, 𝜌) := 𝑉 (𝑥, 𝜌)𝑃−1+ (𝑥, 𝜌)− 𝑃−1− (𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ Σ′. (2.29)

Далее, для произвольного фиксированного 𝜌 ∈ C ∖ Σ имеем:

𝐶
(︀
(𝐶−𝜙)(𝑃−1+ − 𝑃−1− )

)︀
(𝜌) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉

𝜉 − 𝜌
(𝐶−𝜙)(𝜉)(𝑃−1+ − 𝑃−1− )(𝜉) =

− 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉(𝐶−𝜙)(𝜉)𝐹𝜌(𝜉) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁𝜙(𝜁)(𝐶+𝐹𝜌)(𝜁),

где:

𝐹𝜌(𝜉) :=
1

𝜌− 𝜉
(𝑃−1+ (𝜉)− 𝑃−1− (𝜉)), 𝜌 ∈ C ∖ Σ, 𝜉 ∈ Σ

и произвольный фиксированный 𝑥 ≥ 0 для краткости опущен. Определим

функцию 𝑃 (𝑥, 𝜌) := 𝐼 + 𝐶(𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝑃−1− (𝑥, ·))(𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ. Заметим, что:

𝑃−1± (𝑥, 𝜌) = f±(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅±)(𝐼 − �̂�±(𝜌)) exp(−𝜌𝑥𝑅±)(f±(𝜌))−1, (2.30)

откуда, с учетом финитности функций �̂�±(·) следует, в частности, что 𝑃 (𝑥, 𝜌) :=
𝐼 + 𝑜(1) при 𝜌→∞. Используя рассуждения, аналогичные приведенным ранее

(например, при доказательстве п. 1 Теоремы 2.5), выводим для 𝜁 ∈ C∖Σ, 𝜁 ̸= 𝜌

равенство:

(𝐶𝐹𝜌)(𝜁) =
1

𝜌− 𝜁
(𝑃 (𝜁)− 𝑃 (𝜌))

(здесь и далее произвольный фиксированный 𝑥 ≥ 0 также для краткости опу-

щен). Переходя к пределу, получаем:

(𝐶+𝐹𝜌)(𝜁) =
1

𝜌− 𝜁
(𝑃+(𝜁)− 𝑃 (𝜌)),
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что дает окончательно:

𝐶
(︀
(𝐶−𝜙)(𝑃−1+ − 𝑃−1− )

)︀
(𝜌) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁𝜙(𝜁)

{︂
1

𝜌− 𝜁
𝑃+(𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝑃 (𝜌)

}︂
=

(𝐶𝜙)(𝜌)𝑃 (𝜌)−
(︁
𝐶(𝜙𝑃+)

)︁
(𝜌)

при 𝜌 ∈ C ∖ Σ. Переходя к соответствующим пределам, получаем:

𝐶±
(︀
(𝐶−𝜙)(𝑃

−1
+ − 𝑃−1− )

)︀
= (𝐶±𝜙)𝑃± − 𝐶±(𝜙𝑃+).

Пользуясь полученным равенством и соотношением (2.28), приходим к равен-

ству:

𝐶±(𝑓𝑃−1+ ) = 𝐶±(𝜙𝑃−1+ ) + (𝐶±𝜙)𝑃± − 𝐶±(𝜙𝑃+)− 𝐶±
(︀
(𝐶−𝜙)𝑉1

)︀
, (2.31)

пользуясь которым подсчитаем B𝑓 = 𝐶+(𝑓𝑃−1+ )𝑃+ − 𝐶−(𝑓𝑃−1+ )𝑃−. Имеем:

𝐶+(𝜙𝑃−1+ )𝑃+ − 𝐶−(𝜙𝑃−1+ )𝑃− = 𝜙+
(︀
𝐶−(𝜙𝑃−1+ )

)︀
(𝑃+ − 𝑃−); (2.32)

𝐶+(𝜙)𝑃+𝑃+ − 𝐶−(𝜙)𝑃−𝑃− = 𝜙𝑃+𝑃+ + (𝐶−𝜙)(𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃−); (2.33)

𝐶−(𝜙𝑃+)𝑃− − 𝐶+(𝜙𝑃+)𝑃+ = −𝜙𝑃+𝑃+ +
(︁
𝐶−(𝜙𝑃+)

)︁
(𝑃− − 𝑃+). (2.34)

Из соотношений (2.31), (2.32), (2.33), (2.34) следует:

BA𝜙 = B𝑓 = 𝜙+
(︁
𝐶−(𝜙(𝑃−1+ − 𝑃+))

)︁
(𝑃+ − 𝑃−)+

(𝐶−𝜙)(𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃−) + 𝐶−
(︀
(𝐶−𝜙)𝑉1

)︀
𝑃− − 𝐶+

(︀
(𝐶−𝜙)𝑉1

)︀
𝑃+. (2.35)

2) В силу Π-диагональности матрицы 𝑣(𝜌) справедлива оценка:

‖𝑃+(𝑥, 𝜌)− 𝑃−(𝑥, 𝜌)‖ ≤ (‖𝑤+‖𝐿∞(Σ) + ‖𝑤−‖𝐿∞(Σ)),

равномерная по (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)× Σ′. Таким образом, имеем:⃦⃦⃦(︁
𝐶−(𝜙(𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝑃+(𝑥, ·)))

)︁
(𝑃+ − 𝑃−)(𝑥, ·)

⃦⃦⃦
𝐿2(Σ)

≤

𝑀‖𝜙‖𝐿2(Σ)

⃦⃦⃦
𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝑃+(𝑥, ·)

⃦⃦⃦
𝐿∞(Σ)

, (2.36)

где константа 𝑀 не зависит от 𝑥.
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Далее, из определения функции 𝑃 (𝑥, 𝜌), с учетом финитности и гладкости

функций 𝑃−1± (𝑥, ·)− 𝐼 вытекает равенство:

𝑃+(𝑥, 𝜌) = 𝐼 +
(︀
𝐶+(𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝐼)

)︀
(𝜌)−

(︀
𝐶+(𝑃−1− (𝑥, ·)− 𝐼)

)︀
(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′.

Вычитая из данного соотношения очевидное тождество (эквивалентное форму-

ле Сохоцкого)

𝑃−1+ (𝑥, 𝜌)− 𝐼 =
(︀
𝐶+(𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝐼)

)︀
(𝜌)−

(︀
𝐶−(𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝐼)

)︀
(𝜌),

приходим к соотношению:

𝑃−1+ (𝑥, 𝜌)− 𝑃+(𝑥, 𝜌) =
(︀
𝐶+(𝑃−1− (𝑥, ·)− 𝐼)

)︀
(𝜌)−

(︀
𝐶−(𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝐼)

)︀
(𝜌)

Из представления (2.30) следует, что при каждом 𝜌 ∈ Σ𝜈 (где 𝜈 ∈ {1, . . . , 𝑛}
произвольно) ненулевые элементы матриц

(f±)−1
(︀
𝑃−1± (𝑥, 𝜌)− 𝐼

)︀
f±

имеют вид:

−(�̂�±(𝜌))𝑘,𝑘+1 exp(𝜌𝑥(𝑅
±
𝑘 −𝑅

±
𝑘+1)),

где 𝑘 ∈ 𝐼− (т.е., Re(𝜌𝑅−𝑘−1) < Re(𝜌𝑅−𝑘 ) = Re(𝜌𝑅−𝑘+1) и 𝑅
±
𝑘 = 𝑅∓𝑘+1). Таким обра-

зом, число 𝜌(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1) чисто мнимое и, как нетрудно заметить, ±Im(𝜌(𝑅±𝑘 −

𝑅±𝑘+1)) > 0. Переписав 𝜌𝑥(𝑅±𝑘 − 𝑅±𝑘+1) в виде 𝜌𝑥(𝑅±𝑘 − 𝑅±𝑘+1) = −𝑖𝛼𝜈𝜆𝜌, где

𝛼𝜈 = ∓𝑖(𝑅±𝑘 − 𝑅
±
𝑘+1), 𝜆 = ∓𝑥, применяем Лемму 2.6, что возможно, поскольку

𝛼𝜈𝜌 = ±Im(𝜌(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1)) > 0 для всех 𝜌 ∈ Σ𝜈.

Лемма 2.6 гарантирует, что⃦⃦
𝐶±(𝑃−1∓ (𝑥, ·)− 𝐼)

⃦⃦
𝐿∞(Σ)

→ 0,

при ±𝜆 = ±(±𝑥) = 𝑥→∞, откуда следует, что⃦⃦⃦
𝑃−1+ (𝑥, ·)− 𝑃+(𝑥, ·)

⃦⃦⃦
𝐿∞(Σ)

→ 0

при 𝑥→∞.

3) Аналогично, переписав функцию 𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃− в виде:

𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃− =
(︀
𝐶+(𝐼 − 𝑃−1− ) + 𝐶−(𝑃−1+ − 𝐼)

)︀
(𝑃+ − 𝑃−)



159

и повторяя рассуждения предыдущего пункта, получаем:⃦⃦⃦
(𝐶−𝜙)(𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃−)

⃦⃦⃦
𝐿2(Σ)

≤𝑀‖𝜙‖𝐿2(Σ)

⃦⃦⃦
𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃−

⃦⃦⃦
𝐿∞(Σ)

,

в то время как:⃦⃦⃦
𝑃+𝑃+ − 𝑃−𝑃−

⃦⃦⃦
𝐿∞(Σ)

≤𝑀
⃦⃦
𝐶+(𝐼 − 𝑃−1− ) + 𝐶−(𝑃−1+ − 𝐼)

⃦⃦
𝐿∞(Σ)

,

и, по доказанному выше, правая часть полученной оценки стремится к нулю

при 𝑥→∞.

4) Рассмотрим функцию 𝑉1(𝑥, 𝜌). Прежде всего, переписав в виде:

𝑉1(𝑥, 𝜌) = 𝑉 (𝑥, 𝜌)𝑃−1+ (𝑥, 𝜌) + 𝑃−1+ (𝑥, 𝜌)− 𝑃−1− (𝑥, 𝜌),

убеждаемся, что в условиях леммы функция 𝑉1(𝑥, ·) финитна, причём
supp𝑉1(𝑥, ·) ⊂ {𝑟0 ≤ |𝜌| ≤ 𝑟1}, где 𝑟0, 𝑟1 не зависят от 𝑥.

Далее, представим функцию в виде:

𝑉1(𝑥, 𝜌) =
(︀
𝑉 (𝑥, 𝜌)− 𝑃−1− (𝑥, 𝜌)𝑃+(𝑥, 𝜌)

)︀
𝑃−1+ (𝑥, 𝜌) = 𝑉1(𝑥, 𝜌)𝑃

−1
+ (𝑥, 𝜌). (2.37)

Поскольку функция 𝑃−1+ (𝑥, 𝜌) равномерно ограничена по (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞) × Σ′,

достаточно рассмотреть функцию 𝑉1(𝑥, 𝜌).

Для решений типа Вейля Ψ±0 (𝑥, 𝜌) простейшей задачи имеет место пред-

ставление:

Ψ±0 (𝑥, 𝜌) = 𝐸±(𝑥, 𝜌)(𝛾±(𝜌) + 𝛾±(𝜌)), (2.38)

где 𝛾±(𝜌) – Π-диагональная, 𝛾±(𝜌) – Π-строго верхнетреугольная матрицы;

нетривиальные диагональные блоки матрицы 𝛾±(𝜌) имеют вид:(︃
1 𝛾±𝑘,𝑘+1

0 1

)︃
, (2.39)

где 𝑘 ∈ 𝐼−; матрицы 𝛾±(𝜌), 𝛾±(𝜌) постоянны на каждом луче Σ𝜈 и, следова-

тельно, ограничены (в частности) на Σ′. Заметим, что:

(𝛾±(𝜌) + 𝛾±(𝜌))−1 = (𝛾±(𝜌))−1 + 𝛾±(𝜌),

где 𝛾±(𝜌) – строго Π- верхнетреугольная матрица, ограниченная по 𝜌 ∈ Σ′, и

из (2.38) следует:(︀
Ψ−0 (𝑥, 𝜌)

)︀−1
=
(︀
(𝛾−(𝜌))−1 + 𝛾−(𝜌)

)︀ (︀
𝐸−(𝑥, 𝜌)

)︀−1
. (2.40)
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Поскольку сектор Стокса при построении решений 𝐸(𝑥, 𝜌) можно выбрать та-

ким, чтобы он включал оба сектора 𝒮𝜈, 𝒮𝜈+1, можно считать, что 𝐸+(𝑥, 𝜌) =

𝐸−(𝑥, 𝜌)Π(𝜌) для любого 𝜌 ∈ Σ𝜈 при произвольном 𝜈. Тогда, из (2.38), (2.40)

следует:

𝑣0 = (Ψ−0 )
−1Ψ+

0 = ((𝛾−)−1 + 𝛾−)Π(𝛾+ + 𝛾+) = (𝛾−)−1Π𝛾+ + 𝑣0,

где 𝑣0 – строго Π-верхнетреугольная матрица. С другой стороны, известно, что

матрица 𝑣0 Π-диагональна и представима в виде (2.27). С учетом блочной струк-

туры (2.39) матриц 𝛾±(𝜌) это означает, что 𝛾± = 𝐼 + 𝑤0
±. Подставляя в пред-

ставления (2.38), (2.40), получим представление для 𝑉 (𝑥, 𝜌) в следующем виде:

𝑉 (𝑥, 𝜌) = 𝐸−(𝑥, 𝜌)(𝐼 + 𝑤0
−(𝜌) + 𝛾(𝜌))𝑣(𝜌)((𝐼 + 𝑤0

+(𝜌))
−1 + 𝛾+(𝜌))(𝐸+(𝑥, 𝜌))−1,

которое с учетом (2.27) и вытекающих из блочной структуры соответствующих

матриц равенств (𝐼+𝑤+)(𝐼+𝑤
0
+)
−1 = 𝐼+�̂�+, (𝐼+𝑤0

−)(𝐼−𝑤−) = (𝐼−𝑤0
−)
−1(𝐼−

𝑤−) = 𝐼 − �̂�− может быть преобразовано следующим образом:

𝑉 = 𝐸−(𝐼 − �̂�−)Π(𝐼 + �̂�+)(𝐸
+)−1 + 𝐸−Γ̂(𝐸+)−1, (2.41)

где матрица Γ̂(𝜌) строго Π-верхнетреугольная и ограниченная по 𝜌 ∈ Σ′. Из

строгой Π- верхнетреугольности и ограниченности Γ̂(𝜌) вытекает равномерная

по (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)× Σ : |𝜌𝑥| > 1 оценка:

𝐸−(𝑥, 𝜌)Γ̂(𝜌)(𝐸+(𝑥, 𝜌))−1 = 𝑂 (exp(−𝜏 |𝜌|𝑥)) (2.42)

с некоторым положительным 𝜏 . Далее, используя асимптотики

𝐸±(𝑥, 𝜌) =
(︀
f±(𝜌) +𝑂((𝜌𝑥)−1)

)︀
exp(𝜌𝑥𝑅±),

где 𝑂(·) равномерно по (𝑥, 𝜌) : |𝜌𝑥| > 1, получаем асимптотическое представле-

ние:

𝐸−(𝑥, 𝜌)(𝐼 − �̂�−(𝜌))Π(𝜌)(𝐼 + �̂�+(𝜌))(𝐸
+(𝑥, 𝜌))−1 =

f−(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅−)(𝐼 − �̂�−(𝜌))Π(𝜌)(𝐼 + �̂�+(𝜌)) exp(−𝜌𝑥𝑅+)(f+(𝜌))−1

+𝑂
(︀
(𝜌𝑥)−1

)︀
, (2.43)

где 𝑂(·) также равномерно по (𝑥, 𝜌) : |𝜌𝑥| > 1.
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Наконец, из определения матриц 𝑃±(𝑥, 𝜌) и равенства (2.30) непосред-

ственным вычислением получаем:

𝑃−1− (𝑥, 𝜌)𝑃+(𝑥, 𝜌) =

f−(𝜌) exp(𝜌𝑥𝑅−)(𝐼 − �̂�−(𝜌))Π(𝜌)(𝐼 + �̂�+(𝜌)) exp(−𝜌𝑥𝑅+)(f+(𝜌))−1. (2.44)

Объединяя (2.41), (2.42), (2.43) и (2.44), приходим к оценке

‖𝑉1(𝑥, 𝜌)‖ ≤
𝑀

|𝜌𝑥|
, |𝜌𝑥| > 1

с константой 𝑀 , не зависящей от 𝑥, 𝜌. В силу (2.37) аналогичная оценка спра-

ведлива и для функции 𝑉1(𝑥, 𝜌). Поскольку, как отмечалось выше, 𝑉1(𝑥, 𝜌) = 0

при всех 𝜌 ∈ Σ′ : |𝜌| < 𝑟0, где 𝑟0 не зависит от 𝑥, из полученной оценки следует,

что ‖𝑉1(𝑥, ·)‖𝐿∞(Σ) → 0 при 𝑥→∞. Поскольку⃦⃦
𝐶±
(︀
(𝐶−𝜙(·))𝑉1(𝑥, ·)

)︀
𝑃±(𝑥, ·)

⃦⃦
𝐿2(Σ)

≤

𝑀‖𝑉1(𝑥, ·)‖𝐿∞(Σ)‖𝑃±(𝑥, ·)‖𝐿∞(Σ)‖𝜙‖𝐿2(Σ),

с учетом представления (2.35) и доказанного в пунктах 2 и 3, полученный ре-

зультат завершает доказательство леммы.

□

Обозначим через V0 множество таких 𝑣(·) ∈ V, что оператор A(𝑣, 𝑥)

обратим в 𝐿2(Σ) для всех 𝑥 ∈ [0,∞) (иначе говоря, таких 𝑣(·) ∈ V, для которых

выполнено условие 1 Теоремы 2.7).

Лемма 2.8. Для каждой 𝑣(·) ∈ V0 справедливо включение (A(𝑣, ·))−1 ∈
𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))); более того, (A(·, ·))−1 ∈ 𝐶 (V0, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ)))).

Доказательство.

1) Пусть A(𝑥) := A(𝑣, 𝑥), где 𝑣(·) ∈ V0 произвольна. Покажем, что

(A(·))−1 ∈ 𝐵𝐶([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))). Заметим, что включение

(A(·))−1 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ],ℒ(𝐿2(Σ)))

для любого конечного 𝑇 > 0 очевидно. Таким образом, для доказательства

утверждения (A(·))−1 ∈ 𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))) достаточно показать, что

sup
𝑥∈[𝑇,∞)

‖(A(𝑥))−1‖ <∞ (2.45)
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для некоторого 𝑇 > 0.

Пусть {𝑣𝑚(·)} - последовательность изV00 (не обязательно лежащая вV0)

такая, что 𝑣𝑚(·) → 𝑣(·) в метрике V, не нарушая общности, можно полагать,

что sup
𝑚
‖𝑣𝑚‖𝐿∞(Σ) =: 𝑀0 < ∞. Пусть A𝑚(𝑥) := A(𝑣𝑚, 𝑥), B𝑚(𝑥) := B(𝑣𝑚, 𝑥),

где операторы B(·, ·) определены в Лемме 2.7.

Поскольку A(·, ·) ∈ 𝐶 (V, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ)))), из сходимости 𝑣𝑚(·) →
𝑣(·) в метрике V следует, что A𝑚(·) → A(·) по норме 𝐵𝐶([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))).

Далее, из конструкции оператора B(·, ·) следует оценка ‖B𝑚(𝑥)‖ ≤ 𝑀0 для

всех 𝑚 и всех 𝑥 ∈ [0,∞).

Рассмотрим функцию 𝜙(𝑥, ·) = (A(𝑥))−1𝑓(·), где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(Σ) – произ-

вольная. Иначе говоря, мы предполагаем, что 𝜙(𝑥, ·) является решением урав-

нения:

A(𝑥)𝜙(𝑥) = 𝑓.

Действуя на данное уравнение оператором B𝑚(𝑥), преобразуем его к виду:

(𝐼𝑑+H𝑚(𝑥) +B𝑚(𝑥)Â𝑚(𝑥))𝜙(𝑥) = B𝑚(𝑥)𝑓, (2.46)

где Â𝑚(𝑥) = A(𝑥) − A𝑚(𝑥), H𝑚(𝑥) = B𝑚(𝑥)A𝑚(𝑥) − 𝐼𝑑 и в силу Леммы 2.7

для каждого фиксированного 𝑚 имеем:

lim
𝑥→∞
‖H𝑚(𝑥)‖ = 0. (2.47)

Выберем и зафиксируем𝑚 такое, что ‖B𝑚(𝑥)Â𝑚(𝑥)‖ < 1/4 для всех 𝑥 ∈ [0,∞),

что возможно, поскольку A𝑚(·) → A(·) в 𝐵𝐶([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))) и ‖B𝑚(𝑥)‖ ≤
𝑀0 для всех 𝑚 и всех 𝑥 ∈ [0,∞).

Далее, при выбранном 𝑚 в силу (2.47) найдется 𝑇 > 0 такое, что

sup
𝑥∈[𝑇,∞)

‖H𝑚(𝑥)‖ < 1/4.

Тогда из (2.46) при всех 𝑥 ≥ 𝑇 будет следовать оценка:

‖𝜙(𝑥)‖ ≤ 2‖B𝑚(𝑥)‖‖𝑓‖ ≤ 2𝑀0‖𝑓‖,

из которой в силу произвольности 𝑓 ∈ 𝐿2(Σ) вытекает (2.45).

2) Убедимся теперь, что (A(·, ·))−1 ∈ 𝐶 (V0, 𝐵𝐶 ([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ)))). Пусть

{𝑣𝑚(·)} - произвольная последовательность из V0, сходящаяся к 𝑣(·) ∈ V0. То-

гда, в обозначениях аналогичных предыдущему пункту, имеем A𝑚(𝑥) → A(𝑥)
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в ℒ(𝐿2(Σ)) равномерно по 𝑥 ∈ [0,∞), при этом по доказанному выше имеем:

sup
𝑥∈[0,∞)

‖(A(𝑥))−1‖ =:𝑀1 <∞.

Тогда при всех достаточно больших𝑚 имеем ‖Â𝑚(𝑥)‖ ≤ 𝜀 :=𝑀−1
1 /2 для любых

𝑥 ∈ [0,∞) и:

‖(A𝑚(𝑥))
−1 − (A(𝑥))−1‖ ≤ 𝑀 2

1

1−𝑀1𝜀
‖Â𝑚(𝑥)‖.

□

Из полученного результата непосредственно вытекает следующее утвер-

ждение.

Лемма 2.9. p(·, ·, ·) ∈ 𝐶(V0, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ))).

Определим

𝜓(𝑣, 𝑥, 𝜌) := (𝐼 + (𝐶p(𝑣, 𝑥, ·))(𝜌))Ψ0(𝑥, 𝜌), 𝑥 > 0, 𝜌 ∈ C ∖ Σ.

В дальнейшем мы будем часто использовать следующий очевидный факт,

который для удобства сформулируем явно.

Лемма 2.10. Для произвольного фиксированного 𝜌 ∈ C∖Σ и любой функ-

ции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(Σ) справедлива оценка:

‖ (𝐶𝑓) (𝜌)‖ ≤𝑀(𝜌)‖𝑓‖𝐿2(Σ),

где константа 𝑀(𝜌) зависит от 𝜌, но не от функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(Σ).

Доказательство. Применяя неравенство Коши–Буняковского к интегра-

лу

(𝐶𝑓)(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
𝑓(𝜁),

получаем:

‖(𝐶𝑓)(𝜌)‖ ≤ ‖𝑓‖𝐿2(Σ)‖𝜅𝜌‖𝐿2(Σ),

где функция 𝜅𝜌(·):
𝜅𝜌(𝜁) :=

1

2𝜋𝑖
· 1

𝜁 − 𝜌
принадлежит 𝐿2(Σ) для любого фиксированного 𝜌 ∈ C ∖ Σ.

□
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Лемма 2.11. При каждом фиксированном 𝜌 ∈ C ∖Σ справедлива асимп-

тотика

𝜓(𝑣, 𝑥, 𝜌) = (f+ 𝑜(1)) exp(𝜌𝑥𝑅), 𝑥→∞.

Доказательство. 1) Зафиксируем произвольную 𝑣(·) ∈ V0 ∩ V00. Обо-

значим 𝜓(𝑥, 𝜌) := 𝜓(𝑣, 𝑥, 𝜌), A(𝑥) := A(𝑣, 𝑥), B(𝑥) := B(𝑣, 𝑥) (оператор из

Леммы 2.7), p(𝑥, 𝜌) := p(𝑣, 𝑥, 𝜌).

Имеем

p(𝑥) = B(𝑥)𝑉 (𝑥) +H(𝑥)B(𝑥)𝑉 (𝑥),

где силу Леммы 2.7 ‖H(𝑥)‖ = 𝑜(1) при 𝑥→∞, откуда

‖H(𝑥)B(𝑥)𝑉 (𝑥)‖𝐿2(Σ) = 𝑜(1), 𝑥→∞.

Далее, по построению оператора B(𝑥) имеем (в обозначениях Леммы 2.7):

B𝑉 = 𝐶+(𝑉 𝑃−1+ )(𝑃+ − 𝐼)− 𝐶−(𝑉 𝑃−1+ )(𝑃− − 𝐼) + 𝑉 𝑃−1+ .

Таким образом, p(𝑥, 𝜌) может быть записана в виде:

p(𝑥, 𝜌) = 𝜙0(𝑥, 𝜌) + 𝜙+(𝑥, 𝜌)− 𝜙−(𝑥, 𝜌) + 𝜙(𝑥, 𝜌), (2.48)

где

𝜙(𝑥) = H(𝑥)B(𝑥)𝑉 (𝑥),

𝜙±(𝑥, 𝜌) = 𝐶±(𝑉 (𝑥, ·)𝑃−1+ (𝑥, ·))(𝜌)(𝑃±(𝑥, 𝜌)− 𝐼),

𝜙0(𝑥, 𝜌) = 𝑉 (𝑥, 𝜌)𝑃−1+ (𝑥, 𝜌).

Зафиксируем произвольное 𝜌 ∈ C ∖ Σ.
По доказанному выше

‖𝜙(𝑥, ·)‖𝐿2(Σ) = 𝑜(1), 𝑥→∞,

поэтому, в силу Леммы 2.10 имеем:

lim
𝑥→∞

(𝐶𝜙(𝑥)) (𝜌) = 0. (2.49)

Далее, преобразуем:

(𝐶𝜙±(𝑥)) (𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
[𝐶±(𝑉 (𝑥, ·)𝑃−1+ (𝑥, ·))](𝜁)(𝑃±(𝑥, 𝜁)− 𝐼) =
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− 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
(𝑉 (𝑥, 𝜁)𝑃−1+ (𝑥, 𝜁))[𝐶∓(𝑃±(𝑥, ·)− 𝐼)](𝜁).

Как при доказательстве Леммы 2.7, из Леммы 2.6 выводим что ‖𝐶∓(𝑃±(𝑥, ·)−
𝐼)‖𝐿∞(Σ) → 0 при 𝑥→∞. С учетом финитности 𝑉 (𝑥, ·) и равномерной ограни-
ченности по (𝑥, 𝜁) функций 𝑉 (𝑥, 𝜁), 𝑃−1+ (𝑥, 𝜁)), это влечет

lim
𝑥→∞

(𝐶𝜙±(𝑥)) (𝜌) = 0. (2.50)

Рассмотрим функцию 𝜙0(𝑥, 𝜌). Повторяя рассуждения из доказательства

Леммы 2.7, запишем (в тех же обозначениях):

𝜙0(𝑥, 𝜌) = 𝜙00(𝑥, 𝜌) + 𝑉1(𝑥, 𝜌),

где:

𝜙00(𝑥, 𝜌) = −(𝑃−1+ (𝑥, 𝜌)− 𝑃−1− (𝑥, 𝜌)) = 𝑃+(𝑥, 𝜌)− 𝑃−(𝑥, 𝜌) =

f+ exp(𝜌𝑥𝑅+)�̂�+(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅+)(f+)−1−

f− exp(𝜌𝑥𝑅−)�̂�−(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅−)(f−)−1.

При доказательстве Леммы 2.7 было показано, что 𝑉1(𝑥, 𝜌) допускает оценку

𝑉1(𝑥, 𝜌) = 𝑂((𝜌𝑥)−1), |𝜌𝑥| > 1,

причем в случае 𝑣 ∈ V00 supp𝑉1(𝑥, ·) ⊂ {𝜌 : 𝑟0 ≤ |𝜌| ≤ 𝑟1} с 𝑟0, 𝑟1 не зависящими
от 𝑥.

Для функции 𝑉1(𝑥, 𝜌), таким образом, имеем

‖𝑉1(𝑥, ·)‖𝐿2(Σ) = 𝑂(𝑥−1), 𝑥→∞,

откуда, в силу Леммы 2.10, следует:

(𝐶𝜙0(𝑥, ·)) (𝜌) = − (𝐶𝜙00(𝑥, ·)) (𝜌) + 𝑜(1), 𝑥→∞.

В силу строгой верхнетреугольности и Π-диагональности матриц �̂�±(𝜌) нену-

левые элементы (𝐶𝜙00(𝑥, 𝜌))𝑗𝑘 матрицы 𝐶𝜙00(𝑥, 𝜌) могут быть представлены в

виде

𝑁∑︁
𝜈=1

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
exp(𝑖𝜆+𝑗𝑘𝜈𝑥|𝜁|)𝑓

+
𝑗𝑘𝜈(𝜁) +

𝑁∑︁
𝜈=1

∫︁
Σ𝜈

𝑑𝜁

𝜁 − 𝜌
exp(𝑖𝜆−𝑗𝑘𝜈𝑥|𝜁|)𝑓

−
𝑗𝑘𝜈(𝜁),
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где все 𝜆±𝑗𝑘𝜈 вещественны и все функции 𝑓±𝑗𝑘𝜈(·) – финитные бесконечно глад-

кие. Таким образом, ненулевые элементы матрицы 𝜙00(𝑥, 𝜌) (где, напомним,

𝜌 ∈ C ∖ Σ фиксировано) могут быть записаны как линейные комбинации, где

каждое слагаемое представлет собой преобразование Фурье гладкой финитной

функции. Следовательно (𝐶𝜙00(𝑥)) (𝜌)→ 0 при 𝑥→∞. Теперь, объединяя дан-

ный результат с (2.48), (2.49), (2.50), получаем (𝐶p(𝑥, ·))(𝜌) → 0 при 𝑥 → ∞,

что эквивалентно требуемой асимптотике для 𝜓(𝑥, 𝜌), 𝑥→∞.

2) Зафиксируем теперь произвольную 𝑣(·) ∈ V0. Пусть {𝑣𝑚(·)} последо-
вательность из V00, сходящаяся к 𝑣(·). Поскольку при этом A(𝑣𝑚, ·) → A(𝑣, ·)
в пространстве 𝐵𝐶([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))) и, согласно Лемме 2.8 имеем

A−1(𝑣, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))),

начиная с некоторого номера 𝑚 все операторы A(𝑣𝑚, 𝑥) обратимы для всех 𝑥 ∈
[0,∞). Таким образом, не нарушая общности, можно считать, что все 𝑣𝑚(·) ∈
V0.

Обозначим p𝑚(𝑥, ·) := p(𝑣𝑚, 𝑥, ·), p(𝑥, ·) := p(𝑣, 𝑥, ·).
В силу Леммы 2.9

lim
𝑚→∞

sup
𝑥∈[0,∞)

‖p(𝑥, ·)− p𝑚(𝑥, ·)‖𝐿2(Σ) = 0.

Согласно Лемме 2.10, отсюда следует (𝐶p𝑚(𝑥)) (𝜌) → (𝐶p(𝑥)) (𝜌) при 𝑚 → ∞
для любого фиксированного 𝜌 ∈ C ∖ Σ равномерно по 𝑥 ∈ [0,∞). Согласно п.1

(𝐶p𝑚(𝑥)) (𝜌)→ 0 при 𝑥→∞. Но тогда и (𝐶p(𝑥)) (𝜌)→ 0 при 𝑥→∞.

□

Лемма 2.12. Зафиксируем произвольные 𝑣(·) ∈ V0, 𝜌 ∈ C∖Σ, обозначим
𝜓(𝑥) := 𝜓(𝑣, 𝑥, 𝜌). Тогда 𝜓(·) удовлетворяет уравнению 𝜓′ = (𝑥−1𝐴 + 𝜌𝐵 +

𝑞(𝑥))𝜓, где 𝑞(𝑥) = q(𝑣, 𝑥).

Доказательство. 1) Предположим сначала, что 𝑣(·) ∈ V0 ∩V00.

Дифференцируя по 𝑥 уравнение

A(𝑥)p(𝑥, ·)(𝜁) := (𝐶+p(𝑥, ·))(𝜁)− (𝐶−p(𝑥, ·))(𝜁)𝑉 (𝑥, 𝜁) = 𝑉 (𝑥, 𝜁)− 𝐼 (2.51)

и учитывая, что

𝑉 ′(𝑥, 𝜁) = [𝑈0(𝑥, 𝜁), 𝑉 (𝑥, 𝜁)] , 𝑈0(𝑥, 𝜁) := 𝜁 [𝐵, 𝑉 (𝑥, 𝜁)] + 𝑥−1[𝐴, 𝑉 (𝑥, 𝜁)],
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приходим к соотношению:

𝐶+p′ − (𝐶−p)𝑉 − (𝐶−p)[𝑈0, 𝑉 ] = [𝑈0, 𝑉 ].

В то же время из исходного уравнения (2.51) следует:

[𝑈0, 𝐶
+p]− [𝑈0, (𝐶

−p)𝑉 ] = [𝑈0, 𝑉 ].

Таким образом, справедливо равенство:

𝐶+p′ − [𝑈0, 𝐶
+p] + [𝑈0, (𝐶

−p)𝑉 ]− (𝐶−p′)𝑉 − (𝐶−p)[𝑈0, 𝑉 ] = 0,

которое может быть преобразовано к виду:

𝐶+p′ − [𝑈0, 𝐶
+p]− (𝐶−p′)𝑉 + [𝑈0, 𝐶

−p]𝑉 = 0. (2.52)

Рассмотрим выражение [𝑈0(𝑥, 𝜁), (𝐶p(𝑥, ·))(𝜁)]. Пусть сначала 𝜁 ∈ C ∖ Σ.
Поскольку 𝑉 (𝑥, 𝜁) финитна по 𝜁, p(𝑥, 𝜁) также финитна и справедливы равен-

ства:

𝜁[𝐵, (𝐶p(𝑥, ·))(𝜁)] = 𝜁(𝐶[𝐵,p(𝑥, ·)])(𝜁) = 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝜁𝑑𝜉

𝜉 − 𝜁
[𝐵,p(𝑥, 𝜉)] =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉

𝜉 − 𝜁
[𝜉𝐵,p(𝑥, 𝜉)]− 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉[𝐵,p(𝑥, 𝜉)]

(первое из приведенных равенств справедливо, поскольку 𝐵 не зависит от 𝜁).

Учитывая, что в случае финитных 𝑣(·) имеем

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉[𝐵,p(𝑣, 𝑥, 𝜉)] =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉[𝐵, 𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜉)]+

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉[𝐵, (𝐶−p(𝑥, ·))(𝜉)𝑉 (𝑣, 𝑥, 𝜉)] = q(𝑣, 𝑥)

(поскольку все интегралы фактически берутся по компактному контуру), при-

ходим к соотношению:

𝜁[𝐵, (𝐶p(𝑥, ·))(𝜁)] = 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉

𝜉 − 𝜁
[𝜉𝐵,p(𝑥, 𝜉)]− 𝑞(𝑥).
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Принимая во внимание, что матрица 𝐴 не зависит от 𝜁, из полученного равен-

ства выводим:

[𝑈0(𝑥, 𝜁), (𝐶p(𝑥, ·))(𝜁)] = (𝐶[𝑈0(𝑥, ·),p(𝑥, ·)]) (𝜁)− 𝑞(𝑥), 𝜁 ∈ C ∖ Σ, (2.53)

переходя в котором к соответствующим предельным значениям, получаем:

[𝑈0(𝑥, 𝜁), (𝐶
±p(𝑥, ·))(𝜁)] =

(︀
𝐶±[𝑈0(𝑥, ·),p(𝑥, ·)]

)︀
(𝜁)− 𝑞(𝑥), 𝜁 ∈ Σ′. (2.54)

Пользуясь (2.54) и соотношением (также вытекающим из (2.51))

𝑞(𝑥)(𝑉 (𝑥, 𝜁)− 𝐼) = 𝐶+(𝑞(𝑥)p(𝑥, ·))(𝜁)− 𝐶−(𝑞(𝑥)p(𝑥, ·))(𝜁)𝑉 (𝑥, 𝜁),

преобразуем (2.52) к виду A(𝑥)p̂(𝑥, ·) = 0, где

p̂(𝑥, 𝜁) = p′(𝑥, 𝜁)− [𝑈0(𝑥, 𝜁),p(𝑥, 𝜁)]− 𝑞(𝑥)p(𝑥, 𝜁).

В силу обратимости оператора A(𝑥) отсюда вытекает p̂(𝑥, ·) = 0, т.е.:

p′(𝑥, 𝜁) = [𝑈0(𝑥, 𝜁),p(𝑥, 𝜁)] + 𝑞(𝑥)p(𝑥, 𝜁). (2.55)

Воспользуемся (2.55) для подсчета 𝜓′(𝑥):

𝜓′ = (𝐶p′)Ψ0 + (𝐼 + 𝐶p)Ψ′0 = 𝑞(𝐶p)Ψ0 + (𝐶[𝑈0,p]) Ψ0 + (𝐼 + 𝐶p)𝑈0Ψ0.

Используя снова соотношение (2.53), получаем:

𝜓′ = 𝑞(𝐶p)Ψ0 + [𝑈0, 𝐶p]Ψ0 + 𝑞Ψ0 + (𝐼 + 𝐶p)𝑈0Ψ0 = (𝑞 + 𝑈0)𝜓,

что доказывает утверждение леммы в рассматриваемом случае.

2) Пусть теперь 𝑣(·) ∈ V0 и пусть {𝑣𝑚(·)} – последовательность матриц-
функций из V00, сходящаяся к 𝑣(·) в метрике V. Как отмечалось выше при

доказательстве Леммы 2.12, не нарушая общности можно считать, что 𝑣𝑚(·) ∈
V0. Обозначим p𝑚(𝑥, 𝜁) := p(𝑣𝑚, 𝑥, 𝜁), 𝑞𝑚(𝑥) := q(𝑣𝑚, 𝑥). В силу Леммы 2.9

при 𝑚 → ∞ p𝑚 → p в 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ)). Отсюда в силу Леммы 2.3 следует

Φ(𝑣𝑚,p𝑚) → Φ(𝑣,p) в 𝐶[0,∞). Аналогично, в силу Леммы 2.5 из сходимости

𝑣𝑚 → 𝑣 в V следует сходимость F𝑣𝑚 → F𝑣 в 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞]. Таким образом, имеем

𝑞𝑚 → 𝑞 в 𝐿2,𝑙𝑜𝑐(0,∞).

Из сходимости p𝑚 → p в пространстве 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ)) в силу Леммы

2.10 вытекает сходимость

𝜓𝑚(𝑥) = (𝐼 + 𝐶p𝑚(𝑥, ·))(𝜌)Ψ0(𝑥, 𝜌)→ (𝐼 + 𝐶p(𝑥, ·))(𝜌)Ψ0(𝑥, 𝜌) = 𝜓(𝑥)
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равномерно по 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2] для любых 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ∞. Зафиксируем произ-

вольный отрезок [𝑥1, 𝑥2].

По доказанному в предыдущем пункте, 𝜓𝑚(·) удовлетворяют уравнениям:

𝜓′𝑚(𝑥) = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞𝑚(𝑥))𝜓𝑚(𝑥). (2.56)

Из уравнений (2.56) с учетом сказанного выше следует фундаментальность в

𝐿2(𝑥1, 𝑥2) последовательности 𝜓′𝑚(·). Пусть функция 𝜓*(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) такова,

что 𝜓′𝑚 → 𝜓* в 𝐿2(𝑥1, 𝑥2). Но тогда для любого 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) имеем:

𝑥∫︁
𝑥1

𝑑𝑡𝜓′𝑚(𝑡)→
𝑥∫︁

𝑥1

𝑑𝑡𝜓*(𝑡),

а с другой стороны:

𝑥∫︁
𝑥1

𝑑𝑡𝜓′𝑚(𝑡) = 𝜓𝑚(𝑥)− 𝜓𝑚(𝑥1)→ 𝜓(𝑥)− 𝜓(𝑥1)

в силу установленной выше равномерной сходимости 𝜓𝑚(𝑥) ⇒ 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2].

Таким образом, получили для любого 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2):

𝑥∫︁
𝑥1

𝑑𝑡𝜓*(𝑡) = 𝜓(𝑥)− 𝜓(𝑥1),

откуда следует, что 𝜓(·) абсолютно непрерывна и 𝜓′ = 𝜓*. Переходя, если нуж-

но, к подпоследовательности, можем считать, что 𝜓′𝑚(𝑥)→ 𝜓′(𝑥), 𝑞𝑚(𝑥)→ 𝑞(𝑥)

п.в. на [𝑥1, 𝑥2]. Переходя теперь к пределу при 𝑚 → ∞ в уравнении (2.56),

получаем требуемое.

□

Для заданной матрицы-функции 𝑣(·) ∈ V, удовлетворяющей условию 2

Теоремы 2.7, определим:

𝑣#(𝜌) := (𝛿−(𝜌))−1𝑣(𝜌)𝛿+(𝜌), 𝜌 ∈ Σ′,

𝑣#(𝜌) := 𝑣#(𝜌)(𝑣#0 (𝜌))
−1 − 𝐼.

𝑉 #(𝑣, 𝑥, 𝜌) :=
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌)𝑣

#(𝜌)(𝑣#0 (𝜌))
−1(

∘
Φ0 (𝑥, 𝜌))

−1,

𝑉 #(𝑣, 𝑥, 𝜌) :=
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌)𝑣

#(𝜌)(
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌))

−1.
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Заметим, что по построению матрица 𝑣#(𝜌) – нижнетреугольная Π - диа-

гональная, нетривиальные диагональные блоки имеют вид:(︃
1 0

𝑣#𝑘+1,𝑘 1

)︃
,

где 𝑣#𝑘+1,𝑘(𝜌) = 𝛿+𝑘 (𝜌)/𝛿
−
𝑘+1(𝜌), 𝑘 ∈ 𝐼−, а нетривиальные блоки матрицы 𝑣#(𝜌)

имеют вид: (︃
0 0

𝑣#𝑘+1,𝑘 − (𝑣#0 )𝑘+1,𝑘 0

)︃
.

Определим следующий зависящий от параметра 𝑥 ≥ 0 оператор:

A#(𝑥)𝑓(𝜌) := (𝐶+𝑓)(𝜌)− (𝐶−𝑓)(𝜌)𝑉 #(𝑥, 𝜌) = 𝑓(𝜌)− (𝐶−𝑓)(𝜌)𝑉 #(𝑥, 𝜌),

где 𝑉 #(𝑥, 𝜌) := 𝑉 #(𝑣, 𝑥, 𝜌).

Лемма 2.13. Предположим, что 𝑣(·) ∈ V удовлетворяет условию 2

Теоремы 2.7. Тогда:

1. 𝑉 #(𝑥, ·) ∈
(︂

𝑁⨁︀
𝜈=1

𝐶0(Σ𝜈)

)︂
∩ 𝐿2(Σ) для каждого 𝑥 ∈ [0,∞), более того,

𝑉 #(·, ·) ∈ 𝐶
(︂
[0,∞),

(︂
𝑁⨁︀
𝜈=1

𝐶0(Σ𝜈)

)︂
∩ 𝐿2(Σ)

)︂
, причём 𝑉 #(0, 𝜌) ≡ 0;

2. A#(𝑥) ∈ ℒ(𝐿2(Σ)), A
#(·) ∈ 𝐶([0,∞),ℒ(𝐿2(Σ))), причём A#(0) = 𝐼𝑑.

Доказательство. Зафиксируем произвольное 𝜈 ∈ {1, . . . , 𝑁}. При 𝜌 ∈
Σ𝜈 𝛿

±
0𝑘(𝜌) = 𝑑±𝑘 𝜌

−𝜇𝑘 , где 𝑑±𝑘 – некоторые ненулевые константы.

Из свойств функций 𝛿𝑘(·) следует:

𝑣#𝑘+1,𝑘(𝜌) = 𝛿+𝑘 (𝜌)/𝛿
−
𝑘+1(𝜌) = 𝜌𝜇𝑘+1−𝜇𝑘

(︂
𝑑+𝑘
𝑑−𝑘+1

+ �̂�𝑘+1,𝑘(𝜌)

)︂
,

где �̂�𝑘+1,𝑘(·) ∈ 𝐶0(Σ𝜈) ∩ 𝐿2(Σ𝜈). Тогда:

𝑣#𝑘+1,𝑘(𝜌)− (𝑣#0 )𝑘+1,𝑘(𝜌) = 𝜌𝜇𝑘+1−𝜇𝑘�̂�𝑘+1,𝑘(𝜌)

или в матричной форме:

𝑣#(𝜌) = 𝜌𝜇�̂�(𝜌)𝜌−𝜇,

где матрица-функция �̂�(·) ∈ 𝐶0(Σ𝜈) ∩ 𝐿2(Σ𝜈) – Π-диагональная, строго нижне-

треугольная. Теперь из представления:

𝑉 #(𝑥, 𝜌) =
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌)𝜌

𝜇�̂�(𝜌)𝜌−𝜇(
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌))

−1 =



171

𝑐(𝜌𝑥)𝑥𝜇𝑙𝑥−𝜇(𝜌𝑥)𝜇�̂�(𝜌)(𝜌𝑥)−𝜇
(︀
𝑐(𝜌𝑥)𝑥𝜇𝑙𝑥−𝜇

)︀−1
,

где 𝑙 – постоянная нижнетреугольная обратимая матрица, следует, что 𝑉 #(𝑥, 𝜌)

продолжается до непрерывной функции от (𝑥, 𝜌) ∈ [0,∞)×Σ𝜈. Поскольку �̂�(𝜌)

строго нижнетреугольная, из Re𝜇𝑘 < Re𝜇𝑘+1, 𝑘 = 1, 𝑛− 1 следует, что

(𝜌𝑥)𝜇�̂�(𝜌)(𝜌𝑥)−𝜇 → 0, 𝑥𝜇𝑙𝑥−𝜇 → 𝑙0 := 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑙11, . . . , 𝑙𝑛𝑛)

при 𝑥→ 0, таким образом, получаем 𝑉 #(0, 𝜌) ≡ 0.

Далее, имеем:

𝑉 #(𝑥, 𝜌) =
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌)𝜌

𝜇�̂�(𝜌)𝜌−𝜇(
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌))

−1 = Ψ̃0(𝑥, 𝜌)�̂�
#(𝑥, 𝜌)Ψ̃−10 (𝑥, 𝜌), (2.57)

где

�̂�#(𝑥, 𝜌) = 𝑊 (𝜌𝑥)𝑑�̂�(𝜌)𝑑−1(𝑊 (𝜌𝑥))−1.

Заметим, что, в силу диагональности матриц𝑊 (𝜌𝑥) и 𝑑, все ненулевые элемен-

ты �̂�#(𝑥, 𝜌) находятся в позициях (𝑘 + 1, 𝑘), 𝑘 ∈ 𝐼− и равны:

�̂�#(𝑥, 𝜌) =
𝑑𝑘+1

𝑑𝑘
· 𝑊𝑘+1(𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)
· �̂�𝑘+1,𝑘(𝜌). (2.58)

Напомним, что для 𝑘 ∈ 𝐼− имеем, в частности, Re(𝜌𝑅𝑘+1) = Re(𝜌𝑅𝑘) (𝜌 ∈ Σ𝜈),

что с учетом Re𝜇𝑘+1 ≥ Re𝜇𝑘 означает, что дробь

𝑊𝑘+1(𝜌𝑥)

𝑊𝑘(𝜌𝑥)

допускает непрерывное ограниченное продолжение на [0,∞) × Σ𝜈. Таким об-

разом, из представления (2.58) вытекает �̂�#(·, ·) ∈ 𝐶([0,∞), 𝐶0(Σ𝜈) ∩ 𝐿2(Σ𝜈)).

Тогда из (2.57) следует 𝑉 #(·, ·) ∈ 𝐶([0,∞), 𝐶0(Σ𝜈) ∩ 𝐿2(Σ𝜈)).

□

Зафиксируем теперь произвольную 𝑣(·) ∈ V0, удовлетворяющую условию

2 Теоремы 2.7. Определим

𝜙(𝑥, 𝜌) := (𝐼 + (𝐶p#(𝑥, ·))(𝜌))
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌),

где p#(𝑥, ·) := (A#(𝑥))−1𝑉 #(𝑥, ·). Отметим, что в силу п.2 Леммы 2.13 найдётся

𝑥0 > 0 такое, что оператор (A#(𝑥))−1 существует при всех 𝑥 ∈ [0, 𝑥0].

Лемма 2.14. Для всех 𝑥 ∈ (0, 𝑥0] и 𝜌 ∈ C ∖ Σ справедливо равенство

𝜙(𝑥, 𝜌) = 𝜓(𝑥, 𝜌)𝛿(𝜌) (здесь, как и ранее в Леммах 2.11, 2.12 𝜓(𝑥, 𝜌) = 𝜓(𝑣, 𝑥, 𝜌)).
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Доказательство. 1) Определим матрицу-функцию:

𝐷(𝑥, 𝜌) := Ψ0(𝑥, 𝜌)𝛿(𝜌)
(︁ ∘
Φ0 (𝑥, 𝜌)

)︁−1
, 𝜌 ∈ C ∖ Σ. (2.59)

Заметим, что, в силу свойств функции 𝛿(·), при 𝜌 ∈ Σ′ существуют предельные

значения 𝐷±(𝑥, 𝜌) и справедливо равенство:

𝑉 #(𝑥, 𝜌) = (𝐷−(𝑥, 𝜌))−1𝑉 (𝑥, 𝜌)𝐷+(𝑥, 𝜌). (2.60)

Переписав 𝐷(𝑥, 𝜌) в виде:

𝐷(𝑥, 𝜌) = Ψ0(𝑥, 𝜌)𝛿(𝜌)(𝛿0(𝜌))
−1 (Ψ0(𝑥, 𝜌))

−1 ,

воспользовавшись диагональностью и асимптотикой матрицы-функции 𝛿(·), по-
лучим:

𝐷(𝑥, 𝜌) = 𝐼 + 𝑜(1), 𝜌→∞, 𝜌 ∈ C ∖ Σ. (2.61)

Рассуждая, как при доказательстве п.2 Теоремы 2.5, из асимптотики (2.61) вы-

водим:

𝐷(𝑥, 𝜌)− 𝐼 =
{︀
𝐶(𝐷+(𝑥, ·)−𝐷−(𝑥, ·))

}︀
(𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ, (2.62)

а также равенство:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜁)
(𝐷+(𝜉)−𝐷−(𝜉)) =

1

𝜌− 𝜁
𝐷(𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝐷(𝜌), 𝜌, 𝜁 ∈ C ∖ Σ,

что эквивалентно представлению

(𝐶𝐹𝜌) (𝜁) =
1

𝜌− 𝜁
𝐷(𝜁)− 1

𝜌− 𝜁
𝐷(𝜌), 𝜌, 𝜁 ∈ C ∖ Σ,

где

𝐹𝜌(𝜉) :=
1

𝜌− 𝜉
(𝐷+(𝜉)−𝐷−(𝜉)), 𝜉 ∈ Σ.

Здесь и далее в данном доказательстве для краткости в списке аргументов опу-

щен произвольный 𝑥 ∈ (0, 𝑥0].

Повторяя дальнейшие рассуждения из доказательства п.2 Теоремы 2.5, из

полученных равенств получаем следующее (где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(Σ) произвольна):

𝐶
{︀(︀
𝐶−𝑓

)︀ (︀
𝐷+ −𝐷−

)︀}︀
(𝜌) = (𝐶𝑓) (𝜌)𝐷(𝜌)− 𝐶

{︀(︀
𝑓𝐷+

)︀}︀
(𝜌). (2.63)
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2) Введем функцию

ℎ(𝜌) := 𝐷+(𝜌)−𝐷−(𝜌) + (𝐶−p)(𝜌)(𝐷+(𝜌)−𝐷−(𝜌)) + p(𝜌)𝐷+(𝜌).

Из (2.62), (2.63) следует:

(𝐶ℎ)(𝜌) = 𝐷(𝜌)− 𝐼 + (𝐶p)(𝜌)𝐷(𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ Σ. (2.64)

Из (2.64), переходя к соответствующим пределам, вычисляем:

A#ℎ = (𝐷+ − 𝐼)−𝐷−𝑉 # + 𝑉 # + (𝐶+p)𝐷+ − (𝐶−p)𝐷−𝑉 #.

Учитывая, что 𝐷−𝑉 # = 𝑉 𝐷+ и 𝐶+p + (𝐶−p)𝑉 = Ap = 𝑉 − 𝐼, получаем

A#ℎ = 𝑉 # − 𝐼, откуда следует, что при 𝑥 ∈ [0, 𝑥0] p
# = ℎ.

Теперь, используя снова (2.64), получаем:

𝜙(𝑥, 𝜌) = (𝐼 + (𝐶p#(𝑥, ·))(𝜌))
∘
Φ0 (𝑥, 𝜌) =

(𝐷(𝑥, 𝜌) + (𝐶p)(𝜌)𝐷(𝑥, 𝜌))
∘
Φ (𝑥, 𝜌) =

(𝐼 + (𝐶p)(𝜌))𝐷(𝑥, 𝜌)
∘
Φ (𝑥, 𝜌) =

(𝐼 + (𝐶p)(𝜌))Ψ0(𝑥, 𝜌)𝛿(𝜌)
(︁ ∘
Φ0 (𝑥, 𝜌)

)︁−1 ∘
Φ (𝑥, 𝜌) = 𝜓(𝑥, 𝜌)𝛿(𝜌).

□

Доказательство Теоремы 2.7. Необходимость условий теоремы факти-

чески доказана ранее в параграфах 2.1, 2.2, а также 1.3, см. Следствия 1.2, 1.3.

Будем доказывать достаточность. Пусть фиксирована произвольная матрица-

функция 𝑣(·) ∈ V, удовлетворяющая условиям 1–3.

1) Рассмотрим функцию 𝜓(𝑥, 𝜌) = 𝜓(𝑣, 𝑥, 𝜌). По построению данная функ-

ция – аналитическая по 𝜌 в каждом из секторов 𝒮𝜈.
Согласно Лемме 2.12 как функция переменной 𝑥 𝜓(𝑥, 𝜌) почти всюду на

(0,∞) удовлетворяет дифференциальному уравнению

𝜓′ = (𝜌𝐵 + 𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝜓, (2.65)

где 𝑞(𝑥) := q(𝑣, 𝑥) и в силу условия 3 𝑞(·) ∈ 𝒳𝑝, 𝑝 > 2.

Далее, в силу Леммы 2.11 при каждом 𝜌 ∈ C∖Σ имеет место асимптотика

𝜓(𝑥, 𝜌) = (f(𝜌) + 𝑜(1)) exp(𝜌𝑥𝑅), 𝑥→∞. (2.66)
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Поскольку, кроме того, из Леммы 2.9 следует включение

p(𝑣, ·, ·) ∈ 𝐵𝐶([0,∞), 𝐿2(Σ)),

мы имеем, в частности

‖p(𝑣, 𝑥, ·)‖𝐿2(Σ) = 𝑂(1)

при 𝑥→ 0. Отсюда, с учетом Леммы 2.10, вытекает следующая оценка для 𝑘-го

столбца 𝜓𝑘(𝑥, 𝜌):

𝜓𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂(𝑥𝜇𝑘), 𝑥→ 0. (2.67)

Сопоставляя (2.65), (2.66), (2.67) c определением решений типа Вейля,

убеждаемся, что 𝜓𝑘(𝑥, 𝜌) = Ψ𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) для всех 𝑥 ∈ (0,∞) и 𝜌 ∈ C ∖ Σ таких,

что
𝑛∏︀

𝑘=1

Δ𝑘(𝑞, 𝜌) ̸= 0.

2) Рассмотрим функцию 𝜙(𝑥, 𝜌). В силу Леммы 2.13 имеем p#(0, 𝜌) ≡ 𝐼,

откуда следует асимптотика для 𝑘-го столбца:

𝜙𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑥𝜇𝑘(h𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0. (2.68)

Далее, из Леммы 2.14 имеем 𝜙𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛿𝑘(𝜌)𝜓𝑘(𝑥, 𝜌), что дает продолже-

ние 𝜙(𝑥, 𝜌) на все 𝑥 > 0, причем после такого продолжения будет выполняться

оценка:

𝜙𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂(exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)), 𝑥→∞. (2.69)

Кроме того, из соотношения 𝜙𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛿𝑘(𝜌)𝜓𝑘(𝑥, 𝜌) вытекает, что 𝜙𝑘(𝑥, 𝜌) (для

каждого 𝑘) удовлетворяют той же системе дифференциальных уравнений (2.65)

(и с той же матрицей 𝑞(·)), что и 𝜓𝑘(𝑥, 𝜌). С учетом (2.68), (2.69) это означает,

что 𝜙𝑘(𝑥, 𝜌) =
∘
Φ𝑘 (𝑞, 𝑥, 𝜌) для всех 𝑥 ∈ (0,∞) и 𝜌 ∈ C∖Σ таких, что

𝑛∏︀
𝑘=1

Δ𝑘(𝑞, 𝜌) ̸=

0.

3) Пусть 𝜈 ∈ {1, . . . , 𝑁} произвольно. Для любого 𝜌 ∈ 𝒮𝜈 такого, что
𝑛∏︀

𝑘=1

Δ𝑘(𝑞, 𝜌) ̸= 0 имеем:

Δ𝑘(𝑞, 𝜌) =⃒⃒⃒
Ψ1(𝑞, 𝑥, 𝜌) ∧ · · · ∧Ψ𝑘−1(𝑞, 𝑥, 𝜌) ∧ (𝜌𝜇𝑘

∘
Φ𝑘 (𝑞, 𝑥, 𝜌)) ∧ · · · ∧ (𝜌𝜇𝑛

∘
Φ𝑛 (𝑞, 𝑥, 𝜌))

⃒⃒⃒
,

где 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} также произвольно. Пользуясь результатами пунктов 1,2,

перепишем данное представление в следующем виде:

Δ𝑘(𝑞, 𝜌) =
𝑛∏︁

𝑗=𝑘

(𝜌𝜇𝑗𝛿𝑗(𝜌)) |f| . (2.70)
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Заметим, что по принципу аналитического продолжения представление (2.70)

справедливо для всех 𝜌 ∈ 𝒮𝜈, и в силу свойств функций 𝛿𝑗(·) из (2.70) следует,
что Δ𝑘(𝑞, 𝜌) ̸= 0 для всех 𝜌 ∈ 𝒮𝜈, 𝜈 = 1, 𝑁 , 𝑘 = 1, 𝑛. Таким образом, 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝

0.

4) При п.в. 𝜌 ∈ Σ′ существуют предельные значения 𝜓±(𝑥, 𝜌), равные,

по построению, (𝐼 + (𝐶±p(𝑥, ·))(𝜌))Ψ±0 (𝑥, 𝜌). Уравнение A(𝑥)p(𝑥, ·) = 𝑉 (𝑥, ·),
эквивалентное соотношению

𝐼 + (𝐶+p(𝑥, ·))(𝜌) = (𝐼 + (𝐶−p(𝑥, ·))(𝜌))𝑉 (𝑥, 𝜌)

(для п.в. 𝜌 ∈ Σ′), влечет равенство 𝜓+(𝑥, 𝜌) = 𝜓−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌) для п.в. 𝜌 ∈ Σ′. Но

по доказанному в п. 1 𝜓(𝑥, 𝜌) = Ψ(𝑞, 𝑥, 𝜌), таким образом, для п.в. 𝜌 ∈ Σ′ имеем:

Ψ+(𝑞, 𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑞, 𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌). (2.71)

Из результатов §1.3 Главы 1 известно, что для 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0 (а это свойство установ-

лено выше в п.3) предельные значения Ψ±(𝑞, 𝑥, 𝜌) существуют для всех 𝜌 ∈ Σ′

и представляют собой непрерывные функции от 𝜌 ∈ Σ′. Следовательно, соот-

ношение (2.71) справедливо для всех 𝜌 ∈ Σ′, что означает 𝑣(𝜌) = v(𝑞, 𝜌).

□

Следующая теорема показывает, что в случае 𝑣(·) ∈ V00 выполнение наи-

более трудно проверяемого условия 3 следует из выполнения условия 1.

Теорема 2.8. Пусть 𝑣(·) ∈ V00 такова, что выполнено условие 1 Теоре-

мы 2.7. Тогда q(𝑣, 𝑥) непрерывна по 𝑥 ∈ [0,∞) и справедлива оценка q(𝑣, 𝑥) =

𝑂(𝑥−𝑚) при 𝑥→∞, где 𝑚 ≥ 0 произвольно.

Доказательство. В условиях теоремы формула восстановления прини-

мает вид (см. также доказательство Леммы 2.12, п.1):

q(𝑣, 𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

[𝐵,p(𝑣, 𝑥, 𝜌)]𝑑𝜌.

Введем функции:

𝑃±(𝑥, 𝜌) := 𝐸±(𝑥, 𝜌)(𝐼 + �̂�±(𝜌))(𝐸
±(𝑥, 𝜌))−1,

где матрицы-функции �̂�±(·) – те же, что в Лемме 2.7 (функции 𝑃±(·, ·) теперь
строятся иначе!). Построим по этим функциям зависящий от параметра 𝑥 ∈
[0,∞) оператор B(𝑥):

(B(𝑥)𝑓)(𝜌) =
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(𝐶+(𝑓(·)𝑃−1+ (𝑥, ·)))(𝜌)𝑃+(𝑥, 𝜌)− (𝐶−(𝑓(·)𝑃−1+ (𝑥, ·)))(𝜌)𝑃−(𝑥, 𝜌).

Тогда для p(𝑥) = p(𝑣, 𝑥) имеем представление:

p(𝑥) +H(𝑥)p(𝑥) = B(𝑥)𝑉 (𝑥), (2.72)

где:

H(𝑥) := B(𝑥)A(𝑥)− 𝐼𝑑.

Заметив, что:

𝑃−1± (𝑥, 𝜌) := 𝐸±(𝑥, 𝜌)(𝐼 − �̂�±(𝜌))(𝐸±(𝑥, 𝜌))−1,

и повторяя вычисления, использовавшиеся при доказательстве Леммы 2.7, по-

лучим для произвольной 𝜙 ∈ 𝐿2(Σ):

BA𝜙 = 𝜙+
(︀
𝐶−
(︀
𝜙
(︀
𝐶+(𝑃−1− − 𝐼)− 𝐶−(𝑃−1+ − 𝐼)

)︀)︀)︀
(𝑃+ − 𝑃−)+

(𝐶−𝜙)
(︀
𝐶+(𝐼 − 𝑃−1− ) + 𝐶−(𝑃−1+ − 𝐼)

)︀
(𝑃+ − 𝑃−)+

𝐶−
(︀
(𝐶−𝜙)𝑉1

)︀
𝑃− − 𝐶+

(︀
(𝐶−𝜙)𝑉1

)︀
𝑃+.

Таким образом, для оператора H(𝑥) справедливо представление:

H(𝑥)𝜙 = 𝐶−(𝜙𝑃 )(𝑃+ − 𝑃−)− (𝐶−𝜙)𝑃 (𝑃+ − 𝑃−)+
𝐶−
(︀
(𝐶−𝜙)𝑉1

)︀
(𝑃− − 𝑃+)− (𝐶−𝜙)𝑉1𝑃+, (2.73)

где

𝑃 (𝑥, 𝜌) := 𝑃+(𝑥, 𝜌)− 𝑃−(𝑥, 𝜌),

𝑃+ := 𝐶+(𝑃−1− − 𝐼), 𝑃− := 𝐶−(𝑃−1+ − 𝐼), 𝑉1 = 𝑉 𝑃−1+ − 𝑃−1− .

Далее, имеем:

B𝑉 = 𝐶+(𝑉 𝑃−1+ )(𝑃+ − 𝐼)− 𝐶−(𝑉 𝑃−1+ )(𝑃− − 𝐼) + 𝑉 𝑃−1+ . (2.74)

Исходя из представлений (2.72), (2.73), (2.74), запишем 𝑞(𝑥) = q(𝑣, 𝑥) в

виде суммы:

𝑞(𝑥) = [𝐵, 𝑞0(𝑥)] + [𝐵, 𝑞1(𝑥)] + [𝐵, 𝑞2(𝑥)], (2.75)

где

𝑞0(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 𝑉 (𝑥, 𝜌)𝑃−1+ (𝑥, 𝜌), (2.76)
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𝑞1(𝑥) = −
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜌 (H(𝑥)p(𝑥, ·))(𝜌), (2.77)

𝑞2(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁
(︁
𝐶+
(︁
𝑉 (𝑥, ·)𝑃−1+ (𝑥, ·)

)︁)︁
(𝜁)(𝑃+(𝑥, 𝜁)− 𝐼)

− 1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁
(︁
𝐶−
(︁
𝑉 (𝑥, ·)𝑃−1+ (𝑥, ·)

)︁)︁
(𝜁)(𝑃−(𝑥, 𝜁)− 𝐼).

Последнее представление преобразуем к виду:

𝑞2(𝑥) = −
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁(𝑉 𝑃−1+ )(𝑥, 𝜁)𝑃−(𝑥, 𝜁)

+
1

2𝜋𝑖

∫︁
Σ

𝑑𝜁(𝑉 𝑃−1+ )(𝑥, 𝜁)𝑃+(𝑥, 𝜁). (2.78)

Используя представление (2.41) и оценку (2.42), получаем:(︁
𝑉 𝑃−1+

)︁
(𝑥, 𝜌) = 𝐸+(𝑥, 𝜌)�̂�+(𝜌)(𝐸

+(𝑥, 𝜌))−1

− 𝐸−(𝑥, 𝜌)�̂�−(𝜌)(𝐸−(𝑥, 𝜌))−1 +𝑂(exp(−𝜏 |𝜌|𝑥)), 𝜏 > 0 (2.79)

равномерно по (𝑥, 𝜌) : |𝜌𝑥| > 1, т.е., в частности, по 𝜌 ∈ supp(𝑣(·) − 𝑣0(·)) при
всех достаточно больших 𝑥. Отметим, что из полученного результата вытекает,

в частности, оценка:

𝑉1(𝑥, 𝜌) = 𝑉 (𝑥, 𝜌)𝑃−1+ (𝑥, 𝜌) + 𝑃−1+ (𝑥, 𝜌)− 𝑃−1− (𝑥, 𝜌)

= 𝑂(exp(−𝜏 |𝜌|𝑥)), 𝜏 > 0 (2.80)

равномерно по 𝜌 ∈ supp(𝑣(·)− 𝑣0(·)) при всех достаточно больших 𝑥.
Рассмотрим теперь подробнее функции 𝐸±(𝑥, 𝜌)�̂�±(𝜌)(𝐸±(𝑥, 𝜌))−1. Пусть

𝜌 ∈ Σ𝜈, где 𝜈 ∈ {1, . . . , 𝑛} произвольно. Тогда справедливо представление:

exp(𝜌𝑥𝑅±)�̂�±(𝜌) exp(−𝜌𝑥𝑅±) =
∑︁
𝑘∈𝐼−

exp(𝜌𝑥(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1))(�̂�±(𝜌))𝑘,𝑘+1e𝑘,𝑘+1,

где e𝑗𝑘 – матрица, единственный ненулевой элемент которой равен 1 и находится

в позиции (𝑗, 𝑘). Пользуясь асимптотиками функций 𝐸±(𝑥, 𝜌), после очевидных

преобразований приходим к выражению:

𝐸±(𝑥, 𝜌)�̂�±(𝜌)(𝐸
±(𝑥, 𝜌))−1 =
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∑︁
𝑘∈𝐼−

exp(𝜌𝑥(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1))(�̂�±(𝜌))𝑘,𝑘+1

𝑚−1∑︁
𝑠=0

(𝜌𝑥)−𝑠M±
𝑘𝑠 +𝑂

(︀
𝑥−𝑚

)︀
,

в котором M±
𝑘𝑠 некоторые постоянные матрицы и 𝑂(·) равномерно по 𝜌 ∈

supp(𝑣(·) − 𝑣0(·)) при всех достаточно больших 𝑥. Полученное представление

можно, в свою очередь, преобразовать к виду:

𝐸±(𝑥, 𝜌)�̂�±(𝜌)(𝐸
±(𝑥, 𝜌))−1 =∑︁

𝑘∈𝐼−

𝑚−1∑︁
𝑠=0

𝑥−𝑠 exp(𝜌𝑥(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1))𝑓

±
𝑘𝑠(𝜌) +𝑂

(︀
𝑥−𝑚

)︀
, (2.81)

где 𝑓±𝑘𝑠(·) – некоторые бесконечно дифференцируемые матрицы-функции.
Поскольку для каждого 𝜈 = 1, 𝑁 имеем:∫︁

Σ𝜈

𝑑𝜌 exp(𝜌𝑥(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1))𝑓

±
𝑘𝑠(𝜌) = 𝑂

(︀
𝑥−𝑚

)︀
при 𝑥 → ∞ (интеграл в левой части есть фактически преобразование Фурье-

Лапласа от финитной бесконечно дифференцируемой функции), из (2.81) и

(2.79) следует оценка

𝑞0(𝑥) = 𝑂
(︀
𝑥−𝑚

)︀
.

Далее, пользуясь Леммой 2.6 (см. доказательство Леммы 2.7), получаем

оценки: ⃦⃦
𝐶∓
(︀
𝐹±𝑘𝑠(𝑥, ·)

)︀⃦⃦
𝐿∞(Σ)

= 𝑂
(︀
𝑥−𝑚

)︀
,

где

𝐹±𝑘𝑠(𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥(𝑅±𝑘 −𝑅
±
𝑘+1))𝑓

±
𝑘𝑠(𝜌),

откуда вытекает:

‖𝑃±(𝑥, ·)‖𝐿∞(Σ) = 𝑂
(︀
𝑥−𝑚

)︀
. (2.82)

В силу представления (2.78) из (2.82) и (2.79) следует оценка:

𝑞2(𝑥) = 𝑂
(︀
𝑥−𝑚

)︀
.

Таким образом, для завершения доказательства теоремы осталось рас-

смотреть функцию 𝑞1(·). Прежде всего заметим, что в силу представления (2.73)
и оценок (2.80), (2.82) следует:

‖H(𝑥)‖ = 𝑂
(︀
𝑥−𝑚

)︀
. (2.83)
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Но тогда
⃦⃦
(𝐼𝑑+H(𝑥))−1

⃦⃦
= 𝑂(1) и из (2.72), (2.74) следует оценка ‖p(𝑥, ·)‖𝐿2(Σ) =

𝑂(1). Теперь из представления (2.77) и оценки (2.83) с учетом финитности по

𝜌 функции (H(𝑥)p(𝑥, ·))(𝜌) (см. (2.73)) вытекает оценка

𝑞1(𝑥) = 𝑂
(︀
𝑥−𝑚

)︀
.

□

Пользуясь результатом Теоремы 2.8, можно получить достаточные усло-

вия разрешимости изучаемой обратной задачи.

Следствие 2.2. Существует 𝜀0 > 0 такое что любая 𝑣(·) ∈ V00: ‖𝑣 −
𝑣0‖𝐿∞(Σ) < 𝜀0 является данными рассеяния для некоторого оператора вида (5)

с потенциалом 𝑞(·) ∈ 𝐺𝑝
0.

Доказательство. Поскольку, с учетом Замечания 2.1, имеем:

‖(A(𝑣, 𝑥)− 𝐼𝑑)𝜙‖𝐿2(Σ) = ‖(𝐶−𝜙)𝑉 (𝑣, 𝑥, ·)‖𝐿2(Σ) ≤𝑀‖𝑣 − 𝑣0‖𝐿∞(Σ)‖𝜙‖𝐿2(Σ),

ясно, что все 𝑣(·) ∈ V с достаточно малой нормой ‖𝑣 − 𝑣0‖𝐿∞(Σ) принадлежат

V0.

Убедимся, что любая 𝑣(·) ∈ V00 с достаточно малой нормой ‖𝑣− 𝑣0‖𝐿∞(Σ)

удовлетворяет условию 2 Теоремы 2.7.

Зафиксируем произвольное 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Для каждого 𝜈 = 1, . . . , 𝑁

функция
𝑣𝑘𝑘(𝜌)

𝑣0,𝑘𝑘
− 1, 𝜌 ∈ Σ𝜈

финитна (напомним, что 𝑣0,𝑘𝑘(·) - отличная от нуля постоянная на каждом из

лучей Σ𝜈). Отсюда следует, в частности, что

ΔΣ𝜈
arg

(︂
𝑣𝑘𝑘(𝜌)

𝑣0,𝑘𝑘

)︂
= 2𝜋𝑚𝜈, 𝑚𝜈 ∈ Z.

Если норма ‖𝑣−𝑣0‖𝐿∞(Σ) достаточно мала, то 𝑚𝜈 = 0 для всех 𝜈. Это позволяет

в определении функции

𝑢𝑘(𝜌) := log
𝑣𝑘𝑘(𝜌)

𝑣0,𝑘𝑘
, 𝜌 ∈ Σ𝜈

для каждого 𝜈 = 1, . . . , 𝑁 выбрать ветвь логарифма таким образом, чтобы 𝑢𝑘(·)
была финитной на Σ𝜈.
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Определим функцию 𝛿𝑘(𝜌) = 𝛿0𝑘(𝜌) exp(−𝐶𝑢𝑘(𝜌)), 𝜌 ∈ C ∖ Σ. Поскольку
𝑢𝑘(𝜌) по построению - бесконечно дифференцируемая функция с носителем в

некотором кольце {𝜌 ∈ [𝑟1, 𝑟2]}, 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < ∞, справедлива асимптотика

𝛿𝑘(𝜌)/𝛿0𝑘(𝜌) = 1 + 𝑜(1), 𝜌 → ∞, причем 𝛿𝑘(·)/𝛿0𝑘(·) − 1 ∈ 𝐿2(Σ). Кроме того,

в каждой точке 𝜌 ∈ Σ′ существуют пределы 𝛿±𝑘 (𝜌) = 𝛿±0𝑘(𝜌) exp(−𝐶±𝑢𝑘(𝜌)).
Непосредственным вычислением проверяется, что

𝛿−𝑘 (𝜌)

𝛿+𝑘 (𝜌)
= 𝑣𝑘𝑘(𝜌).

Выполнение прочих условий на 𝛿𝑘(·) следует из свойств 𝛿0𝑘(·).
Поскольку согласно Теореме 2.8 условие 3 Теоремы 2.7 при указанных

условиях выполнено автоматически, следствие доказано полностью.

□
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Глава 3 Обратные задачи рассеяния на

некомпактных графах

§3.1 Задача рассеяния для оператора

Штурма–Лиувилля с бесселевой

особенностью на некомпактном квантовом

графе–звезде

Рассмотрим некомпактный метрический граф - звезду Γ, состоящий из

конечного набора лучей {ℛ𝑘}𝑝𝑘=1, выходящих из общей внутренней вершины.

Функцию 𝑦, заданную на луче ℛ𝑘, будем рассматривать как функцию локаль-

ного параметра 𝑥 ∈ [0,∞), причем значение параметра 𝑥 = 0 соответствует

вершине. Функция 𝑦, заданная на Γ, будет рассматриваться как набор функ-

ций {𝑦𝑘}𝑝𝑘=1 (где функция 𝑦𝑘 = 𝑦 |ℛ𝑘
рассматривается как функция на [0,∞),

как указано выше).

На каждом луче ℛ𝑘, 𝑘 = 1, 𝑝 задано дифференциальное уравнение:

ℓ𝑘𝑦 := −𝑦′′ +
(︁𝜈𝑘0
𝑥2

+ 𝑞𝑘(𝑥)
)︁
𝑦 = 𝜆𝑦 = 𝜌2𝑦, (3.1)

где 𝜈𝑘0 = 𝜈2𝑘 − 1/4, Re𝜈𝑘 > 1/2, 𝜈𝑘 /∈ N и функция 𝑞𝑘(·) удовлетворяет условию:

1∫︁
0

⃒⃒
𝑥1−2𝜈𝑘𝑞𝑘(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥+

∞∫︁
1

|𝑥𝑞𝑘(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞. (3.2)

Комплексные (вообще говоря) числа 𝜈𝑘0 могут быть различными для различных

лучей; но следующее условие предполагается выполненным всюду в данном

параграфе.

Условие 1. Если 𝜈𝑗 ̸= 𝜈𝑘, то Re𝜈𝑗 ̸= Re𝜈𝑘.
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Через 𝐶𝑘𝑗(𝑥, 𝜆) обозначаются решения невозмущенного уравнения:

−𝑦′′ + 𝜈0𝑘
𝑥2
𝑦 = 𝜆𝑦 = 𝜌2𝑦, (3.3)

представимые в виде рядов:

𝐶𝑘𝑗(𝑥, 𝜆) = 𝑥𝜇𝑘𝑗

∞∑︁
𝑛=0

𝑐
(𝑘)
𝑗𝑛 𝜆

𝑛𝑥2𝑛, 𝑐
(𝑘)
10 𝑐

(𝑘)
20 = (2𝜈𝑘)

−1, (3.4)

где

𝑐
(𝑘)
𝑗𝑛 = (−1)𝑛𝑐(𝑘)𝑗0

(︃
𝑛∏︁

𝑠=1

((2𝑠+ 𝜇𝑘𝑗)(2𝑠+ 𝜇𝑘𝑗 − 1)− 𝜈0𝑘)

)︃−1
,

𝜇𝑘1 = 1/2−𝜈𝑘, 𝜇𝑘2 = 1/2+𝜈𝑘. Заметим, что функции 𝐶𝑘𝑗(𝑥, 𝜆) являются целыми

функциями спектрального параметра 𝜆.

Через 𝑆𝑘𝑗(𝑥, 𝜆), 𝑗 = 1, 2 обозначим решения уравнения (3.1), удовлетво-

ряющие интегральным уравнениям:

𝑆𝑘𝑗(𝑥, 𝜆) = 𝐶𝑘𝑗(𝑥, 𝜆)−
𝑥∫︁

0

𝑔𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝑞𝑘(𝑡)𝑆𝑘𝑗(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡, (3.5)

где через 𝑔𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜆) обозначены функции Грина невозмущенного уравнения:

𝑔𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐶𝑘1(𝑥, 𝜆)𝐶𝑘2(𝑡, 𝜆)−𝐶𝑘2(𝑥, 𝜆)𝐶𝑘1(𝑡, 𝜆). При выполнении условия (3.2)

уравнения (3.5) однозначно разрешимы для всех значений 𝜆, решения 𝑆𝑘𝑗(𝑥, 𝜆)

являются целыми функциями 𝜆.

Через 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) будем обозначать решения Йоста уравнения (3.1), удовле-

творяющее асимптотикам 𝑓
(𝜉)
𝑘 (𝑥, 𝜌) = e𝑖𝜌𝑥((𝑖𝜌)𝜉 + 𝑜(1)), 𝑥 → ∞, 𝜉 = 0, 1. Ре-

шения Йоста существуют (и единственны) при выполнении условия 𝑥𝑞𝑘(𝑥) ∈
𝐿1(1,∞) (и, следовательно, при выполнении (3.2)), аналитичны по параметру

𝜌 ∈ C+ := {𝜌 : Im𝜌 > 0}, функции 𝜌−𝜇𝑘1𝑓
(𝜉)
𝑘 (𝑥, 𝜌) непрерывны по 𝜌 ∈ C+

.

Для решений Йоста имеет место разложение:

𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑏𝑘1(𝜌)𝑆𝑘1(𝑥, 𝜆) + 𝑏𝑘2(𝜌)𝑆𝑘2(𝑥, 𝜆),

где коэффициенты 𝑏𝑘𝑗(𝜌), 𝑗 = 1, 2 называются множителями Стокса. Отно-

шение 𝑏𝑘2(𝜌)/𝑏𝑘1(𝜌) совпадает с функцией Вейля 𝑚𝑘(𝜆) (для луча ℛ𝑘, отож-

дествляемого с полуосью (0,∞)); задание функции Вейля 𝑚𝑘(·) однозначно

определяет потенциал 𝑞𝑘(·).



183

Следующие свойства множителей Стокса вытекают непосредственно из

хорошо известных свойств решений Йоста 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌).

Утверждение 3.1. При 𝜌→∞ справедливы асимптотики:

𝑏𝑘𝑗(𝜌) = 𝜌𝜇𝑘𝑗
(︀
𝑏∞𝑘𝑗 +𝑂(𝜌−1)

)︀
,

причем константы 𝑏∞𝑘𝑗 ̸= 0 не зависят от потенциала 𝑞𝑘(·).
При 𝜌→ 0 выполняются асимптотики:

𝑏𝑘𝑗(𝜌) = 𝜌𝜇𝑘1
(︀
𝑏0𝑘𝑗 + 𝑜(1)

)︀
с некоторыми константами 𝑏0𝑘𝑗 (зависящими, вообще говоря, от 𝑞𝑘(·)).

Предположим, что некоторая функция 𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ [0,∞) удовлетворяет

уравнению (3.1). Тогда определители Вронского ⟨𝑆𝑘1, 𝑦⟩ и ⟨𝑦, 𝑆𝑘2⟩ не зависят от
𝑥 и, следовательно, однозначно определены следующие лиейные формы:

𝑈𝑘1(𝑦) := 𝜎𝑘⟨𝑦, 𝑆𝑘2⟩,

𝑈𝑘2(𝑦) := 𝜎𝑘1⟨𝑦, 𝑆𝑘2⟩+ 𝜎𝑘2⟨𝑆𝑘1, 𝑦⟩.

Всюду далее предполагается, что 𝜎𝑘 ̸= 0, 𝜎𝑘2 ̸= 0, 𝑘 = 1, 𝑝.

Пусть заданная на Γ функция 𝑦 = {𝑦𝑘}𝑝𝑘=1 такова, что функции 𝑦𝑘, 𝑘 =

1, 𝑝 удовлетворяют уравнениям (3.1). Определим условия склейки в вершине Γ

следующим образом:

𝑈𝑗1(𝑦𝑗) = 𝑈𝑘1(𝑦𝑘), 𝑗 ̸= 𝑘,

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑈𝑗2(𝑦𝑗) = 0. (3.6)

Определение 3.1. Зафиксируем произвольное 𝜌 ∈ C+. Функция 𝜓𝑘(𝜌) =

{𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌)}𝑝𝑗=1, 𝑥 ∈ [0,∞) называется решением типа Вейля, ассоциированным

с лучом ℛ𝑘, если:

� функции 𝜓𝑘𝑗(·, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑝 удовлетворяют дифференциальным уравнениям

ℓ𝑗𝜓𝑘𝑗 = 𝜌2𝜓𝑘𝑗;

� 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(𝑖𝜌𝑥)) при 𝑥→∞, 𝑗 ̸= 𝑘;

� 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥)(1 + 𝑜(1)) при 𝑥→∞;

� 𝜓𝑘(𝜌) удовлетворяет условиям склейки (3.6).
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Зафиксируем произвольное 𝑘.

Ясно, что любая функция, представимая в виде:

𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛾𝑘𝑗(𝜌)𝑓𝑗(𝑥, 𝜌), 𝑗 ̸= 𝑘,

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛾𝑘𝑘(𝜌)𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) +
2𝑖𝜌

𝑏𝑘1(𝜌)
𝑆𝑘2(𝑥, 𝜆), (3.7)

независимо от выбора коэффициентов 𝛾𝑘𝑗(𝜌) удовлетворяет всем условиям Опре-

деления 3.1, за исключением условия склейки (3.6). Подставляя (3.7) в (3.6) и

учитывая, что ⟨𝑓𝑗, 𝑆𝑗2⟩ = 𝑏𝑗1, ⟨𝑆𝑗1, 𝑓𝑗⟩ = 𝑏𝑗2, приходим к следующей системе

линейных алгебраических уравнений:

𝜎𝑗𝑏𝑗1𝛾𝑘𝑗 + 𝛽𝑘 = 0, 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑝∑︁
𝑗=1

(𝜎𝑗1𝑏𝑗1 + 𝜎𝑗2𝑏𝑗2)𝛾𝑘𝑗 = −𝜎𝑘2𝛿𝑘, 𝛿𝑘 =
2𝑖𝜌

𝑏𝑘1
(3.8)

относительно коэффициентов 𝛾𝑘𝑗, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝛽𝑘. Решая (3.8) по правилу Крамера

и подставляя полученный результат в представление (3.7), заключаем, что 𝜓𝑘(𝜌)

существует (и единственна) для всех значений 𝜌 ∈ C+
, не являющихся корнями

функции 𝑏𝑘1(𝜌)Δ(𝜌), где:

Δ(𝜌) =

𝑝∑︁
𝑠=1

(𝜎𝑠1𝑏𝑠1(𝜌) + 𝜎𝑠2𝑏𝑠2(𝜌))
∏︁
𝑗 ̸=𝑠

𝜎𝑗𝑏𝑗1(𝜌) (3.9)

Всюду далее предполагается выполненным следующее условие.

Условие 2. Все корни функций 𝑏𝑘1(𝜌)Δ(𝜌), 𝑘 = 1, 𝑝 простые, все нену-

левые корни невещественны.

Пусть {1, ..., 𝑝} =
𝑚⋃︀
𝜉=1

𝐼𝜉, где попарно непересекающиеся подмножества 𝐼𝜉

таковы, что для любого 𝜉, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼𝜉 выполнено 𝜈𝑗 = 𝜈𝑘 =: 𝜏𝜉 и Re𝜏1 > · · · > Re𝜏𝑚.

Следующие свойства характеристической функции Δ(·) вытекают непо-

средственно из представления (3.9) и Утверждения 3.1.

Лемма 3.1. При 𝜌→∞ справедлива асимптотика:

Δ(𝜌) =
𝑚∑︁
𝜉=1

𝜌𝜇1+2𝜏𝜉
(︀
𝑎∞𝜉 +𝑂(𝜌−1)

)︀
,

где

𝑎∞𝜉 =
∑︁
𝑠∈𝐼𝜉

𝜎𝑠2𝑏
∞
𝑠2

∏︁
𝑗 ̸=𝑠

𝜎𝑗𝑏
∞
𝑗1, 𝜇1 :=

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗1.
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При 𝜌→ 0 имеет место асимптотика:

Δ(𝜌) = 𝜌𝜇1(𝑑0 + 𝑜(1)), 𝑑0 =

𝑝∑︁
𝑠=1

(𝜎𝑠1𝑏
0
𝑠1 + 𝜎𝑠2𝑏

0
𝑠2)
∏︁
𝑗 ̸=𝑠

𝜎𝑗𝑏
0
𝑗1.

Всюду далее предполагаются выполненными следующие условия, кото-

рые можно интерпретировать как условие «регулярности» (являющиеся в неко-

тором смысле обобщением классических условий регулярности по Биркгофу)

и условие «общего положения» при 𝜌 → 0 (являющееся аналогом условия

«genericity at 0» [68]).

Условие 3. 𝑎∞1 ̸= 0.

Условие 4. 𝑏0𝑗1 ̸= 0, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑑0 ̸= 0.

Рассмотрим подробнее функцию 𝜓𝑘𝑘. Используя (3.7) и представления:

𝛾𝑘𝑘(𝜌) = 𝛿𝑘(𝜌) ·
Δ𝑘(𝜌)

Δ(𝜌)
, 𝛿𝑘(𝜌) =

2𝑖𝜌

𝑏𝑘1(𝜌)
, Δ𝑘(𝜌) = (𝜎𝑘)

2
∏︁
𝑗 ̸=𝑘

𝜎𝑗𝑏𝑗1(𝜌), (3.10)

вытекающие из (3.8), выводим следующее утверждение.

Лемма 3.2. При выполнении Условия 4 имеют место асимптотики:

𝛾𝑘𝑘(𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌1−2𝜇𝑘1

)︀
при 𝜌→ 0,

𝜓
(𝜉−1)
𝑘𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑂 (𝜌𝜇𝑘2) , 𝜉 = 0, 1

при 𝜌→ 0 для любого фиксированного 𝑥 > 0.

Из Утверждения 3.1 и Леммы 3.1 следует, что, при выполнении Условий

2–4 функция 𝑏𝑘1(𝜌)Δ(𝜌) имеет конечное (возможно, пустое) множество простых

корней, функция 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) имеет в этих точках простой полюс или устранимую

особенность. Обозначим множество полюсов функции 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) через 𝑍+
𝑘 .

Из представлений (3.7), (3.10) следует, что для 𝜌0 ∈ 𝑍+
𝑘 справедливо:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛼𝑘(𝜌0)𝑓𝑘(𝑥, 𝜌0) = 𝛼𝑘(𝜌0) exp(𝑖𝜌0𝑥)(1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞, (3.11)

где 𝛼𝑘(𝜌0) – некоторые постоянные. Действительно, при выполнении Условия

2 функции Δ(𝜌) и 𝑏𝑘1(𝜌) не имеют общих корней; в случае, когда Δ(𝜌0) =

0 (3.11) очевидно; если же 𝜌0 является корнем функции 𝑏𝑘1(𝜌), то 𝑆𝑘2(𝑥, 𝜌0)

пропорционально 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌0) и представление (3.7) также приводит к (3.11).
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Далее, для ненулевых вещественных 𝜌 функции {𝑓𝑘(·, 𝜌), 𝑓𝑘(·,−𝜌)} обра-
зуют фундаментальную систему решений уравнения (3.1), что приводит к сле-

дующему тождеству, аналогичному тождеству рассеяния классической теории

рассеяния на вещественной оси:

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑓𝑘(𝑥,−𝜌)+ 𝑟𝑘(𝜌)𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥)+ 𝑟𝑘(𝜌) exp(𝑖𝜌𝑥)+𝑜(1), 𝑥→∞.
(3.12)

Определение 3.2. Функцию 𝑟𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ R ∖ {0} будем называть коэффи-

циентом отражения, ассоциированным с лучом ℛ𝑘. Набор

𝐽𝑘 := {𝑟𝑘(·), 𝑍+
𝑘 , 𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍+

𝑘 }

будем называть данными рассеяния, ассоциированными с лучом ℛ𝑘. Набор

𝐽 = {𝐽𝑘}𝑝−1𝑘=1 будем называть данными рассеяния для графа Γ.

Мы начнем исследование обратной задачи рассеяния на Γ со следующей

частичной обратной задачи. Зафиксируем произвольное 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝}.

Задача 𝐼𝑃 (𝑘). По заданным данным рассеяния 𝐽𝑘, ассоциированным с

лучом ℛ𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝} найти потенциал 𝑞𝑘(·) на этом луче.

Договоримся о некоторых обозначениях, которые будут использоваться

всюду далее в настоящем параграфе. Обозначим через 𝐿 заданную на графе Γ

задачу, состоящую из дифференциальных уравнений (3.1) на каждом из лучей

ℛ𝑗, 𝑗 = 1, 𝑝 и условий склейки (3.6). Наряду с задачей 𝐿 рассмотрим задачу

�̃�, состоящей также (3.1), (3.6), но с другими потенциалами 𝑞𝑗(·), 𝑗 = 1, 𝑝; при

этом будем предполагать, что 𝜈𝑘0 = 𝜈𝑘0, �̃�𝑘 = 𝜎𝑘, �̃�𝑘𝜈 = 𝜎𝑘𝜈. Кроме того, мы

предположим, что Условия 2–4 выполнены для обеих задач 𝐿 и �̃�. Условимся,

что если символ 𝜂 обозначает некоторый объект, относящийся к задаче 𝐿, то 𝜂

обозначает аналогичный объект, относящийся к задаче �̃�, и 𝜂 := 𝜂 − 𝜂.
Договоримся, кроме того, использовать следующие обозначения. Если 𝐴

обозначает некоторую матрицу, то 𝐴𝑗 обозначает ее 𝑗-ю строку. Если некото-

рая функция 𝑓(·) голоморфна в проколотой окрестности точки 𝜌0, то символы
𝑓⟨𝑚⟩(𝜌0) коэффициенты ее ряда Лорана:

𝑓(𝜌) =
∞∑︁

𝑚=−∞
(𝜌− 𝜌0)𝑚𝑓⟨𝑚⟩(𝜌0).
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Если некоторая функция 𝑓(·) мероморфна в C ∖ R, то для вещественных 𝜌

используются обозначения: 𝑓±(𝜌) := lim
𝜀→+0

𝑓(𝜌± 𝑖𝜀) (при условии существования
соответствующих пределов).

Введем в рассмотрение матрицу спектральных отображений

𝑃 (𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑥, 𝜌)Ψ̃−1(𝑥, 𝜌),

где:

Ψ(𝑥, 𝜌) :=

(︃
𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌)

𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) 𝑓 ′𝑘(𝑥, 𝜌)

)︃
, 𝜌 ∈ C+,

Ψ(𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑥,−𝜌), 𝜌 ∈ C− := {𝜌 : Im𝜌 < 0}. (3.13)

Лемма 3.3.Для каждого фиксированного 𝑥 > 0 матрица-функция 𝑃 (𝑥, 𝜌)

ограничена при 𝜌 → 0 и 𝜌 → ∞. Более того, при 𝜌 → ∞ справедлива асимп-

тотика 𝑃1(𝑥, 𝜌) = 𝐼1 +𝑂(𝜌−1) (где 𝐼 обозначает единичную матрицу).

Доказательство. В силу симметрии достаточно рассмотреть 𝜌 ∈ C+
.

Для ненулевых 𝜌 ∈ C+
имеем detΨ = det Ψ̃ = 2𝑖𝜌 и таким образом:

2𝑖𝜌𝑃𝜉1(𝑥, 𝜌) = 𝜓
(𝜉−1)
𝑘𝑘 (𝑥, 𝜌)𝑓 ′𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝑓

(𝜉−1)
𝑘 (𝑥, 𝜌)𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌),

2𝑖𝜌𝑃𝜉2(𝑥, 𝜌) = 𝑓
(𝜉−1)
𝑘 (𝑥, 𝜌)𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝜓(𝜉−1)

𝑘𝑘 (𝑥, 𝜌)𝑓𝑘(𝑥, 𝜌).

Из Леммы 3.2 и оценок 𝑓 (𝜉−1)𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑂 (|𝜌𝜇𝑘1|) вытекает ограниченность 𝑃 (𝑥, 𝜌)
при 𝜌→ 0.

При 𝜌→∞ справедливы асимптотики:

𝑓
(𝜉)
𝑘 (𝑥, 𝜌) = (𝑖𝜌)𝜉 exp(𝑖𝜌𝑥)[1],

𝑆
(𝜉)
𝑘2 (𝑥, 𝜆) = 𝛽𝑘0𝜌

−𝜇𝑘2
(︀
(−𝑖𝜌)𝜉 exp(−𝑖𝜌𝑥)[1] + (𝑖𝜌)𝜉𝛾𝑘0 exp(𝑖𝜌𝑥)[1]

)︀
, (3.14)

где [1] := 1+𝑂(𝜌−1), а константы 𝛽𝑘0, 𝛾𝑘0 зависят только от 𝜈𝑘0 (и, следователь-

но, совпадают для задач 𝐿 и �̃�). Из асимптотик (3.14) вытекают, в частности,

оценки:

𝑓
(𝜉)
𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑂

(︀
(𝑖𝜌)𝜉−1 exp(𝑖𝜌𝑥)

)︀
, 𝑆

(𝜉)
𝑘2 (𝑥, 𝜆) = 𝑂

(︀
𝜌−𝜇𝑘2+𝜉−1 exp(−𝑖𝜌𝑥)

)︀
. (3.15)

Далее, из Леммы 3.1 следуют оценки:

Δ̂(𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌𝜇1+2𝜏1−1

)︀
, Δ−1(𝜌) = 𝑂

(︀
𝜌−𝜇1−2𝜏1

)︀
. (3.16)
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С другой стороны, в силу (3.9) справедливы асимптотики:

Δ𝑘(𝜌) = 𝜌𝜇1−𝜇𝑘1(𝑑∞𝑘 +𝑂(𝜌−1)), 𝑑∞𝑘 = 𝜎2𝑘
∏︁
𝑗 ̸=𝑘

𝜎𝑗𝑏
∞
𝑗1,

из которых, пользуясь представлением (3.10), Утверждением 3.1 и оценками

(3.16) выводим:

𝛾𝑘𝑘(𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌2𝜈𝑘1−2𝜏1

)︀
= 𝑂(1), 𝛾𝑘𝑘(𝜌) = 𝑂(𝜌−1). (3.17)

Из асимптотик (3.14), (3.15), (3.17) следуют оценки:

𝜓
(𝜉)
𝑘𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑂

(︀
𝜌𝜉 exp(−𝑖𝜌𝑥)

)︀
, 𝜓

(𝜉)
𝑘𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑂

(︀
𝜌𝜉−1 exp(−𝑖𝜌𝑥)

)︀
. (3.18)

Вместе с (3.14), (3.15), оценки (3.18) доказывают требуемую ограниченность

𝑃 (𝑥, 𝜌) при 𝜌→∞ и оценку 𝑃12(𝑥, 𝜌) = 𝑂(𝜌−1). Оценим 𝑃11(𝑥, 𝜌)−1, используя

равенство:

2𝑖𝜌𝑃11(𝑥, 𝜌) = 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)𝑓
′
𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌)𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) =

2𝑖𝜌+ 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)𝑓
′
𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌)𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)

(где было учтено, что ⟨𝜓𝑘𝑘, 𝑓𝑘⟩ = 2𝑖𝜌) и (3.14), (3.15), (3.18).

□

Ясно, что матрица-функция 𝑃 (𝑥, 𝜌) мероморфна по 𝜌 ∈ C ∖ R и при вы-

полнении Условия 2 для всех ненулевых вещественных 𝜌 существуют пределы

𝑃±(𝑥, 𝜌), являющиеся, в свою очередь, непрерывными ограниченными функ-

циями 𝜌 ∈ R ∖ {0}. Множество полюсов (возможно, пустое) функции 𝑃 (𝑥, 𝜌)

является подмножеством (возможно, собственным) множества 𝑍𝑘 := 𝑍𝑘 ∪ 𝑍𝑘,

где 𝑍𝑘 = {±𝜌, 𝜌 ∈ 𝑍+
𝑘 }.

Лемма 3.4. Каждая точка 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘 является либо простым полюсом,

либо устранимой особенностью функции 𝑃 (𝑥, 𝜌). Справедливо представление:

𝑃⟨−1⟩(𝑥, 𝜌0) = Ψ⟨0⟩(𝑥, 𝜌0)𝑣(𝜌0)(Ψ̃
−1)⟨0⟩(𝑥, 𝜌0),

где 𝑣(𝜌0) := 0, если 𝜌0 /∈ 𝑍𝑘, и

𝑣(𝜌0) =

(︃
0 𝛼𝑘(𝜌0)

0 0

)︃
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если 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘. Здесь (и далее) 𝛼𝑘(𝜌0) при 𝜌0 ∈ 𝑍+
𝑘 обозначают константы из

(3.11), а при 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘 ∩ C− 𝛼𝑘(𝜌0) := −𝛼𝑘(−𝜌0).

Доказательство. Произвольная точка 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘 является простым полю-

сом или устранимой особенностью функции Ψ(𝑥, 𝜌), причем по определению

матрицы 𝑣(𝜌0) имеем:

Ψ⟨−1⟩(𝑥, 𝜌0) = Ψ⟨0⟩(𝑥, 𝜌0)𝑣(𝜌0). (3.19)

Более того, поскольку detΨ = det Ψ̃ = ±2𝑖𝜌 при ±𝜌 ∈ C+, матрица Ψ̃−1(𝑥, 𝜌)

также имеет в точке 𝜌0 простой полюс или устранимую особенность. Из соот-

ношения Ψ̃Ψ̃−1 = 𝐼 получаем представление:

(Ψ̃−1)⟨−1⟩(𝑥, 𝜌0) = −𝑣(𝜌0)(Ψ̃−1)⟨0⟩(𝑥, 𝜌0). (3.20)

Таким образом, кратность полюса функции 𝑃 (𝑥, 𝜌) в точке 𝜌0 не превосходит 2.

Но 𝑃⟨−2⟩ = Ψ⟨−1⟩(Ψ̃
−1)⟨−1⟩ = −Ψ⟨0⟩𝑣𝑣(Ψ̃−1)⟨0⟩. Заметив, что 𝑣(𝜌0)𝑣(𝜌0) = 0, при-

ходим к выводу 𝑃⟨−2⟩(𝑥, 𝜌0) = 0. Вычисляя 𝑃⟨−1⟩ = Ψ⟨−1⟩(Ψ̃
−1)⟨0⟩+Ψ⟨0⟩(Ψ̃

−1)⟨−1⟩

с помощью представлений (3.19), (3.20), получаем требуемое.

□

Сформулируем теорему единственности решения задачи 𝐼𝑃 (𝑘).

Теорема 3.1. Если 𝐽𝑘 = 𝐽𝑘, то 𝑞𝑘(𝑥) = 𝑞𝑘(𝑥) для п.в. 𝑥 > 0. Таким

образом, задание данных рассеяния, ассоциированных с лучом ℛ𝑘 однозначно

определяет потенциал 𝑞𝑘 на этом луче.

Доказательство. Из тождеств (3.12) вытекает условие сопряжения для

матриц Ψ±(𝑥, 𝜌):

Ψ+(𝑥, 𝜌) = Ψ−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ R ∖ {0}, (3.21)

где матрица сопряжения дается формулой:

𝑣(𝜌) =

(︃
𝑟𝑘(𝜌) 1

1− 𝑟𝑘(𝜌)𝑟𝑘(−𝜌) −𝑟𝑘(−𝜌)

)︃
. (3.22)

Из (3.22) видно, что совпадение 𝑟𝑘 = 𝑟𝑘 влечет равенство 𝑣(𝜌) = 𝑣(𝜌) для

всех 𝜌 ∈ R ∖ {0} и, следовательно, равенство 𝑃+(𝑥, 𝜌) = 𝑃−(𝑥, 𝜌) для каждого

фиксированного 𝑥 > 0 и всех ненулевых вещественных 𝜌. Таким образом, ес-

ли 𝐽𝑘 = 𝐽𝑘,то матрица-функция 𝑃 (𝑥, 𝜌) мероморфна по 𝜌 ∈ C ∖ {0}, причем
множество ее полюсов является подмножеством множества 𝑍𝑘.
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Далее, совпадение 𝐽𝑘 = 𝐽𝑘 подразумевает также 𝑍𝑘 = 𝑍𝑘 = 𝑍𝑘 и 𝑣(𝜌0) =

𝑣(𝜌0) для всех 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘. Согласно Лемме 3.4 имеем 𝑃⟨−1⟩(𝑥, 𝜌0) = 0, т.е. 𝑃 (𝑥, 𝜌)

имеет в точке 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘 устранимую особенность. Таким образом, 𝑃 (𝑥, 𝜌) голо-

морфна по 𝜌 ∈ C∖{0} и в силу Леммы 3.3 ограничена при 𝜌→ 0 и 𝜌→∞. Более

того, из Леммы 3.3 известно, что 𝑃1(𝑥, 𝜌) − 𝐼1 → 0 при 𝜌 → ∞ . Это означает,

что 𝑃1(𝑥, 𝜌)−𝐼1 тождественно равна 0. Таким образом, имеем 𝑃1(𝑥, 𝜌) ≡ 𝐼1, что

влечет 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) ≡ 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) и, как следствие, 𝑞𝑘(𝑥) = 𝑞𝑘(𝑥) для п.в. 𝑥 > 0.

□

Перейдем к построению конструктивной процедуры решения задачи 𝐼𝑃 (𝑘).

Всюду далее полагаем, что числа 𝜈𝑗0, 𝑗 = 1, 𝑝 и коэффициенты линейных форм

𝑈𝑗1, 𝑈𝑗2 в условиях склейки (3.6) известны. Через �̃� обозначим известную апри-

ори «модельную» задачу с известными 𝑞𝑗(·), 𝑗 = 1, 𝑝.

Ниже мы покажем, что решение обратной задачи 𝐼𝑃 (𝑘) может быть сведе-

но, в определенном смысле, к решению линейного уравнения («основного урав-

нения») в некотором банаховом пространстве и докажем однозначную коррект-

ную разрешимость этого уравнения.

Рассмотрим снова матрицу спектральных отображений 𝑃 (𝑥, 𝜌). В силу

Леммы 3.3 имеем: ∫︁
|𝜇|=𝑅

𝑑𝜇

𝜇− 𝜌
(𝑃1(𝑥, 𝜇)− 𝐼1)→ 0

при 𝑅 → ∞, откуда, применяя интегральную формулу Коши, выводим следу-

ющее соотношение:

𝑃1(𝑥, 𝜌)− 𝐼1 =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

(𝜌− 𝜇)−1𝑃1,⟨−1⟩(𝑥, 𝜇) +
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇

𝜇− 𝜌
(︀
𝑃+
1 (𝑥, 𝜇)− 𝑃−1 (𝑥, 𝜇)

)︀
,

(3.23)

где 𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘) произвольно.

По матрице сопряжения 𝑣(·) построим матрицу

𝑉 (𝑥, 𝜌) :=
(︀
𝑃−(𝑥, 𝜌)

)︀−1
𝑃+(𝑥, 𝜌) = Ψ̃−(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)

(︁
Ψ̃+(𝑥, 𝜌)

)︁−1
,

𝜌 ∈ R∖{0}. Заметим, что матрица 𝑉 однозначно определяется заданием модель-

ной задачи �̃� и данных рассеяния 𝐽𝑘. Заметим, кроме того, что в силу Леммы

3.3, с учетом очевидного равенства det𝑃 = 1, можно утверждать, что 𝑉 (𝑥, 𝜌)

непрерывна и ограничена по 𝜌 ∈ R ∖ {0} при каждом фиксированном 𝑥 > 0.
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Определим матрицы:

𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇0) =
[︀
(𝜌− 𝜇)−1Ψ−1(𝑥, 𝜇)

]︀
⟨0⟩

⃒⃒⃒
𝜇=𝜇0

, 𝜌 ∈ C ∖ 𝑍𝑘, 𝜇0 ∈ 𝑍𝑘

𝑑2(𝑥, 𝜌0, 𝜇) =
[︀
(𝜌− 𝜇)−1Ψ(𝑥, 𝜌)

]︀
⟨0⟩

⃒⃒⃒
𝜌=𝜌0

, 𝜇 ∈ C ∖ 𝑍𝑘, 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘

𝐷(𝑥, 𝜌, 𝜇) := (𝜌− 𝜇)−1Ψ−1(𝑥, 𝜇)Ψ(𝑥, 𝜌), 𝜌 ̸= 𝜇, 𝜌, 𝜇 ∈ C ∖ 𝑍𝑘,

𝐷(𝑥, 𝜌, 𝜇0) := [𝐷(𝑥, 𝜌, 𝜇)]⟨0⟩

⃒⃒⃒
𝜇=𝜇0

, 𝜌 ∈ C ∖ 𝑍𝑘, 𝜇0 ∈ 𝑍𝑘

𝐷(𝑥, 𝜌0, 𝜇) := [𝐷(𝑥, 𝜌0, 𝜇)]⟨0⟩

⃒⃒⃒
𝜌=𝜌0

, 𝜇 ∈ C ∖ 𝑍𝑘, 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘

𝐷(𝑥, 𝜌0, 𝜇0) := [𝐷(𝑥, 𝜌, 𝜇0)]⟨0⟩

⃒⃒⃒
𝜌=𝜌0

= [𝐷(𝑥, 𝜌0, 𝜇)]⟨0⟩

⃒⃒⃒
𝜇=𝜇0

, 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘, 𝜇0 ∈ 𝑍𝑘,

а также матрицы 𝑑𝑗(𝑥, 𝜌, 𝜇), 𝑗 = 1, 2, �̃�(𝑥, 𝜌, 𝜇) по аналогичным формулам, в

которых Ψ(𝑥, 𝜌) заменены на Ψ̃(𝑥, 𝜌). Также определим:

𝐴(𝑥, 𝜌, 𝜇) := �̃�(𝑥, 𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌), 𝐴(𝑥, 𝜌, 𝜇) := −𝐷(𝑥, 𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘, 𝜇 ∈ 𝑍𝑘.

Лемма 3.5. При 𝜇 ∈ 𝑍𝑘, 𝜌 /∈ 𝑍𝑘 справедливы равенства:

(𝜌− 𝜇)−1𝑃⟨−1⟩(𝑥, 𝜇) = Ψ⟨0⟩(𝑥, 𝜇)𝑣(𝜇)𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇),

(𝜌− 𝜇)−1𝑃⟨−1⟩(𝑥, 𝜇)Ψ̃(𝑥, 𝜌) = Ψ⟨0⟩(𝑥, 𝜇)𝑣(𝜇)�̃�(𝑥, 𝜌, 𝜇).

При 𝜉 ∈ 𝑍𝑘, 𝜌, 𝜇 /∈ 𝑍𝑘 справедливо равенство:

(𝜌− 𝜉)−1(𝜉 − 𝜇)−1Ψ−1(𝑥, 𝜇)𝑃⟨−1⟩(𝑥, 𝜉)Ψ̃(𝑥, 𝜌) = 𝐷(𝑥, 𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)�̃�(𝑥, 𝜌, 𝜉).

Доказательство. Все соотношения проверяются непосредственным вы-

числением. Имеем, например,

𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇0) =
[︁
(𝜌− 𝜇)−1Ψ̃−1(𝑥, 𝜇)

]︁
⟨0⟩

⃒⃒⃒⃒
𝜇=𝜇0

=

(𝜌− 𝜇0)−1(Ψ̃−1)⟨0⟩(𝑥, 𝜇0) +
[︀
(𝜌− 𝜇)−1

]︀
⟨1⟩

⃒⃒⃒
𝜇=𝜇0

· (Ψ̃−1)⟨−1⟩(𝑥, 𝜇0).

Домножая получившееся равенство на Ψ⟨0⟩(𝑥, 𝜇0)𝑣(𝜇0), используя далее Лемму

3.4, соотношение (3.20), и учитывая, что 𝑣(𝜇0)𝑣(𝜇0) = 0, получаем первое из

требуемых равенств. Остальные могут быть получены аналогично.

□
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Следующее утверждение вытекает непосредственно из определения мат-

риц 𝑑𝑗(𝑥, 𝜌, 𝜇).

Лемма 3.6. Для каждого фиксированного 𝜇 ∈ 𝑍𝑘 матрица-функция

𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇) голоморфна по 𝜌 ∈ C∖𝑍𝑘. В частности, для вещественных 𝜌 имеем

𝑑1(𝑥, 𝜌+ 𝑖0, 𝜇) = 𝑑1(𝑥, 𝜌− 𝑖0, 𝜇) = 𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇), более того, 𝑑1(𝑥, ·, 𝜇) ∈ 𝐿2

(︀
R,C2

)︀
.

Аналогично, для каждого фиксированного 𝜌 ∈ 𝑍𝑘 матрица-функция 𝑑2(𝑥, 𝜌, 𝜇)

голоморфна по 𝜇 ∈ C ∖ 𝑍𝑘, 𝑑2(𝑥, 𝜌, ·) ∈ 𝐿2

(︀
R,C2

)︀
. Здесь и далее элементы

пространства C2 рассматриваются как вектор-строки.

Введем в рассмотрение интегральные операторы Коши:

(𝐶𝑓)(𝜌) :=
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇

𝜇− 𝜌
𝑓(𝜇), 𝜌 ∈ C ∖ R,

(𝐶±𝑓)(𝜌) := (𝐶𝑓)±(𝜌), 𝜌 ∈ R.

Напомним, что операторы 𝐶± непрерывны в 𝐿2(R,ℳ) для любого конечномер-

ного пространстваℳ; следующее соотношение справедливо для произвольных

матриц-функций 𝐹1(·), 𝐹2(·) (согласованных соответствующим образом размер-

ностей) с элементами из 𝐿2(R):
∞∫︁

−∞

𝑑𝜇(𝐶±𝐹1)(𝜇)𝐹2(𝜇) = −
∞∫︁

−∞

𝑑𝜇𝐹1(𝜇)(𝐶
∓𝐹2)(𝜇). (3.24)

Определим:

Φ(𝑥, 𝜌) :=

{︃
𝑃+
1 (𝑥, 𝜌)− 𝑃−1 (𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ R,
Ψ1,⟨0⟩(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘

(3.25)

Из Леммы 3.3 следует Φ(𝑥, ·)|R ∈ 𝐿2

(︀
R,C2

)︀
. Вернемся к соотношению

(3.23); используя (3.25) и Лемму 3.5, перепишем его следующим образом:

𝑃1(𝑥, 𝜌)− 𝐼1 =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

Φ(𝑥, 𝜇)𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇) + (𝐶Φ(𝑥, ·))(𝜌), 𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘). (3.26)

Переходя в (3.26) к пределам при ±Im𝜌→ 0 и подставляя полученный резуль-

тат в условие сопряжения 𝑃+
1 − 𝑃−1 𝑉 = 0, we arrive at:

(𝐶+Φ(𝑥, ·))(𝜌)− (𝐶−Φ(𝑥, ·))(𝜌)𝑉 (𝑥, 𝜌)+∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

Φ(𝑥, 𝜇)𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇)(𝐼 − 𝑉 (𝑥, 𝜌)) + 𝐼1 − 𝑉1(𝑥, 𝜌) = 0, 𝜌 ∈ R ∖ {0}. (3.27)
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В случае 𝑍𝑘 = ∅ соотношение (3.27) при каждом фиксированном 𝑥 > 0

можно рассматривать как линейное уравнение относительноΦ(𝑥, ·) ∈ 𝐿2

(︀
R,C2

)︀
.

В общем случае для получения замкнутой системы уравнений (3.27) следует

дополнить некоторыми соотношениями в точках 𝜌 ∈ 𝑍𝑘. Для их получения вос-

пользуемся следующими соображениями. Домножив (3.26) на Ψ̃(𝑥, 𝜌) и пользу-

ясь Леммой 3.5, получим:

Ψ1(𝑥, 𝜌)− Ψ̃1(𝑥, 𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

Ψ1,⟨0⟩(𝑥, 𝜇)𝑣(𝜇)�̃�(𝑥, 𝜌, 𝜇) + (𝐶Φ(𝑥)) (𝜌)Ψ̃(𝑥, 𝜌),

𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘). Домножим получившееся соотношение на 𝑣(𝜌0), где 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘

произвольно. Таким образом, мы пришли к равенству:

Ψ1(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌0)− Ψ̃1(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌0) =∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

Ψ1,⟨0⟩(𝑥, 𝜇)𝑣(𝜇)�̃�(𝑥, 𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌0) +
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇

𝜇− 𝜌
Φ(𝑥, 𝜇)Ψ̃(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌0).

Взяв коэффициент [. . . ]⟨0⟩
⃒⃒
𝜌=𝜌0

рядов Лорана правой и левой частей и пользуясь

снова Леммой 3.5, получаем:

Φ(𝑥, 𝜌0) +
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇Φ(𝑥, 𝜇)𝑑2(𝑥, 𝜌0, 𝜇)𝑣(𝜌0)−
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

Φ(𝑥, 𝜇)𝐴(𝑥, 𝜌0, 𝜇) =

Ψ̃1,⟨0⟩(𝑥, 𝜌0)𝑣(𝜌0), 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘. (3.28)

Соотношения (3.27), (3.28) будем рассматривать в совокупности как си-

стему линейных уравнений относительно Φ(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ R∪𝑍𝑘. Перепишем полу-

ченную систему уравнений как линейное уравнение в банаховом пространстве

ℋ := ℋ𝑟 ⊕ℋ𝑑, где ℋ𝑟 = 𝐿2

(︀
R,C2

)︀
, ℋ𝑑 =

(︀
C2
)︀𝑍𝑘 . Приведенные выше рассуж-

дения показывают, что для каждого фиксированного 𝑥 > 0 Φ(𝑥, ·) ∈ ℋ. Таким
образом, система, образованная соотношениями (3.27), (3.28), эквивалентна при

каждом 𝑥 > 0 уравнению A(𝑥)Φ(𝑥, ·) = 𝐺(𝑥, ·), где

𝐺(𝑥, 𝜌) :=

{︃
𝑉1(𝑥, 𝜌)− 𝐼1, 𝜌 ∈ R,

Ψ̃1,⟨0⟩(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘,

A(𝑥) – действующий в ℋ линейный оператор, задаваемый операторной матри-

цей:

A(𝑥) =

(︃
A𝑟𝑟(𝑥) A𝑟𝑑(𝑥)

A𝑑𝑟(𝑥) A𝑑𝑑(𝑥)

)︃
,
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A𝑟𝑟(𝑥)𝜙 = 𝐶+𝜙−(𝐶−𝜙)𝑉, (A𝑟𝑑(𝑥)𝜙)(𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝜙(𝜇)𝑑1(𝑥, 𝜌, 𝜇)(𝐼−𝑉 (𝑥, 𝜌)), 𝜌 ∈ R,

(A𝑑𝑟(𝑥)𝜙)(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝜙(𝜉)𝑑2(𝑥, 𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌)𝑑𝜉, 𝜌 ∈ 𝑍𝑘,

(A𝑑𝑑(𝑥)𝜙)(𝜌) = 𝜙(𝜌)−
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝜙(𝜇)𝐴(𝑥, 𝜌, 𝜇), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘.

Следующий результат играет центральную роль в построении конструк-

тивной процедуры решения Задачи 𝐼𝑃 (𝑘).

Теорема 3.2. Для каждого фиксированного 𝑥 > 0:

1. Φ(𝑥, ·) является единственным в пространстве ℋ решением уравнения

A(𝑥)𝜙 = 𝐺(𝑥, ·);

2. оператор A(𝑥) имеет ограниченный обратный.

Доказательство. Фактически в доказательстве на данный момент нуж-

дается только пункт 2. Проверим, что действующий в ℋ ограниченный опера-

тор, задаваемый следующей операторной матрицей:

B =

(︃
B𝑟𝑟 B𝑟𝑑

B𝑑𝑟 B𝑑𝑑

)︃
,

B𝑟𝑟𝑓 = 𝐶+(𝑓𝑃+)𝑃+ − 𝐶−(𝑓𝑃+)𝑃−,

(B𝑟𝑑𝑓)(𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜇)(𝑃
+(𝜌)− 𝑃−(𝜌)), 𝜌 ∈ R,

(B𝑑𝑟𝑓)(𝜌) = −
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑓(𝜉)𝑃+(𝜉)𝑑2(𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌)𝑑𝜉, 𝜌 ∈ 𝑍𝑘,

(B𝑑𝑑𝑓)(𝜌) = 𝑓(𝜌)−
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝐴(𝑥, 𝜌, 𝜇), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘,

является обратным к оператору A. Здесь и далее в рамках настоящего доказа-

тельства для краткости обозначений мы опускаем в списках аргументов произ-

вольный 𝑥 > 0. Символ 𝑃 здесь и далее обозначает введенную выше матрицу

спектральных отображений, 𝑃 := 𝑃−1.
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Лемма 3.7. Справедливы соотношения:

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)) =

1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜇)− 1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜌) +

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉)

при невещественных 𝜌 ̸= 𝜇, 𝜌, 𝜇 ∈ C ∖ 𝑍𝑘;

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

𝜌− 𝜉
𝑑1(𝜉, 𝜇)(𝑃

+(𝜉)−𝑃−(𝜉)) = 𝑑1(𝜌, 𝜇)−𝑑1(𝜌, 𝜇)𝑃 (𝜌)−
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜉),

𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘), 𝜇 ∈ 𝑍𝑘;

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

𝜉 − 𝜇
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))𝑑2(𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌) =

𝑃 (𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)− 𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) +
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝐴(𝜌, 𝜉),

𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘;

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑1(𝜉, 𝜇)(𝑃
+(𝜉)−𝑃−(𝜉))𝑑2(𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌)𝑑𝜉 = 𝐴(𝜌, 𝜇)+𝐴(𝜌, 𝜇)−

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝐴(𝜌, 𝜉),

𝜌, 𝜇 ∈ 𝑍𝑘;

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)) =

1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜇)− 1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜌)−

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉),

𝜌, 𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘),

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

𝜌− 𝜉
𝑑1(𝜉, 𝜇)(𝑃

+(𝜉)−𝑃−(𝜉)) = 𝑑1(𝜌, 𝜇)−𝑑1(𝜌, 𝜇)𝑃 (𝜌)−
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜉),

𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘), 𝜇 ∈ 𝑍𝑘,

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

𝜉 − 𝜇
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))𝑑2(𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌) =
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𝑃 (𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)− 𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) +
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝐴(𝜌, 𝜉),

𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘,

− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑1(𝜉, 𝜇)(𝑃
+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))𝑑2(𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌)𝑑𝜉 =

𝐴(𝜌, 𝜇) + 𝐴(𝜌, 𝜇)−
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝐴(𝜌, 𝜉),

𝜌, 𝜇 ∈ 𝑍𝑘.

Доказательство Леммы 3.7. Все перечисленные соотношения получа-

ются аналогичным образом из следующего базового равенства:

lim
𝑅→∞

∫︁
|𝜉|=𝑅

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
𝑃 (𝜉) = 0, 𝜌, 𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘), (3.29)

вытекающего из Леммы 3.3.

Проиллюстрируем соответствующие вычисления на примере получения

четвертого равенства. Домножая (3.29) на матрицу Ψ−1(𝜇) слева, на матрицу

Ψ̃(𝜌) справа, и вычисляя интеграл с помощью теоремы о вычетах, получаем:

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
Ψ−1(𝜇)(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))Ψ̃(𝜌) =

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

1

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
Ψ−1(𝜇)𝑃⟨−1⟩(𝜉)Ψ̃(𝜌) +

1

𝜌− 𝜇
Ψ̃−1(𝜇)Ψ̃(𝜌)− 1

𝜌− 𝜇
Ψ−1(𝜇)Ψ(𝜌),

𝜌, 𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘). Пользуясь Леммой 3.5, перепишем полученное равенство

следующим образом:

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
Ψ−1(𝜇)(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))Ψ̃(𝜌) =

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐷(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)�̃�(𝜌, 𝜉) + �̃�(𝜌, 𝜇)−𝐷(𝜌, 𝜇), 𝜌, 𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘).
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Вычисляя при произвольных фиксированных 𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘), 𝜇0 ∈ 𝑍𝑘 коэф-

фициенты [...]⟨0⟩
⃒⃒
𝜇=𝜇0

рядов Лорана левой и правой частей, получаем:

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

𝜌− 𝜉
𝑑1(𝜉, 𝜇0)(𝑃

+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))Ψ̃(𝜌) =

−
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇0)�̃�(𝜌, 𝜉) + �̃�(𝜌, 𝜇0)−𝐷(𝜌, 𝜇0), 𝜇0 ∈ 𝑍𝑘, 𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘).

Вычисляя (для произвольных 𝜌0, 𝜇0 ∈ 𝑍𝑘) коэффициенты [...]⟨0⟩
⃒⃒
𝜌=𝜌0

рядов Ло-

рана обеих частей равенства и домножая их справа на 𝑣(𝜌0), приходим к тре-

буемому равенству.

□

Доказательство Теоремы 3.2 (продолжение). Ограниченность опе-

ратора B следует из Леммы 3.6, ограниченности операторов 𝐶± и ограниченно-

сти функций 𝑉 (𝑥, 𝜌), 𝑃±(𝑥, 𝜌), 𝑃±(𝑥, 𝜌). Дальнейшее доказательство сводится к

непосредственному подсчету элементов операторных матриц AB и BA.

Позиция (r,r). Пусть 𝜙 = ℬ𝑟𝑟𝑓 , что эквивалентно:

𝜙(𝜌) = 𝑓(𝜌) +
(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)(𝑃+(𝜌)− 𝑃−(𝜌)).

Тогда (𝐶𝜙)(𝜌) для произвольного невещественного 𝜌 ∈ C ∖ 𝑍𝑘 может быть

записано в виде:

(𝐶𝜙)(𝜌) = (𝐶𝑓)(𝜌)− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇
(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜇)𝐹𝜌(𝜇),

где 𝐹𝜌(𝜇) := (𝜌− 𝜇)−1(𝑃+(𝜇)− 𝑃−(𝜇)). Пользуясь равенством (3.24), запишем:

(𝐶𝜙)(𝜌) = (𝐶𝑓)(𝜌) +
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇(𝑓𝑃+)(𝜇)(𝐶+𝐹𝜌)(𝜇).

Рассмотрим выражение (𝐶𝐹𝜌)(𝜇). При невещественных 𝜇 ∈ C ∖ 𝑍𝑘, используя

Лемму 3.7, вычисляем:

(𝐶𝐹𝜌)(𝜇) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

(𝜌− 𝜉)(𝜉 − 𝜇)
(𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)) =
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1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜇)− 1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜌) +

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉).

Переходя к пределу при Im𝜇→ +0 (и фиксированном 𝜌 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘)), полу-

чаем:

(𝐶+𝐹𝜌)(𝜇) =
1

𝜌− 𝜇
𝑃+(𝜇)− 1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜌) +

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉).

Таким образом, имеем:

(𝐶𝜙)(𝜌) = (𝐶𝑓)(𝜌)+

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇(𝑓𝑃+)(𝜇)

⎧⎨⎩ 1

𝜌− 𝜇
𝑃+(𝜇)− 1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜌) +

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭ =

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇(𝑓𝑃+)(𝜇)

⎧⎨⎩∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭+
(︁
𝐶(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃 (𝜌),

что приводит к равенству:

(A𝑟𝑟B𝑟𝑟𝑓)(𝜌) = (A𝑟𝑟𝜙)(𝜌) =
(︁
𝐶+(𝑓𝑃

+)
)︁
(𝜌)𝑃+(𝜌)−

(︁
𝐶−(𝑓𝑃

+)
)︁
(𝜌)𝑃−(𝜌)𝑉 (𝜌)+

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇(𝑓𝑃+)(𝜇)

⎧⎨⎩∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭ (𝐼 − 𝑉 (𝜌)).

С другой стороны, непосредственный подсчет по определению соответствующих

операторов дает:

(A𝑟𝑑B𝑑𝑟𝑓)(𝜌) =
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

⎧⎨⎩− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑃+(𝜇)𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)

⎫⎬⎭ 𝑑1(𝜌, 𝜉)(𝐼 − 𝑉 (𝜌)).

Таким образом, справедливо соотношение:

(A𝑟𝑟B𝑟𝑟𝑓)(𝜌)+(A𝑟𝑑B𝑑𝑟𝑓)(𝜌) =
(︁
𝐶+(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃+(𝜌)−

(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃−(𝜌)𝑉 (𝜌).

Учитывая, что 𝑃+ = 𝑃−𝑉 и 𝑃 = 𝑃−1, получаем окончательно (A𝑟𝑟B𝑟𝑟𝑓)(𝜌) +

(A𝑟𝑑B𝑑𝑟𝑓)(𝜌) =
(︁
(𝐶+ − 𝐶−)(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃+(𝜌) = 𝑓(𝜌).

Пусть теперь 𝑓 = A𝑟𝑟𝜙. Тогда (𝑓𝑃+)(𝜌) = (𝜙𝑃+)(𝜌) + (𝐶−𝜙)(𝜌)(𝑃+(𝜌)−
𝑃−(𝜌)). Рассмотрим функцию

(︁
𝐶(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌). Повторяя рассуждения, анало-

гичные приведенным выше, получаем:(︁
𝐶(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌) =

(︁
𝐶(𝜙𝑃+)

)︁
(𝜌) +

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝜙(𝜇)
(︁
𝐶+𝐹𝜌

)︁
(𝜇),
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где 𝐹𝜌(𝜇) := (𝜌− 𝜇)−1(𝑃+(𝜇)− 𝑃−(𝜇)). Пользуясь Леммой 3.5, вычисляем:(︁
𝐶+𝐹𝜌

)︁
(𝜇) =

1

𝜌− 𝜇
𝑃+(𝜇)− 1

𝜌− 𝜇
𝑃 (𝜌)−

∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉),

(︁
𝐶(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜌)𝑃 (𝜌) = (𝐶𝜙)(𝜌)− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝜙(𝜇)

⎧⎨⎩∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭𝑃 (𝜌),

что приводит к равенству:

(B𝑟𝑟A𝑟𝑟𝜙)(𝜌) = (B𝑟𝑟𝑓)(𝜌) =

𝜙(𝜌)− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝜙(𝜇)

⎧⎨⎩∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝑑1(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭ (𝑃+(𝜌)− 𝑃−(𝜌)).

С другой стороны, имеем:

(B𝑟𝑑A𝑑𝑟𝜙)(𝜌) =
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

⎧⎨⎩ 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝜙(𝜇)𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)

⎫⎬⎭ 𝑑1(𝜌, 𝜉)(𝑃
+(𝜌)− 𝑃−(𝜌)).

Таким образом, (B𝑟𝑟A𝑟𝑟𝜙)(𝜌) + (B𝑟𝑑A𝑑𝑟𝜙)(𝜌) = 𝜙(𝜌).

Позиция (r,d). Пусть 𝜙 = B𝑟𝑑𝑓 . Тогда:

A𝑟𝑟𝜙(𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)
(︀
𝐶+𝑅𝜇 − (𝐶−𝑅𝜇)𝑉

)︀
(𝜌),

где 𝑅𝜇(𝜌) := 𝑑1(𝜌, 𝜇)(𝑃
+(𝜌) − 𝑃−(𝜌)). Рассмотрим при невещественных 𝜌 ∈

C ∖ 𝑍𝑘 функцию:

𝐶𝑅𝜇(𝜌) = −
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

𝜌− 𝜉
𝑑1(𝜉, 𝜇)(𝑃

+(𝜉)− 𝑃−(𝜉)).

Пользуясь Леммой 3.7, перепишем ее в следующем виде:

𝐶𝑅𝜇(𝜌) = −𝑑1(𝜌, 𝜇) + 𝑑1(𝜌, 𝜇)𝑃 (𝜌) +
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜉).

Переходя к пределам при ±Im𝜌→ 0, получим:(︀
𝐶+𝑅𝜇 − (𝐶−𝑅𝜇)𝑉

)︀
(𝜌) = −𝑑1(𝜌, 𝜇)(𝐼 − 𝑉 (𝜌)) + 𝑑1(𝜌, 𝜇)(𝑃

+(𝜌)− 𝑃−(𝜌)𝑉 (𝜌))
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+
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜉)(𝐼 − 𝑉 (𝜌)).

Учитывая, что 𝑃+ = 𝑃−𝑉 , приходим к равенству:

(A𝑟𝑟B𝑟𝑑)(𝜌) =

⎧⎨⎩∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝐹 (𝜌, 𝜇)

⎫⎬⎭ (𝐼 − 𝑉 (𝜌)),

где:

𝐹 (𝜌, 𝜇) =
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜉)− 𝑑1(𝜌, 𝜇).

С другой стороны, непосредственное вычисление по определению соответству-

ющих операторов дает:

(A𝑟𝑑B𝑑𝑑𝑓)(𝜌) =

⎧⎨⎩∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

⎛⎝𝑓(𝜉)−∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝐴(𝜉, 𝜇)𝑑1(𝜌, 𝜉)

⎞⎠⎫⎬⎭ (𝐼 − 𝑉 (𝜌)),

что может быть переписано в виде:

(A𝑟𝑑B𝑑𝑑)(𝜌) = −

⎧⎨⎩∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝐹 (𝜌, 𝜇)

⎫⎬⎭ (𝐼 − 𝑉 (𝜌)).

Таким образом, имеем: A𝑟𝑟B𝑟𝑑+A𝑟𝑑B𝑑𝑑 = 0. Симметричные вычисления дока-

зывают, что также и B𝑟𝑟A𝑟𝑑 +B𝑟𝑑A𝑑𝑑 = 0.

Позиция (d,r). Пусть 𝜙 = B𝑑𝑟𝑓 . ТогдаA𝑑𝑑𝜙(𝜌) может быть представлена

в виде:

A𝑑𝑑𝜙(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑃+(𝜇)

⎧⎨⎩−𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) +∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝐴(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭ .

Рассмотрим функцию 𝑅𝜌(𝜇) := (𝑃+(𝜇) − 𝑃−(𝜇))𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) (где 𝜌 ∈ 𝑍𝑘). В

силу Леммы 3.7 имеем при 𝜇 ∈ C ∖ (R ∪ 𝑍𝑘):

(𝐶𝑅𝜌)(𝜇) = 𝑃 (𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)− 𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) +
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝐴(𝜌, 𝜉).

Переходя к пределам при Im𝜇→ +0, получим при вещественных 𝜇:

(𝐶+𝑅𝜌)(𝜇) = 𝑃+(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)− 𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) +
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝑑2(𝜉, 𝜇)𝑣(𝜉)𝐴(𝜌, 𝜉).
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Таким образом, имеем:

A𝑑𝑑𝜙(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑃+(𝜇)
{︁
(𝐶+𝑅𝜌)(𝜇)− 𝑃+(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)

}︁
=

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑃+(𝜇)(𝐶+𝑅𝜌)(𝜇)−
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌).

Пользуясь соотношением (3.24) , получаем:

(A𝑑𝑑B𝑑𝑟𝑓)𝜌 =

A𝑑𝑑𝜙(𝜌) = −
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇
(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜇)𝑅𝜌(𝜇)−

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌) =

− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇
(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜇)(𝑃+(𝜇)− 𝑃−(𝜇))𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)−

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌).

Пусть теперь 𝜙 = B𝑟𝑟𝑓 . Переписав это выражение в виде 𝜙(𝜇) = 𝑓(𝜇) +

𝐶−
(︁
(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜇)(𝑃+(𝜇)− 𝑃−(𝜇)), получаем:

(A𝑑𝑟B𝑟𝑟𝑓)(𝜌) = (A𝑑𝑟𝜙)(𝜌) =

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝑓(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)+
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇
(︁
𝐶−(𝑓𝑃+)

)︁
(𝜇)(𝑃+(𝜇)−𝑃−(𝜇))𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌).

Аналогичные вычисления дают:

(B𝑑𝑑A𝑑𝑟𝜙)(𝜌) =

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇
(︀
𝐶−𝜙

)︀
(𝜇)(𝑃+(𝜇)−𝑃−(𝜇))𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)+

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝜙(𝜇)𝑃+(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌).

С другой стороны, если 𝑓 = A𝑟𝑟𝜙, то (𝑓𝑃+)(𝜇) = 𝜙(𝜇)𝑃+(𝜇)+(𝐶−𝜙)(𝜇)(𝑃+(𝜇)−
𝑃−(𝜇)) и:

(B𝑑𝑟A𝑟𝑟𝜙)(𝜌) = (B𝑑𝑟𝑓)(𝜌) =
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− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇𝜙(𝜇)𝑃+(𝜇)𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌)−

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜇
(︀
𝐶−𝜙

)︀
(𝜇)(𝑃+(𝜇)− 𝑃−(𝜇))𝑑2(𝜌, 𝜇)𝑣(𝜌).

Таким образом, получаем: B𝑑𝑑A𝑑𝑟 +B𝑑𝑟A𝑟𝑟 = 0.

Позиция (d,d). Пусть 𝜙 = B𝑟𝑑𝑓 . Тогда:

(A𝑑𝑟𝜙)(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉

⎧⎨⎩∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝑑1(𝜉, 𝜇)

⎫⎬⎭ (𝑃+(𝜉)− 𝑃−(𝜉))𝑑2(𝜌, 𝜉)𝑣(𝜌).

Пользуясь Леммой 3.7, перепишем это выражение следующим образом:

(A𝑑𝑟B𝑟𝑑𝑓)(𝜌) = (A𝑑𝑟𝜙)(𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)

⎧⎨⎩𝐴(𝜌, 𝜇) + 𝐴(𝜌, 𝜇)−
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

𝐴(𝜉, 𝜇)𝐴(𝜌, 𝜉)

⎫⎬⎭ .

С другой стороны, имеем:

(A𝑑𝑑B𝑑𝑑𝑓)(𝜌) = 𝑓(𝜌)−
∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝐴(𝜌, 𝜇)−
∑︁
𝜉∈𝑍𝑘

⎧⎨⎩𝑓(𝜉)−∑︁
𝜇∈𝑍𝑘

𝑓(𝜇)𝐴(𝜉, 𝜇)

⎫⎬⎭𝐴(𝜌, 𝜉)

и таким образом получаем: (A𝑑𝑟B𝑟𝑑𝑓)(𝜌)+(A𝑑𝑑B𝑑𝑑𝑓)(𝜌) = 𝑓(𝜌). Симметричные

вычисления дают: B𝑑𝑟A𝑟𝑑 +B𝑑𝑑A𝑑𝑑 = 𝐼𝑑.

□

Опишем конструктивную процедуру решения Задачи 𝐼𝑃 (𝑘).

Алгоритм 3.1. Заданы данные рассеяния 𝐽𝑘 (для некоторого фиксиро-

ванного 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝}), а также 𝜈0𝑗, 𝜎𝑗, 𝜎𝑗1, 𝜎𝑗2, 𝑗 = 1, 𝑝.

1. Выбираем модельную задачу �̃� с теми же значениями величин 𝜈0𝑗, 𝜎𝑗, 𝜎𝑗1, 𝜎𝑗2,

𝑗 = 1, 𝑝, удовлетворяющую Условиям 2–4.

2. Вычисляем 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ R ∪ 𝑍𝑘, пользуясь (3.22) и выражением из Леммы

3.4.

3. По 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ R ∪ 𝑍𝑘 и �̃� находим 𝑉 (𝑥, 𝜌), 𝑑𝑗(𝑥, 𝜌, 𝜇), 𝑗 = 1, 2, 𝐴(𝑥, 𝜌, 𝜇).

4. Для каждого 𝑥 > 0 находим Φ(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ R ∪ 𝑍𝑘 как решение линейной

системы (3.27), (3.28).
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5. По Φ(𝑥, 𝜌) вычисляем 𝑃1(𝑥, 𝜌), 𝑥 > 0, 𝜌 ∈ C ∖ R ∪ 𝑍𝑘 из представления

(3.23).

6. Используя найденную 𝑃1(𝑥, 𝜌), находим

𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑃11(𝑥, 𝜌)𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) + 𝑃12(𝑥, 𝜌)𝑓
′
𝑘(𝑥, 𝜌),

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑃11(𝑥, 𝜌)𝜓𝑘𝑘 + 𝑃12(𝑥, 𝜌)𝜓
′
𝑘𝑘(𝑥, 𝜌).

7. Вычисляем 𝑞𝑘(𝑥) = 𝑓 ′′𝑘 (𝑥, 𝜌)/𝑓𝑘(𝑥, 𝜌)+𝜌
2−𝜈0𝑘𝑥−2 (где 𝜌 для каждого 𝑥 > 0

произвольное такое, что 𝑓𝑘(𝑥, 𝜌) ̸= 0).

Перейдем теперь к рассмотрению обратной задачи рассеяния на всем гра-

фе Γ.

Задача 𝐼𝑃 (Γ). По заданным данным рассеяния 𝐽 (= {𝐽𝑘}𝑝−1𝑘=1) найти

функции 𝑞𝑘(·), 𝑘 = 1, 𝑝 (иначе говоря, восстановить оператор на всем графе

Γ).

Приступая к исследованию Задачи 𝐼𝑃 (Γ), заметим, прежде всего, что,

применяя Алгоритм 3.1, можно по заданным {𝐽𝑘}𝑝−1𝑘=1 (однозначно) восстановить

потенциалы 𝑞𝑘(·), 𝑘 = 1, 𝑝− 1. Таким образом, для завершения решения Задачи

𝐼𝑃 (Γ) требуется найти 𝑞𝑝(·). Рассмотрим условия склейки для решения типа

Вейля 𝜓1(𝜌). Следующее соотношение вытекает непосредственно из (3.6):

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑈𝑗2(𝜓1𝑗(·, 𝜌))
𝑈𝑗1(𝜓1𝑗(·, 𝜌))

= 0. (3.30)

Поскольку для 𝑗 = 2, 𝑝 имеем 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛾𝑘𝑗(𝜌)𝑓𝑗(𝑥, 𝜌), справедливо равенство:

𝑈𝑗2(𝜓1𝑗(·, 𝜌))
𝑈𝑗1(𝜓1𝑗(·, 𝜌))

=
𝜎𝑗1 + 𝜎𝑗2𝑚𝑗(𝜆)

𝜎𝑗
,

где 𝑚𝑗(𝜆) = 𝑏𝑗2(𝜌)/𝑏𝑗1(𝜌) представляют собой "локальные"функции Вейля на

лучах ℛ𝑗, иначе говоря, функции Вейля для операторов ℓ𝑗 на полуоси. Пере-

пишем (3.30) в следующем виде:

𝜎𝑝1 + 𝜎𝑝2𝑚𝑝(𝜆)

𝜎𝑝
= −

𝑝−1∑︁
𝑗=2

𝜎𝑗1 + 𝜎𝑗2𝑚𝑗(𝜆)

𝜎𝑗
− 𝑈12(𝜓11(·, 𝜌))
𝑈11(𝜓11(·, 𝜌))

. (3.31)

Заметим теперь, что все функции Вейля 𝑚𝑗, 𝑗 = 2, 𝑝− 1 можно считать извест-

ными, поскольку соответствующие потенциалы 𝑞𝑗(·) восстановлены при реше-

нии задач 𝐼𝑃 (𝑗), 𝑗 = 2, 𝑝− 1. Далее, решение типа Вейля 𝜓11(𝑥, 𝜌) также можно
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считать известным (найденным при решении задачи 𝐼𝑃 (1)). Таким образом, все

величины в правой части (3.31) известны, и мы можем использовать равенство

(3.31) для восстановления "локальной"функции Вейля 𝑚𝑝(·).
Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 3.3. Задание данных рассеяния 𝐽 однозначно определяет по-

тенциал на графе Γ. Функции 𝑞𝑘(·), 𝑘 = 1, 𝑝 могут быть найдены по следую-

щему алгоритму.

1. Для 𝑘 = 1, 𝑝− 1 решить Задачи 𝐼𝑃 (𝑘) с помощью Алгоритма 3.1 и вос-

становить функции 𝑞𝑘(·). Для 𝑘 = 1 найти также 𝜓11(𝑥, 𝜌) (в ходе ре-

шения Задачи 𝐼𝑃 (1)).

2. Найти 𝑚𝑝(·) из (3.31).
3. По найденной функции 𝑚𝑝(·) восстановить 𝑞𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞), решив (ло-

кальную) обратную спектральную задачи на полуоси 𝑥 > 0.

§3.2 Задача рассеяния на некомпактном

квантовом графе с циклом

Рассмотрим геометрический граф 𝐺, состоящий из гладкой замкнутой

кривой ℛ0 длины 𝜋 и лучей {ℛ𝑘}𝑝𝑘=1, 𝑝 ≥ 2, выходящих из некоторой точки

𝑣 ∈ ℛ0.

Функцию 𝑦, заданную на лучеℛ𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝} будем рассматривать как

функцию локального параметра 𝑥 ∈ [0,∞), причем значение параметра 𝑥 = 0

соответствует вершине 𝑣, функция на ребре ℛ0 рассматривается, соответствен-

но, как функция на [0, 𝜋]. Функция 𝑦, заданная на 𝐺, будет рассматриваться

как набор функций {𝑦𝑘}𝑝𝑘=0.

На каждом ребре зададим дифференциальное выражение:

ℓ𝑗𝑦𝑗 := −𝑦′′𝑗 + 𝑞𝑗(𝑥)𝑦𝑗, (3.32)

где функция 𝑞 = {𝑞𝑗}𝑝𝑗=0 предполагается вещественно-значной и удовлетворяю-

щей условию:
𝜋∫︁

0

|𝑞0(𝑥)| 𝑑𝑥+
𝑝∑︁

𝑗=1

∞∫︁
0

(1 + 𝑥)|𝑞𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞. (3.33)
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Следующее условие в вершине 𝑣 будем называть стандартным условием

склейки:
𝑝∑︁

𝑗=0

𝑦′𝑗(0) = 𝑦′0(𝜋). (3.34)

В пространстве 𝐿2(𝐺) ∩ 𝐶(𝐺) рассмотрим оператор Штурма–Лиувилля

𝐿 = 𝐿(𝑞,𝐺), порожденный дифференциальным выражением (3.32) и условием

склейки (3.34).

Определение 3.2. Функцию Φ(𝜆), определенную на графе 𝐺, при всех

(как минимум) 𝜆 ∈ C ∖ R назовем решением Вейля, если:

1) Φ(𝜆) ∈ 𝐿2(𝐺) ∩ 𝐶(𝐺) и Φ(𝜆) |𝑣 = 1;

2) при каждом 𝑗 = 0, 𝑝 выполняется уравнение ℓ𝑗Φ𝑗 = 𝜆Φ𝑗.

Величину

𝑀(𝜆) :=

𝑝∑︁
𝑗=0

Φ′𝑗(0, 𝜆)− Φ′0(𝜋, 𝜆)

назовем функцией Вейля.

Лемма 3.8. 𝑀(·) – неванлинновская функция.

Доказательство. Для построения решения Вейля можно воспользовать-

ся стандартной техникой, использующей «локальные» ФСР уравнений ℓ𝑗𝑦 = 𝜆𝑦

на каждом ребре [52]. При этом коэффициенты СЛАУ, к которой сводится усло-

вие 1 Определения 3.2, будут голоморфными функциями от 𝜆 ∈ C ∖ [0,+∞).

Таким образом, Φ(𝜆) существует и единственна при всех 𝜆 ∈ C ∖ [0,+∞) за

исключением, возможно, некоторого счетного множества, и как функция 𝜆 ме-

роморфна в C ∖ [0,+∞).

Далее, из вещественности 𝑞 стандартным образом выводится равенство

𝑀(�̄�) = 𝑀(𝜆), из которого вытекает, в частности, что все возможные полюса

𝑀(·) вещественны. Кроме того, для произвольной 𝜆 = 𝜎 + 𝑖𝜏 имеем:

𝜏

𝜋∫︁
0

|Φ0|2𝑑𝑥 = Im
(︁
Φ0(0)Φ

′
0(0)

)︁
− Im

(︁
Φ0(𝜋)Φ

′
0(𝜋)

)︁
,

𝜏

∞∫︁
0

|Φ𝑗|2𝑑𝑥 = ImΦ𝑗(0)Φ
′
𝑗(0) 𝑗 = 1, 𝑝
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Суммируя выписанные равенства и пользуясь условием 1 Определения 3.2, по-

лучаем:

𝜏

𝜋∫︁
0

|Φ0|2𝑑𝑥+ 𝜏

𝑝∑︁
𝑗=1

∞∫︁
0

|Φ𝑗|2𝑑𝑥 = Im 𝑀(𝜆),

откуда следует, что Im 𝑀(𝜆) и Im 𝜆 – величины одного знака.

□

Всюду далее 𝐶𝑗(·, 𝜆), 𝑆𝑗(·, 𝜆), 𝑗 = 0, 𝑝 обозначают решения уравнений

ℓ𝑗𝑦 = 𝜆𝑦 при начальных условиях 𝐶𝑗(0, 𝜆) = 𝑆 ′𝑗(0, 𝜆) = 1, 𝑆𝑗(0, 𝜆) = 𝐶 ′𝑗(0, 𝜆) =

0. Кроме этих решений, на лучах ℛ𝑗, 𝑗 = 1, 𝑝 мы будем использовать решения

Йоста 𝑒𝑗(·, 𝜌) уравнений ℓ𝑗𝑦 = 𝜌2𝑦 с асимптотиками 𝑒𝑗(𝑥, 𝜌) = exp(𝑖𝜌𝑥)(1+𝑜(1))

при 𝑥→∞.

Рассмотрим задачу на собственные значения для оператора 𝐿. Предполо-

жим, что 𝜆 ∈ C ∖ [0,+∞) является собственным значением. Тогда соответству-

ющая собственная функция может быть представлена в виде:

𝑦𝑗(𝑥) = 𝛾𝑗𝑒𝑗(𝑥, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑦0(𝑥) = 𝛼0𝐶0(𝑥, 𝜆) + 𝛽0𝑆0(𝑥, 𝜆),

где 𝜆 = 𝜌2, 𝜌 ∈ C+ := {𝜌 : Im𝜌 > 0}. Условия склейки (3.34), рассматриваемые
совместно с условием 𝑦(·) ∈ 𝐶(𝐺), эквивалентны некоторой СЛАУ относитель-

но величин {𝛼0, 𝛽0} and {𝛾𝑗}𝑗=1,𝑝. Определитель этой СЛАУ обозначим Δ(𝜆)

и будем называть в дальнейшем характеристической функцией оператора 𝐿.

По построению 𝜆 ∈ C ∖ [0,+∞) является собственным значением оператора 𝐿

тогда и только тогда, когда Δ(𝜆) = 0.

Следующая лемма может быть получена непосредственным подсчетом.

Лемма 3.9. Справедливо представление:

𝑀(𝜆) =
Δ(𝜆)

𝑑(𝜆)
,

где

𝑑(𝜆) :=

𝑝∏︁
𝑗=0

𝑑𝑗(𝜆), 𝑑𝑗(𝜆) := 𝑒𝑗(0, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑑0(𝜆) := 𝑆0(𝜋, 𝜆).

Обозначим через Λ множество собственных значений оператора 𝐿. По-

скольку 𝐿 самосопряжен (в 𝐿2(𝐺)), все его собственные значения вещественны.
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Запишем множество Λ как объединение: Λ = Λ− ∪ Λ+, где Λ− = Λ ∩ (−∞, 0).
Обозначим 𝑛− = card(Λ−), и 𝑁− – число отрицательных корней функции Δ(·)
с учетом их кратностей.

Лемма 3.10. Справедлива оценка:

𝑛− ≤ 𝑁− ≤ 𝑁0 +𝑄,

где

𝑄 =

𝑝∑︁
𝑗=1

∞∫︁
0

𝑥 |𝑞𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥

и число 𝑁0 зависит только от потенциала 𝑞0(·) на ребре ℛ0.

Доказательство. Из Леммы 3.9 и неванлинновости функции Вейля сле-

дует, что отрицательные корни функции Δ(·) перемежаются с отрирцательны-
ми корнями функции 𝑑(·). Известно, что число отрицательных корней функции
𝑑0(·) (т.е., число отрицательных собственных значений периодической задачи

для оператора, порожденного выражением ℓ0) конечно, а число отрицательных

корней функции 𝑑𝑗(·) оценивается величиной [21]:

𝑄𝑗 =

∞∫︁
0

𝑥 |𝑞𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥.

□

Введем в рассмотрение графы 𝐺𝑘, 𝑘 = 0, 𝑝, каждый из которых имеет

единственную вершину 𝑣, а набор ребер графа 𝐺𝑘 есть {ℛ𝑗}𝑗=0,𝑝∖{𝑘}. Обозначим

черезΔ𝑘(·) характеристическую функцию для оператора 𝐿 на 𝐺𝑘, а через𝑀𝑘(·)
– функцию Вейля. Применяя к 𝐺𝑘 Лемму 3.9, получаем представления:

𝑀𝑘(𝜆) =
Δ𝑘(𝜆)

Δ𝑘(𝜆)
,

где

Δ𝑘(𝜆) :=
∏︁

𝑗=0,𝑝∖{𝑘}

𝑑𝑗(𝜆).

Введем, кроме того,функции:

𝑑𝑘(𝜆) = 𝑒′𝑘(0, 𝜌), 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑑0(𝜆) = 2− 𝐶0(𝜋, 𝜆)− 𝑆 ′0(𝜋, 𝜆).
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Заметим, что следующие функции:

𝑚𝑘(𝜆) :=
𝑑𝑘(𝜆)

𝑑𝑘(𝜆)

суть классические функции Вейля на ℛ𝑘; в частности, все они являются неван-

линновскими функциями.

Непосредственные вычисления приводят к следующему результату.

Лемма 3.11. Справедливо следующее представление:

Δ(𝜆) = 𝑑𝑘(𝜆)Δ
𝑘(𝜆) + 𝑑𝑘(𝜆)Δ𝑘(𝜆).

Здесь 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑝} произвольно.

Замечание 3.1. Всюду далее, если не оговорено иное, мы полагаем, что

𝜆 = 𝜌2. При этом, если 𝜌 ∈ R ∖ {0}, подразумевается, что 𝜆 = 𝜌2 + sgn𝜌 · 𝑖0,
т.е., для фигурирующих в формуле функций от 𝜆 берется соответствующее

предельное значение.

Лемма 3.12. Для п.в. 𝜆 ∈ (0,∞) имеем ±Im𝑀𝑘(𝜆± 𝑖0) > 0. Если 𝑘 = 0,

то данная оценка справедлива для всех 𝜆 ∈ (0,∞).

Доказательство. Утверждение вытекает непосредственно из представ-

ления:

𝑀(𝜆) =

𝑝∑︁
𝑗=0

𝑚𝑗(𝜆)

и аналогичных представлений для 𝑀𝑘(𝜆). Напомним, что [139]:

±Im𝑚𝑗(𝜆± 𝑖0) > 0, 𝜆 ∈ (0,∞), 𝑗 = 1, 𝑝.

□

Лемма 3.13. Справедливы оценки:

|Δ(𝜆)| ≥ |Δ𝑘(𝜆)| · |𝑑𝑘(𝜆)| · |Im 𝑚𝑘(𝜆)| , 𝑘 = 1, 𝑝,

|Δ(𝜆)| ≥
⃒⃒
Δ𝑘(𝜆)

⃒⃒
·
⃒⃒
𝑑𝑘(𝜆)

⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
Im

1

𝑚𝑘(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
, 𝑘 = 1, 𝑝;

|Δ(𝜆)| ≥ |Δ0(𝜆)| · |𝑑0(𝜆)| · |Im 𝑀0(𝜆)| ,

|Δ(𝜆)| ≥
⃒⃒
Δ0(𝜆)

⃒⃒
·
⃒⃒
𝑑0(𝜆)

⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
Im

1

𝑀0(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
,
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где 𝜆 = 𝜌2, 𝜌 ∈ C+ ∖ {0}.

Доказательство. Пусть 𝜆 такая, что Δ0(𝜆)𝑑0(𝜆) ̸= 0. Из Лемм 3.11, 3.9

следует:
Δ(𝜆)

Δ0(𝜆)𝑑0(𝜆)
=𝑀0(𝜆) +𝑚0(𝜆).

Поскольку 𝑀0(·) и 𝑚0(·) – неванлинновские функции, величины Im 𝑀0(𝜆) и

Im 𝑚0(𝜆) – одного знака. Таким образом, имеем:

|𝑀0(𝜆) +𝑚0(𝜆)| ≥ |Im 𝑀0(𝜆) + Im 𝑚0(𝜆)| ≥ |Im 𝑀0(𝜆)| .

Остальные оценки получаются аналогично.

□

Лемма 3.14. Если 𝜆 ∈ (0,+∞) такова, что Δ(𝜆) = 0, то 𝜆 ∈ Λ. Об-

ратно, если 𝜆 ∈ Λ+, то Δ(𝜆) = 0.

Замечание 3.2. В общем случае для 𝜆 ∈ (0,+∞) существуют два

различных предельных значения Δ(𝜆 ± 𝑖0). Тем не менее, из соотношения

Δ(𝜆) = Δ(𝜆) следует, что Δ(𝜆 + 𝑖0) = 0 влечет Δ(𝜆 − 𝑖0) = 0 и обратно.

Таким образом, использование в Лемме 3.14 и ее доказательстве обозначения

Δ(𝜆) не приводит к противоречию.

Доказательство Леммы 3.14. Из Леммы 3.13 следует, что равенство

Δ(𝜆) = 0 при вещественном положительном значении 𝜆 возможно только в слу-

чае, когда 𝑑0(𝜆) = 𝑑0(𝜆) = 0. Это означает, что данная 𝜆 является собственным

значением для задачи Дирихле и периодической задачи на ℛ0 одновременно. В

этом случае решение 𝑆0(·, 𝜆) удовлетворяет периодическим граничным услови-

ям и, следовательно, функция 𝑦 = {𝑦𝑗}𝑝𝑗=0, где:

𝑦𝑗(𝑥) =

{︃
0, 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑆0(𝑥, 𝜆), 𝑗 = 0

является собственной функцией оператора 𝐿, соответствующей собственному

значению 𝜆.

Обратно, если вещественная неотрицательная 𝜆 является собственным

значением оператора 𝐿 на 𝐺, то соответствующая собственная функция необ-

ходимо является тождественным 0 на каждом из лучей ℛ𝑗, 𝑗 = 1, 𝑝. Следо-

вательно, на ребре ℛ0 она должна быть пропорциональна решению 𝑆0(·, 𝜆). В
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этом случае условие склейки (3.34) эквивалентно, фактически, периодическим

условиям на 𝑆0(·, 𝜆). Это означает, что такая 𝜆 необходимо является собствен-

ным значением задачи Дирихле и одновременно периодической задачи на ℛ0,

откуда 𝑑0(𝜆) = 𝑑0(𝜆) = 0, что, в силу Леммы 3.11 влечет справедливость дока-

зываемого утверждения.

□

Лемма 3.15. Для 𝜆 = 𝜌2, |𝜌| > 𝜌*, 𝜌 ∈ C+
𝛿 = {𝜌 ∈ C+ : |𝜌− 𝑛| ≥ 𝛿, 𝑛 ∈ Z}

справедливы оценки:

𝐶𝛿 exp (𝜏𝜋) ≤ |Δ(𝜆)| ≤ 𝐶 exp (𝜏𝜋) ,

где 𝜏 = Im 𝜌.

Более того, имеет место асимптотика:

Δ(𝜆) = −𝑝+ 2

2
exp(−𝑖𝜌𝜋)+𝑂

(︂
1

𝜌
exp(𝜏𝜋)

)︂
, 𝜌→∞, arg 𝜌 ∈ [𝜀, 𝜋−𝜀], 𝜀 ∈ (0, 𝜋/2).

Доказательство. Из Леммы 3.11 имеем представление:

Δ(𝜆) =

𝑝∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘(𝜆)
∏︁

𝑗=1,𝑝∖{𝑘}

𝑑𝑘(𝜆).

Подставляя в него классические асимптотики:

𝑑𝑘(𝜆) = 1 +𝑂

(︂
1

𝜌

)︂
, 𝑑𝑘(𝜆) = 𝑖𝜌

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝜌

)︂)︂
, 𝑘 = 1, 𝑝

и

𝑑0(𝜆) =
sin 𝜌𝜋

𝜌
+𝑂

(︂
1

𝜌2
exp(𝜏𝜋)

)︂
, 𝑑0(𝜆) = 2− 2 cos(𝜌𝜋) +𝑂

(︂
1

𝜌
exp(𝜏𝜋)

)︂
приходим к представлению:

Δ(𝜆) = 2− 2 cos(𝜌𝜋) + 𝑖𝑝 sin 𝜌𝜋 +𝑂

(︂
1

𝜌
exp(𝜏𝜋)

)︂
.

Дальнейшие рассуждения стандартны [21], [139], [57].

□

Зафиксируем произвольный луч ℛ𝑘, 𝑘 ∈ 1, 𝑝.

Определение 3.3. Функцию на графе 𝐺 𝜓𝑘(𝜌) = {𝜓𝑘𝑗(·, 𝜌)}𝑝𝑗=0, 𝜌 ∈ C+

назовем решением типа Вейля, ассоциированным с ℛ𝑘, если:
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1) она непрерывна на 𝐺 и удовлетворяет условию склейки (3.34);

2) выполняются уравнения ℓ𝑗𝜓𝑘𝑗 = 𝜌2𝜓𝑘𝑗, 𝑗 = 0, 𝑝;

3) 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(𝑖𝜌𝑥)) при 𝑥→∞, 𝑗 = 1, 𝑝 ∖ {𝑘};
4) 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥)(1 + 𝑜(1)) при 𝑥→∞.

Для построения 𝜓𝑘(𝜌) воспользуемся представлениями:

𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) = 𝛾𝑘𝑗(𝜌)𝑒𝑗(𝑥, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑝 ∖ {𝑘}; (3.35)

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝛾𝑘𝑘(𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌) + 𝛿𝑘(𝜌)𝑆𝑘(𝑥, 𝜆). (3.36)

Заметим, что представления (3.35), (3.36) гарантируют выполнение усло-

вий 2) – 3) Определения 3.3 независимо от выбора констант {𝛾𝑘𝑗(𝜌)}, 𝛿𝑘(𝜌).
Условие 4) при этом сводится к:

𝛿𝑘(𝜌) = −
2𝑖𝜌

𝑒𝑘(0, 𝜌)
. (3.37)

Наконец, условие 1) сводится к системе линейных уравнений относительно {𝛾𝑘𝑗},
определитель которой совпадает со значением характеристической функции

Δ(𝜆). Решая получившуюся СЛАУ, получаем, в частности, представление:

𝛾𝑘𝑘(𝜌) =
2𝑖𝜌

𝑒𝑘(0, 𝜌)
· Δ𝑘(𝜆)

Δ(𝜆)
, (3.38)

где функции Δ𝑘(𝜆) введены выше.

Полученное представление можно также переписать следующим образом:

𝛾𝑘𝑘(𝜌) =
2𝑖𝜌

𝑒2𝑘(0, 𝜌)
· 1

𝑀𝑘(𝜆)
. (3.39)

Из приведенных рассуждений вытекает, в частности, следующее утвер-

ждение.

Лемма 3.16. Функция 𝜓𝑘𝑘(·, 𝜌) мероморфна по 𝜌 ∈ C+, все ее полюса

лежат на мнимой оси.

В дальнейшем через 𝑍−𝑘 будем обозначать множество полюсов функции

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌). По построению ясно, что это множество не зависит от 𝑥.

Лемма 3.17. 1) Если 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 , то 𝜆0 = 𝜌20 ∈ Λ−.

2) Множество 𝑍−𝑘 конечно.
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Доказательство. Из представлений (3.38), (3.37) следует, что данная

𝜌0 ∈ C+ может быть полюсом функции 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) лишь при условии, что 𝜆0 = 𝜌20
является корнем функции 𝑑𝑘(𝜆)Δ(𝜆). Предположим, что 𝑑𝑘(𝜆0) = 0, ноΔ(𝜆0) ̸=
0. Поскольку функция 𝑒𝑘(0, 𝜌) имеет лишь простые корни, функция 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)

имеет в точке 𝜌 = 𝜌0 простой полюс или устранимую особенность. Вычисляя

вычет, получаем:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) =
2𝑖𝜌0

�̇�𝑘(0, 𝜌0)
· Δ𝑘(𝜆0)

Δ(𝜆0)
· 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌0)−

2𝑖𝜌0
�̇�𝑘(0, 𝜌0)

· 𝑆𝑘(𝑥, 𝜆0),

где точка обозначает производную по 𝜌. Примем во внимание, что, в силу Лем-

мы 3.11, имеем Δ(𝜆0) = 𝑒′𝑘(0, 𝜌0)Δ𝑘(𝜆0), причем 0 = 𝑑𝑘(𝜆0) = 𝑒𝑘(0, 𝜌0) влечет

𝑒𝑘(𝑥, 𝜌0) = 𝑒′𝑘(0, 𝜌0)𝑆𝑘(𝑥, 𝜆0) и мы получаем окончательно: res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 0.

Таким образом, 𝜌0 является устранимой особенностью. Полученное противоре-

чие показывает, что 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 необходимо влечет Δ(𝜆0) = 0. Тем самым доказано

первое из утверждений леммы. Но теперь второе утверждение немедленно сле-

дует из Леммы 3.10.

□

Лемма 3.18. Все полюса функции 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) простые. Для вычетов

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 справедливы следующие асимптотические представ-

ления:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑖𝛼𝑘(𝜌0) exp(𝑖𝜌0𝑥)(1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞.

Числа 𝛼𝑘(𝜌0) вещественны и положительны.

Доказательство. Пусть 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 таково, что 𝑒𝑘(0, 𝜌0) ̸= 0. Тогда 𝜆0 =

𝜌20 является корнем Δ(·) и простым корнем функции 𝑀𝑘(·) из представления
(3.39). Поскольку 𝑀𝑘(·) – неванлинновская функция, имеем:

1

𝑀𝑘(𝜆)
=

𝑎(𝜆0)

𝜆− 𝜆0
+𝑂(1), 𝜆→ 𝜆0,

где 𝑎(𝜆0) вещественно и положительно. Из полученного равенства, в свою оче-

редь, следует:

𝛾𝑘𝑘(𝜌) =
2𝑖𝜌0

𝑒2𝑘(0, 𝜌0)
· 𝑎(𝜆0)
𝜌2 − 𝜌20

+𝑂(1), 𝜌→ 𝜌0,

откуда заключаем, что 𝛾𝑘𝑘(𝜌) имеет простой полюс в точке 𝜌 = 𝜌0 и:

res𝜌=𝜌0𝛾𝑘𝑘(𝜌) = 𝑖𝛼𝑘(𝜌0), 𝛼𝑘(𝜌0) =
𝑎(𝜆0)

𝑒2𝑘(0, 𝜌0)
. (3.40)
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Далее, поскольку 𝑒2𝑘(0, 𝜌0) ∈ (0,+∞), имеем: 𝛼𝑘(𝜌0) ∈ (0,+∞). Теперь из (3.39),

(3.40) выводим:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑖𝛼𝑘(𝜌0)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌0),

что доказывает требуемое.

Рассмотрим случай 𝑒𝑘(0, 𝜌0) = 0. В этом случае можно повторить рас-

суждения, аналогичные приведенным выше, заменив в них решение 𝑆𝑘(·, 𝜆) ре-
шением 𝑆0

𝑘(·, 𝜆), для которого (аналогичные) начальные условия налагаются в
точке 𝑥 = 𝑥0, такой что 𝑒𝑘

(︀
𝑥0, 𝜌0

)︀
̸= 0.

□

В дальнейшем величины 𝛼𝑘(𝜌0), 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 будем называть весовыми чис-

лами.

Замечание 3.3. Фактически было доказано представление:

res𝜌=𝜌0𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑖𝛼𝑘(𝜌0)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌0), 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 .

Рассмотрим теперь поведение 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌), при Im 𝜌→ +0. Обозначим через

𝑍+
0 множество всех 𝜌 ∈ R таких, что 𝜆 = 𝜌2 ∈ Λ.

Лемма 3.19. Если 𝜌0 ∈ R∖
(︀
{0} ∪ 𝑍+

0

)︀
, то существует предел 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌0) :=

lim
𝜌→𝜌0,𝜌∈Ω+

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌0). Если 𝜌0 ∈ 𝑍+
0 , то 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) и 𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) ограничены при

𝜌→ 𝜌0, 𝜌 ∈ C+.

Доказательство.Утверждение леммы следует непосредственно из (3.36)–

(3.38) и Лемм 3.13, 3.11. □

Используя стандартные методы классической теории рассеяния для опе-

ратора Штурма–Лиувилля на оси, приходим к следующему утверждению.

Лемма 3.20. Для 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ R ∖
(︀
{0} ∪ 𝑍+

0

)︀
имеет место представ-

ление:

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑒𝑘(𝑥,−𝜌) + 𝑠𝑘(𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌).

Следствие 3.1. Для 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ R ∖
(︀
{0} ∪ 𝑍+

0

)︀
справедлива асимпто-

тика:

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = exp(−𝑖𝜌𝑥) + 𝑠𝑘(𝜌) exp(𝑖𝜌𝑥) + 𝑜(1), 𝑥→∞.

Функцию 𝑠𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ R ∖
(︀
{0} ∪ 𝑍+

0

)︀
в дальнейшем будем называть коэф-

фициентом отражения, ассоциированным с лучом ℛ𝑘.
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Лемма 3.21. Для п.в. 𝜌 ∈ R∖
(︀
{0} ∪ 𝑍+

0

)︀
справедлива оценка |𝑠𝑘(𝜌)| < 1.

Кроме того, выполнено соотношение 𝑠𝑘(−𝜌) = 𝑠𝑘(𝜌).

Доказательство. Используя соотношения (3.36) – (3.38), получаем:

𝑠𝑘(𝜌) = −
𝑒𝑘(0,−𝜌)
𝑒𝑘(0, 𝜌)

· 𝑀𝑘(𝜆) +𝑚𝑘(𝜆)

𝑀𝑘(𝜆) +𝑚𝑘(𝜆)
. (3.41)

Из полученного представления непосредственно вытекает соотношение 𝑠𝑘(−𝜌) =
𝑠𝑘(𝜌). Далее, из Леммы 3.12 следует:⃒⃒⃒⃒

⃒𝑀𝑘(𝜆) +𝑚𝑘(𝜆)

𝑀𝑘(𝜆) +𝑚𝑘(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1,

причем из классической теории операторов Штурма–Лиувилля известно, что:⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑘(0,−𝜌)
𝑒𝑘(0, 𝜌)

⃒⃒⃒⃒
= 1.

Подставляя указанные оценки в представление (3.41), получаем требуемое.

□

Лемма 3.22. Справедлива оценка:

|𝛾𝑘𝑘(𝜌)| ≤ 𝐴𝑘, 𝜌→∞, 𝜌 ∈ C+ ∖ {0},

где 𝛾𝑘𝑘(𝜌) определяется соотношением (3.38), а константа 𝐴𝑘 определяется

геометрией графа 𝐺 и не зависит от потенциала 𝑞(·).
Если, кроме того, потенциал 𝑞(·) имеет компактный носитель, то ука-

занная оценка допускает следующее уточнение:

|𝑔𝑘(𝜌)| ≤ 𝐴𝑘, 𝑔𝑘(𝜌) := 𝛾𝑘𝑘(𝜌)
∏︁

𝜌0∈𝑍−
𝑘

𝜌− 𝜌0
𝜌− 𝜌0

, 𝜌 ∈ C+
.

Доказательство. Первая часть утверждения вытекает непосредственно

из представления (3.38) и Леммы 3.15.

Пусть теперь потенциал 𝑞(·) имеет компактный носитель. Поскольку при
𝜌, 𝜌0 ∈ C+ |𝜌 − 𝜌0| ≤ |𝜌 − 𝜌0|, оценка, полученная для 𝛾𝑘𝑘(𝜌), остается спра-

ведливой и для 𝑔𝑘(𝜌). Таким образом, для достаточно больших 𝜌 ∈ C+
имеем:

|𝑔𝑘(𝜌)| ≤ 𝐴𝑘.

Рассмотрим 𝜌 ∈ R ∖ {0}. Поскольку

𝑠𝑘(𝜌) = 𝛾𝑘𝑘(𝜌)−
𝑒𝑘(0,−𝜌)
𝑒𝑘(0, 𝜌)

,
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справедлива оценка:

|𝑔𝑘(𝜌)| = |𝛾𝑘𝑘(𝜌)| ≤ 2, 𝜌 ∈ R ∖ {0}. (3.42)

В силу компактности носителя 𝑞(·) функция 𝑔𝑘(𝜌) голоморфна в окрест-
ности 0 и, следовательно, оценка (3.42) остается справедливой при всех 𝜌 ∈ R.
Поскольку (см. Лемму 3.18) все полюса функции 𝛾𝑘𝑘(𝜌) простые и принадле-

жат 𝑍−𝑘 , функция 𝑔𝑘(𝜌) голоморфна в C+. Доказательство леммы завершается

применением принципа максимума модуля к аналитической функции 𝑔𝑘(𝜌) в

области C+ ∩ {𝜌 : |𝜌| < 𝑅} с достаточно большим 𝑅 > 0.

□

Замечание 3.4. Поскольку для 𝜌 ∈ C+
, 𝜌0 ∈ C+

выполнено неравенство:⃒⃒⃒⃒
𝜌− 𝜌0
𝜌− 𝜌0

⃒⃒⃒⃒
≤ 1,

оценка из Леммы 3.22 допускает следующее обобщение:

|𝑓(𝜌)| ≤ 𝐴𝑘, 𝑓(𝜌) := 𝛾𝑘𝑘(𝜌)
∏︁
𝜌0∈𝑍

(︂
𝜌− 𝜌0
𝜌− 𝜌0

)︂𝜈(𝜌0)

,

где 𝑍 – произвольное конечное подмножество C+
, такое что 𝑍−𝑘 ⊆ 𝑍, и 𝜈(𝜌0),

𝜌0 ∈ 𝑍 суть произвольные неотрицательные целые числа, положительные

для 𝜌0 ∈ 𝑍−𝑘 .

Лемма 3.23. 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜓
′
𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) ограничены при 𝜌→ 0, 𝜌 ∈ C+

.

Доказательство. В случае потенциала 𝑞(·) с компактным носителем тре-

буемое утверждение следует непосредственно из Леммы 3.22.

Рассмотрим общий случай. Введем в рассмотрение следующее семейство

операторов 𝐿(𝑇 ) = 𝐿
(︀
𝑞(𝑇 )(𝑥), 𝐺

)︀
с параметром 𝑇 > 0:

𝑞
(𝑇 )
0 (𝑥) = 𝑞0(𝑥);

𝑞
(𝑇 )
𝑗 (𝑥) = 𝑞𝑗(𝑥), 𝑥 ≤ 𝑇 ; 𝑞

(𝑇 )
𝑗 (𝑥) = 0, 𝑥 > 𝑇, 𝑗 = 1, 𝑝.

Из результатов классической теории операторов Штурма–Лиувилля следует,

что Δ(𝑇 )(𝜆)→ Δ(𝜆) при 𝑇 →∞ равномерно по {𝜆 ∈ C ∖ [0,+∞) : 𝜀 < |𝜆| < 𝑅}
для произвольных 0 < 𝜀 < 𝑅 < ∞. Более того, считая, что Λ− представлено

в виде Λ− = {𝜆𝜈 = 𝜌2𝜈}𝜈=1,𝑛−
, можно утверждать, что 𝛾(𝑇 )𝑘𝑘 (𝜌) → 𝛾𝑘𝑘(𝜌) при

𝑇 → +∞ равномерно по {𝜌 ∈ C+ : |𝜌| ≥ 𝜀, |𝜌− 𝜌𝜈| ≥ 𝜀, 𝜈 = 1, 𝑛−}.
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Обозначим через 𝜅𝜈, 𝜈 ∈ 1, 𝑛− кратности корней 𝜆𝜈 характеристической

функции Δ(𝜆). Тогда для любого 𝜀 > 0 при 𝑇 > 𝑇𝜀 множество всех корней

функции Δ(𝑇 )(𝜆) может быть представлено в виде: 𝜆(𝑇 )𝜈𝑗 =
(︁
𝜌
(𝑇 )
𝜈𝑗

)︁2
, 𝑗 = 1, 𝜅𝜈,

𝜈 = 1, 𝑛−, 𝜆
(𝑇 )
0𝑗 =

(︁
𝜌
(𝑇 )
0𝑗

)︁2
, 𝑗 = 1, 𝜅

(𝑇 )
0 , где

⃒⃒⃒
𝜌
(𝑇 )
𝜈𝑗 − 𝜌𝜈

⃒⃒⃒
< 𝜀,

⃒⃒⃒
𝜌
(𝑇 )
0𝑗

⃒⃒⃒
< 𝜀. Несмотря на

то, что 𝜅(𝑇 )0 зависит от 𝑇 , из Леммы 3.10 следует, что 𝜅(𝑇 )0 ≤ 𝑁 *, где оценка 𝑁 *

уже не зависит от 𝑇 . Положим 𝜌
(𝑇 )
0𝑗 = 0, 𝑗 = 𝜅

(𝑇 )
0 + 1, 𝑁*.

Рассмотрим следующее семейство функций:

𝑓 (𝑇 )(𝜌) = 𝛾
(𝑇 )
𝑘𝑘 (𝜌) ·

𝑛−∏︁
𝜈=1

𝜅𝜈∏︁
𝑗=1

𝜌− 𝜌(𝑇 )𝜈𝑗

𝜌− 𝜌(𝑇 )𝜈𝑗

·
𝑁*∏︁
𝑗=1

𝜌− 𝜌(𝑇 )0𝑗

𝜌− 𝜌(𝑇 )0𝑗

.

Ясно, что 𝜌
(𝑇 )
𝜈𝑗 → 𝜌𝜈, 𝜌

(𝑇 )
0𝑗 → 0 при 𝑇 → ∞. Таким образом, для каждого

фиксированного 𝜌 ∈ C+ имеем 𝑓 (𝑇 )(𝜌)→ 𝑓(𝜌), где:

𝑓(𝜌) = 𝛾𝑘𝑘(𝜌)

𝑛−∏︁
𝜈=1

(︂
𝜌− 𝜌𝜈
𝜌− 𝜌𝜈

)︂𝜅𝜈

.

Поскольку в силу Леммы 3.22 и Замечания 3.3 справедлива оценка
⃒⃒
𝑓 (𝑇 )(𝜌)

⃒⃒
≤

𝐴𝑘, заключаем, что |𝑓(𝜌)| ≤ 𝐴𝑘.

Из полученного результата следует, в частности, что 𝛾𝑘𝑘(𝜌) = 𝑂(1) при

𝜌 → 0, 𝜌 ∈ C+. Учитывая, что 𝛿𝑘(𝜌) = 𝑂(1) при 𝜌 → 0, 𝜌 ∈ C+ приходим к

требуемому утверждению.

□

Наряду с оператором 𝐿 = 𝐿(𝑞,𝐺) будем рассматривать оператор �̃� =

𝐿(𝑞,𝐺) на том же графе 𝐺, но с другим, вообще говоря, потенциалом 𝑞(𝑥).

Условимся, что если некоторый символ 𝜉 обозначает объект, относящийся к 𝐿,

то этот же символ с тильдой 𝜉 обозначает аналогичный объект, относящийся к

�̃�, и 𝜉 := 𝜉 − 𝜉.

Лемма 3.24. Для 𝜌 ∈ C+
𝛿 справедливы оценки:

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (exp(−𝑖𝜌𝑥)) , 𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂 (𝜌 exp(−𝑖𝜌𝑥)) ,

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂

(︂
1

𝜌
exp(−𝑖𝜌𝑥)

)︂
.

Доказательство.Применяя Лемму 3.15 и пользуясь принципом Фрагмена–

Линделефа, нетрудно получить оценки:

Δ̂(𝜆) = 𝑂

(︂
1

𝜌
exp(𝜏𝜋)

)︂
, Δ̂𝑘(𝜆) = 𝑂

(︂
1

𝜌2
exp(𝜏𝜋)

)︂
.
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С учетом указанных оценок, для доказательства леммы достаточно воспользо-

ваться представлениями (3.36), (3.38) и классическими оценками:

𝑒𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂(exp(𝑖𝜌𝑥)), 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂

(︂
1

𝜌
exp(𝑖𝜌𝑥)

)︂
,

𝑆𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝑂

(︂
1

𝜌
exp(−𝑖𝜌𝑥)

)︂
, 𝑆𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝑂

(︂
1

𝜌2
exp(−𝑖𝜌𝑥)

)︂
.

□

Определение 3.4. Набор данных

𝐽𝑘 := {𝑠𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ R ∖
(︀
{0} ∪ 𝑍+

0

)︀
, 𝑍−𝑘 , 𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍−𝑘 }

будем называть данными рассеяния, ассоциированными с лучом ℛ𝑘.

Следующая теорема утверждает, что задание данных рассеяния, ассоци-

ированных с лучом ℛ𝑘 однозначно определяет потенциал 𝑞𝑘(·) на этом луче.

Теорема 3.4. Предположим, что операторы 𝐿, �̃� на графе 𝐺 с веще-

ственнозначными потенциалами 𝑞(·), 𝑞(·) удовлетворяющими (3.33), таковы,

что 𝐽𝑘 = 𝐽𝑘. Тогда 𝑞𝑘(𝑥) = 𝑞𝑘(𝑥) для п.в. 𝑥 ∈ (0,∞).

Доказательство. Рассмотрим при 𝜆 ∈ C ∖ [0,+∞) функции:

𝜙1(𝑥, 𝜆) := 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜙2(𝑥, 𝜆) := 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜆 = 𝜌2, 𝜌 ∈ C+.

Введем в рассмотрение матрицы-функции:

Ψ(𝑥, 𝜆) :=

(︃
𝜙1(𝑥, 𝜆) 𝜙2(𝑥, 𝜆)

𝜙′1(𝑥, 𝜆) 𝜙′2(𝑥, 𝜆)

)︃

и Ψ̃(𝑥, 𝜆), а также следующую матрицу спектральных отображений:

𝑃 (𝑥, 𝜆) := Ψ(𝑥, 𝜆)Ψ̃−1(𝑥, 𝜆).

Из Леммы 3.20 следует, что предельные значения Ψ±(𝑥, 𝜆) := Ψ(𝑥, 𝜆± 𝑖0),
𝜆 ∈ (0,+∞) ∖ Λ удовлетворяют следующему условию сопряжения:

Ψ−(𝑥, 𝜆) = Ψ+(𝑥, 𝜆)𝑤(𝜆),

где

𝑤(𝜆) =

(︃
𝑠𝑘(𝜌) 1

1− |𝑠𝑘(𝜌)|2 −𝑠𝑘(𝜌)

)︃
, 𝜆 = 𝜌2, 𝜌 ∈ (0,+∞).
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Предположим, что 𝑠𝑘 = 𝑠𝑘. Тогда 𝑤 = �̃� и, следовательно, 𝑃+(𝑥, 𝜆) =

𝑃−(𝑥, 𝜆), 𝜆 ∈ (0,+∞) ∖ (Λ∪ Λ̃). Это означает, что матрица-функция 𝑃 (𝑥, 𝜆) го-
ломорфна по 𝜆 ∈ C∖

(︁
{0} ∪ Λ ∪ Λ̃

)︁
. Зафиксируем произвольное 𝜆0 ∈ (0,+∞)∩

(Λ∪Λ̃). Из Леммы 3.19 следует, что 𝑃 (𝑥, 𝜆) ограничена в окрестности 𝜆0, таким

образом, 𝜆0 является устранимой особенностью для 𝑃 (𝑥, 𝜆).

Далее, совпадение 𝐽𝑘 = 𝐽𝑘 означает, в частности, что Λ− = Λ̃−. Взяв

произвольное 𝜆0 ∈ Λ−, можем утверждать, что 𝜆0 является либо полюсом,

либо устранимой особенностью для 𝑃 (𝑥, 𝜆). Рассмотрим функции 𝑃11(𝑥, 𝜆) и

𝑃12(𝑥, 𝜆). Имеем:

𝑃11(𝑥, 𝜆) =
1

2𝑖𝜌

(︁
𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)𝑒

′
𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝜓′𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌)

)︁
,

𝑃12(𝑥, 𝜆) =
1

2𝑖𝜌

(︁
𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌)− 𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌)

)︁
.

Подставляя сюда представления

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) =
𝑖𝛼𝑘(𝜌0)

𝜌− 𝜌0
𝑒𝑘(𝑥, 𝜌0) +𝑂(1), 𝜌→ 𝜌0,

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) =
𝑖�̃�𝑘(𝜌0)

𝜌− 𝜌0
𝑒𝑘(𝑥, 𝜌0) +𝑂(1), 𝜌→ 𝜌0,

и принимая во внимание, что 𝛼𝑘(𝜌0) = �̃�𝑘(𝜌0), получаем 𝑃11(𝑥, 𝜆) = 𝑂(1),

𝑃12(𝑥, 𝜆) = 𝑂(1) в окрестности 𝜆0. Таким образом, точка 𝜆0 является устра-

нимой особенностью.

Далее, пользуясь Леммой 3.24 и классическими асимптотиками решений

Йоста 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌), получаем оценки:

𝑃11(𝑥, 𝜆)− 1 = 𝑂

(︂
1

𝜌

)︂
, 𝑃12(𝑥, 𝜆) = 𝑂

(︂
1

𝜌

)︂
, 𝜆→∞, 𝜌2 = 𝜆, 𝜌 ∈ C+

𝛿 .

В то же время, из Леммы 3.23 следует:

𝑃11(𝑥, 𝜆)− 1 = 𝑂

(︂
1

𝜌

)︂
, 𝑃12(𝑥, 𝜆) = 𝑂

(︂
1

𝜌

)︂
, 𝜆→ 0, 𝜌2 = 𝜆.

Рассматривая полученные оценки совместно, заключаем, что 𝑃11(𝑥, 𝜆)− 1 = 0,

𝑃12(𝑥, 𝜆) = 0, т.е., 𝜙𝜈(𝑥, 𝜆) = 𝜙𝜈(𝑥, 𝜆), 𝜈 = 1, 2 и, следовательно, 𝑞𝑘(𝑥) = 𝑞𝑘(𝑥)

для п.в. 𝑥 ∈ [0,∞).

□
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Сформулируем следующую «частичную» обратную задачу.

Задача 𝐼𝑃 (𝑘). По заданным данным рассеяния 𝐽𝑘, ассоциированным с

лучом ℛ𝑘, найти 𝑞𝑘(·).

Согласно предыдущей теореме данная задача имеет не более одного реше-

ния. Нашей следующей целью является построение конструктивного алгоритма

решения этой задачи. Покажем, что решение Задачи 𝐼𝑃 (𝑘) может быть сведено

к решению линейного уравнения в некотором гильбертовом пространстве.

Всюду далее считаем, что выбран некоторый модельный оператор �̃�, при-

чем для простоты будем считать, что 𝑍−𝑘 = ∅.
Преобразуем тождества из Леммы 3.20, записанные для операторов 𝐿 и

�̃�, следующим образом:

𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌) + 𝑠𝑘(𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌) + 𝑠𝑘(𝜌)𝑒𝑘(𝑥, 𝜌),

где (как и всюду далее) используются обозначения 𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌) := 𝑒𝑘(𝑥,−𝜌). Инте-
грируя, получаем:

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇+

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑠𝑘(𝜇)𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇+

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑠𝑘(𝜇)𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇, (3.43)

где 𝜌 ∈ C− произвольное фиксированное, 𝑁 – целое положительное число.

Перейдем к пределу при 𝑁 →∞. Из Леммы 3.24 следует, что:

lim
𝑁→∞

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 = lim

𝑁→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ+
𝑁

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝜓𝑘𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 =

∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑒𝑘(𝑥, 𝜇),

где Γ+
𝑁 = [−𝑁 − 1/2, 𝑁 +1/2]∪ {(𝑁 +1/2) exp(𝑖𝛽), 𝛽 ∈ (0, 𝜋)} ориентирован в

положительном направлении. Аналогичным образом получаем:

lim
𝑁→∞

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 =
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lim
𝑁→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ−
𝑁

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 = −𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌)e

𝑖𝜌𝑥,

где Γ−𝑁 = [−𝑁 − 1/2, 𝑁 +1/2]∪ {(𝑁 +1/2) exp(𝑖𝛽), 𝛽 ∈ (−𝜋, 0)} ориентирован
в отрицательном направлении.

Далее, из оценок |𝑠𝑘(𝜌)| < 1, 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂(𝜌−1) следует, что:

lim
𝑁→∞

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑠𝑘(𝜇)𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑠𝑘(𝜇)𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇,

причем интеграл в правой части сходится абсолютно. С учетом полученных

результатов, из (3.43) вытекает существование предела:

lim
𝑁→∞

1

2𝜋𝑖

𝑁+1/2∫︁
−𝑁−1/2

e𝑖𝜇𝑥

𝜇− 𝜌
𝑠𝑘(𝜇)𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇 =: 𝐺𝑘(𝑥, 𝜌). (3.44)

Теперь (3.43) может быть переписано в следующем виде:

𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) +

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜇− 𝜌
𝑠𝑘(𝜇)𝑒𝑘(𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇+

𝐺𝑘(𝑥, 𝜌)e
−𝑖𝜌𝑥 +

∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝑒𝑘(𝑥, 𝜇), 𝜌 ∈ C− (3.45)

Напомним, что модельный оператор �̃� известен и, следовательно, извест-

ны все величины, входящие в равенство (3.45), за исключением 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌). Нашей

ближайшей целью является получение из (3.45) замкнутой системы уравнений

относительно 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌). С этой целью выберем произвольным образом в (3.45)

𝜌 ∈ −𝑍−𝑘 , а затем (независимо) выполним в том же (исходном) соотношении

предельный переход Im𝜌 → −0. Полученную таким образом систему из двух

соотношений запишем как линейное уравнение в некотором гильбертовом про-

странстве.

Определим следующие величины:

𝑔𝑘(𝑥, 𝜌) := 𝐺𝑘(𝑥, 𝜌)e
−𝑖𝜌𝑥 +

∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝑒𝑘(𝑥, 𝜇), 𝜌 ∈ −𝑍−𝑘 , (3.46)
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𝑔𝑘(𝑥, 𝜌) := lim
𝜀→+0

𝐺𝑘(𝑥, 𝜌− 𝑖𝜀)e−𝑖(𝜌−𝑖𝜀)𝑥 +
∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝑒𝑘(𝑥, 𝜇), 𝜌 ∈ R.

(3.47)

Отметим, что предел в (3.47) существует, поскольку существуют пределы всех

остальных слагаемых в (3.45).

В дальнейшем символом 𝐶 будем обозначать оператор Коши:

𝐶𝑓(𝜌) :=
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇

𝜇− 𝜌
, 𝜌 ∈ C ∖ R,

символами 𝐶± – следующие действующие в 𝐿2(R) операторы:

𝐶±𝑓(𝜌) := lim
𝜀→+0

(𝐶𝑓)(𝜌± 𝑖𝜀). (3.20)

Введем, кроме того, следующие линейные операторы, также действующие в

𝐿2(R):

𝑈𝑘𝑓(𝜌) := 𝑠𝑘(𝜌)𝑓(𝜌), 𝑉𝑘(𝑥)𝑓(𝜌) := e𝑖𝜌𝑥𝑓(𝜌), 𝑇 𝑓(𝜌) := 𝑓(−𝜌). (3.48)

Обозначим через ℋ пространство функций 𝑓(𝜌), 𝜌 ∈ R ∪ (−𝑍−𝑘 ) таких, что

𝑓 |R ∈ 𝐿2(R). Мы будем рассматривать ℋ как гильбертово пространство со

скалярным произведением:

(𝑓1, 𝑓2) :=
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓1(𝜌)𝑓2(𝜌) 𝑑𝜌+
∑︁

𝜌∈−𝑍−
𝑘

𝛼𝑘(−𝜌)𝑓1(𝜌)𝑓2(𝜌). (3.49)

Введем в пространстве ℋ следующие операторы (зависящие от параметра 𝑥):

𝐻𝑘(𝑥)𝑓(𝜌) := 𝑉 −1𝑘 (𝑥)𝐶−𝑈𝑘𝑉𝑘(𝑥)𝑇𝑓(𝜌) +
∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝑓(−𝜇), 𝜌 ∈ R

(3.50)

𝐻𝑘(𝑥)𝑓(𝜌) :=
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
∞

𝑠𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜇− 𝜌
𝑓(−𝜇) 𝑑𝜇+

∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝑓(−𝜇), 𝜌 ∈ 𝑍−𝑘 .

(3.51)

Таким образом, соотношение (3.45) можно переписать в следующем опе-

раторном виде:

𝑒−𝑘 (𝑥) = 𝐻𝑘(𝑥)𝑒
−
𝑘 (𝑥) + 𝑔𝑘(𝑥), (3.52)
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где 𝑥 рассматривается как параметр, 𝑒−𝑘 (𝑥) обозначает функцию 𝑒−𝑘 (𝑥, ·), рас-
сматриваемую как элемент пространства ℋ. Поскольку оператор 𝐻𝑘(𝑥) непре-

рывен в пространстве ℋ, функция 𝑔𝑘(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ R∪ (−𝑍−𝑘 ) принадлежит ℋ, мы
обозначаем через 𝑔𝑘(𝑥) соответствующий элемент данного пространства.

Теорема 3.5. Для каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0,∞) 𝑒−𝑘 (𝑥) является

единственным решением уравнения (3.52) в пространстве ℋ.

Доказательство. С учетом рассуждений приведенных выше, для дока-

зательства теоремы достаточно показать единственность решения уравнения

(3.52). С этой целью рассмотрим соответствующее однородное уравнение:

𝑓 = 𝐻𝑘(𝑥)𝑓 (3.53)

для произвольного фиксированного 𝑥. Заметим, прежде всего, что из симмет-

рий 𝑠𝑘(−𝜌) = 𝑠𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ R, 𝛼𝑘(𝜌) = 𝛼𝑘(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍−𝑘 вытекает следующий факт:

если 𝑓 является решением (3.53), то функция 𝜙, определяемая как:

𝜙(𝜌) := 𝑖(𝑓(𝜌)− 𝑓(−𝜌)), 𝜌 ∈ R, 𝜙(𝜌) := 𝑖(𝑓(𝜌)− 𝑓(𝜌)), 𝜌 ∈ −𝑍−𝑘

также является решением (3.53). Следовательно, не нарушая общности, можно

считать, что рассматриваемое далее произвольное решение 𝜙 ∈ ℋ уравнения

(3.53) удовлетворяет следующим условиям:

𝜙(−𝜌) = 𝜙(𝜌), 𝜌 ∈ R, 𝜙(𝜌) = 𝜙(𝜌), 𝜌 ∈ −𝑍−𝑘 . (3.54)

Имеем, далее:

(𝜙, 𝜙) = (𝐻𝑘(𝑥)𝜙, 𝜙) = 𝐴11 + 𝐴22 + 𝐴12 + 𝐴21,

где:

𝐴11 =
1

2𝜋
((𝐻𝑘(𝑥)𝜙) |R , 𝜙 |R )𝐿2(R) ,

𝐴22 =
∑︁

𝜌∈−𝑍−
𝑘

𝛼𝑘(−𝜌)𝜙(𝜌)
∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)𝜙(−𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
,

𝐴12 =
1

2𝜋

∫︁
R

∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝜙(−𝜇)𝜙(𝜌) 𝑑𝜌,

𝐴21 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
R

∑︁
𝜌∈−𝑍−

𝑘

𝛼𝑘(−𝜌)𝑠𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜇− 𝜌
𝜙(−𝜇)𝜙(𝜌) 𝑑𝜇.
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Прежде всего, пользуясь (3.54) и формулой:

e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝑖(𝜇− 𝜌)
= −

∞∫︁
𝑥

e𝑖(𝜇−𝜌)𝑡 𝑑𝑡, Im𝜇 > Im𝜌,

преобразуем 𝐴22 к виду:

𝐴22 = −
∞∫︁
𝑥

Φ2(𝑡) 𝑑𝑡, Φ(𝑡) =
∑︁

𝜌∈−𝑍−
𝑘

𝛼𝑘(−𝜌)𝜙(𝜌)e−𝑖𝜌𝑡. (3.55)

Рассуждая аналогичным образом, получим после некоторых преобразований:

𝐴12 + 𝐴21 = −
∞∫︁
𝑥

Φ(𝑡)Ψ(𝑡) 𝑑𝑡, (3.56)

где:

Ψ(𝑡) =
1

2𝜋
𝑙.𝑖.𝑚.𝑁→∞

𝑁∫︁
−𝑁

𝑓(𝜌)e𝑖𝜌𝑡 𝑑𝜌, 𝑓(𝜌) := 𝜙(𝜌) + 𝑠𝑘(𝜌)𝜙(−𝜌).

Рассмотрим (3.53) при 𝜌 ∈ R. Из соотношения 𝐶+ − 𝐶− = 𝐼𝑑 получаем:

𝜙(𝜌) + 𝑠𝑘(𝜌)𝜙(−𝜌) =
∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝑖𝛼𝑘(𝜇)
e𝑖(𝜇−𝜌)𝑥

𝜌− 𝜇
𝜙(−𝜇) + 𝑉 −1𝑘 (𝑥)𝐶+𝑈𝑘𝑉𝑘(𝑥)𝑇𝜙(𝜌).

Поскольку преобразование Фурье последнего слагаемого обращается в 0 тож-

дественно при всех 𝑡 > 𝑥, из полученного равенство следует:

Ψ(𝑡) = −
∑︁
𝜇∈𝑍−

𝑘

𝛼𝑘(𝜇)𝜙(−𝜇)e𝑖𝜇𝑡 = −Φ(𝑡), 𝑡 > 𝑥.

Подставляя полученное равенство в (3.55), (3.56), получаем 𝐴12+𝐴21+𝐴22 = 0.

Далее, из соотношений (3.54), 𝑠𝑘(−𝜌) = 𝑠𝑘(𝜌) и оценки |𝑠𝑘(𝜌)| < 1 следует,

что для 𝜙 ̸= 0 выполнено неравенство:

|𝐴11| =
1

2𝜋

⃒⃒⃒
((𝐻𝑘(𝑥)𝜙) |R , 𝜙 |R )𝐿2(R)

⃒⃒⃒
<

1

2𝜋
(𝜙 |R , 𝜙 |R )𝐿2(R) ≤ (𝜙, 𝜙).

С другой стороны, как показано выше, 𝜙 = 𝐻𝑘(𝑥)𝜙 влечет (𝜙, 𝜙) = (𝐻𝑘(𝑥)𝜙, 𝜙) =

𝐴11. Полученное противоречие доказывает, что 𝜙 = 0.

□
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Теорема 3.5 позволяет обосновать следующую процедуру решения Задачи

𝐼𝑃 (𝑘).

Алгоритм 3.2. Заданы данные рассеяния 𝐽𝑘, ассоциированные с лучом

ℛ𝑘.

1. Выбираем модельный оператор с вещественнозначным потенциалом

𝑞, удовлетворяющим (3.33) и такой, что 𝑍−𝑘 = ∅. Например, можно поло-

жить 𝑞𝑗 = 0, 𝑗 = 0, 𝑝.

2. Для каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0,∞) строим оператор 𝐻𝑘(𝑥), ис-

пользуя формулы (3.48), (3.50), (3.51), а также вычисляем 𝑔𝑘(𝑥) по формулам

(3.46), (3.47).

3. Для каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0,∞) находим 𝑒−𝑘 (𝑥), решая урав-

нение (3.52).

4. Выбираем произвольное 𝜌 ∈ R ∖ {0}. Для каждого фиксированного

𝑥 ∈ [0,∞) вычисляем 𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌) = 𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌) + 𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌).

5. Восстанавливаем потенциал по формуле 𝑞𝑘(𝑥) = (𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌))
′′/𝑒−𝑘 (𝑥, 𝜌)+

𝜌2.

В оставшейся части параграфа мы покажем, что для восстановления опе-

ратора на всем графе 𝐺 нужно задать все «частичные» данные рассеяния 𝐽𝑘,

𝑘 = 1, 𝑝 и, кроме того, некоторую дополнительную информацию относительно

потенциала на цикле.

Обозначим через Λ0 и Λ0 спектры периодической задачи и однородной

задачи Дирихле, соответственно, поставленных на (рассматриваемом отдельно)

цикле ℛ0. Определим функцию 𝜔(𝜆), 𝜆 ∈ Λ−, положив 𝜔(𝜆) = 1, если 𝜆 ∈ Λ0 ∩
Λ0 и 𝜔(𝜆) = 0 в противном случае. Представим спектр периодической задачи в

виде: 𝜆00 < 𝜆03 ≤ 𝜆04 < 𝜆07 ≤ 𝜆08 < . . ., а спектр антипериодической задачи в виде:

𝜆01 ≤ 𝜆02 < 𝜆05 ≤ 𝜆06 < . . .. Обозначим через 𝜎0𝑛, 𝑛 = 1,∞ последовательность

знаков для спектра Λ0 = {𝜇𝑛}∞𝑛=1 задачи Дирихле (полагая 𝜎
0
𝑛 = 0, если 𝜆02𝑛−1 =

𝜆02𝑛).

Определение 3.5. Набор данных

𝐽 = {𝐽𝑘, 𝑘 = 1, 𝑝; Λ; 𝜔(𝜆), 𝜆 ∈ Λ−; 𝜎0𝑛, 𝑛 = 1,∞}

назовем глобальными данными рассеяния.

Рассмотрим обратную задачу рассеяния на графе 𝐺 в следующей поста-

новке.
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Задача 𝐼𝑃 . По заданным глобальным данным рассеяния 𝐽 найти по-

тенциалы 𝑞𝑘(·), 𝑘 = 0, 𝑝.

Изложенная выше процедура решения «частичных» обратных задач поз-

воляет, очевидно, по 𝐽 построить потенциалы на лучах, т.е., 𝑞𝑘(·), 𝑘 = 1, 𝑝. За-

вершающий шаг в решении Задачи 𝐼𝑃 состоит в восстановлении 𝑞0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝜋].

Покажем, каким образом указанная задача может быть сведена к классической

обратной периодической задаче.

Заметим, прежде всего, что в рассматриваемом контексте решения Йоста

𝑒𝑗(𝑥, 𝜌), 𝑗 = 1, 𝑝 можно считать известными. Это позволяет, в частности, вы-

числить локальные функции Вейля для лучей ℛ𝑗, рассматриваемых отдельно:

𝑚𝑗(𝜆) =
𝑒′𝑗(0, 𝜌)

𝑒𝑗(0, 𝜌)
, 𝜌 ∈ C+

, 𝑗 = 1, 𝑝. (3.57)

Кроме того, мы можем вычислить значения 𝜓𝑘𝑘(0, 𝜌), 𝜓′𝑘𝑘(0, 𝜌), 𝜌 ∈ C+
, где

𝑘 ∈ 1, 𝑝 произвольно. Для этого можно воспользоваться соотношениями из Лем-

мы 3.20 для вещественных 𝜌, после чего выполнить аналитическое продолже-

ние. Теперь можно переписать условия склейки (3.34) для 𝜓𝑘(𝑥, 𝜌) следующим

образом:

𝑚0(𝜆) = −
𝜓′𝑘𝑘(0, 𝜌)

𝜓𝑘𝑘(0, 𝜌)
−

∑︁
𝑗=1,𝑝∖{𝑘}

𝑚𝑗(𝜆), 𝜆 = 𝜌2, 𝜌 ∈ C+. (3.58)

Полученное соотношение позволяет найти 𝑚0(·). Обозначим через 𝑍0 множе-

ство полюсов функции 𝑚0(·). Заметим, что: Λ0 = 𝑍0∪Λ+∪{𝜆 ∈ Λ− : 𝜔(𝜆) = 1}.
Таким образом, мы можем восстановить спектр задачи Дирихле Λ0 и ее харак-

теристическую функцию 𝑑0(·) по формуле [57]:

𝑑0(𝜆) = 𝜋
∞∏︁
𝑛=1

𝜇𝑛 − 𝜆
𝑛2

. (3.59)

Рассмотрев снова функцию 𝑚0(·), заметим, что, зная 𝑑0(·), можно восстано-

вить характеристическую функцию периодической задачи 𝑑0(·). В свою оче-

редь, зная Λ0, Λ0 и последовательность знаков {𝜎0𝑛}, мы располагаем достаточ-

ным набором данных для постановки классической периодической задачи.

Таким образом, мы приходим к следующей процедуре конструктивного

решения Задачи 𝐼𝑃 .
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Алгоритм 3.3. Заданы глобальные данные рассеяния 𝐽 .

1. Для каждого 𝑘 = 1, 𝑝 строим 𝑞𝑘(·), решая Задачу 𝐼𝑃 (𝑘) с помощью

Алгоритма 3.2.

2. Вычисляем 𝑒𝑘(𝑥, 𝜌), 𝑥 ∈ [0,∞), 𝜌 ∈ C+
, 𝑘 = 1, 𝑝.

3. Выбираем и фиксируем произвольное 𝑘 ∈ 1, 𝑝.

4. Находим 𝜓𝑘𝑘(0, 𝜌), 𝜓
′
𝑘𝑘(0, 𝜌) с помощью Леммы 3.20 и аналитического

продолжения.

5. Вычисляем 𝑚0(·) с помощью (3.57), (3.58).

6. Находим множество 𝑍0 полюсов функции 𝑚0(·) и строим множество

Λ0 = 𝑍0 ∪ Λ+ ∪ {𝜆 ∈ Λ− : 𝜔(𝜆) = 1} =: {𝜇𝑛}∞𝑛=1.

7. Вычисляем 𝑑0(·) по формуле (3.59) и 𝑑0(·) по формуле 𝑑0(𝜆) = 𝑚0(𝜆)𝑑0(𝜆).

8. По заданным 𝑑0(·), 𝑑0(·) и {𝜎0𝑛}∞𝑛=1 восстанавливаем 𝑞0(·), решая об-

ратную периодическую задачу.

Теорема 3.6. Оператор 𝐿 однозначно определяется заданием глобаль-

ных данных рассеяния и может быть восстановлен по указанным данным с

помощью Алгоритма 3.3.

§3.3 Обратная задача для операторов

переменного порядка на простейшем

некомпактном графе с циклом

Пусть Γ - геометрический граф, состоящий из замкнутой кривой 𝑟0 длины

𝑇 и луча 𝑟1, исходящего из некоторой точки 𝑣1 ∈ 𝑟0. Функцию 𝑦 на графе Γ

будем трактовать как пару функций (𝑦0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑦1(𝑥), 𝑥 ∈ [0,∞)).

На цикле 𝑟0 рассмотрим уравнение

ℓ0𝑦0 ≡ 𝐷3𝑦0 + 𝑝01(𝑥)𝐷𝑦0 + 𝑝00(𝑥)𝑦0 = 𝜌3𝑦0, (3.60)

где 𝜌 - спектральный параметр, 𝐷 = −𝑖𝑑/𝑑𝑥 и коэффициенты 𝑝00(𝑥), 𝑝01(𝑥)

таковы, что ℓ*0 = ℓ0.

На луче 𝑟1 рассмотрим уравнение

ℓ1𝑦1 ≡ 𝐷𝑁𝑦1 +
𝑁−2∑︁
𝑠=0

𝑝1𝑠(𝑥)𝐷
𝑠𝑦1 = 𝜌𝑁𝑦1, (3.61)
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где 𝑁 ≥ 3 и для некоторого 𝜏 > 0 выполнено условие:

∞∫︁
0

|𝑝1𝑠(𝑥)| exp(𝜏𝑥) 𝑑𝑥 <∞. (3.62)

Введем в рассмотрение следующие линейные формы:

𝑈𝜈(𝑦) := 𝜎𝜈𝑦
(𝜈−1)(0) +

𝜈−2∑︁
𝑠=0

𝜎𝜈𝑠𝑦
(𝑠)(0), 𝑢𝜉𝜈(𝑦) = (−1)𝜒𝜉𝜈𝑦(𝜈−1)(𝜉),

где 𝜉 ∈ {0, 𝑇}, 𝜒0𝜈 = 0, 𝜒𝑇𝜈 = 𝜒, 𝜈 = 1, 2, 𝜒𝑇3 = 𝜒+1, 𝜒 ∈ {0, 1}. Для функции
𝑦 = (𝑦0, 𝑦1) на Γ и 𝜈 ∈ 1, 𝑁 определим условие склейки 𝐶(𝜈) как равенство

𝑢0𝜈(𝑦0) = 𝑢𝑇𝜈(𝑦0) = 𝑈𝜈(𝑦1), а условие 𝐾(𝜈) равенством 𝑢0𝜈(𝑦0) + 𝑢𝑇𝜈(𝑦0) +

𝑈𝜈(𝑦1) = 0 при 𝜈 ≤ 3 и 𝑈𝜈(𝑦1) = 0 при 𝜈 > 3.

Пусть 𝑆𝑙 := {arg(𝑖𝜌) ∈
(︀
(𝑙 − 1) 𝜋

𝑁 , 𝑙
𝜋
𝑁

)︀
}. Для фиксированного 𝑙 через 𝑅𝑘,

𝑘 = 1, 𝑁 обозначим корни 𝑁 -й степени из 1, занумерованные таким образом,

что Re(𝑖𝜌𝑅1) < Re(𝑖𝜌𝑅2) < . . . < Re(𝑖𝜌𝑅𝑁) для всех 𝜌 ∈ 𝑆𝑙.

Зафиксируем 𝜒 ∈ {0, 1}. Для каждого 𝑘 = 1, 𝑁 в каждом из секторов 𝑆𝑙

определим решение типа Вейля порядка 𝑘 как решение системы (3.60), (3.61)

𝜓𝑘(𝜌) = (𝜓𝑘0(𝑥, 𝜌), 𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌)) со следующими свойствами:

1) 𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) = exp (𝑖𝜌𝑅𝑘𝑥) (1 + 𝑜(1)), 𝑥→∞;

2) для 𝜓𝑘(𝜌) выполнены условия склейки 𝐶(𝜈), 𝜈 = 1, 𝜈𝑘 − 1, 𝜈𝑘 = min{𝑘, 3},
𝐾(𝜈), 𝜈 = 𝜈𝑘, 𝑘.

Используя разложения 𝜓𝑘0(𝑥, 𝜌), 𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) по фундаментальным системам

решений уравнений (3.60) и (3.61) соответственно, можно показать, что 𝜓𝑘(𝜌)

существует и единственна при всех 𝜌 ∈ 𝑆𝑙 за исключением некоторого не бо-

лее, чем счетного множества, не имеющего конечных предельных точек кроме,

возможно, точки 0. В дальнейшем мы будем считать, что эта последняя воз-

можность исключена, более точно, мы предполагаем выполненным следующее

условие.

Условие 𝐺0.При каждом 𝑘 𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) голоморфна в 𝑆𝑙∩{|𝜌| < 𝛿} при неко-
торой 𝛿 > 0, непрерывна в 𝑆𝑙 ∩{|𝜌| < 𝛿} ∖ {0} и 𝜓(𝜈−1)

𝑘1 (𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌−𝑀

)︀
, 𝑘, 𝜈 =

1, 𝑁 при 𝜌→ 0, где 𝑀 <∞.

Обозначим через 𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌), 𝑘 = 1, 𝑁 функции, образующие фундаменталь-

ную систему решений (свою для каждого сектора 𝑆𝑙) уравнения (3.61), постро-

енную аналогично ФСР 𝐵0
𝛼 [57], § 3.1. Напомним следующие свойства функций
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𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌):

1) при каждом 𝑥 ≥ 0 𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) голоморфны по 𝜌 в 𝑆𝑙∩{|𝜌| > 𝜌𝛼}, причем 𝜌𝛼 → 0

при 𝛼→∞;

2) lim
𝑥→∞

𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) exp(−𝑖𝜌𝑅𝑘𝑥) = 1;

3) 𝐷𝜈𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝑅𝑘)

𝜈 exp(𝑖𝜌𝑅𝑘𝑥)[1], [1] :=
(︀
1 +𝑂(𝜌−1)

)︀
, 𝑥 ≥ 𝛼, 𝜌→∞.

Зафиксируем 𝛼 такое, что 𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) голоморфны в 𝑆𝑙∩{|𝜌| > 𝛿/2} и непре-

рывны в 𝑆𝑙 ∩ {|𝜌| ≥ 𝛿/2}. Тогда при 𝜌 ∈ 𝑆𝑙 ∩ {|𝜌| ≥ 𝛿/2} с учетом условия 1

определения решений типа Вейля имеют место представления:

𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) = 𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) +

∑︁
𝑗<𝑘

𝛾𝛼𝑗𝑘(𝜌)𝑌
𝛼
𝑗1(𝑥, 𝜌). (3.63)

Для 𝜓𝑘0(𝑥, 𝜌) воспользуемся представлениями вида:

𝜓𝑘0(𝑥, 𝜌) =
3∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗𝑘(𝜌)𝐶𝑗(𝑥, 𝜆), (3.64)

где 𝜆 = 𝜌3 и 𝐶𝑗(𝑥, 𝜆) суть решения уравнения ℓ0𝑦 = 𝜆𝑦 при условиях 𝐶(𝜈−1)
𝑗 (0, 𝜆) =

𝛿𝑗,𝜈.

Подставляя (3.63), (3.64) в условия склейки из условия 2 определения ре-

шений типа Вейля, получим некоторую систему линейных алгебраических урав-

нений относительно неизвестных 𝛾𝛼𝑗𝑘(𝜌), 𝛽𝑗𝑘(𝜌). Обозначим через Δ𝑘(𝜌) опреде-

лители этих СЛАУ и через 𝑍𝑘𝑙 множества их нулей, лежащих в 𝑆𝑙 ∖ {0} при
𝑘 ∈ 2, 𝑁 и в 𝑆𝑙 при 𝑘 = 1. Ясно, что 𝜓𝑘(𝜌) непрерывны на 𝑆𝑙 ∖ ({0} ∪ 𝑍𝑘𝑙)

и голоморфны в 𝑆𝑙 ∖ 𝑍𝑘𝑙. Заметим, что при выполнении условия (3.62) функ-

ции 𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) допускают аналитическое продолжение в некоторую область вида

𝑆𝜀
𝑙 ∖ {|𝜌| ≤ 𝜌𝛼}, где 𝑆𝜀

𝑙 := 𝑆𝑙 + 𝑖𝜀 exp
(︀
𝑖
(︀
𝑙 − 1

2

)︀
𝜋
𝑁

)︀
. Следовательно, для любо-

го 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘𝑙 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) допускают голоморфное продолжение в некоторую про-

колотую окрестность 𝜌0. Всюду далее предполагаем выполненным следующее

условие.

Условие 𝐺1.Множества 𝑍𝑘𝑙 при различных 𝑘 не пересекаются. Каждое

𝜌0 ∈ 𝑍𝑘𝑙 есть простой нуль Δ𝑘(𝜌) и простой полюс 𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌) (хотя бы при од-

ном 𝑗 ∈ {0, 1}). Последнее означает, что существуют функции 𝜓𝑘𝑗,<−1>(𝑥, 𝜌0),

𝑗 = 0, 1, хотя бы одна из которых не является тождественным 0, такие, что

функции

𝜓𝑘𝑗(𝑥, 𝜌)− (𝜌− 𝜌0)−1𝜓𝑘𝑗,<−1>(𝑥, 𝜌0)
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голоморфны в окрестности 𝜌0.

Замечание 3.5. Поскольку 𝑌 𝛼
11(𝑥, 𝜌) не зависит от 𝛼 и при выполне-

нии (3.62) допускает аналитическое продолжение в окрестность 0, опреде-

литель Δ1(𝜌) также допускает аналитическое продолжение в окрестность

0. Поэтому мы допускаем возможность 0 ∈ 𝑍1𝑙, условие 𝐺1 в этом случае

требует, чтобы 0 был простым нулем Δ1(𝜌) и простым полюсом 𝜓1(𝜌) (фак-

тически, 𝜓10(𝑥, 𝜌)).

Из представления (3.63) вытекает, что для 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘𝑙.

𝜓𝑘1,<−1>(𝑥, 𝜌0) =
∑︁
𝑗<𝑘

𝛾𝛼𝑗𝑘,<−1>(𝜌0)𝑌
𝛼
𝑗1(𝑥, 𝜌0).

В силу условия 𝐺1 все 𝜓𝑗1(𝑥, 𝜌), 𝑗 < 𝑘 голоморфны в окрестности 𝜌0, а пред-

ставления (3.63) можно обратить следующим образом:

𝑌 𝛼
𝑗1(𝑥, 𝜌0) = 𝜓𝑗1(𝑥, 𝜌0) +

∑︁
𝑠<𝑗

𝑔𝑠𝑗(𝜌0)𝜓𝑠1(𝑥, 𝜌0),

что приводит к следующему утверждению.

Лемма 3.25. Для любого 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘𝑙 существуют (единственные) числа

𝑣𝑙𝑗𝑘(𝜌0), 𝑗 < 𝑘 такие, что функции

𝐷𝜈−1𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌)− (𝜌− 𝜌0)−1
∑︁
𝑗<𝑘

𝑣𝑙𝑗𝑘(𝜌0)𝐷
𝜈−1𝜓𝑗1(𝑥, 𝜌0), 𝜈 = 1, 𝑁

голоморфны в окрестности 𝜌0.

Для исследования поведения решений типа Вейля при больших 𝜌 запишем

их в виде:

𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) = 𝑌𝑘1(𝑥, 𝜌) +
∑︁
𝑗<𝑘

𝛾𝑗𝑘(𝜌)𝑌𝑗1(𝑥, 𝜌), (3.65)

𝜓𝑘0(𝑥, 𝜌) =
3∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗𝑘(𝜌)𝑌𝑗0(𝑥, 𝜌). (3.66)

Через 𝑌𝑘1(𝑥, 𝜌) в (3.65) обозначены 𝑌 𝛼
𝑘1(𝑥, 𝜌) при 𝛼 = 0. Через 𝑌𝑘0(𝑥, 𝜌) в (3.66)

обозначены решения Бирхгофа уравнения (3.60) [57], § 3.1. Напомним, что для

решений 𝑌𝑘0(𝑥, 𝜌) справедливы асимптотики следующего вида:

𝐷𝜈𝑌𝑠0(𝑥, 𝜌) = (𝜌𝜔𝑠)𝜈−1 exp (𝑖𝜌𝜔𝑠𝑥) [1], 𝜔 = exp

(︂
2𝜋𝑖

3

)︂
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при 𝜌→∞ по любому замкнутому сектору в 𝜌-плоскости такому, что выраже-

ния Re(𝑖𝜌(𝜔𝑠 − 𝜔𝑗)) для любых 𝑗, 𝑠 сохраняют знак в этом секторе.

Подставляя (3.65), (3.66) в условия склейки из условия 2 определения

решений типа Вейля, получим некоторую систему линейных алгебраических

уравнений относительно неизвестных 𝛾𝑗𝑘(𝜌), 𝛽𝑗𝑘(𝜌). Строку этой системы, со-

держащую 𝑈𝜈 и (или) 𝑌 (𝜈−1)
𝑗0 , поделим на (𝑖𝜌)𝜈−1 (нетрудно заметить, что вы-

ражения такого вида в пределах одной строки соответствуют одному и тому

же 𝜈). Решая полученную таким образом СЛАУ по правилу Крамера, получим

представления:

𝛾𝑠𝑘(𝜌) = −
𝐷𝑠𝑘(𝜌)

𝐷𝑘(𝜌)
, (3.67)

где 𝐷𝑘(𝜌) - определитель системы, а 𝐷𝑠𝑘(𝜌) могут быть получены из 𝐷𝑘(𝜌)

формальной заменой 𝑌𝑠1 на 𝑌𝑘1.

Рассмотрим следующую СЛАУ (она получается из описанной выше заме-

ной 𝑌𝑘𝑗 главными частями их асимптотик):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑘𝑠𝜔
𝑠(𝜈−1) = (−1)𝜒𝑇𝜈

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑘𝑠𝜔
𝑠(𝜈−1) exp(𝑖𝜌𝜔𝑠𝑇 ) =

𝜎𝜈

(︂
𝑘−1∑︀
𝑠=1

𝛾𝑘𝑠𝑅
𝜈−1
𝑠 +𝑅𝜈−1

𝑘

)︂
, 𝜈 = 1, 𝜈𝑘 − 1

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑘𝑠𝜔
𝑠(𝜈−1) + (−1)𝜒𝑇𝜈

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑘𝑠𝜔
𝑠(𝜈−1) exp(𝑖𝜌𝜔𝑠𝑇 )+

𝜎𝜈

(︂
𝑘−1∑︀
𝑠=1

𝛾𝑘𝑠𝑅
𝜈−1
𝑠 +𝑅𝜈−1

𝑘

)︂
= 0, 𝜈 = 𝜈𝑘, 3

𝑘−1∑︀
𝑠=1

𝛾𝑘𝑠𝑅
𝜈−1
𝑠 +𝑅𝜈−1

𝑘 = 0, 𝜈 = 4, 𝑘.

Обозначим ее определитель через 𝐷0
𝑘(𝜌). Нетрудно показать, что для 𝐷0

𝑘(𝜌)

имеют место представления следующего вида:

𝐷0
𝑘(𝜌) = 𝐴𝑘0 +

3∑︁
𝑚=1

(︀
𝐴+

𝑘𝑚 exp (𝑖𝜌𝜔𝑚𝑇 ) + 𝐴−𝑘𝑚 exp (−𝑖𝜌𝜔𝑚𝑇 )
)︀
, (3.68)

где числа 𝐴𝑘0, 𝐴±𝑘𝑚 зависят только от коэффициентов 𝜎𝜈 форм 𝑈𝜈 и сектора 𝑆𝑙.

Для определителей 𝐷𝑘(𝜌), 𝐷𝑠𝑘(𝜌) аналогично получаются следующие асимпто-

тические представления:

𝐷𝑘(𝜌) = [𝐴𝑘0] +
3∑︁

𝑚=1

(︀
[𝐴+

𝑘𝑚] exp (𝑖𝜌𝜔
𝑚𝑇 ) + [𝐴−𝑘𝑚] exp (−𝑖𝜌𝜔

𝑚𝑇 )
)︀
, (3.69)
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𝐷𝑠𝑘(𝜌) = [𝐴𝑠𝑘0] +
3∑︁

𝑚=1

(︀
[𝐴+

𝑠𝑘𝑚] exp (𝑖𝜌𝜔
𝑚𝑇 ) + [𝐴−𝑠𝑘𝑚] exp (−𝑖𝜌𝜔

𝑚𝑇 )
)︀
, (3.70)

где числа 𝐴𝑠𝑘0, 𝐴±𝑠𝑘𝑚 также зависят только от коэффициентов 𝜎𝜈 форм 𝑈𝜈 и

сектора 𝑆𝑙. Пусть выполнено следующее условие регулярности.

Условие 𝑅. 𝐴±𝑘𝑚 ̸= 0 для всех 𝑘,𝑚, 𝑙.

Тогда из [28], теорема 5.8 вытекают (в частности) следующие утвержде-

ния.

Лемма 3.26. Число элементов множества 𝑍𝑘𝑙 в кольце {𝑡 ≤ |𝜌| ≤ 𝑡+1}
ограничено некоторым числом, не зависящим от 𝑡.

Лемма 3.27. При 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝑆𝑙, dist(𝜌, 𝑍𝑘𝑙) > 𝜀 (где 𝜀 > 0 произвольно)

справедливы асимптотики:

𝐷𝑘(𝜌) = 𝐷0
𝑘(𝜌)[1], |𝐷𝑠𝑘(𝜌)| ≤ 𝐶|𝐷0

𝑘(𝜌)|, |𝐷𝑠𝑘(𝜌)−𝐷0
𝑠𝑘(𝜌)| ≤ 𝐶|𝜌|−1|𝐷0

𝑘(𝜌)|,

где

𝐷0
𝑠𝑘(𝜌) := 𝐴𝑠𝑘0 +

3∑︁
𝑚=1

(︀
𝐴+

𝑠𝑘𝑚 exp (𝑖𝜌𝜔𝑚𝑇 ) + 𝐴−𝑠𝑘𝑚 exp (−𝑖𝜌𝜔𝑚𝑇 )
)︀
.

Из леммы 3.27 и представлений (3.65), (3.67) вытекает, в свою очередь,

следующее утверждение.

Лемма 3.28. При 𝜌→∞, 𝜌 ∈ 𝑆𝑙, dist(𝜌, 𝑍𝑘𝑙) > 𝜀 справедливы асимпто-

тики:

𝐷𝜈−1𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌) =

(𝜌𝑅𝑘)
𝜈 exp(𝑖𝜌𝑅𝑘𝑥)[1]−

∑︁
𝑠<𝑘

(︂
𝐷0

𝑠𝑘(𝜌)

𝐷0
𝑘(𝜌)

+𝑂

(︂
1

𝜌

)︂)︂
(𝜌𝑅𝑠)

𝜈 exp(𝑖𝜌𝑅𝑠𝑥).

Пусть 𝜒 ∈ {0, 1} фиксировано и 𝜓𝑘(𝜌), 𝑘 = 1, 𝑁 - решения типа Вейля,

построенные, как описано в предыдущем разделе, с выбранным значением 𝜒

в условиях склейки 𝐶(𝜈), 𝐾(𝜈). Исходя из свойств решений типа Вейля мы

определим данные рассеяния, ассоциированные с лучом 𝑟1 и покажем, что эти

данные однозначно определяют коэффициенты уравнения (3.61).

Определим матрицу Ψ = (Ψ𝜈𝑘)𝑘,𝜈=1,𝑁(𝜈 - номер строки):

Ψ𝜈𝑘(𝑥, 𝜌) := 𝐷𝜈−1𝜓𝑘1(𝑥, 𝜌).

Для 𝜌0 ∈ Σ𝑙 ∖ (𝑍𝑙 ∪ 𝑍𝑙+1) (где Σ𝑙 := 𝑆𝑙 ∩ 𝑆𝑙+1, 𝑍𝑙 :=
⋃︀
𝑘

𝑍𝑘𝑙) определим:

Ψ−(𝑥1, 𝜌0) := lim
𝜌→𝜌0,𝜌∈𝑆𝑙

Ψ(𝑥, 𝜌),Ψ+(𝑥, 𝜌0) := lim
𝜌→𝜌0,𝜌∈𝑆𝑙+1

Ψ(𝑥, 𝜌)
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и матрицу

𝑣(𝜌0) := Ψ−1− (𝑥, 𝜌0)Ψ+(𝑥, 𝜌0).

Далее, для 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘𝑙 определим матрицы 𝑣𝑙(𝜌0) :=
(︀
𝑣𝑙𝑗𝑘(𝜌0)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

(𝑗 - номер

строки), где 𝑣𝑙𝑗𝑘(𝜌0) - числа из утверждения леммы 1.

Определение 3.6. Данными рассеяния, ассоциированными с лучом 𝑟1,

назовем набор

𝐽𝜒
1 =

{︀
𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ𝑙 ∖ (𝑍𝑙 ∪ 𝑍𝑙+1), 𝑍𝑘𝑙, 𝑣𝑙(𝜌), 𝜌 ∈ 𝑍𝑘𝑙, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑙 = 1, 2𝑁

}︀
.

Наряду с уравнениями (3.60), (3.61) рассмотрим уравнения того же вида,

но с другими коэффициентами 𝑝𝑠𝑗. Через 𝜓𝑘(𝜌) обозначим соответствующие

решения типа Вейля (построенные при тех же условиях склейки). Предполо-

жим, что условия 𝐺0, 𝐺1 также выполнены, тогда можно определить данные

рассеяния 𝐽𝜒
1 .

Теорема 3.7 При выполнении условий 𝐺0, 𝐺1 и условия регулярности

склейки 𝑅 из 𝐽𝜒
1 = 𝐽𝜒

1 следует 𝑝1𝑠 = 𝑝1𝑠, 𝑠 = 0, 𝑁 − 2. Кроме того, Ψ̃ = Ψ.

Доказательство.

Рассмотрим следующую матрицу спектральных отображений [66], [57]:

𝑃 (𝑥, 𝜌) := Ψ(𝑥, 𝜌)Ψ̃−1(𝑥, 𝜌).

В силу равенств 𝑍𝑘𝑙 = 𝑍𝑘𝑙 и 𝑣(𝜌) = 𝑣(𝜌), 𝜌 ∈ Σ𝑙 ∖ (𝑍𝑙 ∪ 𝑍𝑙+1) матрица 𝑃 (𝑥, 𝜌)

голоморфна по 𝜌 в C ∖
⋃︀
𝑘,𝑙

𝑍𝑘𝑙 ∖ {0}.

Из леммы 3.25 следует, что для любого 𝜌0 ∈ 𝑍𝑘𝑙 матрица

Ψ(𝑥, 𝜌)
(︀
𝐼 − (𝜌− 𝜌0)−1𝑣𝑙(𝜌0)

)︀
,

где 𝐼 - единичная матрица, голоморфна в окрестности 𝜌0, и аналогичное утвер-

ждение справедливо для Ψ̃. В силу 𝑣𝑙(𝜌0) = 𝑣𝑙(𝜌0) отсюда следует, что 𝑃 (𝑥, 𝜌)

ограничена в окрестности 𝜌0, т.е.𝜌0 является устранимой особенностью 𝑃 (𝑥, 𝜌).

Таким образом, в условиях теоремы 𝑃 (𝑥, 𝜌) голоморфна в C ∖ {0}.
Далее, из асимптотик леммы 3.28 вытекают оценки:

𝑃𝑗𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌𝑗−𝑘

)︀
, 𝜌→∞, dist

⎛⎝𝜌,⋃︁
𝑘,𝑙

𝑍𝑘𝑙

⎞⎠ > 𝜀, (3.71)

а из условия 𝐺0 - оценка

𝑃𝑗𝑘(𝑥, 𝜌) = 𝑂
(︀
𝜌−𝑀1

)︀
, 𝑀1 <∞, 𝜌→ 0. (3.72)
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С учетом леммы 3.26 из (3.71), (3.72) следует, что 𝑃 (𝑥, 𝜌) представима в виде:

𝑃 (𝑥, 𝜌) =
𝑁−1∑︁

𝜈=−𝑀1

𝜌𝜈𝑃<𝜈>(𝑥). (3.73)

Из условия 1 определения решений типа Вейля следует:

lim
𝑥→∞

𝑃<𝜈>(𝑥) = 0, 𝜈 ̸= 0, lim
𝑥→∞

𝑃<0>(𝑥) = 𝐼.

Повторяя рассуждения из доказательства леммы 3.54 [66] выводим отсюда, что

𝑃<𝜈>(𝑥) ≡ 0 при 𝜈 ̸= 0, а рассуждая, как при доказательстве леммы 3.59 [66],

заключаем, что при 𝑗 ≤ 𝑘 𝑃<0>,𝑗𝑘(𝑥) ≡ 𝛿𝑗,𝑘. С учетом (3.73) это означает, в

частности, что 𝑃1𝑘(𝑥, 𝜌) ≡ 𝛿1,𝑘, то есть, первые строки матриц Ψ̃ и Ψ тожде-

ственно равны. А поскольку остальные строки в этих матрицах получаются

дифференцированием первой строки, матрицы Ψ̃ и Ψ совпадают.

□

Для восстановления коэффициентов уравнения (3.60) нам понадобятся

два набора данных рассеяния, ассоциированных с лучом 𝑟1 𝐽0
1 , 𝐽

1
1 и, возможно,

некоторый конечный набор чисел, связанных с (3.60) непосредственно.

Обозначим через Λ± спектры краевых задач для уравнения ℓ0𝑦 = 𝜆𝑦 с

условиями 𝑦(𝜈−1)(0) ± 𝑦(𝜈−1)(𝑇 ) = 0, 𝜈 = 1, 3, через Λ±𝑠 , 𝑠 = 1, 2 - спектры

задач для этого же уравнения с условиями 𝑦(𝑠−1)(0) = 𝑦(𝑠−1)(𝑇 ) = 𝑦(2−𝑠)(0) ±
𝑦(2−𝑠)(𝑇 ) = 0 (все собственные значения берутся с учетом их алгебраической

кратности). Характеристические функции указанных задач обозначим через

Δ±30(𝜆) и Δ±3𝑠(𝜆) соответственно. Определим Λ±3𝑠 := Λ± ∩ Λ±𝑠 .

Определение 3.7. Глобальными данными рассеяния назовем набор

𝐽 = {𝐽0
1 , 𝐽

1
1 ,Λ

+
31,Λ

−
31,Λ

+
32,Λ

−
32}.

Теорема 3.8. При выполнении условий 𝐺0, 𝐺1 и условия регулярности

склейки 𝑅 из 𝐽 = 𝐽 следует 𝑝1𝑠 = 𝑝1𝑠, 𝑠 = 0, 𝑁 − 2, 𝑝0𝑠 = 𝑝0𝑠, 𝑠 = 0, 1.

Доказательство.

В силу теоремы 3.7 из совпадения данных рассеяния следует совпаде-

ние коэффициентов уравнения (3.61) и решений типа Вейля на луче 𝑟1. Те-

перь единственность восстановления коэффициентов уравнения (3.60) следует

из единственности решения классической обратной задачи на конечном отрезке

по матрице Вейля [57], гл. 3. Покажем это.
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Пусть Φ𝑘(𝑥, 𝜆), 𝑘 = 1, 2 суть решения Вейля для уравнения ℓ0𝑦 = 𝜆𝑦,

удовлетворяющие краевым условиям:

Φ1(0, 𝜆) = 1, Φ1(𝑇, 𝜆) = Φ′1(𝑇, 𝜆) = 0,

Φ2(0, 𝜆) = 0, Φ′2(0, 𝜆) = 1, Φ2(𝑇, 𝜆) = 0.

Определим функции Вейля𝑀𝑘𝜈(𝜆) := Φ
(𝜈−1)
𝑘 (0, 𝜆). Имеют место представления

[57], § 3.1:

𝑀12(𝜆) = −
𝑑12(𝜆)

𝑑1(𝜆)
, 𝑀13(𝜆) = −

𝑑13(𝜆)

𝑑1(𝜆)
, (3.74)

где

𝑑1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐶2 𝐶3

𝐶 ′2 𝐶 ′3

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝑑12 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐶1 𝐶3

𝐶 ′1 𝐶 ′3

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝑑13 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐶2 𝐶1

𝐶 ′2 𝐶 ′1

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (3.75)

Здесь для краткости в выражениях вида 𝐶(𝜈)
𝑗 (𝑇, 𝜆) аргументы (𝑇, 𝜆) опуще-

ны. Отметим, кроме того, что в силу самосопряженности дифференциального

выражения ℓ0, имеет место связь 𝑀23(𝜆) =𝑀12(�̄�).

Вернемся к доказательству теоремы. Условия склейки для решения 𝜓3(𝜌)

приводят к следующим соотношениям (где различные знаки соответствуют раз-

ным 𝜒 ∈ {0, 1}): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑠3 (𝛿𝑠,1 ± 𝐶𝑠(𝑇, 𝜆)) = 0,

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑠3 (𝛿𝑠,2 ± 𝐶 ′𝑠(𝑇, 𝜆)) = 0,

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑠3 (𝛿𝑠,3 ± 𝐶 ′′𝑠 (𝑇, 𝜆)) = −𝑈3(𝜓
±
31),

𝛽13 = 𝑈1(𝜓
±
31),

𝛽23 = 𝑈2(𝜓
±
31),

(3.76)

Применяя к (3.76) теорему Кронекера-Капелли (как к СЛАУ относительно 𝛽𝑠3,

𝑠 = 1, 2, 3), получим соотношения:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐶1 ± 1 𝐶2 𝐶3 0

𝐶 ′1 𝐶 ′2 ± 1 𝐶 ′3 0

𝐶 ′′1 𝐶 ′′2 𝐶 ′′3 ± 1 ∓𝑈3(𝜓
±
31)

1 0 0 𝑈1(𝜓
±
31)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0, (3.77)
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⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝐶1 ± 1 𝐶2 𝐶3 0

𝐶 ′1 𝐶 ′2 ± 1 𝐶 ′3 0

𝐶 ′′1 𝐶 ′′2 𝐶 ′′3 ± 1 ∓𝑈3(𝜓
±
31)

0 1 0 𝑈2(𝜓
±
31)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0. (3.78)

Соотношения (3.77), (3.78) могут быть переписаны в терминах характеристи-

ческих функций Δ±3𝑠(𝜆), введенных в начале раздела. С учетом представлений:

Δ±30 = ±

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐶1 ± 1 𝐶2 𝐶3

𝐶 ′1 𝐶 ′2 ± 1 𝐶 ′3
𝐶 ′′1 𝐶 ′′2 𝐶 ′′3 ± 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

Δ±31 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐶2 𝐶3

𝐶 ′2 ± 1 𝐶 ′3

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,Δ±32 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐶1 ± 1 𝐶3

𝐶 ′1 𝐶 ′3

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

эти соотношения принимают вид:

𝑈1(𝜓
±
31)Δ

±
30 ∓ 𝑈3(𝜓

±
31)Δ

±
31 = 𝑈2(𝜓

±
31)Δ

±
30 ± 𝑈3(𝜓

±
31)Δ

±
32 = 0,

что приводит к соотношениям:

Δ±31
Δ±30

= ±𝑈1(𝜓
±
31)

𝑈3(𝜓
±
31)
,
Δ±32
Δ±30

= ∓𝑈2(𝜓
±
31)

𝑈3(𝜓
±
31)
.

В условиях теоремы, как уже замечено выше, 𝜓±31 = 𝜓±31 и, следовательно,

Δ̃±31
Δ̃±30

=
Δ±31
Δ±30

,
Δ̃±32
Δ̃±30

=
Δ±32
Δ±30

. (3.79)

Фигурирующие в (3.79) характеристические функции Δ±3𝑠(𝜆) однозначно опре-

деляются заданием своих нулей, а в силу (3.79) и условия Λ̃±3𝑠 = Λ±3𝑠 эти мно-

жества совпадают (с учетом кратностей). Таким образом, в условиях теоремы

имеем:

Δ̃±3𝑠 = Δ±3𝑠, 𝑠 = 0, 2. (3.80)

Учитывая, что

𝑑1 =
1

2

(︀
Δ+

31 +Δ−31
)︀
, 𝑑12 =

1

2

(︀
Δ+

32 +Δ−32
)︀
,

из (3.80) следует, что 𝑑1 = 𝑑1, 𝑑12 = 𝑑12. Это влечет, в свою очередь �̃�12 =𝑀12,

�̃�23 =𝑀23.
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Осталось показать, что функция Вейля𝑀13 также однозначно восстанав-

ливается по глобальным данным рассеяния. Рассмотрим решение типа Вейля

𝜓1(𝜌). Для него условия склейки приводят к системе вида:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑠1 (𝛿𝑠,1 ± 𝐶𝑠(𝑇, 𝜆)) + 𝑈1(𝑌11) = 0,

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑠1 (𝛿𝑠,2 ± 𝐶 ′𝑠(𝑇, 𝜆)) + 𝑈2(𝑌11) = 0,

3∑︀
𝑠=1

𝛽𝑠1 (𝛿𝑠,3 ∓ 𝐶 ′′𝑠 (𝑇, 𝜆)) + 𝑈3(𝑌11) = 0

(3.81)

Определитель системы (3.81) представляет собой целую функцию Δ±10(𝜆) вида

Δ±10 = ±

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐶1 ± 1 𝐶2 𝐶3

𝐶 ′1 𝐶 ′2 ± 1 𝐶 ′3
𝐶 ′′1 𝐶 ′′2 𝐶 ′′3 ∓ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

В силу условия 𝐺1 Δ±10(𝜆) имеет только простые нули, совпадающие с 3-ми

степенями элементов множества
⋃︀
𝑙

𝑍1𝑙, и таким образом, в условиях теоремы

Δ̃±10(𝜆) = Δ±10(𝜆). Заметим теперь, что

1

2

(︀
Δ±10 −Δ±30

)︀
= 𝑑13 ∓ (𝐶1 + 𝐶 ′2). (3.82)

С учетом установленных ранее равенств Δ̃±10(𝜆) = Δ±10(𝜆), Δ̃
±
30(𝜆) = Δ±30(𝜆)

(3.82) влечет 𝑑13 = 𝑑13, и, следовательно, �̃�13 =𝑀13.

□
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Глава 4 Обратные спектральные задачи для

интегро-дифференциальных операторов

§4.1 Формула умножения для функций одного

вида

Пусть символ 𝐽𝛼 обозначает оператор дробного интегрирования Римана

– Лиувилля:

(𝐽𝛼𝑓)(𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

Всюду в дальнейшем мы будем полагать 𝛼 > 1, 𝛼 /∈ N.
Введем в рассмотрение функцию 𝜙(·, 𝜆) := (𝐼𝑑− 𝐽𝛼)−1 1, где символ 𝐼𝑑

обозначает тождественный оператор, а 1 – функцию, равную 1 тождественно.

Функция 𝜙(·, 𝜆) играет важную роль в конструкции операторов преобразования

[13] для интегральных вольтерровских операторов и интегро-дифференциальных

операторов. В частности, большое значение имеют формулы умножения, дока-

зательству одной из которых посвящен данный параграф.

Теорема 4.1. Для произвольных 𝑥, 𝑦 > 0, 𝜆 ∈ C справедливо следующее

соотношение:

𝜙(𝑥, 𝜆)𝜙(𝑦, 𝜆) =
1

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

𝜙
(︀
𝑥+ 𝜔𝑗𝑦, 𝜆

)︀
+

∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑥− 𝑡, 𝑦)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡+
∫︁ 𝑦

0

𝑔(𝑦 − 𝑡, 𝑥)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡,

где 𝑚 = [𝛼/2], 𝑔(·, ·) – функция вида:

𝑔(𝑥, 𝑦) = −sin𝛼𝜋
𝜋
· 𝑥𝛼−1𝑦𝛼

𝑥2𝛼 − 2𝑥𝛼𝑦𝛼 cos𝛼𝜋 + 𝑦2𝛼
.

Доказательство. Поскольку обе части требуемого равенства – целые
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функции по 𝜆, достаточно установить его справедливость при вещественных

𝜆 ∈ (0,+∞).

Для доказательства теоремы воспользуемся аппаратом двумерного пре-

образования Лапласа. Всюду далее запись

𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑥,𝑦
÷ 𝐹 (𝑝, 𝑞), (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑄

означает:
∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑦) exp(−𝑝𝑥− 𝑞𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐹 (𝑝, 𝑞), (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑄.

Аналогично, записи

𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑥
÷ 𝐹 (𝑝, 𝑦), 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦
÷ 𝐹 (𝑥, 𝑞), 𝑞 ∈ 𝑄

означают, соответственно:

∞∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑦) exp(−𝑝𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑝, 𝑦), 𝑝 ∈ 𝑃,

∞∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑦) exp(−𝑞𝑦) 𝑑𝑦 = 𝐹 (𝑥, 𝑞), 𝑞 ∈ 𝑄.

С учетом известных теорем единственности для преобразования Лапласа (см.,

напр., Теорему 6 [9], с.22) достаточно доказать равенство двумерных изоб-

ражений правой и левой частей требуемого равенства для 𝑝 ∈ (𝜆1/𝛼,+∞),

𝑞 ∈ (𝜆1/𝛼,+∞), 𝑝 ̸= 𝑞.

1) Поскольку имеют место оценка:

|𝜙(𝑧, 𝜆)| ≤ 𝐶 exp
(︁
𝜆1/𝛼|𝑧|

)︁
(4.1)

и следующее равенство, вытекающее непосредственно из определения функции

𝜙(·, 𝜆):
∞∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝜆) exp(−𝑝𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑝𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝜆
, 𝑝 > 𝜆1/𝛼, (4.2)

заключаем:

𝜙(𝑥, 𝜆)𝜙(𝑦, 𝜆)
𝑥,𝑦
÷ 𝑝𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝜆
· 𝑞

𝛼−1

𝑞𝛼 − 𝜆
, 𝑝, 𝑞 ∈ (𝜆1/𝛼,+∞). (4.3)
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2) Для вещественных положительных 𝑠 в силу (2.36) [9], с.58 справедливо

соотношение

𝜙(𝑥+ 𝑠𝑦, 𝜆)
𝑥,𝑦
÷ 1

𝑠𝑝− 𝑞

(︂
𝑠𝑞𝛼−1

𝑞𝛼 − 𝜆𝑠𝛼
− 𝑝𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝜆

)︂
, 𝑝, 𝑞 ∈ (𝜆1/𝛼,+∞), 𝑝 ̸= 𝑞. (4.4)

Заметим теперь, что для любых фиксированных 𝑝, 𝑞 ∈ (𝜆1/𝛼,+∞), 𝑝 ̸= 𝑞 правая

часть (4.4) является аналитической функцией по 𝑠 ∈ {|𝑠| ∈ (1− 𝛿, 1+ 𝛿), arg 𝑠 ∈
(−𝜋, 𝜋)} при достаточно малой 𝛿 > 0. В силу оценки (4.1) то же справедливо

для интеграла
∞∫︁
0

𝜙(𝑥+ 𝑠𝑦, 𝜆) exp(−𝑝𝑥− 𝑞𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Согласно принципу аналитического продолжения, это означает, что (4.4) оста-

ется справедливым для всех 𝑠 таких, что |𝑠| = 1, arg 𝑠 ∈ (−𝜋, 𝜋). В частности,

имеем (𝑗 = −𝑚,𝑚):

𝜙
(︀
𝑥+ 𝜔𝑗𝑦, 𝜆

)︀ 𝑥,𝑦
÷ 1

𝑝− 𝑞𝜔−𝑗
· 𝑞

𝛼−1

𝑞𝛼 − 𝜆
− 1

𝑝𝜔𝑗 − 𝑞
· 𝑝

𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝜆
, 𝑝, 𝑞 ∈ (𝜆1/𝛼,+∞), 𝑝 ̸= 𝑞.

(4.5)

3) Рассмотрим при вещественных 𝜌 ∈ (0,+∞) функцию:

𝜙1(𝑥, 𝜌) := 𝜙 (𝑥, 𝜌𝛼)− 1

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

exp
(︀
𝜌𝜔𝑗𝑥

)︀
.

Применяя формулу обращения преобразования Лапласа, получим из (4.2) после

смены контура интегрирования и применения теоремы о вычетах:

𝜙 (𝑥, 𝜌𝛼) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶*

𝑝𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝜌𝛼
exp(𝑝𝑥) 𝑑𝑝+

1

𝛼
exp

(︀
𝜌𝜔𝑗𝑥

)︀
,

где:

𝐶* = {𝑝 = 𝑡 exp(−𝑖𝜋), 𝑡 ∈ (+∞, 𝜀]} ∪ {𝑝 = 𝜀 exp(𝑖𝛾), 𝛾 ∈ (−𝜋, 𝜋)}

∪{𝑝 = 𝑡 exp(𝑖𝜋), 𝑡 ∈ [𝜀,+∞)}.

Таким образом, для функции 𝜙1(𝑥, 𝜌) справедливо представление:

𝜙1(𝑥, 𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶*

𝑝𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝜌𝛼
exp(𝑝𝑥) 𝑑𝑝 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶*

𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 − 1
exp(𝜌𝑠𝑥) 𝑑𝑠
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=

+∞∫︁
0

(︂
1

2𝜋𝑖
· 𝑠

𝛼−1

𝑠𝛼 − 1

)︂⃒⃒⃒⃒𝑠=𝜏 exp(−𝑖𝜋)

𝑠=𝜏 exp(𝑖𝜋)

exp(−𝜌𝜏𝑥) 𝑑𝜏

(в последнем переходе было учтено, что в силу 𝛼 > 1 интеграл по дуге стре-

мится к 0 при 𝜀 → +0). После подсчета разности значений на берегах разреза

получаем:

𝜙1(𝑥, 𝜌) = −
sin𝛼𝜋

𝜋

+∞∫︁
0

𝜏𝛼−1

𝜏 2𝛼 − 2𝜏𝛼 cos𝛼𝜋 + 1
exp(−𝜌𝜏𝑥) 𝑑𝜏,

что после замены 𝜏𝑥 = 𝑡 приводит к равенству:

𝜙1(𝑥, 𝜌) =

∞∫︁
0

𝑔(𝑡, 𝑥) exp(−𝜌𝑡) 𝑑𝑡. (4.6)

Равенство (4.6) означает, что:

𝑔(𝑥, 𝑦)
𝑥
÷ 𝜙1(𝑦, 𝑝), 𝑝 ∈ (0,+∞) .

С другой стороны, из определения 𝜙1(𝑥, 𝜌) и (4.2) следует, что:

𝜙1(𝑦, 𝑝)
𝑦
÷ 𝑞𝛼−1

𝑞𝛼 − 𝑝𝛼
− 1

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

1

𝑞 − 𝑝𝜔𝑗
, 𝑝, 𝑞 ∈ (0,+∞) , 𝑝 ̸= 𝑞.

Таким образом, можно заключить, что:

𝑔(𝑥, 𝑦)
𝑥,𝑦
÷ 𝑞𝛼−1

𝑞𝛼 − 𝑝𝛼
− 1

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

1

𝑞 − 𝑝𝜔𝑗
, 𝑝, 𝑞 ∈ (0,+∞) , 𝑝 ̸= 𝑞. (4.7)

4) Из (4.7) и (4.2) согласно теореме о свертке (Теорема 13 [9], с.37) следует

соотношение:
𝑥∫︁

0

𝑔(𝑥− 𝑡, 𝑦)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡+
𝑦∫︁

0

𝑔(𝑦 − 𝑡, 𝑥)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡
𝑥,𝑦
÷

(︃
𝑞𝛼−1

𝑞𝛼 − 𝑝𝛼
− 1

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

1

𝑞 − 𝑝𝜔𝑗

)︃
𝑝𝛼 − 1

𝑝𝛼 − 𝜆
+(︃

𝑝𝛼−1

𝑝𝛼 − 𝑞𝛼
− 1

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

1

𝑝− 𝑞𝜔𝑗

)︃
𝑞𝛼 − 1

𝑞𝛼 − 𝜆
, 𝑝, 𝑞 ∈

(︁
𝜆1/𝛼,+∞

)︁
, 𝑝 ̸= 𝑞. (4.8)

Объединяя равенства (4.3), (4.5), (4.8), получаем требуемое.

□
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§4.2 Восстановление интегро-дифференциальных

операторов порядка 𝛼 > 2

Пусть символ 𝐷𝛼 обозначает оператор дробного интегрирования, 𝑀 –

оператор свертки:

𝑀𝑓(𝑥) = (𝑀 * 𝑓)(𝑥) =
𝑥∫︁

0

𝑀(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑀 ∈ 𝐿2(0, 1). В данном параграфе рассматривается обратная задача восста-

новления интегро-дифференциального оператора дробного порядка:

𝐿 = 𝐷𝛼 +𝑀𝐷𝛼−1, 𝛼 > 2, 𝛼 /∈ N (4.9)

по заданному спектру краевой задачи:

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 0, 𝑘 = 2, [𝛼] + 1, 𝐷𝛼−1𝑦(1) = 0. (4.10)

Здесь и всюду далее символ [𝛼] обозначает целую часть числа 𝛼.

Метод решения рассматриваемой обратной задачи опирается на специаль-

ную структуру используемого оператора преобразования. Рассмотрим решение

𝑦(𝑥, 𝜆) следующей задачи Коши:

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 𝛿𝑘,1, 𝑘 = 1, [𝛼] + 1, (4.11)

где 𝛿𝑗,𝑘 обозначает символ Кронекера.

Ясно, что спектр задачи (4.9)-(4.10) совпадает с множеством корней ха-

рактеристической функции Δ(𝜆) := 𝐷𝛼−1𝑦(1, 𝜆). Введем функцию 𝜓(𝑥, 𝜆) :=

𝐷𝛼−1𝑦(𝑥, 𝜆). ТогдаΔ(𝜆) = 𝜓(1, 𝜆). Обозначим через 𝑦(𝑥, 𝜆) решение следующей

"простейшей"задачи Коши:

𝐷𝛼𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 𝛿𝑘,1, 𝑘 = 1, [𝛼] + 1. (4.12)

Для функции 𝑦 := 𝑦 − 𝑦 справедливо соотношение:

𝐷𝛼𝑦 − 𝜆𝑦 = −𝑀𝐷𝛼−1𝑦 =𝑀𝜓.

Поскольку 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 0, 𝑘 = 1, [𝛼] + 1, отсюда вытекает:

𝑦 = −𝐽𝛼(𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−1𝑀𝜓,
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где

𝐽𝑓(𝑥) :=

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

обозначает оператор интегрирования, а 𝐽𝛼 – оператор дробного интегрирова-

ния Римана–Лиувилля. Действуя на обе части полученного равенства операто-

ром 𝐷𝛼−1, получим следующее интегральное уравнение относительно функции

𝜓(𝑥, 𝜆):

𝜓 = −Φ𝜆𝑀𝜓 + 𝜙, (4.13)

где Φ𝜆 = (𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−1𝐽 , 𝜙 = 𝐷𝛼−1𝑦 = (𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−11, или более подробно:

𝜙(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛𝑥𝑛𝛼

Γ(𝑛𝛼 + 1)
, Φ𝜆𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜙(𝑥− 𝑡, 𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Применяя метод последовательных приближений, получим решение уравнения

(4.13) в виде следующего ряда:

𝜓(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝜙𝑛(𝑥, 𝜆), 𝜙0 = 𝜙, 𝜙𝑛+1 = Φ𝜆𝑀𝜙𝑛.

Применяя Теорему 4.1, получим для функций 𝜙1(𝑥, 𝜆), 𝜙2(𝑥, 𝜆), . . . последова-

тельно следующие представления:

𝜙𝑛(𝑥, 𝜆) =

∫︁ 𝑥

0

𝐾𝑛(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡, (4.14)

𝐾𝑛(𝜂, 𝜉) = 𝜃𝑛(𝜉)𝑀
*𝑛(𝜂) +

𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝜃𝜈(𝜉) (𝐴𝑛𝜈 *𝑀 *𝑛) (𝜂), (4.15)

Здесь (и всюду далее) мы используем обозначения:

𝑓 *𝑛 := 𝑓 * 𝑓 *(𝑛−1), 𝑓 *1 := 𝑓, 𝜃𝑛(𝜉) :=
1

𝑛!

(︂
𝜉

𝛼

)︂𝑛

= 1*𝑛
(︂
𝜉

𝛼

)︂
.

Коэффициенты 𝐴𝑛𝜈(𝜂) в соотношениях (4.15) вычисляются рекуррентно по

формулам:

𝐴10 = −
2

𝛼

[︁𝛼
2

]︁
+ 𝑔10 + 𝑔20, (4.16)

𝐴𝑛+1,𝑛 = 𝐴𝑛,𝑛−1 +
1

𝛼

∑︁
0<|𝑗|<𝛼/2

𝜔𝑗

1− 𝜔𝑗
+ 𝑔20, (4.17)
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𝐴𝑛+1,𝜈 = 𝐴𝑛,𝜈−1 +
1

𝛼

∑︁
0<|𝑗|<𝛼/2

𝜔𝑗

1− 𝜔𝑗

(︃
𝜃𝑛−𝜈,𝑗 +

𝑛−1∑︁
𝜇=𝜈

𝜃𝜇−𝜈,𝑗 * 𝐴𝑛𝜇

)︃
+

𝑔2,𝑛−𝜈 +
𝑛−1∑︁
𝜇=𝜈

𝑔2,𝜇−𝜈 * 𝐴𝑛𝜇, 𝜈 = 1, 𝑛− 1, (4.18)

𝐴𝑛+1,0 = −
1

𝛼

∑︁
0<|𝑗|<𝛼/2

(︃
𝜃𝑛,𝑗 +

𝑛−1∑︁
𝜇=0

𝜃𝜇,𝑗 * 𝐴𝑛𝜇

)︃
+ 𝑔2𝑛 + 𝑔1𝑛 +

𝑛−1∑︁
𝜇=0

(𝑔2𝜇 + 𝑔1𝜇) * 𝐴𝑛𝜇,

(4.19)

где

𝑔1𝜈(𝜂) :=

∫︁ 𝜂

0

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡)𝜃𝜈(𝑡)𝑑𝑡, 𝑔2𝜈(𝜂) :=
∫︁ 𝜂

0

𝑔(𝑡, 𝜂 − 𝑡)𝜃𝜈(𝑡)𝑑𝑡, (4.20)

𝜃𝑛𝑗(𝜉) := 𝜃𝑛

(︂
𝜉

1− 𝜔𝑗

)︂
. (4.21)

Заметив, что:

𝑔1𝜈(𝜂) = 𝛾1𝜈𝜃𝜈(𝜂), 𝑔2𝜈(𝜂) = 𝛾2𝜈𝜃𝜈(𝜂),

где константы 𝛾1𝜈, 𝛾2𝜈 остаются ограниченными при 𝜈 → ∞, и пользуясь ре-

куррентными формулами (4.16)-(4.21), несложно получить следующие оценки:

max
𝜂∈(0,1)

|𝐴𝑛𝜈(𝜂)| ≤ 𝐶𝑛. (4.22)

Из (4.15) и (4.22) следует, что ряд
∑︀∞

𝑛=1(−1)𝑛𝐾𝑛(𝜂, 𝜉) сходится абсолютно и

равномерно на множестве {𝜂, 𝜉 ≥ 0, 𝜂 + 𝜉 ≤ 1}. Таким образом, нами получен

следующий результат.

Теорема 4.2. Для функции 𝜓(𝑥, 𝜆) справедливо интегральное представ-

ление:

𝜓(𝑥, 𝜆) = 𝜙(𝑥, 𝜆) +

∫︁ 𝑥

0

𝐾(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡,

где:

𝐾(𝜂, 𝜉) =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
(︃
𝜃𝑛(𝜉)𝑀

*𝑛(𝜂) +
𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝜃𝜈(𝜉) (𝐴𝑛𝜈 *𝑀 *𝑛) (𝜂)

)︃
.

Перейдем непосредственно к изучаемой обратной задаче. Пусть Δ̃(𝜆) =

𝜙(1, 𝜆) – характеристическая функция краевой задачи (4.10) с простейшим опе-

ратором �̃� = 𝐷𝛼. Поскольку 𝜙(𝑡, 𝜆) = 𝐸1/𝛼

(︀
𝜆𝑡1/𝛼; 1

)︀
, приведенные ниже свой-

ства функции 𝜙(𝑡, 𝜆), характеристической функции Δ̃(𝜆) и соответствующего
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спектра могут быть получены из хорошо известных свойств функций Миттаг–

Леффлера 𝐸𝑝(𝑧;𝜇) и их корней [37].

Лемма 4.1. Характеристическая функция Δ̃(𝜆) имеет счетное множе-

ство {�̃�𝑘}∞𝑘=1 корней. Все корни простые и вещественные. При 𝑘 →∞ имеет

место следующая асимптотика:

�̃�𝑘 = 𝜌𝛼𝑘 , 𝜌𝑘 = exp
(︁
𝑖
𝜋

𝛼

)︁ 𝜋

sin(𝜋/𝛼)

(︂
𝑘 − 1

2

)︂
+𝑂(exp(−𝛾𝑘)),

где 𝛾 > 0.

Лемма 4.2. Справедливо представление:

𝜙(𝑡, 𝜆) =
1

𝛼

[𝛼/2]∑︁
𝑗=−[𝛼/2]

exp(𝜌𝜔𝑗𝑡) +

∫︁ ∞
0

𝑔(𝑡, 𝑥) exp(−𝜌𝑥)𝑑𝑥, 𝜆 = 𝜌𝛼,Re𝜌 > 0,

где функция 𝑔(·, ·) – та же, что в Теореме 4.1.

Рассмотрим теперь характеристическую функцию Δ(𝜆) краевой задачи

(4.10) в общем случае. Из Теоремы 4.2 вытекает представление:

Δ(𝜆) = Δ̃(𝜆) +

∫︁ 1

0

𝑤(1− 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡, (4.23)

где 𝑤(𝑡) = 𝐾(𝑡, 1 − 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 1). Используя Леммы 4.1, 4.2, представление

(4.23) и теорему Руше, приходим к выводу, что характеристическая функция

Δ(𝜆) имеет счетное множество корней, причем эти корни (пронумерованные с

учетом кратности) {𝜆𝑘}∞𝑘=1 имеют следующую асимптотику:

𝜆𝑘 = 𝜌𝛼𝑘 , 𝜌𝑘 = 𝜌𝑘 + 𝑜(1). (4.24)

Более того, подставляя

𝜆𝑘 =
(︁
𝑧𝑘 exp

(︁
𝑖
𝜋

𝛼

)︁)︁𝛼
в уравнение Δ(𝜆𝑘) = 0 и пользуясь асимптотикой (при 𝑘 →∞):

𝑧𝑘 =
𝜋

𝑠

(︂
𝑘 − 1

2

)︂
+ 𝑜(1), Δ(𝜆𝑘) =

2

𝛼
exp(𝑐𝑧𝑘) cos(𝑠𝑧𝑘) +𝑂

(︁
exp(𝑐𝑧𝑘)𝑘

−1/2
)︁
,

𝑐 := cos
(︁𝜋
𝛼

)︁
, 𝑠 := sin

(︁𝜋
𝛼

)︁
вытекающей из (4.23), (4.24) и Лемм 4.1, 4.2, мы приходим к следующему ре-

зультату.
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Теорема 4.3. Краевая задача (4.10) имеет счетное множество {𝜆𝑘}∞𝑘=1

собственных значений. Для собственных значений справедливо представле-

ние:

𝜆𝑘 = 𝜌𝛼𝑘 , 𝜌𝑘 = 𝜌𝑘 + 𝜌𝑘, 𝑘
−1𝜌𝑘 ∈ 𝑙1.

Дадим теперь точную формулировку изучаемой обратной задачи.

Задача 𝐼𝑃 . По заданной последовательности {𝜆𝑘}∞𝑘=1, где собственные

значения задачи (4.10) 𝜆𝑘 занумерованы с учетом их алгебраической кратности,

найти 𝑀(𝜂), 𝜂 ∈ (0, 1).

Первый шаг в конструктивном решении поставленной обратной задачи со-

стоит в восстановлении характеристической функции Δ(𝜆) по заданному спек-

тру {𝜆𝑘}∞𝑘=1. Из теоремы Адамара следует представление:

Δ(𝜆) = 𝐶𝜆𝑟
∞∏︁

𝑘=𝑟+1

(︂
1− 𝜆

𝜆𝑘

)︂
. (4.25)

Поскольку Δ̃(0) = 𝜙(1, 0) = 1, аналогичное представление для Δ̃(𝜆) имеет вид:

Δ̃(𝜆) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝜆

�̃�𝑘

)︂
. (4.26)

Для восстановления характеристической функции Δ(𝜆) требуется найти кон-

станту 𝐶 в (4.25). С этой целью заметим, что в силу (4.23) и Лемм 4.1, 4.2,

имеем:

lim
𝜆→+∞

Δ(𝜆)

Δ̃(𝜆)
= 1.

С другой стороны, из Теоремы 4.3 следует, что бесконечное произведение

∞∏︁
𝑘=𝑟+1

(�̃�𝑘/𝜆𝑘)

сходится и

lim
𝜆→+∞

∞∏︁
𝑘=𝑟+1

𝜆− 𝜆𝑘
𝜆− �̃�𝑘

= 1.

Таким образом, получаем:

𝐶 =
𝑟∏︁

𝑘=1

(︂
−1
�̃�𝑘

)︂ ∞∏︁
𝑘=𝑟+1

(︂
𝜆𝑘

�̃�𝑘

)︂
,
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что приводит окончательно к искомому представлению:

Δ(𝜆) =
∞∏︁
𝑘=1

𝜆𝑘 − 𝜆
�̃�𝑘

. (4.27)

Заметим теперь, что если характеристическая функцияΔ(𝜆) известна, то функ-

ция 𝑤(𝑡) := 𝐾(𝑡, 1 − 𝑡) определяется однозначно равенством (4.23), поскольку

система функций {𝜙(𝑡, 𝜆)}𝜆∈C полна в 𝐿2(0, 1).

Далее, из Теоремы 4.2 следует соотношение:

𝑤(𝑡) = 𝐾(𝑡, 1− 𝑡) = −𝜃1(1− 𝑡)𝑀(𝑡)− (𝐴10 *𝑀)(𝑡)+

∞∑︁
𝑛=2

(−1)𝑛
(︃
𝜃𝑛(1− 𝑡)𝑀 *𝑛(𝑡) +

𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝜃𝜈(1− 𝑡) (𝐴𝑛𝜈 *𝑀 *𝑛) (𝑡)

)︃
.

Мы перепишем его следующим образом:

𝑀(𝑡) = − 𝛼

1− 𝑡
𝑤(𝑡)− 𝐴10

∫︁ 𝑡

0

𝛼

1− 𝑡
𝑀(𝜏)𝑑𝜏+

∞∑︁
𝑛=2

(−1)𝑛
{︃
𝛼𝜃𝑛(1− 𝑡)

1− 𝑡
𝑀 *𝑛(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝛼𝜃𝜈(1− 𝑡)
1− 𝑡

𝐴𝑛𝜈(𝑡− 𝜏)

)︃
𝑀 *𝑛(𝜏)𝑑𝜏

}︃
(4.28)

и будем рассматривать как нелинейное интегральное уравнение относительно

искомой функции 𝑀(·).

Теорема 4.4. Для каждого фиксированного 𝑇 ∈ (0, 1) уравнение (4.28)

однозначно разрешимо в 𝐿2(0, 𝑇 ).

Теорема следует из оценок (4.22) и следующей общей леммы [78].

Лемма 4.3. Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение:

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) +
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑓𝑛(𝑡)𝑦

*𝑛(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

𝐹𝑛(𝑡, 𝜏)𝑦
*𝑛(𝜏)𝑑𝜏

)︂
,

в котором

‖𝑓𝑛‖𝐿2(0,𝑇 ) ≤ 𝐶𝑛, ‖𝐹𝑛‖𝐿2((0,𝑇 )×(0,𝑇 )) ≤ 𝐶𝑛.

Пусть 𝑓1(𝑡) ≡ 0. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ) уравнение имеет

единственное решение в 𝐿2(0, 𝑇 ).

Таким образом, мы приходим к следующему результату.
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Теорема 4.5 Задание спектра {𝜆𝑘}∞𝑘=1 краевой задачи (4.10) однозначно

определяет оператор (4.9). Ядро 𝑀(·) может быть найдено с помощью сле-

дующей процедуры:

1) Строим функцию Δ(·) по формуле (4.27).
2) Находим 𝑤(·) из (4.23).
3) Находим 𝑀(·), решая основное уравнение (4.28).

§4.3 Восстановление интегро-дифференциальных

операторов порядка 𝛼 ∈ (1, 2)

Пусть 𝑀 – интегральный оператор вида:

𝑀𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑀(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

где 𝑀(𝜂, 𝜉) = 𝑁(𝜂)𝑝(𝜉), (𝜂, 𝜉) ∈ Π = {𝜂, 𝜉 ≥ 0, 𝜂 + 𝜉 ≤ 1}, 𝑝(·) – непрерывная
строго положительная функция, 𝑁 ∈ 𝐿∞(0, 1).

В данном параграфе рассматривается обратная задача восстановления

интегро-дифференциального оператора дробного порядка

𝐿 = 𝐷𝛼 +𝑀𝐷𝛼−1, 𝛼 ∈ (1, 2) (4.29)

по заданному спектру краевой задачи:

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−2𝑦(0) = 0, 𝐷𝛼−1𝑦(1)−𝐷𝛼−1𝑦(0) = 0, (4.30)

причем функция 𝑝(·) предполагается известной априори.

Предлагаемая процедура конструктивного решения рассматриваемой об-

ратной задачи существенно опирается на специальную структуру возникающих

здесь операторов преобразования.

Обозначим через 𝑦(𝑥, 𝜆) решение следующей задачи Коши:

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 𝛿𝑘,1, 𝑘 = 1, 2, (4.31)

где 𝛿𝑗,𝑘 – символ Кронекера. Ясно, что спектр краевой задачи (4.29)-(4.30) слвпа-

дает с множеством корней характеристической функции Δ(𝜆) := 𝐷𝛼−1𝑦(1, 𝜆)−
1. Введем функцию 𝜓(𝑥, 𝜆) := 𝐷𝛼−1𝑦(𝑥, 𝜆). Тогда Δ(𝜆) = 𝜓(1, 𝜆)− 1.
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Определим 𝑦(𝑥, 𝜆) как решение "простейшей"задачи Коши:

𝐷𝛼𝑦 = 𝜆𝑦, 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 𝛿𝑘,1, 𝑘 = 1, 2. (4.32)

Тогда для функции 𝑦 := 𝑦 − 𝑦 имеем:

𝐷𝛼𝑦 − 𝜆𝑦 = −𝑀𝐷𝛼−1𝑦 = −𝑀𝜓.

Поскольку 𝐷𝛼−𝑘𝑦(0) = 0, 𝑘 = 1, 2, отсюда вытекает:

𝑦 = −𝐽𝛼(𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−1𝑀𝜓,

где символ 𝐽𝛼 обозначает оператор дробного интегрирования Римана–Лиувилля.

Действуя на полученное равенство оператором 𝐷𝛼−1, получаем следующее ин-

тегральное уравнение относительно функции 𝜓(𝑥, 𝜆):

𝜓 = −Φ𝜆𝑀𝜓 + 𝜙, (4.33)

где Φ𝜆 = (𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−1𝐽 , 𝜙 = 𝐷𝛼−1𝑦 = (𝐼𝑑− 𝜆𝐽𝛼)−11 или, более подробно:

𝜙(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛𝑥𝑛𝛼

Γ(𝑛𝛼 + 1)
, Φ𝜆𝑓(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝜙(𝑥− 𝑡, 𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Используя метод последовательных приближений, построим решение уравне-

ния (4.33) в виде ряда:

𝜓(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛(𝑥, 𝜆), 𝜙0 = 𝜙, 𝜙𝑛+1 = −Φ𝜆𝑀𝜙𝑛.

Пользуясь Теоремой 4.1, можно получить следующий важный для даль-

нейших построений результат.

Лемма 4.4. Предположим, что функция 𝑓(𝑥, 𝜆) допускает представ-

ление вида:

𝑓(𝑥, 𝜆) =

∫︁ 𝑥

0

𝐹 (𝑥− 𝑡, 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

с некоторой функцией 𝐹 ∈ 𝐶(Π). Тогда функция ℎ = Φ𝜆𝑓 допускает анало-

гичное представление

ℎ(𝑥, 𝜆) =

∫︁ 𝑥

0

𝐻(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡,
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где:

𝐻(𝜂, 𝜉) = 𝐻0(𝜂, 𝜉) + �̃�(𝜂, 𝜉) + �̂�(𝜂),

𝐻0(𝜂, 𝜉) =
1

𝛼

∫︁ 𝜉

0

𝐹 (𝜂, 𝑡)𝑑𝑡,

�̃�(𝜂, 𝜉) =

∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡− 𝜏, 𝜂 − 𝑡)𝐹 (𝜏, 𝑡− 𝜏 + 𝜉)𝑑𝜏,

�̃�(𝜂, 𝜉) =

∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝜏)𝐹 (𝜏, 𝑡− 𝜏)𝑑𝜏.

Пользуясь утверждениями Теоремы 4.1 и Леммы 4.4, получаем для функ-

ций 𝜙1(𝑥, 𝜆), 𝜙2(𝑥, 𝜆), . . . последовательно следующие представления:

𝜙𝑛(𝑥, 𝜆) =

∫︁ 𝑥

0

𝐾𝑛(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡, (4.34)

где:

𝐾1(𝜂, 𝜉) = −
1

𝛼
𝑁(𝜂)

∫︁ 𝜉

0

𝑝(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝜏)𝑁(𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏−∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡− 𝜏, 𝜂 − 𝑡)𝑁(𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏 + 𝜉)𝑑𝜏, (4.35)

𝐾𝑛+1(𝜂, 𝜉) = −
1

𝛼

∫︁ 𝜉

0

𝑀𝑛(𝜂, 𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝜏)𝑀𝑛(𝜏, 𝑡− 𝜏)𝑑𝜏−∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡− 𝜏, 𝜂 − 𝑡)𝑀𝑛(𝜏, 𝑡− 𝜏 + 𝜉)𝑑𝜏, (4.36)

𝑀𝑛(𝜂, 𝜉) =

∫︁ 𝜂

0

𝑁(𝜂 − 𝜏)𝑝(𝜉 + 𝜏)𝐾𝑛(𝜏, 𝜉)𝑑𝜏. (4.37)

Из рекуррентных формул (4.35)–(4.37) вытекают оценки:

|𝑀𝑛(𝜂, 𝜉)| ≤
𝐶𝑛𝜂𝑛−1

(𝑛− 1)!
‖𝑁‖𝑛𝐿∞(0,𝜂), |𝐾𝑛(𝜂, 𝜉)| ≤

𝐶𝑛𝜂𝑛−1

(𝑛− 1)!
‖𝑁‖𝑛𝐿∞(0,𝜂), (4.38)

где константа 𝐶 не зависит ни от 𝜂, 𝜉, ни от функции 𝑁(·).
В силу оценок (4.38) определена функция:

𝐾(𝜂, 𝜉) =

∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝜏)𝑁(𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏+

∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑡− 𝜏, 𝜂 − 𝑡)𝑁(𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏 + 𝜉)𝑑𝜏 +
∞∑︁
𝑛=2

𝐾𝑛(𝜂, 𝜉)
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и мы, таким образом, получили следующий результат.

Теорема 4.6. Для функции 𝜓(𝑥, 𝜆) справедливо интегральное представ-

ление:

𝜓(𝑥, 𝜆) = 𝜙(𝑥, 𝜆) +

∫︁ 𝑥

0

(𝑁(𝑥− 𝑡)𝑝1(𝑡) +𝐾(𝑥− 𝑡, 𝑡))𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡,

где

𝑝1(𝜉) := −
1

𝛼

∫︁ 𝜉

0

𝑝(𝑡)𝑑𝑡

и функция 𝐾(𝜂, 𝜉) = 𝐾(𝑁 ; 𝜂, 𝜉) непрерывна на Π.

Установим некоторые нужные для дальнейших рассуждений свойства нели-

нейного отображения 𝑁(·)→ 𝐾(𝑁 ; ·, ·).

Лемма 4.5. Для произвольного 𝑇 ∈ [0, 1] обозначим: Π𝑇 := Π ∩ {𝜂 ∈
[0, 𝑇 ]}. Существует 𝑟 > 0 такое, что если 𝑅𝑇 < 𝑟, где

𝑅 = max{‖𝑁‖𝐿∞(0,𝑇 ), ‖�̃�‖𝐿∞(0,𝑇 )},

то справедлива оценка:

‖𝐾(𝑁)−𝐾(�̃�)‖𝐶(Π𝑇 ) ≤ 𝐶𝑅𝑇‖𝑁 − �̃�‖𝐿∞(0,𝑇 ),

где константа 𝐶 не зависит ни от 𝑇 , ни от функций 𝑁, �̃� .

Доказательство. Из рекуррентных формул (4.35)–(4.37) следуют оцен-

ки:

|𝐾𝑛+1(𝑁 ; 𝜂, 𝜉)−𝐾𝑛+1(�̃� ; 𝜂, 𝜉)| ≤ 𝐶1‖𝑀𝑛(𝑁)−𝑀𝑛(�̃�)‖𝐶(Π𝜂), (4.39)

|𝑀𝑛(𝑁 ; 𝜂, 𝜉)−𝑀𝑛(�̃� ; 𝜂, 𝜉)| ≤

𝐶2𝜂
(︁
‖𝑁 − �̃�‖𝐿∞(0,𝜂)‖𝐾𝑛(𝑁)‖𝐶(Π𝜂) + ‖�̃�‖𝐿∞(0,𝜂)‖𝐾𝑛(𝑁)−𝐾𝑛(�̃�)‖𝐶(Π𝜂)

)︁
(4.40)

С помощью оценки⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

�̂�(𝜏) (𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏) + 𝑔(𝑡− 𝜏, 𝜂 − 𝑡)𝑝(𝑡− 𝜏 + 𝜉)) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶0𝜂‖𝑁 − �̃�‖𝐿∞(0,𝜂)

(где �̂�(𝜏) := 𝑁(𝜏)− �̃�(𝜏)) получаем требуемое из (4.39), (4.40) непосредствен-

ным вычислением.
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□

Зафиксируем произвольное 𝑇 ∈ (0, 1). Определим:

𝑁+(𝜂) :=

{︃
0, 𝜂 < 𝑇/2,

𝑁(𝜂), 𝜂 ≥ 𝑇/2
, 𝑁−(𝜂) := 𝑁(𝜂)−𝑁+(𝜂).

Лемма 4.6. Справедливо следующее представление:

𝐾(𝑁 ; 𝜂, 𝜉) = 𝐾(𝑁−; 𝜂, 𝜉) +

∫︁ 𝜂

0

𝐴(𝑁−; 𝜂, 𝜉, 𝜏)𝑁+(𝜏)𝑑𝜏, (𝜂, 𝜉) ∈ Π𝑇 .

Здесь 𝐴(𝑁−; 𝜂, 𝜉, 𝜏) – 𝐿∞-функция на 𝑆𝑇 := {(𝜂, 𝜉, 𝜏) : (𝜂, 𝜉) ∈ Π𝑇 , 𝜏 ∈ [0, 𝜂]}.
𝐴(𝑁−; 𝜂, 𝜉, 𝜏) зависит от 𝑁−(·), но не зависит от 𝑁+(·).

Доказательство. Пользуясь снова рекуррентными формулами (4.35)–

(4.37), замечаем, что:

𝐾𝑛(𝑁 ; 𝜂, 𝜉) = 𝐾𝑛(𝑁
−; 𝜂, 𝜉) +

∫︁ 𝜂

0

𝐴𝑛(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏)𝑁+(𝜏)𝑑𝜏, (𝜂, 𝜉) ∈ Π𝑇 , (4.41)

где:

𝐴1(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏) =

−
∫︁ 𝜂

𝜏

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡−
∫︁ 𝜂

𝜏

𝑔(𝑡− 𝜏, 𝜂 − 𝑡)𝑝(𝑡− 𝜏 + 𝜉)𝑑𝑡, (4.42)

𝐴𝑛+1(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏) = − 1

𝛼

∫︁ 𝜉

0

𝐵𝑛(𝑁
−; 𝜂, 𝑡, 𝜏)𝑑𝑡−∫︁ 𝜂

𝜏

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑔(𝑡− 𝑠, 𝜂 − 𝑡)𝐵𝑛(𝑁
−; 𝑠, 𝑡− 𝑠+ 𝜉, 𝜏)𝑑𝑠−∫︁ 𝜂

𝜏

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑔(𝜂 − 𝑡, 𝑡− 𝑠)𝐵𝑛(𝑁
−; 𝑠, 𝑡− 𝑠, 𝜏)𝑑𝑠, (4.43)

𝐵𝑛(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏) =∫︁ 𝜂

𝜏

𝑁−(𝜂 − 𝜏)𝑝(𝜉 + 𝑡)𝐴𝑛(𝑁
−; 𝑡, 𝜉, 𝜏)𝑑𝑡+ 𝑝(𝜉 + 𝜂 − 𝜏)𝐾𝑛(𝑁

−; 𝜂 − 𝜏, 𝜉). (4.44)

Из (4.43) вытекает оценка:

|𝐴𝑛+1(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝐶0‖𝐵𝑛(𝑁

−; ·, ·, ·)‖𝐿∞(𝑆𝜂)
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с некоторой абсолютной константой 𝐶0. Пользуясь этой оценкой, а также (4.42),

(4.38) и (4.44) выводим по индукции неравенство:

|𝐴𝑛(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝐶𝑛 (𝜂 − 𝜏)𝑛−2

(𝑛− 2)!
‖𝑁−‖𝑛𝐿∞(0,𝜂), (𝜂, 𝜉, 𝜏) ∈ 𝑆𝑇 , 𝑛 ≥ 2. (4.45)

Положив:

𝐴(𝑁−; 𝜂, 𝜉, 𝜏) :=
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛(𝑁
−; 𝜂, 𝜉, 𝜏),

(заметив предварительно, что ряд в правой части сходится равномерно на 𝑆𝑇 в

силу (4.45)), мы получаем требуемое представление.

□

Приступая к исследованию обратной задачи, мы начнем с некоторых рас-

смотрений вспомогательного характера. Заметим, прежде всего, что функция

𝜙(𝑡, 𝜆) может быть записана в терминах функций Миттаг–Леффлера: 𝜙(𝑡, 𝜆) =

𝐸1/𝛼(𝜆𝑡
𝛼; 1). Пользуясь этим наблюдением, мы выведем из представлений, по-

лученных в работе [37], следующие представления:

𝜙(𝑡, 𝜆) =
1

𝛼
exp(𝜌𝑡) +

∫︁ ∞
0

𝑔(𝑡, 𝑥) exp(−𝜌𝑥)𝑑𝑥, 𝜆 = 𝜌𝛼,Re𝜌 > 0, (4.46)

𝜙(𝑡, 𝜆) =
1

𝛼
(exp(𝑡𝑧 exp(𝑖𝜋/𝛼)) + exp(𝑡𝑧 exp(−𝑖𝜋/𝛼)))+∫︁ ∞

0

𝑞(𝑡, 𝑥) exp(−𝑧𝑥)𝑑𝑥, 𝜆 = −𝑧𝛼, arg 𝑧 ∈ [𝜋/2− 𝜋/𝛼, 𝜋/𝛼− 𝜋/2]. (4.47)

Здесь функция 𝑔(·, ·) – та же, что в Теореме 4.1, а функция 𝑞(·, ·) определяется
следующим образом:

𝑞(𝑥, 𝑦) =
sin𝛼𝜋

𝜋

𝑥𝛼−1𝑦𝛼

𝑥2𝛼 + 2𝑥𝛼𝑦𝛼 cos𝛼𝜋 + 𝑦2𝛼
.

Далее, из Теоремы 4.6 вытекает следующее представление:

Δ(𝜆) = Δ0(𝜆) +

∫︁ 1

0

(𝑁(1− 𝑡)𝑝1(𝑡) +𝐾(𝑁 ; 1− 𝑡, 𝑡))𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡, (4.48)

где Δ0(𝜆) := 𝜙(1, 𝜆)−1 – характеристическая функция, соответствующая "про-
стейшему"оператору с 𝑁 = 0. Пользуясь (4.46)–(4.48), с помощью теоремы

Руше приходим к утверждению, что характеристическая функция Δ(𝜆) имеет
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счетное множество корней; для указанных корней, пронумерованных с учетом

кратности, {𝜆𝑘}∞𝑘=−∞ справедлива асимптотика:

𝜆𝑘 = (log𝛼 + 2𝜋𝑘𝑖)𝛼 + 𝑜(1), 𝑘 → ±∞.

С учетом сказанного, обратная задача может быть сформулирована сле-

дующим образом.

Задача 𝐼𝑃 . По заданному спектру {𝜆𝑘}∞𝑘=−∞ краевой задачи (4.30) при

известной функции 𝑝(·) найти функцию 𝑁(·).

Приступая к решению обратной задачи, заметим, прежде всего, что харак-

теристическая функцияΔ(𝜆) однозначно восстанавливается по спектру {𝜆𝑘}∞𝑘=−∞.
Действительно,Δ(𝜆) является целой функцией порядка 1/𝛼 < 1 и согласно тео-

реме Адамара имеем (при Δ(0) ̸= 0, случай Δ(0) = 0 требует незначительных

изменений):

Δ(𝜆) = 𝐶

∞∏︁
𝑘=−∞

(︂
1− 𝜆

𝜆𝑘

)︂
. (4.49)

Однозначное восстановление характеристическое функции требует знания кон-

станты 𝐶 в (4.49). Для ее нахождения заметим, что, в силу (4.47), (4.48) имеем

Δ(𝜆)→ −1 при 𝜆→ −∞. Отсюда следует:

𝐶 = −

(︃
lim

𝜆→−∞

∞∏︁
𝑘=−∞

(︂
1− 𝜆

𝜆𝑘

)︂)︃−1
. (4.50)

Следующим шагом в решении рассматриваемой обратной задачи будет

восстановление функции 𝑤(𝑡) := 𝑁(𝑡)𝑝1(1−𝑡)+𝐾(𝑁 ; 𝑡, 1−𝑡) по (уже найденной)
характеристической функции Δ(·). Перепишем соотношение (4.48) следующим

образом: ∫︁ 1

0

𝑤(1− 𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 = Δ(𝜆)−Δ0(𝜆). (4.51)

Пользуясь снова представлением 𝜙(𝑡, 𝜆) = 𝐸1/𝛼(𝜆𝑡
𝛼; 1), рассмотрим левую часть

(4.51) как интегральное преобразованием с ядром, выражаемым через функции

типа Миттаг–Леффлера. Соответствующая формула обращения (см., напри-

мер, [32], Теорема 2) дает:

𝑤(1− 𝑡) = 𝛼

2𝜋
· 𝑑
𝑑𝑡

∫︁ ∞
−∞

1− exp(−𝑖𝑡𝑦)
𝑖𝑦

(Δ((𝑖𝑦)𝛼)−Δ0((𝑖𝑦)
𝛼)) 𝑑𝑦. (4.52)
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Таким образом, мы можем далее считать функцию 𝑤(·) известной. Завер-
шающий шаг решения Задачи 𝐼𝑃 состоит в восстановлении непосредственно

функции 𝑁(·). Из рассуждений, приведенных выше, известно, что она связана
с найденной ранее функцией 𝑤(·) соотношением:

𝑤(𝑡) = 𝑝1(1− 𝑡)𝑁(𝑡) +𝐾(𝑁 ; 𝑡, 1− 𝑡). (4.53)

Будем рассматривать (4.53) как нелинейное уравнение относительно 𝑁(·).

Теорема 4.6. Для каждого фиксированного 𝑇 ∈ (0, 1) уравнение (4.53)

имеет единственное решение в 𝐿∞(0, 𝑇 ).

Доказательство. Поскольку inf𝑡∈[0,1] 𝑝(𝑡) > 0, имеем inf𝑡∈[0,𝑇 ] 𝑝1(1−𝑡) > 0

для любого 𝑇 ∈ (0, 1). Следовательно, из Леммы 4.5 можно сделать вывод, что

для любого достаточно большого фиксированного 𝑅 > 0 отображение

𝑁(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )→ 𝑤(𝑡)

𝑝1(1− 𝑡)
− 𝐾(𝑁 ; 𝑡, 1− 𝑡)

𝑝1(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )

является сжимающим в шаре ‖𝑓‖ ≤ 𝑅 пространства 𝐿∞(0, 𝑇 ) для всех 𝑇 <

𝑇0(𝑅). Это доказывает утверждение теоремы для всех достаточно малых 𝑇 > 0.

Рассмотрим теперь произвольное 𝑇 ∈ (0, 1) и выберем 𝑚 ∈ N таким,

чтобы уравнение (4.53) было однозначно разрешимым в 𝐿∞(0, 𝛿), где 𝛿 := 2−𝑚𝑇 .

Обозначим соответствующее решение через 𝑦0(·) и положим:

𝑦(𝑡) :=

{︃
𝑦0(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝛿),

𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛿, 2𝛿),
(4.54)

где функция 𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛿, 2𝛿) будет выбрана ниже. В силу Леммы 4.6, при 𝜂 ∈
(0, 2𝛿) имеем:

𝐾(𝑦; 𝜂, 𝜉) = 𝐾(𝑦0; 𝜂, 𝜉) +

∫︁ 𝜂

0

𝐴(𝑦0; 𝜂, 𝜉, 𝜏)𝑦1(𝜏)𝑑𝜏,

где предполагается, что 𝑦0(𝑡) := 0, 𝑡 ∈ [𝛿, 2𝛿), 𝑦1(𝑡) := 0, 𝑡 ∈ (0, 𝛿). В частности,

справедливо равенство:

𝐾(𝑦; 𝑡, 1− 𝑡) = 𝐾(𝑦0; 𝑡, 1− 𝑡) +
∫︁ 𝑡

𝛿

𝐴(𝑦0; 𝑡, 1− 𝑡, 𝜏)𝑦1(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [𝛿, 2𝛿).

Определим теперь функцию 𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛿, 2𝛿] как (единственное) решение следу-

ющего линейного вольтерровского уравнения второго рода:

𝑤(𝑡) = 𝑝1(1− 𝑡)𝑦1(𝑡) +𝐾(𝑦0; 𝑡, 1− 𝑡) +
∫︁ 𝑡

𝛿

𝐴(𝑦0; 𝑡, 1− 𝑡, 𝜏)𝑦1(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (𝛿, 2𝛿).

(4.55)
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Тогда функция 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 2𝛿), определяемая соотношениями (4.54), будет (един-

ственным) решением уравнения (4.53) в пространстве 𝐿∞(0, 2𝛿). Продолжая

рассуждать указанным образом, установим однозначную разрешимость (4.53)

последовательно на интервалах (0, 4𝛿), . . . , (0, 𝑇/2), (0, 𝑇 ).

□

Таким образом, мы приходим к следующему результату.

Теорема 4.7. Задание спектра {𝜆𝑘}∞𝑘=−∞ краевой задачи (4.30) и функ-

ции 𝑝(·) однозначно определяет оператор (4.29). Функция 𝑁(·) может быть

восстановлена по указанным данным с помощью следующей процедуры:

1) Строим Δ(·) по формулам (4.49), (4.50).

2) Вычисляем 𝑤(·) с помощью (4.52).

3) Находим 𝑁(·), решая уравнение (4.53).
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Заключение

В диссертационной работе исследованы:

1. Задача рассеяния для матричного дифференциального оператора первого

порядка с регулярной особенностью:

ℓ𝑦 = 𝐵0

(︀
𝑦′ − (𝑥−1𝐴+ 𝑞(𝑥))𝑦

)︀
, (5.1)

2. Задачи рассеяния для операторов Штурма – Лиувилля на некомпактных

графах,

3. Задача рассеяния для оператора переменного порядка на некомпактном

графе с циклом,

4. Обратные спектральные задачи для интегро - дифференциальных опера-

торов дробного порядка:

𝐿 = 𝐷𝛼 +𝑀𝐷𝛼−1, 𝛼 ∈ (1, 2), 𝑀𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑀(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (5.2)

Получены следующие результаты.

1. Введены и исследованы интегральные преобразования, ядра которых стро-

ятся по решениям дифференциальных систем с регулярной особенностью.

Данные преобразования естественным образом возникают при решении

неоднородного уравнения с невозмущенным уравнением в левой части. Раз-

работанные методы могут быть использованы при решении задач матема-

тической физики, обладающих пространственной симметрией типа враще-

ния.

2. Предложен метод построения и исследования решений типа Вейля для опе-

раторов (5.1), основанный на использовании тензорно-значных решений
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построенных специальным образом вспомогательных дифференциальных

систем. Исследование решений типа Вейля является важнейшим этапом

решения обратных спектральных задач, а также исследования полноты и

базисности обобщенных собственных функций оператора (5.1).

3. Предложена и обоснована конструктивная процедура решения обратной

задачи рассеяния для операторов (5.1) в случае отсутствия дискретного

спектра. Получены необходимые и достаточные условия разрешимости об-

ратной задачи, в частности выявлено условие, отвечающее за отсутствие

дискретного спектра у восстановленного оператора.

4. Разработана конструктивная процедура решения обратной задачи рассея-

ния на графе-звезде для оператора Штурма – Лиувилля с бесселевой осо-

бенностью в вершине. Предложена конструктивная процедура решения об-

ратной задачи для оператора Штурма–Лиувилля на некомпактном графе

с циклом. Указанные результаты могут быть использованы при моделиро-

вании и синтезе сетеподобных структур, задачи такого типа возникают в

таких областях естествознания и техники, как органическая химия, теория

волноводов, теория электрических сетей, нанотехнологии и др.

5. Доказана теорема единственности решения обратной задачи рассеяния для

оператора переменного порядка на простейшем некомпактном графе с цик-

лом.

6. Получены формулы умножения для функций типа Миттаг - Леффлера.

Функции указанного типа возникают, в частности, при описании резоль-

венты оператора дробного интегрирования Римана – Лиувилля. Получен-

ные формулы могут найти применение в теории указанных операторов и

в приложениях дробного исчисления.

7. Разработана конструктивная процедура решения обратной задачи для неко-

торых интегро-дифференциальных операторов дробного порядка (5.2).

Результаты диссертации носят теоретический характер. Они могут быть

использованы в спектральной теории обыкновенных дифференциальных опе-

раторов и систем, а также при построении математических моделей различных

прикладных задач. Результаты диссертационной работы могут быть интересны
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специалистам, работающим в МГУ им. М.В. Ломоносова, Математическом ин-

ституте им В.А. Стеклова РАН, Институте прикладной математики им. М.В.

Келдыша РАН, СПбГУ и других высших учебных заведениях и научных цен-

трах. Результаты диссертации могут составить содержании специальных курсов

для студентов старших курсов и аспирантов.

Все представленные в диссертации методы решения обратных задач кон-

структивны. На их основе могут быть разработаны численные алгоритмы, по-

лезные для приложений дифференциальных операторов в таких областях, как

механика, оптика, геофизика, астрофизика, нанотехнологии.

Дальнейшее развитие разработанных в диссертации методов позволит по-

лучить новые результаты в таких важных направлениях, как спектральная

теория дифференциальных операторов высших порядков с коэффициентами-

распределениями и дифференциальных систем общего вида с сингулярными

коэффициентами, теория рассеяния на некомпактных квантовых графах, спек-

тральная теория интегро-дифференциальных операторов дробного порядка.
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