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ВВЕДЕНИЕ

Известны три базовых пассивных элемента электрических цепей: рези-

стор, конденсатор и катушка индуктивности. Идея существования четвертого

базового радиотехнического элемента, названного мемристором, была предло-

жена в 1971 году Леоном Чуа [1]. В модели мемристора, рассмотренного Л.

Чуа, магнитный поток 𝜙(𝑡) нелинейно связан с протекающим через мемристор

зарядом 𝑞(𝑡): 𝑑𝜙 = 𝑀(𝑞) · 𝑑𝑞, в результате можно представить 𝑀(𝑞) =
𝑑𝜙

𝑑𝑞
.

Используя выражения 𝑑𝜙 = 𝑈𝑑𝑡, 𝑑𝑞 = 𝐼𝑑𝑡, где 𝑈 — напряжение на мемристо-

ре, 𝐼 — ток, проходящий через мемристор, можно получить вольт-амперную

характеристику элемента: 𝑈 = 𝑀(𝑞)𝐼. Это означает, что 𝑀(𝑞) — это контроли-

руемое зарядом сопротивление (memristance), которое зависит от всей прошлой

истории процесса 𝐼(𝑡):

𝑀(𝑞) =
𝑑𝜙

𝑑𝑞
= 𝜙′

⎛⎝ 𝑡∫︁
−∞

𝐼(𝜃)𝑑𝜃

⎞⎠ . (1)

Аналогично можно записать 𝑑𝑞 = 𝑊 ·𝑑𝜙, следовательно, 𝑊 (𝜙) =
𝑑𝑞

𝑑𝜙
. В резуль-

тате получим 𝐼 = 𝑊 (𝜙)𝑈 . Здесь 𝑊 (𝜙) — это управляемая магнитным потоком

проводимость (memductance), которая зависит от всей прошлой истории про-

цесса 𝑈(𝑡):

𝑊 (𝜙) =
𝑑𝑞

𝑑𝜙
= 𝑞′

⎛⎝ 𝑡∫︁
−∞

𝑈(𝜃)𝑑𝜃

⎞⎠ . (2)

Формула (1) описывает мемристор управляемый электрическим зарядом, а

формула (2) — мемристор, управляемый магнитным потоком. Обе записи эк-

вивалентны, а выбор функции 𝑀(𝑞) или 𝑊 (𝜙) определяется из условий кон-

кретной задачи. Из (1) и (2) следует фундаментальное свойство мемристора —

зависимость электрических характеристик элемента от всей предыстории его
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функционирования. Если известно значение заряда или магнитного потока в

некоторый момент времени 𝑡0, то, в соответствии с (1) и (2) получаем:

𝑀(𝑞) = 𝜙′

⎛⎝𝑞(𝑡0) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝐼(𝜃)𝑑𝜃

⎞⎠ , 𝑊 (𝜙) = 𝑞′

⎛⎝𝜙(𝑡0) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑈(𝜃)𝑑𝜃

⎞⎠ . (3)

Начальные значения управляющих переменных 𝑞(𝑡0) и 𝜙(𝑡0) влияют на значе-

ния сопротивления и проводимости мемритора бесконечно долго. Такой элемент

можно назвать идеальным мемристором.

В дальнейшем Л. Чуа обобщил свою идею [2] и расширил определение

мемристора на случай произвольного двухполюсника, который может быть опи-

сан следующими соотношениями:

𝑦 = 𝐺𝑀(z, 𝑥, 𝑡)𝑥, ż = f(z, 𝑥, 𝑡). (4)

Здесь 𝑥 — входной сигнал, 𝑦 — отклик системы. z ∈ Rm - векторная пере-

менная, задающая мгновенное состояние мемристора. Его характеристика 𝐺𝑀

представляет собой скалярную нелинейную функцию, зависящую от управляю-

щей переменной z, значение которой связано со входной переменной инерцион-

но, т.е. зависит от предыстории мемристора. Скорость изменения переменной

z задается непрерывной функцией f(z,x,y). Важно отметить, что определение

мемристивного элемента (4) является математической интерпретацией, которая

не конкретизирует физического смысла динамических переменных и их функ-

циональной зависимости. Л. Чуа и соавторы отметили тот факт, что уравне-

ние (4) не накладывают ограничений на природу мемристивных элементов и

систем [3, 4]. Например, ему удовлетворяют такие устройства, как термистор

и газоразрядная лампа [2, 5]. Есть хорошо известные примеры мемристивных

устройств, которые были разработаны более века назад [6]. К коецепции мемри-

стора близко понятие инерционной нелинейности. Цепочки инерционной нели-

нейности, использующиеся в радиоэлектронных устройствах, обладают похожи-

ми свойствами [7–10]. В настоящее время разработаны реальные мемристоры
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на основе полупроводниковых и органических материалов, графена, твердо-

тельных оксидных плёнок и др. [11–15]. Эти мемристоры не являются строго

идеальными и с течением времени «забывают» предысторию состояний. В рабо-

тах [14,16,17] было показано, что эффект «забывания» в мемристорах на основе

оксида металла связан с процессом диффузии заряженных частиц в некоторой

области с высокой концентрацией миграционных примисей, толщина которой

играет роль управляющей переменной. Однако такое «забывание» может проис-

ходить очень медленно. Ожидается, что мемристивные устройства могут найти

практическое применение в электронике и компьютерной технике, в частности,

для создания элементов памяти [18–24]. Мемристивные элементы используются

в искусственных нейронных сетях, предназначенных для обработки информа-

ции [25–31].

Системы, содержащие мемристивные элементы часто встречаются в раз-

личных областях физики, а также в нейродинамике и других науках, касаю-

щихся биологических систем. Мемристивные связи могут играть существенную

роль в ансамблях реальных нейронов взаимодействующих сложным образом,

через электрические и магнитные поля [26, 32–35]. Таким образом, имеется це-

лый класс динамических систем, содержащих мемристоры. Назовем их мемри-

стивными системами. Изучение динамики мемристивных систем важно с фун-

даментальной точки зрения, поскольку их поведение обладает существенными

особенностями, которые пока еще недостаточно изучены. В то же время оно яв-

ляется актуальным в связи с возможным применением мемристивных устройств

в задачах хранения и обработки информации.

Математические модели мемристивных систем могут иметь в фазовом

пространстве линии равновесий или, напротив, совсем не иметь точек равнове-

сия. В последнем случае в мемристивных системах наблюдаются так называе-

мые скрытые аттракторы и мультистабильность [36, 37]. Кроме того, для ряда

мемристивных систем типичен режим гиперхаоса [38–40]. Примером простой

мемристивной системы с линией равновесия может служить радиотехнический
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генератор, схема которого содержит в качестве нелинейности мемристивную

проводимость [38, 39, 41–44]. Динамика систем с линией равновесий отличается

рядом особенностей. Для таких систем характерны притягивающие предельные

множества, состоящие из неизолированных точек равновесия и замкнутых ор-

бит, а также бифуркации, происходящие при фиксированных параметрах с из-

менением начального состояния. В работах [42,43,45,46] было показано, что при-

тягивающее предельное множество (аттрактор) в автогенераторе, содержащем

мемристор, состоит из непрерывного множества устойчивых точек равновесия,

а также из непрерывного множества замкнутых орбит, образующих некото-

рую двумерную поверхность в трехмерном фазовом пространстве. В зависимо-

сти от выбора начальных условий в установившемся режиме можно наблюдать

устойчивое равновесие или замкнутую кривую, размер, расположение и фор-

ма которой непрерывным образом зависят от начальных условий. Каждая из

таких кривых соответствует установившемся периодическим колебаниям дис-

сипативной системы, но не является предельным циклом Андронова-Пуанкаре,

поскольку не является изолированной, т.е. в любой сколь угодно малой окрест-

ности такой кривой имеется множество подобных.

Бифуркации в генераторе с мемристивной проводимостью, в фазовом про-

странстве которого существует линия равновесий, рассматривались в [41–44]. В

работах [41–43] используется модель мемристора, проводимость которого при-

нимает два постоянных значения в зависимости от величины управляющей пе-

ременной (мемристор Чуа). В то же время характеристику мемристора можно

представить в виде гладкой функции. Вопрос о том, как влияет на бифуркацию

возникновения колебаний мемристивного генератора характеристика мемристо-

ра в имеющихся работах не рассматривался. Также не было проведено сопо-

ставление численного моделирования с результатами теоретического анализа

бифуркаций в мемристивном генераторе с применением квазигармонического

приближения, и усредненных уравнений для амплитуды и фазы колебаний.
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Как отмечалось выше, периодическим колебаниям в мемристивной си-

стеме с линией равновесия вместо изолированного предельного цикла соответ-

ствует непрерывное множество замкнутых кривых. В связи с этим возникает

естественный вопрос, можно ли периодические колебания в автономной мемри-

стивной системе считать автоколебательным процессом. С одной стороны, си-

стема, демонстрирующая данный колебательный режим, является автономной,

нелинейной и диссипативной и, соответственно, должна рассматриваться как

автоколебательная. С другой стороны, образом периодических автоколебаний

служит предельный цикл, что не является справедливым в данном случае.

По-видимому, рассмотрение систем с линиями равновесий требует обобщения

существующего определения периодических автоколебаний, которые в данном

случае не должны быть связаны с предельным циклом, как изолированной за-

мкнутой кривой. Автоколебательный характер мемристивных систем с линиями

равновесий может найти свое подтверждение в эффекте частотно-фазовой син-

хронизации таких систем. Захват частот и фаз колебаний при взаимодействии

или внешнем воздействии (синхронизация в смысле Гюйгенса) является фунда-

ментальным свойством автоколебаний [47]. Однако в мемристивных системах

с линией равновесия он до настоящего времени не был установлен. Взаимодей-

ствие генераторов, содержащих мемристоры, рассматривалось в работе [36], где

была показана возможность адаптивной полной синхронизации мемристивных

систем, в том числе в режиме гиперхаоса. Имеется много работ, посвященных

адаптивной синхронизации искусственных нейронных сетей [48–52], в которых

определяются условия их полной или запаздывающей синхронизации. Однако

вопрос о существовании и особенностях частотно-фазовой синхронизации коле-

баний мемристивных генераторов остается открытым.

Важным направлением в исследовании мемристивных систем является

анализ эффектов взаимодействия автогенераторов и возбудимых осциллято-

ров, не являющихся мемристивными системами, но взаимодействующих между

собой посредством мемристивных элементов связи. Интерес к данному направ-
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лению исследований, в частности, связан с задачами моделирования динамики

реальных нейронов, взаимодействующих через сложным образом распределен-

ные и меняющиеся во времени электрические и магнитные поля. Такие взаимо-

действия могут быть смоделированы с помощью мемристивных элементов свя-

зи [26, 32, 34, 35, 53]. Однако работ, посвященных особенностям взаимодействия

автоколебательных систем, соединенных мемристивными связями, в настоящее

время имеется не так много. Динамика двух мемристивно-связанных периоди-

ческих автогенераторов (автогенераторов Ван дер Поля) исследовалась экспе-

риментально на аналоговой модели радиотехнической цепи в [54]. Было уста-

новлено явление захвата основной частоты колебаний в определенной области

значений частотной расстройки, однако не были рассмотрены особенности син-

хронизации, связанные с мимристивным характером связи. В [33] исследовалась

синхронизация импульсов зажигания в двух нейронах Хиндмарша-Розе со свя-

зью через неидеальный мемристор. Показана синхронизация зажиганий в ха-

отическом и периодическом режимах. Системы с хаотической динамикой, свя-

занные через идеальную мемристивную проводимость, исследовались в [54,55].

Рассматривались два хаотических осциллятора Чуа с однонаправленной [54] и

взаимной [55] мемристивной связью. В обоих случаях был установлен эффект

полной хаотической синхронизации. В ряде работ мемристоры применяются в

адаптивных цепочках связи, например, в [56, 57]. В работе [58], так же, как и

в [33], исследовались мемристивно-связанные идентичные нейроны Хиндмарша-

Розе, однако мемристор полагался идеальным. Была установлена зависимость

эффекта полной хаотической синхронизации от начальных состояний нейронов

и элемента связи и построены области синхронизации на плоскости параметров

«коэффициент связи – начальное значение переменной состояния мемристора»,

а также на плоскости начальных значений двух динамических переменных вза-

имодействующих нейронов. Таким образом, в имеющихся работах, посвящен-

ных синхронизации «обычных» автогенераторов с мемристивной связью, было

показано влияние начальных условий только на эффект полой синхронизации
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хаоса. Аналогичное влияние на границы фазового захвата в научной литера-

туре не упоминается. Не было проведено теоретического анализа зависимости

режима синхронизации от начальных условий, не рассматривался вопрос о том,

сохраняется ли данная зависимость в случае неидеальных мемристоров связи.

Мемристивные связи особенно интересны с точки зрения моделирования

динамики ансамблей взаимодействующих активных элементов (автогенерато-

ров, возбудимых или бистабильных осцилляторов). Прежде всего это связано с

моделированием процессов в нейродинамике с использованием осцилляторных

и автоколебательных моделей нейронов. В ряде работ исследовалось распро-

странение волн и образование пространственных структур в ансамблях и сетях

с мемристивными связями (например, [59–62]). Важной и интересной является

также задача синхронизации сложных пространственно-временных режимов во

взаимодействующих ансамблях или слоях многослойной сети при мемристив-

ном характери связи этих ансамблей или слоев. В [63] рассматривалась синхро-

низация сложных кластерных структур в мемристивно-связанных слоях сети из

нейронов Хиндмарш-Розе. Была показана возможность синхронизации химер-

ных структур в двух слоях. При этом состояния мемристоров также демонстри-

ровали соответствующую структуру когерентных и некогерентных кластеров.

При определенных параметрах мемристивной связи наблюдалась не только син-

хронизация слоев, но также полная синхронизация состояний всех нейронов. В

данной работе мемристивная связь между слоями существенно отличалась о

идеальной. Возможно поэтому, влияние начальных условий на синхронизацию

пространственных структур не было обнаружено. Важно отметить, что пока

еще остается много неясного, в том, как влияет мемристивный характер свя-

зи элементов ансамбля на пространственно-временную динамику. Недостатком

большинства работ, является отсутствие четкого ответа на вопрос, приводит ли

мемристивная связь к качественно новым явлениям коллективной динамики

ансамблей и в чем состоят эти новые явления.
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Результаты проведенного анализа научных публикаций по теме диссер-

тации убедительно свидетельствуют о том, что изучение особенностей динами-

ки мемристивных систем является современной и актуальной научной пробле-

мой нелинейной теории колебаний и волн, традиционно относящейся к задачам

радиофизики. В исследованиях по данному направлению принимают участие

большое количество известных научных коллективов, среди которых много спе-

циалистов по нелинейной динамике. На основе сказанного можно сделать вывод

о том, что актуальность научного направления и тема настоящей диссертаци-

онной работы сочетается с научными нтересами широкого круга специалистов

в мировой науке и является востребованной и важной для исследований в со-

временной радиофизике.

Целью данной работы является решение актуальной радиофизической

задачи, состоящей в установлении и изучении особенностей динамики мемри-

стивных систем: бифуркационных механизмов возникновения колебаний в ге-

нераторах, содержащих мемристивную проводимость (мемристивных генерато-

рах); эффектов вынужденной и взаимной синхронизации мемристивных гене-

раторов; эффектов синхронизации периодических и хаотических автогенерато-

ров, взаимодействующих через мемристор; особенностей формирования бегу-

щих волн в ансамблях мемристивео-связанных автогенераторов и возбудимых

осцилляторов с периодическими граничными условиями; эффекта взаимной

синхронизации химерных состояний в слоях мультиплексной сети мемристивно-

связанных хаотических систем; влияния неидеальности мемристивных элемен-

тов на динамику мемристивных систем.

Для достижения поставленных целей в рамках диссертационной работы

необходимо было решить следующие основные задачи:

1. Изучить бифуркационные механизмы возникновения колебаний в мемри-

стивном генераторе с различным видом нелинейности и различными харак-

теристиками мемристивной проводимостию. Провести сравнение результа-
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тов численного и аналогового моделирования с теоретическими результа-

тами, полученными в рамках квазигармонического приближения;

2. Установить, существует ли эффект вынужденной частотно-фазовой син-

хронизации колебаний мемристивного генератора внешним гармоническим

воздействием и, в случае его существования, численно и теоретически про-

анализировать влияние начального состояния мемристивного элемента на

границы области фазового захвата;

3. Исследовать колебания двух диссипативно-связанных мемристивных ге-

нераторов в случае их идентичности и в случае наличия частотной рас-

стройки. Установить, наблюдаются ли в данной системе эффекты полной

(синфазной) и частотно-фазовой синхронизации. В случае существования

данных эффектов, выявить наличие особенностей синхронизации, связан-

ных с мемристивным характером генераторов;

4. Установить, наблюдается ли взаимная частотно-фазовой синхронизации в

математической модели генераторов ван дер Поля, взаимодействующих че-

рез мемристивную проводимость. Провести численное и аналитическое ис-

следование границ области синхронизации и их зависимости от начального

состояния мемристора. Рассмотреть влияние конечной памяти мемристора

связи на эффект взаимной синхронизации периодических генераторов;

5. Установить, существует ли эффект полной синхронизации хаоса в си-

стеме мемристивно-связанных идентичных радиофизических генераторов

Анищенко-Астахова и в модельной системеме логистических отображений

с дискретным аналогом мемристивной связи. На примаре этих систем,

определить, влияет ли начальное состояние мемристора связи на порог

полной синхронизации хаоса в случае идеального мемристора и мемристо-

ра с конечной памятью;

6. Исследовать характеристики бегущих волн в моделях автоколебательных

распределенных систем с мемристивным взаимодействием элементов. В ка-
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честве моделей рассмотреть кольцо мемристивно-связанных генераторов

ван дер Поля и нейронов ФитцХью-Нагумо в автоколебательном режи-

ме. Исследовать характеристики волн возбуждения в кольце мемристивно-

связанных нейронов ФитцХью-Нагумо в возбудимом режиме. Установить,

влияют ли начальные состояния мемристивных элементов связи на форму

волнового профиля и частоту колебаний во времени в случае идеальной

мемристивной связи и при конечной памяти мемристивных элементов;

7. На примере простой модели однородной мультиплексной двухслойной се-

ти логистических отображений в режиме хаотической динамики с нело-

кальной диссипативной внутрислойной связью и мемристивным взаимо-

действием слоев рассмотреть возможность полной синхронизации слож-

ных кластерных режимов, таких как химерные состояния и выяснить, к

каким особенностям динамики сети может приводить мемристивный ха-

рактер межслойного взаимодействия.

Основным методом исследований является численное моделирование

и теоретический анализ в рамках квазигармонического приближения с исполь-

зованием укороченных уравнения для амплитуды и фазы колебаний. В неко-

торых задачах также применялся метод аналогового моделирования динамики

системы.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех

глав, заключения и списка цитируемой литературы. Материал диссертационной

работы изложен на 160 страницах, содержит 52 иллюстрации и список цитиру-

емой литературы из 110 наименований.

Во ведении обоснована актуальность темы диссертации, дан краткий об-

зор представленных в научной литературе результатов, соответствующих теме

диссертационного исследования, сформулирована цель исследования и обозна-

чены задачи, приводятся положения, выносимые на защиту, обосноввывается

новизна и научно-практическая значимость результатов исследования.
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В первой главе диссертации рассматриваются особенности поведения

радиотехнического генератора периодических колебаний, содержащего мемри-

стор (мемристивного генератора). Исследуется несколько модификаций мемри-

стивного генератора, связанных с различным видом вольт-амперной характе-

ристики активного нелинейного элемента, а также характеристики мемристора.

Приведены результаты исследования вида аттрактора в фазовом пространстве

мемристивного генератора и бифуркационных механизмов возникновения ко-

лебаний при изменении управляющего параметра. Численное моделирование

дополняется анализом усредненных уравнений для амплитуды и фазы колеба-

ний. Показана особая чувствительность поведения системы к начальному со-

стоянию, связанная с наличием в фазовом пространстве линии равновесий. От-

мечаются бифуркации «без параметра», наблюдающиеся в мемристивном ге-

нераторе при изменении начальных условий. Предложена аналоговая модель

генератора с мемристивной проводимостью и описаны результаты натурных

экспериментов, которые показывают принципиальную роль неидеального ха-

рактера мемристивного элемента.

Во второй главе анализируются особенности синхронизации в мемри-

стивных системах. Выделяются две задачи: синхронизация колебаний мемри-

стивных генераторов с «обычной» диссипативной связью и синхронизация

«обычных» автоколебательных систем, взаимодействующих через мемристор.

В рамках первой задачи рассматривается вынужденная синхронизация мемри-

стивного генератора, а также взаимная синхронизация двух мемристивных ге-

нераторов, взаимодействующих через обычную проводимость. В случае вынуж-

денной синхронизации, кроме численного моделирования, применяется квази-

гармонический анализ. Исследуется как полная (синфазная) синхронизация пе-

риодических колебаний двух идентичных генераторов, так и частотно-фазовая

синхронизация генераторов с частотной расстройкой. Анализируется влияние

на эффекты синхронизации начальных состояний мемристивных элементов. В

рамках второй задачи численно и аналитически исследуется частотно-фазовая
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синхронизация периодических генераторов ван дер Поля, взаимодействую-

щих через мемристивную проводимость. Рассмотрены мемристоры с кусочно-

линейной характеристикой (мемристор Чуа) и с гладкой квадратичной харак-

терисикой. Устанавливается зависимость границ области синхронизации от на-

чального состояния мемристора связи. Выясняется влияние неидеального ха-

рактера мемристора на эффект синхронизации. Также в рамках второй за-

дачи исследуется полная синхронизация хаотических колебаний мемристивно-

связанных идентичных генераторов Анищенко-Астахова и логистических отоб-

ражений. Исследуется зависимость порога полной синхронизации от начального

состояния мемристивной связи в случае мемристора без забывания (идеального

мемристора) и мемристора с забыванием.

В третьей главе рассматривается влияния мемристивного характера

связей на динамику осцилляторных ансамблей. Исследуются особенности вол-

новых процессов в ансамблях автогенераторов и возбудимых осцилляторов, свя-

занных через мемристивные элементы, при периодических граничных услови-

ях. Такие ансамбли можно рассматривать как модели мемристивных активных

сред. Как в случае автогенераторов, так и в случае возбудимых осцилляторов

в одномерном ансамбле с периодическими граничными условиями могут рас-

пространяться бегущие волны. Проводится исследование влияния начальных

состояний мемристоров связи на характеристики волновой моды в случае иде-

альных мемристоров и мемристоров с конечной памятью. В последнем разделе

главы исследуется полная синхронизация слоев двухслойной мультиплексной

сети хаотических логистических отображений, находящихся в режиме химер-

ных состояний, при введении меристивной связи между слоями. Анализиру-

ется влияние на эффект синхронизации начальных состояний мемристивных

элементов связи в случае мемристивной связи без забывания и при наличии

забывания.

В заключении подведены итоги диссертационной работы, сформулиро-

ваны основные результаты и выводы.



17

Научная новизна результатов диссертационной работы определяется

следующим:

1. Впервые установлены детали бифуркационных механизмов возникнове-

ния колебаний в генераторе с мемристивной проводимостью при кусочно-

гладкой и гладкой характеристиках мемристора. При этом впервые резуль-

таты численного моделирования подтверждены теоретическими результа-

тами, полученными в рамках квазигармонического анализа, а также ре-

зультатами аналогового моделирования.

2. Впервые методами численного моделирования и квазигармонического ана-

лиза показан эффект фазового захвата для мемристивных генераторов

периодических колебаний и установлена зависимость границ частотно-

фазовой синхронизации мемристивного генератора периодических сигна-

лов от начальных условий, в частности, от начального состояния мемри-

стора.

3. Впервые методами компьютерного эксперимента было показано существо-

вание порога синфазной синхронизации двух взаимодействующих мемри-

стивных генераторов периодических сигналов.

4. На примере генераторов ван дер Поля впервые численно и аналитически

показано, что границы области частотно-фазовой синхронизации периоди-

ческих генераторов с расстройкой частот, связанных через мемристор за-

висят от начального состояния мемристора и непрерывным образом меня-

ются с изменением начального значения переменной, задающей состояние

мемристора связи.

5. Численно и, частично, в аналоговом эксперименте, показано, что малое от-

клонение мемристивного элемента от идеального приводит к исчезновению

большинства особенностей мемристивных систем, таких как существова-

ние линий равновесий и поверхностей замкнутых кривых, существование
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бифуркаций без параметра, зависимость границ синхронизации периоди-

ческих колебаний от начальных условий.

6. На примере идентичных хаотических генераторов Анищенко-Астахова, ло-

гистических отображений с мемристивной связью и двухслойной мульти-

плексной однородной сети логистических отображений с нелокальной дис-

сипативной внутрислойной связью и мемристивной связью между слоями

впервые установлено, что граница полной синхронизации сосредоточенных

и распределенных систем со сложной динамикой при взаимодействии через

неидеальные мемристоры сохраняет определенную зависимость от началь-

ного состояния мемристивных элементов связи, если они обладают доста-

точно длинной памятью.

7. Впервые было исследовано распространение бегущих волн в кольце авто-

колебательных и возбудимых элементов с мемристивными связями, явля-

ющееся простейшей моделью мемристивной активной среды. На примере

двух моделей, кольца генераторов ван дер Поля с квазигармоническим по-

ведением и кольца осцилляторов ФитцХью-Нагумо в режиме сильно ре-

лаксационных автоколебаний, было показано, что при связи через идеаль-

ные мемристоры форма бегущей волны зависит от начальных условий, в

частности он начальных состояний мемристоров связи.

8. На примере кольца осцилляторов ФитцХью-Нагумо в возбудимом режи-

ме впервые было обнаружено, что не только форма профиля волны воз-

буждения, но и скорость распространения волны по кольцу (и, соответ-

ственно, период колебаний осцилляторов ансамбля) существенно зависит

от начальных состояний мемристоров связи. Было показано, что данная

зависимость частично сохраняется при неидеальных мемристорах связи с

очень длительной памятью (очень малым параметром забывания).
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Достоверность научных результатов работы Достоверность полу-

ченных результатов обеспечивается: применением обоснованных методов тео-

ретического и численного анализа нелинейных процессов в радиофизических

системах, демонстрирующих сложное поведение; согласованием данных, полу-

ченных посредством компьютерного моделирования и в экспериментах с ис-

пользованием средств аналогового моделирования, с результатами теоретиче-

ского анализа; отсутствием противоречий с уже известными результатами, по-

лученными другими авторами, и установившимися представлениями в данной

области знаний.

На защиту выносятся следующие положения:

1. В генераторе с идеальным мемристором Чуа, проводимость которого при-

нимает одно из двух постоянных значений в зависимости от значений

управляющей переменной, при вариации параметра, контролирующего

подкачку энергии в систему, могут наблюдаться как жесткая, так и мяг-

кая бифуркации возникновения колебаний, в которых принимают участие

непрерывные множества точек равновесия и замкнутых кривых. Жесткий

бифуркационный сценарий имеет место в генераторе с постоянной отрица-

тельной проводимостью и состоит в возникновении непрерывного множе-

ства замкнутых кривых конечного размера. Мягкий сценарий возникнове-

ния колебаний реализуется в случае кубической характеристики активного

элемента и аналогичен суперкритической бифуркации Андронова-Хопфа.

В результате бифуркации в этом случае рождается непрерывное множе-

ство замкнутых кривых бесконечно малого радиуса.

2. В генераторе с постоянным отрицательным сопротивлением и идеальным

мемристором, проводимость которого задается гладкой функцией управ-

ляющей переменной, при вариации параметра, контролирующего подкач-

ку энергии в систему, происходит мягкая бифуркация возникновения ко-

лебаний. Эта бифуркация соответствует суперкритической бифуркации
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Андронова-Хопфа и для различных точек на линии равновесия происходит

не одновременно, а при различных значениях управляющего параметра.

3. Частота и фаза колебаний мемристивного генератора с идеальной мемри-

стивной проводимостью могут быть захвачены при внешнем периодиче-

ском воздействии или вследствие взаимодействия с другим генератором.

При этом граница области синхронизации зависит от начального состо-

яния системы и, при фиксированных параметрах системы, может управ-

ляться с помощью начального значения переменной, задающей состояние

мемристора.

4. Граница полной синхронизации систем со сложной динамикой, как сосре-

доточенных, так и распределенных, взаимодействующих через мемристив-

ные элементы связи, зависит от начального состояния этих элементов свя-

зи, причем эта зависимость сохраняется и в случае, когда мемристоры не

являются строго идеальными, а характеризуются конечным, но достаточно

длительным временем памяти.

5. В ансамбле возбудимых осцилляторов с мемристивными связями и перио-

дическими граничными условиями можно управлять характеристиками бе-

гущих волн возбуждения (формой импульсов и периодом колебаний осцил-

ляторов), меняя начальные состояния мемристоров связи, причем влияние

начальных состояний имеет место не только в случае идеальных мемри-

сторов, но и в случае мемристоров с конечным, но достаточно длительным

временем памяти.

Научная и практическая значимость результатов диссертации опре-

деляется тем, что в работе рассматриваются особенности динамики, бифурка-

ции и эффекты синхронизации важного с теоретической и практической точек

зрения и малоизученного класса колебательных систем, который составляют

системы, содержащие мемристивные устройства. Полученные результаты су-
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щественным образом дополняют существующие на сегодняшний день представ-

ления нелинейной теории колебаний и волн. Научно-практическая значимость

работы состоит в следующем:

1. Установлены основные бифуркационные сценарии возникновения перио-

дических колебаний в генераторе с мемристивной проводимостью для раз-

личных характеристик мемристора и различных характеритик активного

нелинейного элемента, показаны особенности бифуркационных сценариев,

связанные с мемристивным характером системы и наличием в фазовом

пространстве системы линии равновесий.

2. Установлен эффект фазового захвата при внешнем гармоническом воздей-

ствии на мемристивный генератор и взаимодействии двух мемристивных

генераторов с частотной расстройкой. Нетривиальность данного резуль-

тата связана с тем, что периодическим колебаниям в фазовом простран-

стве мемристивного генератора вместо изолированной замкнутой кривой

(предельного цикла) соответствует поверхность, состоящая из множества

замкнутых кривых.

3. Показана особая роль начальных условий при вынужденной и взаимной

синхронизации мемристивных генераторов, а также при синхронизации

«обычных» периодических и хаотических генераторов, взаимодействую-

щих через мемристивные элементы связи. Таким образом, показано, что в

некоторых случаях с помощью выбора начального состояния мемристоров

можно существенно влиять на эффект синхронизации.

4. Показана важность эффекта забывания мемристивных элементов, кото-

рый всегда присутствует в реальных мемристивных устройствах и учет

которого существенным образом влияет на динамику мемристивных си-

стем, наблюдающиеся в них бифуркации и эффекты синхронизации.
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5. Установлена важная роль мемристивных связей в формирование бегущих

волн в ансамблях автогенераторов и возбудимых осцилляторов с периоди-

ческими граничными условиями. Показано, что характеристики волновых

процессов зависят от выбора начальных состояний мемристивных элемен-

тов связи. Особенно сильно эта зависимость проявляется в случае возбуди-

мой динамики элементов ансамбля. Не только форма импульсов возбуж-

дения, но и скорость распространения волны (и, соответственно, период

колебаний осцилляторов) в этом случае существенно зависят от началь-

ных состояний мемристоров связи, причем такая зависимость сохраняется

в случае мемристоров с забыванием, если скорость забывания достаточно

мала. Полученные результаты свидетельствуют о возможности управле-

ния волновыми процессами в возбудимых системах с помощью влияния на

начальные состояния мемристивных связей. Такие свойства возбудимых

мемристивных ансамблей могут быть важны в задачах нейродинамики.

Апробация работы. Результаты, представленные в диссертационной ра-

боты, неоднократно докладывались на всероссийских и международных конфе-

ренциях, школах и семинарах:

1. Школа-конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых — 2014»,

Саратов, Россия, 24–28 ноября 2014.

2. Международная конференция «Dynamics, Bifurcations and Chaos», Нижний

Новгород, Россия, 2–9 июля 2017.

3. Школа-конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых — 2017»,

Саратов, Россия, 30 ноября – 1 декабря 2017.

4. Международная конференция «Saratov Fall Meeting», Саратов, Россия, 24–

29 сентября 2016.

5. Международная конференция «Dynamics, Bifurcations and Chaos», Нижний

Новгород, Россия, 16–20 июля 2018.
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6. Международная конференция «Saratov Fall Meeting», Саратов, Россия, 25–

29 сентября 2018.

7. Международная конференция «Workshop on Control of Self-Organizing

Nonlinear Systems», Лютерштадт-Виттенберг, Германия, 20–22 августа

2019.

8. Международная конференция «Saratov Fall Meeting», Саратов, Россия, 24–

29 сентября 2020.

9. XIX научная школа «Нелинейные волны – 2020», Институт прикладной

физики РАН, Нижний Новгород, Россия, 29 февраля – 6 марта 2020.

Гранты. Исследования, результаты которых вошли в настоящую диссер-

тационную работу, проводились при поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований (проекты № 19-32-90030, № 20-52-12004) и Российского

научного фонда (проект № 20-12-00119).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 10

рецензируемых научных журналах [64–73], входящих в системы Web of Science,

Scopus, рекомендованных ВАК РФ для опубликования основных научных ре-

зультатов диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук. Одна ра-

бота опубликована в сборнике тезисов конференции [74]. Получено 2 свидетель-

ства о государственной регистрации программ для ЭВМ [75,76].

Личный вклад. Все защищаемые результаты диссертации получены ав-

тором лично в ходе численных и натурных экспериментов, а также аналитиче-

скими методами в квазигармоническом приближении. Разработаны программы,

с помощью которых проводились численные расчеты и обработка эксперимен-

тальных данных. Планирование и постановка задач, интерпретация и обсужде-

ние результатов, написание научных статей осуществлялись совместно с науч-

ным руководителем и соавторами.
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Глава 1. Особенности динамики мемристивного

генератора

1.1 Введение

В первой главе диссертационной работы изучаются особенности пове-

дения радиотехнического генератора периодических колебаний, содержащего

мемристор (мемристивного генератора). Исследуется несколько модификаций

мемристивного генератора, связанных с различным видом вольт-амперной ха-

рактеристики активного элемента (отрицательного сопротивления), а также с

видом характеристики самого мемристора. Математические модели мемристив-

ных генераторов были предложены и частично исследованы в работах [1,41–43],

в том числе и схема, рассматриваемая в диссертационной работе. Однако про-

веденные исследования не являлись полными, особенности бифуркаций, наблю-

даемых в мемристивной системе не были достаточно детально описаны, а чис-

ленное моделирование не сопоставлялось с результатами приближенных анали-

тических методов и натурных экспериментов.

В настоящей главе приведены результаты исследования бифуркаций воз-

никновения колебаний в мемристивном генераторе. Показана особая чувстви-

тельность поведения системы к начальному состоянию, связанная с наличием

в фазовом пространстве линии равновесий. Как было отмечено во введении

к работе, одной из особенностей мемристивных систем является наличие мно-

гообразия равновесий. Существование таких многообразий служит причиной

зависимости установившегося режима от начального состояния системы, осо-

бого характера притягивающего предельного множества (аттрактора) и особого

характера бифуркаций. В работе рассматриваются бифуркации в генераторе с
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кусочно-линейным мемристором Чуа, а также с мемристором, имеющим глад-

кую характеристику. Показано, что при вариации параметра, управляющего

подкачкой энергии в систему, могут наблюдаться как жесткий, так и мягкий

сценарий возникновения колебаний. Особенности этих бифуркаций определя-

ются видом характеристик мемристора и активного элемента. Кроме того, в

рассматриваемом генераторе наблюдаются так называемые бифуркации без па-

раметров, то есть бифуркации, которые происходят при фиксированных значе-

ниях параметров системы и изменении начальных условий. Такие бифуркации

характерны для систем с линией равновесий [42,44,45]. Численное исследование

бифуркационных явлений в рассматриваемом мемристивном генераторе допол-

няется анализомом усредненных уравнений для амплитуды и фазы колебаний.

Кроме того, предложена аналоговая модель мемристивной проводимости и все-

го генератора в целом. Проведены натурные эксперименты, которые показы-

вают принципиальную роль эффекта забывания, характерного для реальных

мемристоров.

Результаты, представленные в данной главе, опубликованы в работах [64–

66].

1.2 Модели и методы исследования

В данной главе будут рассматриваться модели мемристивного генератора,

которые можно представить в виде последовательного колебательного конту-

ра, включающего элемент с отрицательным сопротивлением и мемристор (ри-

сунок 1.1). Элемент с отрицательным сопротивлением в общем случае имеет

нелинейную вольт-амперную характеристику 𝑈𝑁(𝑖). Схема, приведенная на ри-

сунке 1.1, описывается следующими динамическими переменными: 𝑈 — напря-

жение на емкости 𝐶, 𝐼 — ток через индуктивность 𝐿 и переменная 𝜙, управля-

ющая мемристором. Используя правила Кирхгофа, можно вывести следующие
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Рисунок 1.1. Схема исследуемой системы.

дифференциальные уравнения:

𝐼 = 𝐶
𝑑𝑈

𝑑𝑡′
+ 𝑊𝑀(𝜙)𝑈, 𝐿

𝑑𝐼

𝑑𝑡′
+ 𝑈𝑁(𝐼) + 𝑈 = 0,

𝑑𝜙

𝑑𝑡′
= 𝑈, (1)

где 𝑊𝑀(𝜙) — проводимость мемристора. Запишем систему уравнений (1) в без-

размерном виде:

𝑥̇ = 𝛼(𝑦 −𝐺𝑀(𝑧)𝑥), 𝑦̇ = −𝑥− 𝑓(𝑦), 𝑧̇ = 𝑥, (2)

где 𝑥 = 𝑈/𝑈0, 𝑦 = 𝐼/𝐼0 и 𝑧 = 𝜙/(𝐿𝜙0) — безразмерные переменные, 𝑈0 = 1

В, 𝐼0 = 1 А, 𝜙0 = 1 с × 𝑈0; 𝑡 = [𝑈0/(𝐼0𝐿)]𝑡′ — безразмерное время; 𝛼 =

(𝐿/𝐶)(𝐼0/𝑈0)
2 безразмерный параметр, численно равный 𝐿/𝐶. В дальнейшем

полагаем, что 𝛼 = 1. Функции 𝑓(𝑦) и 𝐺𝑀(𝑧) является безразмерным эквива-

лентом функций 𝑈𝑁(𝐼) и 𝑊𝑀(𝜙).

В соответствии с [1] управляющая мемристивной проводимостью перемен-

ная 𝜙 понимается как магнитный поток. Динамика нормированной переменной

𝑧(𝑡) описывается уравнением

𝑧̇ = 𝑥, (3)

Уравнение (3) соответствует идеальному мемристору (мемристору с «идеальной

памятью»), поскольку в этом случае

𝑧(𝑡) = 𝑧(𝑡0) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥(𝜃𝑑𝜃),
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такой мемристор бесконечно долго «помнит» начальное значение управляющей

переменной 𝑧(𝑡0) и все значения входной переменной ∆𝑥 в предыдущие моменты

времени 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡].

В реальных мемристорах управляющая переменная 𝑧, как правило, не

связана с магнитным потоком и имеет другой физический смысл. Так, в ре-

альных мемристивных устройствах она может представлять собой толщину

области с высокой концентрацией миграционных примесей в полупроводни-

ковых мемристорах [11] или площадь проводящей области в ионных устрой-

ствах [13, 14, 77]. В этом случае уравнение (3) для управляющей переменной

может видоизмениться. Так, в ряде работ [14,16,17] связь переменной 𝑧, управ-

ляющей характеристикой мемристивного элемента, с входной переменной 𝑥 опи-

сывается уравнением вида:

𝑧̇ = −𝛿𝑧 + 𝑥. (4)

В [14,16,17] показано, что для полупроводниковых мемристоров слагаемое вида

𝛿𝑧 возникает в связи с диффузией в активном слое. Коэффициент 𝛿 может

быть очень мал. В этом случае мемристор будет близок к идеальному. Однако

в пределе 𝑡 → ∞ он все равно будет забывать начальное состояние, в связи с

чем модель (4) получила название «мемристор с эффектом забывания».

Первоначально предложенный Леоном Чуа управляемый потоком мемри-

стор [1] описывается кусочно-линейной зависимостью 𝑞(𝜙), изображенной на

рисунке 1.2,а черной кривой. А проводимость мемристра (рисунок 1.2,б) выра-

жается как:

𝑊 (𝜙) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑎, |𝜙| < 𝜙,

𝑏, |𝜙| > 𝜙,
(5)

где 𝑎 и 𝑏 параметры проводимости мемристора.

Кусочно-линейную зависимость можно аппроксимировать кубической

функцией 𝑞(𝜙) = 𝑎𝜙 + 1
3𝑏𝜙

3 (серая кривая на рисунке 1.2,а). Тогда проводи-
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мость мемристора 𝑊 (𝜙) равна

𝑊 (𝜙) = 𝑎 + 𝑏𝜙2. (6)

Замена проводимости (5) на (6) не влечет за собой качественных изменений

в функционировании мемристора. Классическая петля на вольт-амперной ха-

рактеристике мемристора, при подаче на вход периодического воздействия

𝑈𝑒𝑥𝑡 = 𝑈0 sin (𝜔𝑒𝑥𝑡𝑡), сохраняется (рисунок 1.2,б).

(а) (б)

Рисунок 1.2. (а) Зависимость 𝑞(𝜙) мемристора Чуа [1] (черная кривая) и ее

аппроксимация функцией 𝑞(𝜙) = 0.02𝜙 + 0.8
3 𝜙

3 (серая кривая).

(б) Вольт-амперная характеристика мемристора, управляемого периодическим

сигналом напряжения 𝑈𝑒𝑥𝑡 = 2 sin (𝑡), соответствующая мемристору Чуа

(черная кривая) и кубическому мемристору с параметрами 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8

(серая кривая).

В безразмерном ввиде соответствующие характеристики мемристора (5),

(6) записываются как

𝐺𝑀(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑎, |𝑧| < 1,

𝑏, |𝑧| > 1.
(7)

𝐺𝑀(𝑧) = 𝑎 + 𝑏𝑧2. (8)
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1.3 Мемристивный генератор с мемристором Чуа

В данном разделе будут исследованы модели мемристивного генерато-

ра (рисунок 1.1) с кусочно-линейной мемристивной проводимостью (мемристор

Чуа). Как будет показано, негладкая характеристика мемристора может при-

водить к особенностям бифуркационного механизма возникновения колебаний.

1.3.1 Жесткое возникновение колебаний

Рассмотрим колебательный контур (рисунок 1.1) с постоянным отрица-

тельным сопротивленим 𝑈𝑁(𝐼) = −𝑅𝐼 и мемристором Чуа (7). Тогда уравнения

исследуемой системы (2) примут вид:

𝑥̇ = 𝑦 −𝐺𝑀(𝑧)𝑥, 𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧̇ = 𝑥, 𝐺𝑀(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑎, |𝑧| < 1,

𝑏, |𝑧| > 1,
(9)

где 𝛽 — параметр системы, который зависит от свойств элемента с отрицатель-

ным сопротивлением. 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 2 — параметры мемристивной проводимо-

сти.

Система (9) с мемристором Чуа (7) изучалась в работах [41–43]. Очевид-

но, что эта система имеет линию равновесий, состоящую из множества всех

точек на оси OZ. Одно из собственных значений для всех этих точек равнове-

сия (𝜎1) всегда равно нулю, а остальные собственные значения (𝜎2,3) зависят от

параметров и положения точки на оси OZ:

𝜎1 = 0, 𝜎2,3 =
𝛽 −𝐺𝑀(𝑧)

2
±

√︂
(𝐺𝑀(𝑧) + 𝛽)2

4
− 1. (10)

Равенство нулю одного из собственных значений означант, что каждая точка

на линии равновесия нейтрально устойчива в направлении оси OZ. При этом,
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в окрестности каждой точки на линии равновесия можно выделить плоскость

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), содержащую траектории, соответствующие притяжению или оттал-

киванию в окрестности этой точки. В плоскости 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) устойчивость точки

равновесия, принадлежащей линии равновесий, определяется с помощью анали-

за линейной устойчивости для изолированных неподвижных точек на фазовой

плоскости. Далее, под терминами «устойчивая» или «неустойчивая» точка на

линии равновесий, будем понимать поведение траекторий в окрестности точки

равновесия в плоскости 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Изменение параметра 𝛽 приводит к следующим бифуркационным изме-

нениям в фазовом пространстве. В случае 0 6 𝛽 < 0.02 аттрактором системы

является многообразие устойчивых равновесий, к которым притягиваются все

траектории (рисунок 1.3,а). Когда параметр 𝛽 достигает значения 𝛽 = 0.02,

точки равновесия с координатами −1 < 𝑧 < 1 становятся неустойчивыми, в

то время как другие точки линии равновесий с |𝑧| > 1 остаются устойчивы-

ми (они становятся неустойчивыми при 𝛽 = 2). Стартующая из окрестности

неустойчивой точки (0; 0; 𝑧 ∈ (−1; 1)) фазовая траектория начнет отдалять-

ся от начального положения, двигаясь по спирали, что в итоге заканчивается

движением по инвариантной замкнутой кривой (синяя линия на рисунке 1.3(б).

Любые изменения начальных условий приводят к попаданию на другую инва-

риантную замкнутую кривую. Таким образом, при 𝛽 > 0.02 аттрактор состоит

из непрерывного множества замкнутых кривых, образующих двумерную по-

верхность при −1 < 𝑧 < 1, и множества точек на оси OZ, для которых |𝑧| > 1

(рисунок 1.3,в-е). Дальнейшее увеличение параметра 𝛽 до 𝛽 = 2 не приводит к

качественным изменениям аттрактора.

Исследуем траектории системы (9) на устойчивость по Ляпунову. На ри-

сунке 1.4 приведены зависимости показателей Ляпунова, от параметра 𝛽, рас-

считанные для двух различных траектори. Можно видеть, что при прохожде-

нии бифуркационного значения 𝛽 = 0.02 сигнатура спектра характеристиче-

ских ляпуновских показателей (ЛХП) изменяется с (0,−,−) на (0,0,−). После
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рисунок 1.3. Фазовые траектории и аттрактор в фазовом пространстве

системы (9): (а) движение к линии устойчивых равновесий из различных

начальных точек (траектории окрашены красным цветом) при 𝛽 = 0.01; (б)

движение к линии устойчивых равновесий или к инвариантной замкнутой

кривой (окрашена синим цветом); (в) неизолированная замкнутая кривая,

соответствующая движению на аттракторе из начального состояния

(𝑥0 = 𝑦0 = 0.5, 𝑧0 = −0.1); (в)-(е) проекции атрактора, приведенного на

фрагменте (в), в различных плоскостях (𝛽 = 0.5). На всех фрагментах

многообразие устойчивых равновесий показано зеленой сплошной линией;

многообразие неустойчивых равновесий – зеленой пунктирной линией;

двумерная поверхность, образованная многообразием инвариантных

замкнутых кривых, окрашена в красный цвет; точки, соответствующие

начальным условиям, показаны синими заполненными кружками.

бифуркации все равновесия, лежащие на оси OZ в диапазоне −1 < 𝑧 < 1, те-

ряют устойчивость, в то же время существует нулевой показатель Ляпунова,
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характеризующий отсутствие сжатия и растяжения в среднем по направлению

OZ. Важно отметить, что две разные траектории с разными начальными усло-

виями 𝑧0, образующие две разные инвариантные кривые, характеризуются оди-

наковыми значениями показателей Ляпунова (красные линии и синие точки на

рисунке 1.4).

(а) (б) (в)

Рисунок 1.4. Показатели Ляпунова для двух различных траекторий

(соответствующих различным начальным условиям) в зависимости от

параметра 𝛽 при 𝑎 = 0.02 и 𝑏 = 2.

Квазигармонический анализ. К сожалению, в силу негладкого харак-

тера функции 𝐺𝑀(𝑧), анализ устойчивости неподвижных точек не позволяет

выявить бифуркационные механизмы формирования замкнутой поверхности

аттрактора при −1 < 𝑧 < 1. Для того, чтобы понять причины наблюдаемой

при 𝛽 = 0.02 трансформации аттрактора, приведем систему (9) к осциллятор-

ному виду:

𝑥̈ = (𝛽 −𝐺𝑀(𝑧))𝑥̇ + (𝛽𝐺𝑀(𝑧) − 1)𝑥, 𝑧̇ = 𝑥. (11)

Первое уравнение системы (11) не включает переменную 𝑧 в явном виде.

Зависимость решения от переменной 𝑧 определяется функцией 𝐺𝑀(𝑧) (7), кото-

рая принимает два значения 𝑎 и 𝑏. Это позволяет аналитически решить первое

уравнение системы (11), а затем рассмотреть два случая функции 𝐺𝑀(𝑧). В

случае фиксированного 𝐺𝑀(𝑧), первое уравнение системы (11) описывает ли-

нейный осциллятор с частотой колебаний 𝜔0 =
√︀

1 − 𝛽𝐺𝑀(𝑧). В этом случае
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решение может быть найдено как гармоническая функция в комплексном пред-

ставлении:

𝑥(𝑡) = ℜ{𝐴(𝑡) exp(𝑗𝜔0𝑡)} =
1

2
{𝐴 exp(𝑗𝜔0𝑡) + 𝐴* exp(−𝑗𝜔0𝑡)}, (12)

где 𝐴(𝑡) - комплексная амплитуда, 𝐴*(𝑡) – комплексно сопряженная функция,

а 𝑗 – мнимая единица. Тогда первая производная равна:

𝑥̇ =
1

2
{𝑗𝜔0𝐴 exp(𝑗𝜔0𝑡) − 𝑗𝜔0𝐴

* exp(−𝑗𝜔0𝑡)}. (13)

Предполагается, что выполняется следующее условие для первой производной:

𝐴̇ exp(𝑗𝜔0𝑡) + 𝐴̇* exp(−𝑗𝜔0𝑡) = 0. С учетом этого условия вторая производная

выражается как:

𝑥̈ =

(︂
𝑗𝜔0

𝑑𝐴

𝑑𝑡
− 𝜔2

0𝐴

2

)︂
exp(𝑗𝜔0𝑡) −

(︂
𝑗𝜔0

𝑑𝐴*

𝑑𝑡
+

𝜔2
0𝐴

*

2

)︂
exp(−𝑗𝜔0𝑡). (14)

Подставим выражения (12)-(14) в первое уравнение системы (11):

𝑗𝜔0
𝑑𝐴

𝑑𝑡
exp(𝑗𝜔0𝑡) =

𝛽 −𝐺𝑀(𝑧)

2
𝑗𝜔0𝐴 exp(𝑗𝜔0𝑡)−

−𝛽 −𝐺𝑀(𝑧)

2
𝑗𝜔0𝐴

* exp(−𝑗𝜔0𝑡) − 𝜔2
0𝐴

* exp(−𝑗𝜔0𝑡).

(15)

Коэффициенты при exp(𝑗𝜔0𝑡) в левой и правой частях уравнения (15) должны

быть равны. Используя это равенство, можно вывести уравнение для комплекс-

ной амплитуды 𝐴:
𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝛽 −𝐺𝑀(𝑧)

2
𝐴. (16)

Представив комплексную величину 𝐴(𝑡) в полярных координатах: 𝐴(𝑡) =

𝜌(𝑡) exp(𝑗𝜑(𝑡)), из (16) получаем систему уравнений для вещественной ампли-

туды и фазы:
𝑑𝜌

𝑑𝑡
=

1

2
(𝛽 −𝐺𝑀(𝑧))𝜌,

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 0. (17)

Уравнения системы (17) независимы: первое уравнение не включает фа-

зу 𝜑, а второе уравнение не включает амплитуду 𝜌. Задача о существовании

периодических колебаний и бифуркаций в системе (11) сводится к анализу ам-

плитудного уравнения (17). Решением амплитудного уравнения является 𝜌 = 0,
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что соответствует нахождению в точке равновесия 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 ∈ (−∞; +∞).

Данное решение устойчиво для 𝛽 > 𝐺𝑀(𝑧) и неустойчиво для 𝛽 < 𝐺𝑀(𝑧). Рас-

смотрение двух случаев 𝐺𝑀(𝑧) = 0.02 и 𝐺𝑀(𝑧) = 2 приводит к написанному

выше выводу: 𝛽 = 0.02 – бифуркационная величина, соответствующая потере

устойчивости равновесий (𝑥 = 𝑦 = 0; 𝑧 ∈ (−1;1)). Из решения уравнения для

постоянной амплитуды можно сделать вывод, что в момент бифуркации ника-

ких других новых устойчивых или неустойчивых решений не появляется. После

бифуркации траектории в фазовом пространстве просто начинают отдаляться

от окрестности неподвижных точек, потерявших устойчивость, при этом опи-

сывая близкие к гармоническим колебания с медленно растущей амплитудой.

Колебания 𝑥(𝑡) можно представить как 𝑥(𝑡) = 𝜌(𝑡) cos(𝜔0𝑡 + 𝜑0). Из первого

уравнения системы (11) следует, что 𝜔0 ≈ 1, поскольку 𝛽𝐺𝑀(𝑧) ≪ 1. Тогда из

первого уравнения системы (9) следует 𝑦 = 𝑥̇−𝐺𝑀(𝑧)𝑥 ≈ 𝑥̇ = −𝜌(𝑡)𝑠 ∈ (𝑡+𝜑0),

потому что 𝐺𝑀(𝑧) = 0.02 в интервале −1 < 𝑧 < 1. Из третьего уравнения си-

стемы (11) получим формулу для колебаний 𝑧(𝑡):

𝑧(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜌(𝑡) cos(𝑡 + 𝜑0)𝑑𝑡 ≈ 𝜌(𝑡)

𝑡∫︁
0

cos(𝑡 + 𝜑0)𝑑(𝑡 + 𝜑0) =

= 𝜌(𝑡) sin(𝑡 + 𝜑0) + 𝑧0.

(18)

Следовательно, в случае 0.02 < 𝛽 < 2, можно представить колебания динами-

ческих переменных системы (9) для начальных условий в окрестности точек

равновесия (𝑥 = 𝑦 = 0; 𝑧 ∈ (−1;1)) следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥(𝑡) = 𝜌(𝑡) cos(𝑡 + 𝜑0),

𝑦(𝑡) = −𝜌(𝑡) sin(𝑡 + 𝜑0),

𝑧(𝑡) = 𝜌(𝑡) sin(𝑡 + 𝜑0) + 𝑧0,

(19)

где 𝑧0 – начальное условие, соответствующее каждой точке линии равновесий.

Численное моделирование колебаний, приводящих к движениям вдоль инва-

риантной замкнутой кривой в плоскостях (𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑧), (𝑦, 𝑧), подтвердило

правильность решения (19) (рисунок 1.3,г-е).
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При увеличение параметра 𝛽 от 0.02 происходит рост амплитуды колеба-

ний 𝑥(𝑡), что приводит к увеличению амплитуд колебаний 𝑦(𝑡) и 𝑧(𝑡). Это неиз-

бежно ведет к выходу динамической переменной 𝑧(𝑡) за пределы 𝑧 ∈ (−1; 1).

Затем фазовая точка достигает подпространства, где диссипация, определяе-

мая свойствами мемристора (для этой области 𝐺𝑀(𝑧) = 2, серые области на

рисунке 1.3,г), превышает энергию накачки, характеризующуюся отрицатель-

ным сопротивлением (параметр 𝛽). Рост амплитуды прекращается. В резуль-

тате наблюдаются колебания с постоянной амплитудой. Абсолютное значение

динамической переменной 𝑧 достигает окрестности единицы один раз за период

колебаний. Эти установившиеся колебания отвечают движению вдоль инвари-

антной замкнутой кривой на аттракторе. Описанный переход к колебательному

режиму с ростом параметра 𝛽 характеризуется конечной амплитудой возникаю-

щих колебаний и может рассматриваться как жесткое возбуждение колебаний.

В этом случае возбуждение жестких колебаний не связано с локальными би-

фуркациями предельных множеств. Этот сценарий отличается от классических

бифуркационных механизмов. Например, он отличается от субкритической би-

фуркации Андронова-Хопфа, при которой переход к автоколебательному ре-

жиму наблюдается после слияния неустойчивого предельного цикла и устойчи-

вой неподвижной точки. В системе (9) бифуркационный переход определяется

кусочно-линейной характеристикой мемристора (7). Бифуркации, вызванные

кусочно-линейной нелинейностью, хорошо известны [78]. Они часто встречают-

ся в механике [79], биологии [80], электронике [81–83], и это лишь некоторые

из них. Выделяют различные виды таких бифуркаций. Одна из них – это C-

бифуркации (border collision bifurcations). Они возникают, когда фазовая точка

пересекает границу в фазовом пространстве между областями, в которых ди-

намика системы различается. Этот класс бифуркаций изучался на примерах

дискретных отображений [82,84–86] и систем с непрерывным временем [87–89].

Описанное бифуркационное изменение в системе (9) является C-бифуркацией.
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В системе (9) наблюдается бифуркация возникновения колебаний без па-

раметра. При уменьшении модуля значения переменной 𝑧 в точках 𝑧 ∈ [−1; 1]

происходит бифуркация и возникают колебания с бесконечно малой амплиту-

дой, которая затем растет. Однако эту бифуркацию нельза сопоставить с супер-

критической бифуркацией Андронова-Хопфа, поскольку собственные значения

точки равновесия при бифуркации меняются скачком.

1.3.2 Мягкое возникновение колебаний

Мягкое возникновение колебаний можно наблюдать в генераторе с мемри-

стором Чуа (рисунок 1.1) в случае нелинейной характеристики активного эле-

мента, которая задается полиномом третьей степени 𝑈𝑁(𝐼) = −𝑅1𝐼 + 𝑅3𝐼
3.

Тогда функция 𝑓(𝑦) в системе (2) выражается как 𝑓(𝑦) = −𝛽1𝑦+𝛽3𝑦
3 и модель

мемристивного генератора принимает вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑦 −𝐺𝑀(𝑧)𝑥,

𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽1𝑦 − 𝛽3𝑦
3,

𝑧̇ = 𝑥,

𝐺𝑀(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑎, |𝑧| < 1,

𝑏, |𝑧| > 1.

(20)

параметры 𝛽1 и 𝛽3 определяются вольт-амперной характеристикой нелинейного

элемента.

Рассмотрим динамику системы (20) при фиксированных параметрах 𝛽3 =

1, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 2. В системе (20) также как в (9) имеется непрерывное мно-

жество точек равновесия (0; 0; 𝑧 ∈ (−∞; +∞)), образующих линию равновесий

в фазовом пространстве, совпадающую с осью 0𝑍. Собственные значения рав-

новесий для систем (9) и (20) одинаковы (формулы (10)). Значение параметра

𝛽1 = 0.02 в системе (20) является бифуркационным значением, соответствую-



37

(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рисунок 1.5. Траектории и аттрактор в фазовом пространстве системы (20):

(а) движение к линии равновесий из различных начальных точек (траектории

окрашены красным цветом) при 𝛽 = 0.01; (б) аттрактор системы при

𝛽 = 0.05; (в) аттрактор системы при 𝛽 = 0.1; (в)-(е) проекции аттрактора и

инвариантных замкнутых кривых при 𝛽 = 0.1; На всех фрагментах:

многообразие устойчивых равновесий показано зеленой сплошной линией;

многообразие неустойчивых равновесий – зеленой пунктирной линией;

двумерная поверхность, образованная многообразием инвариантных

замкнутых кривых (окрашены в синий цвет), окрашена в красный цвет;

точки, соответствующие начальным условиям, показаны синими кружками.

щим потере устойчивости равновесий (𝑥 = 𝑦 = 0, 𝑧 ∈ (−1; , 1)). Как и в случае

постоянной отрицательной проводимости, после бифуркации аттрактор систе-

мы (20) состоит из непрерывного множества замкнутых кривых, которые об-

разуют двумерной поверхности и множества устойчивых точек равновесия на

оси OZ. Бифуркационные изменения проиллюстрированы на рисунке 1.5,а,б.
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Однако, в отличие от системы (9), в этом случае плавное увеличение парамет-

ра 𝛽1 приводит к постепенному росту амплитуды колебаний 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) и 𝑧(𝑡),

соответствующих движениям вдоль инвариантных замкнутых кривых (рису-

нок 1.5,б,в). С ростом параметра 𝛽1 радиус двумерной цилиндрической поверх-

ности, образованной многообразием инвариантных замкнутых кривых, растет.

Дальнейшее увеличение параметра 𝛽1 приводит к формированию аттрактора,

идентичного аттрактору (риунок 1.5,в) системы (9).

Квазигармонический анализ. Проведем квазигармонический анализ

колебаний, как и в разделе 1.3.1. Осцилляторная форма записи системы (20):

𝑥̈ = −𝑥−𝐺𝑀(𝑧)𝑥̇ + 𝛽1(𝑥̇ + 𝐺𝑀(𝑧)𝑥) − (𝑥̇ + 𝐺𝑀(𝑧)𝑥)3, 𝑧̇ = 𝑥. (21)

Будем искать квазигармоническое решение первого уравнения системы (21) на

частоте 𝜔0 =
√︀

1 − 𝛽𝐺𝑀(𝑧). Два значения функции 𝐺𝑀(𝑧) рассматриваются

независимо друг от друга. Подставляя уравнения (12)-(14) в первое уравнение

системы (21), приближаем все быстро осциллирующие члены к их средним зна-

чениям за один период 𝑇 = 2𝜋𝜔0, что дает

𝜔0
𝑑𝐴

𝑑𝑡
= −𝑗(𝜔2 − 1)

2
𝐴− 𝐺𝑀(𝑧)𝜔0

2
𝐴−

−4𝛽1 − 3(𝐺2
𝑀(𝑧) + 𝜔2

0)|𝐴|2
8

(𝑗𝐺𝑀(𝑧) − 𝜔0)𝐴.

(22)

Уравнение (22) можно переписать как систему уравнений для действительной

амплитуды и фазы:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −𝐺𝑀(𝑧)

2
𝜌 +

4𝛽1 − 3(𝐺2
𝑀(𝑧) + 𝜔2

0)𝜌
2

8
𝜌,

𝑑𝜑

𝑑𝑡
=

3(𝐺2
𝑀(𝑧) + 𝜔2

0)𝜌
2

8𝜔0
𝐺𝑀(𝑧).

(23)

Как и в предыдущем случае, задача анализа периодических решений в систе-

ме (21) сводится к анализу амплитудных уравнений. Амплитудное уравнение

системы (23) имеет два стационарных решения. Первое решение, 𝜌1 = 0, соот-

ветствует равновесиям (𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 ∈ (−∞; +∞)), которые устойчивы при
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𝛽 < 𝐺𝑀(𝑧) и неустойчивы для 𝛽 > 𝐺𝑀(𝑧). Второе решение, 𝜌2 = 2√
3

√︁
𝛽1−𝐺𝑀 (𝑧)
𝐺2

𝑀 (𝑧)+𝜔2
0
,

существует при 𝛽1 > 𝐺𝑀(𝑧) и соответствует множеству инвариантных кривых

в окрестности состояний равновесия. Рассматривая два случая 𝐺𝑀(𝑧) = 0.02 и

𝐺𝑀(𝑧) = 2 для подпространств |𝑧| < 1 и |𝑧| > 1, мы получаем следующую кар-

тину бифуркационных изменений при увеличении параметра 𝛽1. При 𝛽1 = 0.02

устойчивые равновесия (𝑥 = 𝑦 = 0;|𝑧| < 1) становятся неустойчивыми и в их

окрестности появляются инвариантные замкнутые кривые. Амплитуда колеба-

ний 𝑥(𝑡), соответствующая движению вдоль инвариантной замкнутой кривой,

плавно увеличивается с ростом 𝛽1 по закону:

𝜌(𝛽1) =
2√
3

√︂
𝛽1 − 0.02

0.022 + 1
≈ 2√

3

√︀
𝛽1 − 0.02, (24)

поскольку 𝜔0 ≈ 1 вблизи линии равновесия 𝑥 = 𝑦 = 0 (это следует из первого

уравнения системы (21)). Такой сценарий возникновения колебаний в системе

(20) соответсвует суперкритической бифуркации Андронова-Хопфа (мягкому

механизму возникновения колебаний) при изменении управляющего параметра.

Проведенный анализ динамики системы (20) с помощью квазигармониче-

ского приближения позволяет прояснить структуру аттрактора после бифур-

кации. Аттрактор включает две полуоси устойчивых равновесий (𝑥 = 𝑦 = 0;

|𝑧| > 1) и замкнутую поверхность, состоящую из нескольких частей. Централь-

ная часть образована непрерывным многообразием одинаковых инвариантных

замкнутых кривых (одна из них — кривая 2 на рисунке 1.5,в-е). Центральная

поверхность соответствует области пространства, где характер колебаний опре-

деляется свойствами нелинейного отрицательного сопротивления, аналогично

автогенератору ван дер Поля. В этой области мгновенное значение 𝑧(𝑡) не дости-

гает единицы. Для центральной поверхности получена зависимость амплитуды

колебаний 𝑥(𝑡) от параметра 𝛽1 (24). Если значение |𝑧(𝑡)| = 1 достигается один

раз за период колебаний (например, кривая 1 на рисунке 1.5,в-е), то ограни-

чение амплитуды колебаний осуществляется комбинированным воздействием

нелинейного элемента и мемристора.
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Как в случае постоянной отрицательной проводимости (Раздел 1.3.1), так

и при нелинейной проводимости с кубической вольт-амперной характеристикой,

в генераторе имеется бифуркация возникновения колебаний без параметра.

1.3.3 Экспериментальное исследование аналоговой модели

мемристивного генератора с мемристором Чуа

В целях экспериментального исследования поведения мемристивного ге-

нератора была разработана специальная установка.

Аналоговая модель генератора (9). Схема экспериментальной уста-

новоки, соответствующей генератору с мемристором Чуа и постоянной отри-

цательной проводимостью (уравнения (9)), представлена на рисунке 1.6. При

проектировании экспериментальной установки использовались принципы ана-

логового моделирования [90, 91]. Мотивация выбора подобного типа экспери-

ментов объясняется необходимостью регистрации мгновенных значений всех

трех динамических переменных, в том числе и 𝑧(𝑡), определяющей режим ра-

боты мемристора и значения которой проблематично считывать в стандартном

радиофизическом эксперименте с использованием реального мемристора. Глав-

ная часть аналоговой модели есть интегратор на базе операционного усилителя,

напряжение на выходе которого 𝑈𝑜𝑢𝑡 пропорционально интегралу от входного

сигнала 𝑈𝑖𝑛: 𝑈𝑜𝑢𝑡 = − 1
𝑅0𝐶0

𝑡∫︀
0

𝑈𝑖𝑛𝑑𝑡 или 𝑅0𝐶0𝑈𝑜𝑢𝑡 = −𝑈𝑖𝑛, где 𝐶0 и 𝑅0 – ем-

кость и сопротивление конденсатора и резистора при интеграторе. Аналоговая

модель системы (9) на рисунке 1.6,а содержит три интегратора U1, U2 и U8,

напряжения на выходе которых принимаются за мгновенные значения дина-

мических переменных 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡). Затем сигналы подвергаются дальнейшей

обработке в соответствии с правыми частями уравнений системы (9). Необ-

ходимые преобразования производятся посредством аналоговых умножителей

AD633JN, инвертирующих и неинвертирующих усилителей на базе операцион-
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(а) (б)

Рисунок 1.6. Схема экспериментальной установки (аналоговая модель системы

(9)): (a) общая схема; (б) электронная реализация функции 𝐺𝑀(𝑧) (7).

ных усилителей TL072CP. Преобразования в соответствии с функцией 𝐺𝑀(𝑧)

(рисунок 1.6,б) удалось добиться с помощью схемы, содержащей компаратор

AD790JNZ. Полученные после преобразования сигналы подключаются к входам

интеграторов. Реализации колебаний во времени снимались с помощью АЦП

NI-PCI 6133 (производства компании National Instruments) с частотой дискре-

тизации 50 кГц. Рабочее напряжение установки ±15 В. Дальнейшая обработка

и визуализация записанных временных рядов осуществляется на компьютере.

Уравнения, описывающие работу экспериментальной установки, имеют вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅0𝐶𝑥̇ = 𝑦 −𝐺𝑀(𝑧) + 𝜉1(𝑡),

𝑅0𝐶𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝜉2(𝑡),

𝑅0𝐶𝑧̇ = 𝑥 + 𝜉3(𝑡),

𝐺𝑀(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑎, |𝑧| < 1,

𝑏, |𝑧| > 1.

(25)

где 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 2, 𝑅0 = 𝑅1−5 = 56 кОм, 𝐶 = 100 нФ. Величина 𝛽 контролиру-

ется напряжением 𝑈 на входе аналогового умножителя U7 так, что 𝛽 = 0.1𝑈 .

Система (25) содержит несколько источников шума 𝜉1−3, которые обеспечива-
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ются внутренними источниками шума, неточностью измерений и внешними шу-

мовыми воздействиями. Важно отметить,что уравнения (25) не учитывают осо-

бенностей функционирования реальных операционных усилителей и их отличий

от идеальных операционных усилителей. Например, учет малого, но ненулевого

тока на входе операционных усилителей приводит к существованию чрезвычай-

но малой, но ненулевой постоянной в третьем уравнении систем (9).

Эксперименты подтвердили предположение о том, что поведение, наблю-

даемое в системе (9), не может быть полностью реализовано экспериментально.

В момент включения экспериментальной установки (начальные условия зада-

ны приблизительно равными нулю) можно наблюдать колебания, траектории

которых соответствуют верхней части многообразия, образующего аттрактор

системы (9) при 𝑧 > 0. Соответствующая часть графика, полученная экспери-

ментально, показана на рисуноке 1.7,а красным цветом. Таким образом, устой-

(а) (б)

Рисунок 1.7. (а) Траектория, генерируемая аналоговой моделью

мемристивного генератора (25), (б) Траектория системы (26), полученная в

численном эксперименте. Параметры 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 2, 𝛽 = 0.05.

чивое предельное множество, получаемое при численном моделировании, не мо-

жет быть получено в натурных экспериментах. Наблюдается монотонный рост

переменной 𝑧, что приводит к ее максимально возможному значению, ограни-
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ченному напряжением питания +15 В. Подобное поведение можно получить

численно (рисунок 1.7,б), добавив к третьему уравнению чрезвычайно малую

величину 𝜀. В этом случае система (9) может быть записана следующим обра-

зом:

𝑥̇ = 𝑦 −𝐺𝑀(𝑧)𝑥, 𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽, 𝑧̇ = 𝑥 + 𝜀. (26)

Направление роста 𝑧 в численном эксперименте зависит от знака 𝜀 (рису-

нок 1.7,б). Наличие пренебрежимо малых дополнительных величин 𝜀 в системе

уравнений, описывающих экспериментальную схему, логично и реально. Это

можно объяснить нестрогим соответствием между математическими моделями

и реальными устройствами. Влияние постоянной величины 𝜀 оказывается более

сильным по сравнению с влиянием шума, поскольку мы можем достичь очень

низкого уровня шума в наших натурных экспериментах. При наличии внешне-

го шума от специального широкополосного генератора шума, рисунок показан

на рисунке 1.7,б разрушается, и переменная 𝑧 быстрее достигает своего макси-

мального значения. Малую величину 𝜀 можно добавить к третьему уравнению

системы (25) в натурных экспериментах. Изменение 𝜀 позволяет нам обратить

движение в направлении оси 0Z (направление роста 𝑧 зависит от величины 𝜀).

Аналоговая модель системы (20). Для экспериметального исследова-

ния системы уравнений (20) была модернизирована установка, изображенная

на рисунке 1.6. В схему на рисунке 1.6,а, были добавлены два умножителя

AD633JN (U7 и U9) и два операционных усилителя TL072CP (U8 и U10), ко-

торые реализуют функцию 𝑓(𝑦) = −𝛽1𝑦 + 𝛽3𝑦
3. Получившаяся схема показана

на рисунке 1.8. С помощью платы сбора данных (National Instruments NI-PCI

6133) производилась запись сигналов с соответствующих выходов, обозначеных

на рисунке 1.8. Все сигналы оцифровывались с частотой дискретизации 50 кГц.
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Рисунок 1.8. Схема аналоговой модели системы (20); электронная реализация

функции 𝐺𝑀(𝑧) показана на рисунке 1.6,б.

Схема на рисунке 1.8 описывается следующими уравнениями:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅0𝐶𝑥̇ = 𝑦 −𝐺𝑀(𝑧) + 𝜉1(𝑡),

𝑅0𝐶𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽1𝑦 − 𝛽3𝑦
3 + 𝜉2(𝑡),

𝑅0𝐶𝑧̇ = 𝑥 + 𝜉3(𝑡),

𝐺𝑀(𝑧) =

⎧⎨⎩𝑎, |𝑧| < 1,

𝑏, |𝑧| > 1,

(27)

где 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 2, 𝑅0 = 56 кОм, 𝐶 = 100 нФ. Величина 𝛽1 контролируется

напряжением U на входе аналогового умножителя U4 так, что 𝛽1 = 0.1𝑈 . Па-

раметр 𝛽3 = 1. Уравнение (27) может быть преобразовано в уравнение (20) сле-

дующей подстановкой: 𝑡 = 𝑡/𝜏0, 𝑥 = 𝑥/𝑣0, 𝑦 = 𝑦/𝑣0, 𝑧 = 𝑧/𝑣0, 𝜏0 = 𝑅0𝐶0 = 5.6

мс – постоянная времени схемы, 𝑣0 = 1 В.

Уравнения, описывающие функционирование экспериментальной уста-

новки (27), не учитывают некоторых особенностей реальных операционных уси-

лителей. Это имеет принципиальное значение, так как наличие ненулевой кон-

станты в третьем уравнении 𝑧̇ = 𝑥 разрушает линию равновесия. Анализ точек

равновесия в модифицированных системах (9) и (20) с третьим уравнением

𝑧̇ = 𝑥 + 𝜀 подтверждает этот факт. Численно смоделированная динамика си-

стемы (20) для ненулевого 𝜀 хорошо согласуется с поведением эксперименталь-



45

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 1.9. Траектория, создаваемая экспериментальной установкой

(система (27)): (а) 𝛽1 = 0.04; (б) 𝛽1 = 0.1; (в) 𝛽1 = 0.2. (г) Зависимость

амплитуды колебаний 𝑥(𝑡) системы (20), для которой |𝑧(𝑡)| < 1, от параметра

𝛽1: полученная аналитически (сплошная черная линия) и зарегистрированная

при численном моделировании (красные кружки). Зависимость максимальной

амплитуды колебаний 𝑥(𝑡) при работе экспериментальной установки (27) от

параметра 𝛽1 показана синими квадратами.

ной установки (27). Подключив аддитивное постоянное напряжение ко входу

интегратору U5 (рисунок 1.8), можно замедлить и обратить вспять монотон-

ное движение вдоль оси OZ. Важно отметить, что монотонное движение вдоль

оси OZ может быть замедлено и обращено вспять, но не может быть останов-

лено, поскольку невозможно с абсолютной точностью уравновесить влияние

внутреннего параметра 𝜀 в реальных экспериментах. Поэтому стационарные

колебательные режимы не могут быть получены в аналоговом эксперименте.

В силу этих причин экспериментальное исследование динамики в зависимо-
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сти от начальных условий не представляется возможным. Тем не менее, суще-

ствует сходство между динамической моделью и экспериментальной установ-

кой. В процессе 𝑧-координатного монотонного дрейфа (этот процесс ограничен

напряжением питания) экспериментально полученная траектория очерчивает

фигуру, очень похожую на аттрактор математической модели, соответствую-

щий аналогичным значениям параметров (рисунок 1.8). Динамика эксперимен-

тальной установки с параметром роста 𝛽1 показала структурное изменение при

𝛽1 ≈ 0, 03. Для 𝛽1 > 0.03 периодические колебания 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡) индуцируются,

когда значения 𝑧(𝑡) находятся внутри диапазона (−1;1) (рисунок 1.9,а-в). Мак-

симальная амплитуда колебаний 𝑥(𝑡) , соответствующих прохождению через

область 𝑧 ∈ (−1; 1), постепенно увеличивается с ростом параметра 𝛽1. Экс-

периментально зарегистрированная максимальная амплитуда колебаний 𝑥(𝑡)

близка к теоретически рассчитанной амплитуде колебаний, соответствующих

движению по инвариантной замкнутой кривой в центральной части двумерной

поверхности (как кривая 2 на рисунке 1.5,г) в математической модели фазового

пространства (рисунок 1.9,г).

1.4 Мемристивный генератор с гладкой характеристикой

мемристивного элемента

Рассотрим динамику мемристивного генератора (рисунок 1.1) с постоян-

ным отрицательным сопротивлением в случае, когда мемристивная проводи-

мость имеет гладкую характеристику (8). Подобная система рассмаривалась

для случая мемристора Чуа в разделе 1.3.2. Уравнения исследуемой системы с

гладкой характеристикой мемристора (8) записываются в следующем ввиде:

𝑥̇ = 𝑦 −𝐺(𝑧)𝑥, 𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧̇ = 𝑥, 𝐺𝑀(𝑧) = 𝑎 + 𝑏𝑧2, (28)
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где 𝛽 — параметр, связанный с абсолютной величиной постоянного отрицатель-

ного сопротивления. 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8 — параметры проводимости мемристив-

ного элемента.

Данная система, как и системы рассмотренные ранее, имеет линию рав-

новесий, совпадающую с осью 0Z. Собстенные значения точек на линии рав-

новесий получаются такими же, как у системы, рассмотреной в разделе 1.3.1

(выражение (10)). Увеличение параметра 𝛽 приводит к следующим бифурка-

ционным изменениям в фазовом пространстве. В случае 0 ≤ 𝛽 < 𝑎 аттракто-

ром системы является многообразие устойчивых равновесий, и все траектории

притягиваются к нему (рисунок 1.10,а). При 𝛽 ≥ 𝑎 точки равновесия с коорди-

натой 𝑧 ∈
(︂
−
√︁

𝛽−𝑎
𝑏 ;

√︁
𝛽−𝑎
𝑏

)︂
становятся неустойчивыми, в то время как другие

точки линии равновесий, с |𝑧| >
√︁

𝛽−𝑎
𝑏 , остаются устойчивыми. Фазовые тра-

ектории, стартующие из окрестности (0; 0; |𝑧| <
√︁

𝛽−𝑎
𝑏 ), удаляется от исходного

состояния по спирали. Это движение завершается движением по инвариантной

замкнутой кривой (синяя линия на рисунке 1.10,б). Любые изменения началь-

ных условий приводят к попаданию на другую инвариантную замкнутую кри-

вую. При фиксированных параметрах и различных начальных условиях можно

наблюдать различные стационарные режимы, то есть либо точку равновесия с

|𝑧| >
√︁

𝛽−𝑎
𝑏 , либо периодические колебания с различными амплитудами. Струк-

тура аттрактора изменяется при 𝛽 = 𝑎. После бифуркации аттрактор состоит из

непрерывного множества замкнутых кривых, образующих двумерную поверх-

ность, и непрерывного множества точек на оси OZ, для которых |𝑧| ≥
√︁

𝛽−𝑎
𝑏

(рисунунок 1.10,в). Двумерная поверхность расширяется при увеличении пара-

метра 𝛽 (рисунок 1.10,в-е).

Квазигармонический анализ. Чтобы проанализировать эволюцию ат-

трактора, приведем систему (28) к осцилляторному виду:

𝑥̈− (𝛽 − 𝑎)𝑥̇ + (1 − 𝛽𝑎)𝑥 = 𝑏𝛽𝑧2𝑥− 2𝑏𝑥2𝑧 − 𝑏𝑧2𝑥̇, 𝑧̇ = 𝑥. (29)
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рисунок 1.10. Траектории и аттрактор системы (28): (а) движение к линии

равновесий (траектория окрашена красным цветом) для 𝛽 = 0.01; (б)

движение к неизолированной замкнутой кривой (окрашена синим цветом) для

𝛽 = 0.022; (в) Аттрактор при 𝛽 = 0.022 и его проекция (г); (д) Аттрактор при

𝛽 = 0.035 и его проекция (е). Многообразие устойчивых равновесий показано

зеленой сплошной линией; многообразие неустойчивых равновесий показано

зеленой пунктирной линией; точки, соответствующие начальным условиям,

показаны синими заполненными кружками. Двумерная поверхность,

образованная многообразием инвариантных замкнутых кривых, окрашена в

красный цвет. Инвариантная замкнутая кривая на аттракторе окрашена в

синий цвет.

Будем искать квазигармоническое решение первого уравнения системы (29) на

частоте 𝜔0 =
√

1 − 𝛽𝑎. Представим переменную 𝑥(𝑡) как

𝑥(𝑡) =
1

2
(𝐴 exp (𝑗𝜔0𝑡) + 𝐴* exp (−𝑗𝜔0𝑡)), (30)
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где 𝐴(𝑡) - комплексная амплитуда, 𝐴*(𝑡) - комплексно сопряженная функция.

Предполагается, что выполняется следующее условие для первой производной:
𝑑𝐴
𝑑𝑡 exp (𝑗𝜔0𝑡) + 𝑑𝐴*

𝑑𝑡 exp (−𝑗𝜔0𝑡) = 0. С учетом этого условия первая и вторая

производные представляются как

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

2
(𝑗𝜔0𝐴 exp (𝑗𝜔0𝑡) − 𝑗𝜔0𝐴

* exp (−𝑗𝜔0𝑡)) , (31)

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
=

(︂
𝑗𝜔0

𝑑𝐴

𝑑𝑡
− 𝜔2

0

2
𝐴

)︂
exp (𝑗𝜔0𝑡) −

(︂
𝑗𝜔0

𝑑𝐴*

𝑑𝑡
+

𝜔2
0

2
𝐴*

)︂
exp (−𝑗𝜔0𝑡). (32)

Используя (30), переменную 𝑧(𝑡) можно приближенно задать в виде:

𝑧(𝑡) ≈ 1

2𝑗𝜔0
(𝐴 exp (𝑗𝜔0𝑡) − 𝐴* exp (−𝑗𝜔0𝑡)) + 𝑧0, (33)

где 𝑧0 – начальное значение переменной 𝑧.

Подставим выражения (30)-(33) в первое уравнение системы (29), и усред-

няя все члены уравнения за период 𝑇 = 2𝜋/𝜔0, получим уравнение для ком-

плексной амплитуды 𝐴:

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝐴

2

(︂
𝛽 − 𝑎− 𝑏|𝐴|2

4𝜔2
0

− 𝑧20𝑏

)︂
− 𝑗𝐴𝑏𝛽

2𝜔0

(︂ |𝐴|2
4𝜔2

0

+ 𝑧20

)︂
. (34)

Уравнение (34) может быть переписано как система уравнений для веществен-

ной амплитуды 𝜌 и фазы 𝜑:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝜌

𝑑𝑡
=

𝜌

2

(︂
𝛽 − 𝑎− 𝑏𝜌2

4𝜔2
0

− 𝑏𝑧20

)︂
,

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= − 𝑏𝛽

2𝜔0

(︂
𝜌2

4𝜔2
0

+ 𝑧20

)︂
.

(35)

В рассматриваемом диапазоне значений параметра 𝛽, частота колебаний

𝜔0 близка к единице: 𝜔0 =
√

1 − 𝛽𝑎 ≈ 1. Определение существования периоди-

ческого движения и бифуркаций в системе (29) сводится к анализу уравнения

для вещественной амплитуды. Амплитудное уравнение системы (35) имеет два

решения. Первое решение, 𝜌1 = 0, соответствует точкам равновесия на оси 0Z:

𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 ∈ (−∞;∞). При условии 𝛽 = 𝑎, решение 𝜌1 устойчиво для
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|𝑧0| >
√︁

𝛽−𝑎
𝑏 и неустойчиво для |𝑧0| <

√︁
𝛽−𝑎
𝑏 . Второе вещественное решение:

𝜌2 = 2

√︂
𝛽 − 𝑎

𝑏
− 𝑧20 (36)

появляется при 𝛽 ≥ 𝑎 + 𝑧20𝑏. Оно устойчиво и соответствует появле-

нию замкнутых кривых в окрестности точек равновесия с координатами(︂
𝑥 = 𝑦 = 0, |𝑧| =

√︁
𝛽−𝑎
𝑏

)︂
. Следует отметить, что частота колебаний, соответ-

ствующих движениям вдоль неизолированных замкнутых кривых, зависит ис-

ключительно от значений параметров и не зависит от выбора 𝑧0. Это связано

с тем, что при подстановке значения 𝜌2 в выражение для 𝑑𝜑
𝑑𝑡 (второе уравнение

системы (35)) получаем: 𝑑𝜑
𝑑𝑡 = −𝛽

2 (𝛽 − 𝑎).

Таким образом, выявляется следующая картина бифуркационных изме-

нений в системе (28). Увеличение параметра 𝛽 приводит к потере устойчивости

равновесий с координатами (𝑥 = 𝑦 = 0, 𝑧0), для которых выполняется усло-

вие |𝑧0| <
√︁

𝛽−𝑎
𝑏 . Когда точка равновесия теряет устойчивость, в ее окрест-

ности появляется неизолированная замкнутая кривая. Амплитуда колебаний,

𝜌 = 𝜌(𝛽, 𝑧0), соответствующих движениям вдоль неизолированной замкнутой

кривой, зависит как от параметра 𝛽, так и от координаты 𝑧(0) = 𝑧0 (урав-

нение (36)) и постепенно увеличивается, начиная с нуля, с ростом параметра

𝛽 (рисунок 1.11,а). Такой сценарий мягкого возбуждения колебаний в системе

(28) аналогичен суперкритической бифуркации Андронова-Хопфа в нелиней-

ных диссипативных системах с конечным числом изолированных точек равно-

весия. Более того, наблюдающийся рост амплитуды пропорционально корню

квадратному из значения параметра надкритичности (36) характерен для си-

стем с суперкритической бифуркацией Андронова-Хопфа. Однако, в отличии от

классической бифуркации рождения предельного цикла, рассматриваемая би-

фуркация состоит в том, что возникающие в системе с линией равновесий пери-

одические колебания не являются истинными самоподдерживающимися коле-

баниями в полном смысле этого слова, поскольку неизолированные замкнутые

кривые в отдельности не являются аттракторами.
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(а) (б)

Рисунок 1.11. (а) Зависимости амплитуды 𝜌 колебаний 𝑥(𝑡) от параметра 𝛽,

рассчитанные по формуле (36) для 𝑧0 = 0 (черная кривая 1) и 𝑧0 = 0.2 (черная

кривая 2) и и полученные численно при соответствующих начальных

условиях: 𝑥0 = 𝑦0 = 𝑧0 = 0 (красные круги) и 𝑥0 = 𝑦0 = 𝑧0 = 0.2 (красные

квадраты). (б) Зависимости амплитуды 𝜌 колебаний 𝑥(𝑡) от начального

значения 𝑧0, полученные по формуле (36) для 𝛽 = 0.022 (черная кривая 1) и

𝛽 = 0.035 (черная кривая 2) и рассчитанные численно при тех же значениях

параметра для начальных условий 𝑥0 = 𝑦0 = 0. Другие параметры: 𝑎 = 0.02,

𝑏 = 0.8.

Зависимость (36) показывает, что бифуркацию можно наблюдать в случае

фиксированного значения параметра 𝛽, изменяя начальное значение перемен-

ной 𝑧, т.е. имеет место бифуркация без параметра. Пусть 𝑎 < 𝛽 < 1. Тогда при

|𝑧0| < 𝛽−𝑎
𝑏 происходит мягкое возникновение колебаний, амплитуда которых

растет как корень квадратный из модуля отклонения квадрата 𝑧0 от крити-

ческого значения. При этом собственные значения точки равновесия в момент

бифуркации плавно пересекают вещественную ось с ненулевой скоростью. Та-

ким образом, бифуркация без параметра в данном случае является полным

аналогом суперкритической бифуркации Андронова-Хопфа.
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1.5 Выводы по первой главе

В работе были проведены исследования нескольких модификаций генера-

тора с мемристивной проводимостью. Они различаются видом вольт-амперной

хараткеристики активного элемента и характеристики мемристивной проводи-

мости. Важной особенностью особенностью всех рассмотренных модификаций

генератора с идеальным мемристивным элементом является наличие в фазовом

пространстве линии равновесий, совпадающей с координатной осью OZ, где 𝑧 –

переменная, управляющая мемристором. Динамика моделей мемристивного ге-

нератора исследовалась с применением совокупности различных методов: чис-

ленных расчетов, квазигармонического анализа и аналогового моделирования.

Были выяснены особенности структуры фазового пространства мемристивного

генератора и происходящих в системе бифуркаций.

Было показано, что во всех рассмотренных случаях наличие оси равнове-

сий приводит к особому характеру всех предельных множеств, формирующихся

в фазовом пространстве системы. Так аттрактор системы в режиме существова-

ния колебаний состоит из поверхности, образованной непрерывным множеством

замкнутых кривых, соответствующих периодическим колебаниям, и участков

линии равновесий, образованных устойчивыми точками равновесия. При этом

существует также отталкивающее предельное множество, представляющее со-

бой отрезок линии равновесий, соответствующий неустойчивым точкам равно-

весия. В зависимости от начальных условий могут наблюдаться устойчивые

состояния равновесия или колебания с различной амплитудой, которая плавно

меняется при движении вдоль оси 0Z. Также было показано, что наличие линии

равновесий и связанный с ней особый характер предельных множеств приво-

дят к особенностям происходящих в системе бифуркаций. Важным свойством

бифуркаций в мемристивном генераторе является то, что они наблюдаются не

только при изменении параметров, но также и при постоянных параметрах и
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вариации начальных условий (бифуркации без параметров). Конкретный ха-

рактер бифуркаций зависит от характера нелинейности активного элемента и

мемристивной проводимости.

Было показано, что в генераторе с идеальным мемристором Чуа (име-

ющим кусочно-линейную характеристику, соответствующую двум постоянным

значениям проводимости в зависимости от управляющей переменной 𝑧) при ва-

риации параметра, управляющего подкачкой энергии в систему, могут наблю-

даться как жесткий, так и мягкий сценарии возникновения колебаний. Осо-

бенность как жестких, так и мягких бифуркационных сценариев в генераторе

с мемристором Чуа состоит в том, что в них принимают участие непрерыв-

ные множества точек равновесия и замкнутых кривых. Характер бифуркации

определяется видом воль-амперной характеристики активного элемента.

В генераторе с идеальным мемристором, проводимость которого задается

гладкой функцией управляющей переменной 𝑧, был установлен мягкий сцена-

рий возникновения колебаний. Он аналогичен суперкритической бифуркации

Андронова-Хопфа. В результате бифуркации в этом случае рожается множе-

ство замкнутых кривых бесконечно малого радиуса, амлитуда которых растет

при увеличение значения управляющего параметра системы.

Кроме бифуркаций, происходящих при вариации управляющего парамет-

ра, во всех рассмотренных моделях генератора с мемристором Чуа были уста-

новлены бифуркации без параметра. В случае постоянной отрицательной про-

водимости и активного элемента с кубической вольт-амперной характеристикой

бифуркация без параметра носит характер: при смещении вдоль линии равно-

весий (вдоль оси 0Z) в направлении уменьшения абсолютной величины пере-

менной 𝑧 происходит рождение замкнутой кривой бесконечно-малого радиуса.

Затем размер замкнутой кривой растет до некоторого значения.

Численное и аналоговое моделирование показало, к каким изменениям в

динамике системы приводит неидеальный характер мемристивного элемента.

Если время памяти мемристора сколь угодно велико, но конечно, то в фазовом
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пространстве не существует линии равновесий. Вместо нее остается единствен-

ная точка равновесия в начале координат. Предельное множество, состоящие из

неизолированных замкнутых орбит вырождаются в единственный предельный

цикл. Описанные выше бифуркации превращаются в «обычные» бифуркации

предельных циклов, наблюдающиеся при изменении управляющего параметра.

Однако если мемристивный элемент близок к идеальному мемристору в систе-

ме наблюдаются длительные переходные процессы, в течении которых фазовая

траектория может находится вблизи аттрактора системы с идеальным мемри-

стором, воспроизводя форму соответствующей поверхности.
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Глава 2. Синхронизация мемристивных систем

2.1 Введение

Во второй главе диссертационной работы рассматриваются особенности

синхронизации в мемристивных системах. При этом выделяются две задачи:

синхронизация колебаний мемристивных генераторов с «обычной» диссипатив-

ной связью и синхронизация «обычных» автоколебательных систем, взаимодей-

ствующих через мемристор.

Важность первой из указанных задач связана с вопросом об автоколеба-

тельном характере поведения мемристивных генераторов. Действительно, при-

тягивающее предельное множество в фазовом пространстве мемристивного ге-

нератора, рассмотренного в Главе 1, может включать непрерывное множество

замкнутых орбит, заполняющих некоторую двумерную поверхность в трехмер-

ном фазовом пространстве. Каждая из таких кривых соответствует установив-

шемся периодическим колебаниям диссипативной системы, но не является пре-

дельным циклом Андронова-Пуанкаре, поскольку не является изолированной,

т.е. в любой сколь угодно малой окрестности такой кривой имеется множество

подобных. Возникает естественный вопрос, можно ли периодические колеба-

ния в автономной мемристивной системе считат автоколебательным процессом.

С одной стороны, система, демонстрирующая данный колебательный режим,

является автономной, нелинейной и диссипативной и, соответственно, должна

рассматриваться как автоколебательная. С другой стороны, образом периоди-

ческих автоколебаний служит предельный цикл, что не является справедливым

в данном случае. Автоколебательный характер процесса в системе с отмечен-

ными особенностями динамики может быть потвержден существованием эф-
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фекта частотно фазофой синхронизации (синхронизация Гюйгенса), являюще-

гося одним из фундаментальных свойств автоколебаний [47]. Взаимодействие

автоколебательных систем, содержащих мемристоры, рассматривалось в ряде

работ, например в [36]. В них показана возможность адаптивной синхрониза-

ции мемристивных систем, в том числе в режиме гиперхаоса. Однако работ, в

которых бы был установлен захват частот и фаз в мимристивных системах, а

также работ, посвященных вынужденной синхронизации при анализе научной

литературы не было обнаружено. В настоящей главе диссертации представле-

ны результаты исследования как вынужденной синхронизации мемристивного

генератора, так и взаимной синхронизации двух мемристивных генераторов.

Во второй задаче мемристор используется в качестве элемента связи ав-

токолебательных систем, которые сами по себе не являются мемристивными.

Мемристивные связи могут играть существенную роль в ансамблях реаль-

ных нейронов, взаимодействующих сложным образом через электрические и

магнитные поля [26,32–35]. Работ, посвященным особенностям взаимодействия

мемристивно связанных автоколебательных систем, в настоящее время имеется

не так много. Динамика двух мемристивно-связанных периодических автоге-

нераторов (автогенераторов ван дер Поля) исследовались эксперементально на

аналоговой модели радиотехнической цепи в [67,69]. Было показано явление за-

хвата основоной частоты колебаний в определеной области значений частотной

расстройки. В работе [33, 58] исследовалась синхронизация импульсов зажига-

ния в двух нейронах Хиндмарша-Розе со связью через «неидеальную» мемри-

стивную проводимость. Нейрон Хиндмарша-Розе может демонстрировать как

периодические так и хаотические последовательности импульсов зажигания.

Показана синхронизация зажиганий в хаотическом и периодическом режимах.

Также рассмотрено влияние параметров мемристивной связи на частоту зажи-

ганий взаимодествующих нейронов. Системы с хаотической динамикой, взаимо-

действующие через идеальную мемристивную проводимость, также исследова-

лись в ряде работ. Так в [54,55] рассматриваются два хаотических осциллятора
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Чуа с однонаправленой [54] и взаимной [55] мемристивной связью. В обоих слу-

чаях был установлен эффект полной хаотической синхронизации. В ряде работ

мемристоры применяются в адаптивных цепочках связи, например, в [56, 57].

Однако в отмеченных работах не была установлена систематическая зависи-

мость границ частотной или полной синхронизации от начального состояния

мемристора связи. В настоящей главе диссертации рассматриваются особен-

ности синхронизации как периодических автогенераторов, взаимодействующих

через мемристор, так и генераторов хаоса. В качестве периодического генерато-

ра выбрана базовая модель автоколебательной системы — осциллятор ван дер

Поля. Рассматривается эффект захвата частот и фаз взаимодействующих ос-

цилляторов с расстройкой частот. В качестве модели хаотического генератора

выбран радиофизический генератор с инерционной нелинейностью Анищенко-

Астахова. В этом случае рассматривается полная синхронизация хаоса в двух

идентичных хаотических генераторах. Особенности полной хаотической син-

хронизации при взаимодействии через мемристивный элемент также смоде-

лированы с помощью двух определенным образом связанных логистическихх

отображений.

Важным вопросом в исследовании эффектов синхронизации мемристив-

ных систем, который также рассматривается в диссертационной работе, явля-

ется влияние неидеального характера мемристивных элементов на наблюдае-

мые эффекты синхронизации. Такое влияние практически не изучено. Очевид-

но, что реальные мемристоры обладают конечным временем памяти. С учетом

этого зависимость от начального состояния в мемристивной системе с течением

времени исчезает. В диссертации рассматривается вопрос, будет ли ограничение

времени памяти реального мемристора проявляться в задачах синхронизации,

если скорость «забывания» достаточно мала и в элементе связи происходит

длительный переходный процесс.

Результаты проведенных исследований эффектов синхронизации мемри-

стивных систем опубликованы в работах [67–70,73].
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2.2 Вынужденная синхронизация мемристивных

автогенераторов

2.2.1 Математическая модель мемристивного генератора с

внешним воздействием

На рисунке 2.1 показана схема мемристивного генератора с колебатель-

ным контуром, содержащим постоянное отрицательное сопротивление 𝑈𝑁(𝐼) =

−𝑅𝐼 и мемристор с гладкой характеристикой (8). Аналогичная схема рассмат-

Рисунок 2.1. Схема исследуемой мемристивной системы с внешним

воздействием

ривалась ранее в разделе 1.4, но теперь в неё добавлено внешнее гармониче-

ское воздействия 𝐹 (𝑡). Уравнения системы в нормированных переменных име-

ют вид:

𝑥̇ = 𝑦 −𝐺(𝑧)𝑥, 𝑦̇ = −𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝐹 (𝑡), 𝑧̇ = 𝑥, 𝐺𝑀(𝑧) = 𝑎 + 𝑏𝑧2, (2.1)

где 𝑥 ∼ 𝑈 — напряжение на емкости 𝐶, 𝑦 ∼ 𝐼 — ток через индуктивность 𝐿,

𝑧 ∼ 𝜙 — магнитный поток, управляющий мемристором, 𝛼, 𝛽 и 𝛾 — безраз-

мерные параметры (𝛼 ∼ 1/𝐶, 𝛽 ∼ 𝑅/𝐿), 𝐺𝑀 —- проводимость мемристора,

управляемая магнитным потоком, 𝐹 (𝑡) = 𝐵 cos (𝜔𝑒𝑥𝑡) — гармоническое внеш-
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нее воздействие. Параметры мемристора имеют следующие значения: 𝑎 = 0.02,

𝑏 = 0.8. Также, для простоты, положим 𝛼 = 1.

В отсутствии внешнего воздействия (при 𝐵 = 0) система (2.1) демостри-

рует динамику, которая была рассмотрена в разделе 1.4.

2.2.2 Квазигармонический анализ неавтономного мемристивного

генератора

Будем полагать неавтономные колебания мемристивного генератора на

частоте воздействия 𝜔𝑒𝑥 близкими к гармоническим и представим динамические

переменные в виде:

𝑥(𝑡) =
1

2

(︀
𝐴(𝑡)𝑒𝑗𝜔𝑒𝑥𝑡 + 𝐴*(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑒𝑥𝑡

)︀
,

𝑥̇(𝑡) =
𝑗𝜔𝑒𝑥

2

(︀
𝐴(𝑡)𝑒𝑗𝜔𝑒𝑥𝑡 − 𝐴*(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑒𝑥𝑡

)︀
, (2.2)

𝑧(𝑡) = 𝑧0 −
𝑗

2𝜔𝑒𝑥

(︀
𝐴(𝑡)𝑒𝑗𝜔𝑒𝑥𝑡 − 𝐴*(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑒𝑥𝑡

)︀
,

где 𝐴(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑒𝑗𝜑(𝑡) — комплексная амплитуда колебаний, которая предпола-

гается медленно меняющейся функцией по сравнению с периодом колебаний

𝑇𝑒𝑥 = 2𝜋/𝜔𝑒𝑥, 𝑧0 = 𝑧(0) — начальное значение переменной 𝑧, 𝑗 =
√
−1 — мнимая

единица, знак «*» означает комплексное сопряжение. Выражение для перемен-

ной 𝑧(𝑡) соответствует предположению 𝑥(0) = 0. Применив метод усреднения,

приходим к следующему усредненному уравнению для комплексной амплиту-

ды:

𝐴̇ =
𝐴

2

(︂
𝛽 − 𝑎− 𝑏|𝐴|2

4𝜔2
𝑒𝑥

− 𝑏𝑧20

)︂
− 𝑗𝐴

2

[︂
2∆ +

𝑏𝛽

𝜔𝑒𝑥

(︂
𝑧20 +

|𝐴|2
4𝜔2

𝑒𝑥

)︂]︂
− 𝑗𝐵

2𝜔𝑒𝑥
, (2.3)

где введен параметр расстройки

∆ =
𝜔2
𝑒𝑥 − 𝜔2

0

2𝜔2
𝑒𝑥

≈ 𝜔𝑒𝑥 − 𝜔0, (2.4)

где 𝜔0 = 1−𝛽𝑎 — собственная частота автоколебаний в отсутствии воздействия.
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Если положить 𝐵 = 0, ∆ = 0 и заменить 𝜔𝑒𝑥 на 𝜔0, то уравнение (2.3)

полностью совпадет с соответствующим уравнением для комплексной ампли-

туды мемристивной системы (2.1) в автономном случае (раздел 1.4). Разделяя

вещественную и мнимую части равенства, получаем систему двух уравнений

для вещественной амплитуды 𝜌 и фазы 𝜑:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜌̇ =

𝜌

2

(︂
𝛽 − 𝑎− 𝑏𝑧20 −

𝑏𝜌2

4𝜔2
𝑒𝑥

)︂
− 𝐵

2𝜔𝑒𝑥
sin𝜑,

𝜑̇ = −∆ − 𝑏𝛽

2𝜔𝑒𝑥

(︂
𝑧20 +

𝜌2

4𝜔2
𝑒𝑥

)︂
− 𝐵

2𝜌𝜔𝑒𝑥
cos𝜑.

(2.5)

Здесь фаза 𝜑 представляет собой мгновенную разность фаз внешнего воздей-

ствия и колебаний мемристивного генератора. Из этих уравнений видно, что

начальное значение переменной 𝑧, управляющей мемристивной проводимостью,

влияет не только на амплитуду колебаний, но и на динамику разности фаз ко-

лебаний и внешней силы.

Будем считать, что частота воздействия 𝜔𝑒𝑥 близка к собственной частоте

𝜔0 ≈ 1, а амплитуда колебаний 𝜌 мало отличается от амплитуды невозмущен-

ных колебаний 𝜌0 при тех же начальных условиях и том же начальном значении

𝑧0:

𝜌0 = 2

√︂
𝛽 − 𝑎

𝑏
− 𝑧20. (2.6)

В сделанных предположениях можно приближенно описать явление вынужден-

ной синхронизации только уравнением динамики фазы 𝜑:

𝜑̇ = −∆𝑒𝑓𝑓 −
𝐵

2𝜌0
cos𝜑, (2.7)

где ∆𝑒𝑓𝑓 - параметр эффективной расстройки:

∆𝑒𝑓𝑓 = ∆ +
𝛽

2
(𝛽 − 𝑎). (2.8)

Уравнение (2.7) представляет собой простейшую модель фазовой синхрониза-

ции, известную как уравнение Адлера. Из него следует условие захвата фазы,

когда разность фаз колебаний и воздействия постоянна:

|∆𝑒𝑓𝑓 | ≤
𝐵

2𝜌
. (2.9)
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После подстановки в фазовое уравнение системы (2.5) значения 𝜌0 вместо 𝜌 за-

висимость эффективной расстройки от начального значения 𝑧0 исчезает, однако

приведенная амплитуда воздействия
𝐵

2𝜌
зависит от величины 𝑧0. Это обстоя-

тельство приводит к эффекту влияния начального значения переменной 𝑧 на

фазовый захват. Граница области захвата, соответствующая равенству в (2.8),

непрерывно смещается в некоторых пределах изменения 𝑧0.

В присутствии воздействия средняя частота автоколебаний 𝜔̃0 отличается

от невозмущенного значения 𝜔0. При этом можно ввести среднюю разностную

частоты (частоту биений)

Ω =< 𝜑̇ >=< 𝜔̃0(𝑡) > −𝜔𝑒𝑥 = lim
𝑡→∞

𝜑(𝑡) − 𝜑(0)

𝑡
, (2.10)

которая в области синхронизации равна нулю, так как частота автоколебаний

равна частоте воздействия. Скобки < ... > означают усреднение по времени.

Для фазовой модели (2.7) частота биений определяется приближенным выра-

жением

Ω =

√︃
∆2

𝑒𝑓𝑓 −
(︂

𝐵

2𝜌0

)︂2

. (2.11)

C учетом (2.4) и (2.8) можно получить зависимость частоты биений Ω от ча-

стоты воздействия 𝜔𝑒𝑥:

Ω =

√︃(︂
𝜔2
𝑒𝑥 − (1 − 𝛽𝑎)2

2𝜔2
𝑒𝑥

+
𝛽

2
(𝛽 − 𝑎)

)︂2

−
(︂

𝐵

2𝜌0

)︂2

. (2.12)

2.2.3 Сравнение численных результатов с анализом приближенной

фазовой модели

При численном исследовании синхронизации мгновенная фаза колебаний

определялась по результатам инегрирования уравнений (2.1) как

Φ(𝑡) = arctan

(︂
𝑦(𝑡)

𝑥(𝑡)

)︂
± 𝜋𝑘, (2.13)
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где 𝑘 целочисленная переменная, значение которой в каждый момент времени

определяется исходя из требования непрерывности функции Φ(𝑡). Далее, зная

разность фаз 𝜑(𝑡) = Φ(𝑡) − 𝜔𝑒𝑥𝑡, лекго рассчитать среднюю частоту биений

(2.11). При малых значениях амплитуды воздействия можно ожидать доста-

точно хорошего совпадения результатов, полученных для исходных уравнений

(2.1) и приближенной модели (2.7).

Были проведены расчеты зависимости средней частоты биений Ω от ча-

стоты внешнего воздействия 𝜔𝑒𝑥 для уравнений (2.1) при начальных услови-

ях 𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑧(0) = 0 и с использованием приближенного выражения

(2.12). Результаты для двух значений амплитуды воздействия приведены на

рисунке 2.2 а,б. При амплитуде воздействия 𝐵 = 0.002 наблюдается хорошее

совпадение численного результата и приближенной оценки (2.12) (рисунок 2.2

а). В то же время при 𝐵 = 0.003 уже заметны некоторые отличия в ширине

области синхронизации. Кроме того, меняется механизм синхронизации (рису-

нок 2.2 б). Резкий скачок частоты биений на границе области синхронизации

при численном моделировании (2.1), свидетельствует о том, что при 𝐵 = 0.003

механизмом синхронизации является подавление автоколебаний, которое не мо-

жет быть описано с помощью фазовой модели (2.7).

Различия в характере границы области синхронизации при 𝐵 = 0.002

и 𝐵 = 0.003 проиллюстрированы на рисунке 2.2 в,г с помощью системы уко-

роченных уравнений (2.5) для амплитуды и фазы. Так как в правых частях

уравнений (2.5) есть деление на 𝜌, то интегрирование системы осуществлялось

с начальными условиями, несколько отличными от нулевых: 𝜌(0) = 0.0001,

𝜑(0) = 0, 𝑧(0) = 0. Малость значения 𝜌(0) обеспечивала выход на практиче-

ски тот же самый установившийся режим, что и нулевые начальные условия

в системе (2.1). На рисунке 2.2 в, г приведены фазовые портреты на плоско-

сти переменных 𝜌 cos𝜑, 𝜌 sin𝜑 для системы укороченных уравнений (2.5). На

каждом фрагменте показаны результаты, для трех значений частоты 𝜔𝑒𝑥: вбли-

зи области синхронизации (кривые 1 и 2) и в области синхронизации (точка
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Рисунок 2.2. Зависимости частоты биений Ω от частоты внешнего воздействия

𝜔𝑒𝑥, полученные численно для уравнений (2.1) (черные кружки) и с

использованием приближенного выражения (2.12) (красная линия) при

𝐵 = 0.002 (а) и 𝐵 = 0.003 (б); Фазовые портреты системы укороченных

уравнений (2.5) при 𝐵 = 0.002, 𝜔𝑒𝑥 = 0.993 (кривая 1), 0.995 (кривая 2), 0.997

(кривая 3) (в) и 𝐵 = 0.003, 𝜔𝑒𝑥 = 0.992 (кривая 1), 0.9925 (кривая 2), 0.9928

(кривая 3) (г). Начальные условия для системы (2.1): 𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑧(0) = 0.

Начальные условия для укороченных уравнений (2.5):

𝜌(0) = 0.0001, 𝜙(0) = 0, 𝑧(0) = 0. Другие параметры: 𝛽 = 0.035, 𝑎 = 0.02,

𝑏 = 0.8.

равновесия 3). В случае, представленном на рисунке 2.2,в, точка равновесия

возникает на замкнутой кривой, что свидетельствует о SNIPER бифуркации

(a saddle-node infinite period (SNIPER) bifurcation), характерной для границы

захвата фазы. На рисунке 2.2,г видно, что при приближении к границе синхро-
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низации замкнутые кривые стягиваются в точку, т.е. имеет место бифуркация

Андронова-Хопфа, соответсятующая подавлению автоколебаний внешним воз-

действием.

Как показывают приведенные выше результаты, фазовая модель хоро-

шо описывает вынужденную синхронизацию в мемристивном генераторе (2.1)

только при очень маленьких амплитудах воздействия. Так при 𝑧(0) = 0 хоро-

шее соответствие наблюдается только при 𝐵 6 0.002. Однако фазовая модель

отражает принципиальную особенность синхронизации мемристивного генера-

тора — зависимость эффекта синхронизации от начальных условий, в частно-

сти от начального значения переменной, управляющей мемристором 𝑧(0) = 𝑧0.

Вообще говоря, амплитуда автономных колебаний, а значит и граница синхро-

низации в системе (2.1), зависят не только от 𝑧(0), но также и от начального

значения 𝑥(0). Однако при выводе укороченных уравнений (2.5), полагалось,

что 𝑥(0) = 0. Рассмотрим, как влияет значение 𝑧0, на режим синхронизации.

На рисунке 2.3 приведены области синхронизации, полученные численно для ис-1
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Рисунок 2.3. Области синхронизации мемристивного генератора для двух

начальных значений переменной 𝑧: 𝑧0 = 0 (a) и 𝑧0 = 0.1(b) при 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0.

Черные кружки соответствуют границам области синхронизации, полученным

численно для системы (2.1), серая область — область синхронизации в

соответствии с (2.9). Параметры системы: 𝛽 = 0.035, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8

ходной системы (2.1) и с помощью приближенного выражения (2.9), для двух
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начальных значений переменной 𝑧: 𝑧0 = 0 (рисунок 2.3,а) и 𝑧0 = 0.1 (рису-

нок 2.3,б) при 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0. Можно видеть существенное различие в ширине

области синхронизации, как при численном исследовании исходных уравнений

генератора, так и при использовании фазового приближения.

Следует подчеркнуть, что зависимость установившегося синхронного или

несинхронного режима не является следствием обычной мультистабильности

(т.е. сосуществования нескольких аттракторов в фазовом пространстве системы

(2.1)). Границы области синхронизации непрерывным образом смещаются при

изменении начального значения 𝑧0 как это следует из приближенной фазовой

модели. Для подтверждения данного эффекта на рисунке 2.4 приведена зависи-

мость интервала значений параметра расстройки ∆, при которых наблюдается1

∆

z0
−0.02

−0.01

0.00

0.01

−0.13 −0.065 0 0.065

Рисунок 2.4. Интервал значений параметра частотной расстройки ∆,

соответствующий режиму вынужденной синхронизации мемристивного

генератора, в зависимости от начального значения 𝑧0 при 𝐵 = 0.001,

𝑥(0) = 𝑦(0) = 0. Черные кружки соответствуют численному исследованию

системы (2.1), серая область — выполнению условий (2.9) для фазовой

модели. Параметры системы: 𝛼 = 1, 𝛽 = 0.035, 𝛾 = 1, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8

синхронизация, от значения 𝑧0, полученная при 𝐵 = 0.001, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0.

Результаты, полученные для исходной системы (2.1), сравниваются с прибли-

женными аналитическими результатами, полученными в соответствии с (2.5).

Поскольку значение амплитуды воздействия выбрано малым, то наблюдается

хорошее соответствие результатов численного исследования исходной системы
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и аналитической оценки зависимости в фазовом приближении. Ширина обла-

сти синхронизации минимальна при 𝑧0 и увеличивается с ростом |𝑧0|, стремясь

к бесконечности при достижении некоторых граничных значений 𝑧0 = ±𝑧𝑚.

Оценка на основании фазовой модели (2.8) дает значение

𝑧𝑚 =

√︂
𝛽 − 𝑎

𝑏
≈ 0.13693. (2.14)

При |𝑧0| > 𝑧𝑚 биения не наблюдаются вне зависимости от амплитуды воздей-

ствия. Очевидно это связано с тем фактом, что в этом случае в автономном

генераторе (2.1) колебания отсутствуют и траектории стремятся к устойчиво-

му равновесию (одной их точек на оси 0𝑍 с координатой |𝑧| > 𝑧𝑚)).

2.3 Взаимная синхронизация диссипативно связанных

мемристивных генераторов

2.3.1 Исследуемая система

Исследуемая система представляет собой два мемристивных генератора,

взаимодействующих через обычную проводимость (диссипативная связь). На

рисунке 2.5 приведена схема исследуемой система. Она состоит из двух идентич-

Рисунок 2.5. Радиотехническая схема двух диссипативно связанных

мемристивных генераторов.
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ных RLC-контуров с постоянной отрицательной проводимостью и мемристив-

ными элементами с гладкой характеристикой (8). Парциальный мемристивный

генератор был подробно описан в Главе 1. Уравнения системы в безразмерных

переменных имеют вид:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑦1 −𝐺𝑀(𝑧1)𝑥1 + 𝑘(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦̇1 = −𝑥1 + 𝛽𝑦1, 𝑧̇1 = 𝑥1 − 𝛿𝑧1,

𝑥̇2 = 𝑦2 −𝐺𝑀(𝑧2)𝑥2 − 𝑘(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦̇2 = 𝑝 (−𝑥2 + 𝛽𝑦2), 𝑧̇2 = 𝑥2 − 𝛿𝑧2,

𝐺𝑀(𝑧1) = 𝑎 + 𝑏𝑧21, 𝐺𝑀(𝑧2) = 𝑎 + 𝑏𝑧22
(2.15)

Переменные 𝑥1, 𝑥2 представляют собой нормированные напряжения на конн-

денсаторах 𝐶1, 𝐶2; 𝑦1, 𝑦1 - токи через индуктивности 𝐿1, 𝐿2; 𝑧1, 𝑧2 - пере-

менные, управляющие мемристивными проводимостями (мемристивные пере-

менные). Парциальные генераторы полагаются идентичными за исключением

расстройки частот. Этого можно добиться, если все элементы двух генерато-

ров на рисунке 2.5 выбрать одинаковыми за исключением идуктивностей 𝐿1,

𝐿2, отношение которых определяет отношение частот генераторов. Уравнение

системы (2.15) содержит следующие безразмерные параметры: 𝑘 — коэффици-

ент, регулирующий силу связи; 𝑝 = 𝜔2
2/𝜔

2
1 = 𝐿1/𝐿2 — коэффициент частотной

расстройки; 𝛽 = 0.035 — параметр, определяемый величиной отрицательного

сопротивления.

Будем полагать, что зависимость мемристивных проводимосей от пере-

менных 𝑧1 и 𝑧2 задается одной и той же гладкой функцией (8), где 𝑎 = 0.02,

𝑏 = 0.8. При этом уравнения, описывающие динамику мемристивных перемен-

ных в общем случае содержат малый параметр 𝛿, который определяет неиде-

альность мемристивных элементов. Равенство 𝛿 = 0 соответствует идеально-

му мемристору. При этом в фазовом пространстве системы (2.15) существу-

ет инвариантное многообразие (плоскость) 𝑆, состоящая из точек равновесия

с координатами 𝑥1 = 0, 𝑦1 = 0, 𝑥2 = 0, 𝑦2 = 0 и произвольными 𝑧1 и 𝑧2.

При фиксированных значениях параметров часть точек плоскости 𝑆 является

устойчивыми, а часть - неустойчивыми. В результате потери устойчивости точ-
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ками равновесия в парциальных генераторах возникают колебания. При этом,

как и в отдельно-взятом мемристивном генераторе, в системе (2.15) будет суще-

ствовать множество различных фазовых траекторий, соответствующих устано-

вившемуся режиму, характеристики которого непрерывным образом зависят от

начального состояния. При 𝛿 ̸= 0 «неидеальные» мемристоры, по-сути, играют

роль инерционных нелинейных элементов, для которых начальные значения

переменных 𝑧1,2(0) со временем перестают влиять на значения проводимостей

𝐺𝑀(𝑧1,2(𝑡)). При 𝛿 > 0 в системе исчезает многообразие точек равновесия.

При определенной связи, можно ожидать синхронизацию колебаний

взаимодействующих мемристивных систем. Рассмотрим эффекты полной и

частотно-фазовой синхронизации колебаний в системе (2.15), а также исследу-

ем влияние параметра «неидеальности» мемристивных элементов на явление

синхронизации.

2.3.2 Полная синхронизация идентичных мемристивных

генераторов

Для наблюдения режима полной (синфазной) синхронизации колебаний

рассмотрим систему идентичных мемристивных генераторов (2.15) при 𝑝 = 1.

Если в системе (2.15) 𝛿 = 0, то в инвариантном многообразии 𝑆, как и в от-

дельно взятом генераторе, существует инвариантное множество, состоящее из

замкнутых траекторий, несколько различных по форме и размеру, и точек рав-

новесия. Если оно становится асимптотически устойчивым в трансверсальном

направлении, т.е. аттрактором, то возникает режим полной синхронизации. О

характере аттрактора в системе (2.15) можно получить представление на осно-

вании проекций фазовых портретов, приведенных на рисунке 2.6,a-в, постро-

енным при 𝑘 = 0.1. Фазовые портреты представляют собой непрерывное мно-

жество замкнутых кривых, соответствующих различным начальным условиям
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Рисунок 2.6. Проекции фазовых траекторий на притягивающем предельном

множестве системы (2.15) при различных начальных условиях: (а)

𝑧1(0) ∈ [−0.3 : 0.3], 𝑧2(0) = 0.1 (серая поверхность), 𝑧1(0) = 𝑧2 = 0.1(0) (черная

кривая) при 𝑘 = 0.1, 𝛿 = 0; (б) 𝑧1(0) ∈ [−0.3 : 0.3], 𝑧2 = 0 (серая поверхность),

𝑧1(0) = 0.1, 𝑧2(0) = 0 (черная кривая) при 𝑘 = 0.1, 𝛿 = 0; (в)

𝑧1(0) ∈ [−0.3 : 0.3], 𝑧2(0) = −0.1 (серая поверхность), 𝑧1(0) = 0.1, 𝑧2(0) = −0.1

(черная кривая), 𝑘 = 0.1, 𝛿 = 0; (г) 𝑧1(0) ∈ [−0.3 : 0.3], 𝑧2(0) = 0.1 (черная

кривая), 𝑘 = 0.1, 𝛿 = 0.1. Начальные значения других переменных

выбирались следующими: 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0.001; 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.001.

𝑧1(0) при фиксированных 𝑥1(0), 𝑦1(0), 𝑥2(0), 𝑦2(0) и трех значениях 𝑧2(0). Се-

рая область на проекциях 𝑥1, 𝑧1 соответствует множеству замкнутых траекто-

рий на аттракторе, получаемых для соответствующего множества начальных

условий. Это множество несколько меняется с изменением 𝑧2(0), что можно ви-

деть на рисунке 2.6,а,б. Форма множества на рисунке 2.6,в повторяет форму
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на рисунке 2.6,а, что связанно с симметрией аттрактора. Черным цветом на

рисунке 2.6,a-в изображена одна из множества возможных замкнутых кривых

на поверхности аттрактора. Единственная замкнутая кривая, приведенная на

рисунке 2.6,г, соответствует притягивающему предельному циклу в системе при

выбранных параметрах в случае неидеального мемристора (𝛿 = 0.1).

Не все траектории, в серой области на рисунке 2.6,a-в принадлежат стро-

го инвариантному многообразию 𝑆, хотя на проекциях 𝑥1, 𝑧1 и 𝑥1, 𝑥1 они так

близко расположены к биссектрисе, что отклонения от нее на глаз не замет-

но. Для регистрации режима полной синхронизации использовалось следующее

условие:

𝐷 =
1

𝑀

𝑀∑︁
0

[︀
(𝑥1(𝑡𝑖) − 𝑥2(𝑡𝑖))

2 + (𝑦1(𝑡𝑖) − 𝑦2(𝑡𝑖))
2 + (𝑧1(𝑡𝑖) − 𝑧2(𝑡𝑖))

2
]︀
6 0.00001,

(2.16)

где 𝑖 — номер отсчета по времени, 𝑀 — число отсчетов. Рассмотрим влияние

начальных значений мемристивных переменных 𝑧1(0) и 𝑧2(0) на установление

режима полной синхронизации при различных коэффициентах связи в случае

идеальных мемристивных проводимостей (𝛿 = 0). На рисунке 2.7,a,б приведены

диаграммы режимов на плоскости значений 𝑧1(0), 𝑘 при двух фиксированных

значениях 𝑧2(0) = 0 (а) и 𝑧2(0) = 0.1 (б). Начальные значения всех других ди-

намических переменных были выбраны одинаковыми и равными 0.001. Серым

тоном выделена область, соответствующая режиму полной синхронизации ко-

лебаний генераторов согласно критерию (2.16). В белой области возможны как

несинхронные колебательные режимы, для которых замкнутые траектории не

лежат в инвариантном многообразии 𝑆, так и устойчивые точки равновесия,

располагающиеся на плоскости 𝑂 𝑍1 𝑍2. Можно видеть, что режим полной

синхронизации колебаний имеет порог по связи, зависящий от начального со-

стояния первого мемристора (т.е. от значения мемристивной переменной 𝑧1(0)).

Аналогично, он зависит и от начального состояния второго мемристора. По-

роговое значение коэффициента связи обращается в ноль только при выборе
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Рисунок 2.7. Область полной синхронизации колебаний (серый тон)

исследуемой системы (2.15) при 𝛿 = 0 на плоскости значений параметра связи

𝑘 и начальных значений переменной 𝑧1(0) при 𝑧2(0) = 0 (а) и 𝑧2(0) = 0.1 (б);

Проекции колебаний (в, г) в случае синхронного режима при 𝑧1(0) = 𝑧2(0) = 0

(светло-серый цвет) и несинхронного режима при 𝑧1(0) = 0.15, 𝑧2(0) = 0

(темно-серый цвет) при 𝑘 = 0.01. Черной пунктирной линией на фрагиенте

показана биссектриса прямого угла на координатной плоскости. Другие

начальные условия: 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0.001; 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.001

начального состояния в инвариантном многообразии 𝑆, что в рассматриваемом

случае соответствует равенству 𝑧1(0) = 𝑧2(0). Начальные значения мемристив-

ных переменных, при которых реализуется колебательный режим, ограничены

(примерно в интервале [-0.2, 0.2]), поэтому значительной расстройки значений

𝑧1(0) и 𝑧2(0) задать не удается. Несмотря на это, рисунок 2.7,a,б показывает

существенный диапазон изменения порогового значения 𝑘 ∈ [0, 0.6].
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На рисунке 2.8 показаны диаграммы на плоскости начальных значений

𝑧1(0), 𝑧2(0), построенные для различной силы связи при 𝛿 = 0. На них черными

точками отмечены синхронные режимы, соответствующие условию (2.16). Уве-

личение коэффициента связи приводит к увеличению области синхронизации,

что видно на рисуноке 2.8. 1
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Рисунок 2.8. Область полной синхронизации колебаний (черные точки) двух

идентичных генераторов на плоскости 𝑧1(0), 𝑧2(0) при различных значениях

коэффициента связи: 𝑘 = 0.01 (a); 𝑘 = 0.1 (б); 𝑘 = 0.3 (в); 𝑘 = 0.5 (г). Другие

начальные условия: 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0.001; 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.001

Отличное от нуля, значение параметра 𝛿 ведет к разрушении плоскости

равновесий. При этом, для любого коэффициента связи 𝑘 > 0 имеет место

полная синхронизация колебаний независимо от начальных условий (график

не приводится). Однако время установления синхронного режима при малых 𝛿

может быть очень велико. Рассмотрим влияние 𝛿 на длительность переходного

процесса 𝑡𝑡𝑟, приводящего к установлению полной синхронизации в соответ-
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ствии с критерием (2.16). При фиксированном значении коэффициенте связи

𝑘 = 0.01 была рассчитана зависимость длительности переходного процесса от

величины 𝛿 для двух начальных условий: (1) соответствующих отсутствию пол-

ной синхронизации при 𝛿 = 0 и (2) приводящих к полной синхронизации при

любом значении 𝛿. Результаты приведены на рисуноке 2.9. В первом случае

Рисунок 2.9. Зависимость длительности переходного процесса 𝑡𝑡𝑟 от параметра

𝛿 при 𝑘 = 0.001 при начальных условияз 𝑥1(0) = 0.15, 𝑥2(0) = 0.01,

𝑦1(0) = 0.01, 𝑦2(0) = 0.001, 𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0.15 (линия 1) и 𝑥1(0) = 0.05,

𝑥2(0) = 0.01, 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.1, 𝑧1(0) = 𝑧2(0) = 0 (линия 2)

длительность переходного процесса стремится к бесконечности при 𝛿 → 0 и

выходит на некоторый постоянный уровень с ростом 𝛿. При достаточно малых

значениях 𝛿 длительность переходного процесса может превышать любое задан-

ное время наблюдения. Во втором случае длительность переходного процесса

всегда конечна и слабо зависит от величины 𝛿. Таким образом, при малом 𝛿,

когда мемристоры близки к идеальным, на конечном времени наблюдения по-

ведение связанных генераторов будет мало отличаться от поведения идеальной

мемристивной системы.
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2.3.3 Частотно-фазовая синхронизация мемристивных генераторов

с растройкой

Рассмотрим систему (2.15) при наличии малой частотной расстройки

(𝑝 ̸= 1). Можно предположить, что для резистивно взаимодействующих мемри-

стивных систем с частотной расстройкой предельное множество траекторий

включает как периодические, так и квазипериодические траектории, а реализа-

ция соответствующего режима зависит от начальных значений динамических

переменных. Проведенные расчеты полностью подтвердили данное предполо-

жение. В зависимости от начальных значений переменных 𝑧1(0), 𝑧2(0) при од-

них и тех же значениях коэффициенте связи 𝑘 и параметра частотной рас-

стройки 𝑝 наблюдались как периодические (синхронные), так и квазипериоди-

ческие (несинхронные) колебания. Численно были построены области частотно-

фазовой синхронизации на плоскости параметров 𝑘, 𝑝 при различных значениях

𝑧1(0), 𝑧2(0). На рисуноке 2.10,а приведены две области частотно-фазовой син-

хронизации колебаний в системе (2.15) при 𝛿 = 0, полученные для различных

начальных значений 𝑧2(0) (при одинаковых начальных значениях прочих пере-

менных). Они построены для малых значений коэффициента связи и соответ-

ствуют синхронизации через фазовый захват. С ростом коэффициента связи

наблюдается эффект подавления автоколебаний одного из генераторов, а об-

ласть существования периодического (синхронного) режима резко расширяет-

ся (на графиках не изображено). Особенностью мемристивной системы явля-

ется зависиммость границ частотно-фазового захвата от начальных условий.

Это хорошо видно на рисуноке 2.10,а. Важно также то, что такая зависимость

является непрерывной. Непрерывная зависимость границ области захвата от

начального значения одной из мемристивных переменных проиллюстрирована

на рисуноке 2.10,б, на котором приведена область синхронизации на плоскости

значений частотной расстройки 𝑝 и величины 𝑧1(0) при фиксированных дру-
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Рисунок 2.10. Взаимная частотно-фазовая синхронизация мемристивных

генераторов (2.15) с расстройкой по частотам при 𝛿 = 0: (а) синхронизации

для различных начальных значений мемристивных переменных при

𝑧1(0) = 𝑧2(0) = 0 (линия 1) и 𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0.1 (линия 2); (б) область

синхронизации на плоскости значений частотной расстройки 𝑝 и величины

𝑧1(0) при 𝑧2(0) = 0, 𝑘 = 0.003. (в,г) фазовые проекции, полученные при

𝑘 = 0.003 и 𝑝 = 0.993, иллюстрирующие режим частотно-фазовой

синхронизации при 𝑧1(0) = 0.11 и 𝑧2(0) = 0 (в) и биений вне области

синхронизации при 𝑧1(0) = 𝑧2(0) = 0 (г).

гих начальных условиях и 𝑘 = 0.003. Также на рисуноке 2.10,в,г приведены

фазовые проекции, соответствующие синхронному режиму периодических ко-

лебаний и несихронному режиму двухчастотных биений, наблюдающимся при

одних и тех же параметрах системы, но разном выборе начальных условий.
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2.4 Синхронизация периодических автогенераторов,

связанных через мемристивную проводимость

2.4.1 Математическая модель исследуемой системы

Рассмотрим систему двух автогенераторов ван дер Поля, связанных через

мемристивную проводимость. На рисуноке 2.11 каждый парциальный автоге-

Рисунок 2.11. Эквивалентная схема двух автогенераторов, связанных через

мемристор

нератор состоит из паралельно соединенных конденсаторов 𝐶𝑖, катушек индук-

тивности 𝐿𝑖, постоянной проводимости 𝑔𝑖 и нелинейной отрицательной проводи-

мости 𝑁𝑖, где 𝑖 = 1, 2 — номер парциального генератора. Будем задавать вольт-

амперные характеристики отрицательных проводимостей 𝑁𝑖 (рисунок 2.11) в

виде кубичеких функций: 𝐼𝑖 = −𝛼𝑖𝑈𝑖 + 𝛽𝑖𝑈
3
𝑖 , где 𝐼𝑖 — токи, протекающие через

нелинейные элементы, 𝑈𝑖 — напряжения на них, 𝛼𝑖 и 𝛽𝑖 — размерные коэффи-

циенты, которые будем полагать положительными. В качестве мемристивной

проводимости рассмотрим идеализированный мемристор с гладкой характери-

стикой (8). Используя правила Кирхгофа, можно получить следующую систему
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уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑈1

𝑑𝑡*
+

1

𝐶1
𝑖1 +

𝑔1
𝐶1

𝑈1 +
𝑘𝑊𝑀(𝜙)

𝐶1
(𝑈1 − 𝑈2) −

𝛼1

𝐶1
𝑈1 +

𝛽1
𝐶1

𝑈 3
1 = 0,

𝑑𝑈2

𝑑𝑡*
+

1

𝐶2
𝑖2 +

𝑔2
𝐶2

𝑈2 +
𝑘𝑊𝑀(𝜙)

𝐶2
(𝑈2 − 𝑈1) −

𝛼2

𝐶2
𝑈2 +

𝛽2
𝐶2

𝑈 3
2 = 0,

1

𝐶1

𝑑𝑖1
𝑑𝑡*

=
1

𝐶1𝐿1
𝑈1,

1

𝐶2

𝑑𝑖2
𝑑𝑡*

=
1

𝐶2𝐿2
𝑈2,

𝑑𝜙

𝑑𝑡*
= 𝑈1 − 𝑈2,

(2.17)

где 𝑡* — физическое время. Предполагается, что следующие параметры равны:

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼, 𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽, 𝑔1 = 𝑔2 = 𝑔, 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶. Обозначим: 𝜔2
1 = 1

𝐿1𝐶
и

𝜔2
2 = 1

𝐿2𝐶
, 𝑝 = 𝜔2

1/𝜔
2
2 и введем безразмерное время и безразмерные переменные

следующим образом:

𝑡 = 𝜔1𝑡*, 𝑥1 =

√︂
𝛽

𝐶𝜔1
𝑈1, 𝑥2 =

√︂
𝛽

𝐶𝜔1
𝑈2,

𝑦1 =
1

𝜔1𝐶

√︂
𝛽

𝐶𝜔1
𝑖1, 𝑦2 =

1

𝑝𝜔1𝐶

√︂
𝛽

𝐶𝜔1
𝑖2, 𝑧 = 𝜔1

√︂
𝛽

𝐶𝜔1
𝜙.

(2.18)

Тогда уравнения (2.17) принимают вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 + 𝑦1 −
(︀
𝛾 − 𝑥21

)︀
𝑥1 + 𝑘𝐺𝑀(𝑧)(𝑥1 − 𝑥2) = 0,

𝑥̇2 + 𝑝𝑦2 −
(︀
𝛾 − 𝑥22

)︀
𝑥2 + 𝑘𝐺𝑀(𝑧)(𝑥2 − 𝑥1) = 0,

𝑦̇1 = 𝑥1,

𝑦̇2 = 𝑥2,

𝑧̇ = 𝑥1 − 𝑥2,

(2.19)

где 𝑥̇1,2 =
𝑑𝑥1,2

𝑑𝑡 , 𝑦̇1,2 =
𝑑𝑦1,2
𝑑𝑡 , 𝛾 = 𝛼−𝑔

𝐶𝜔1
. Точки равновесия системы (2.19) имеют

координаты 𝑥1,2 = 0, 𝑦1,2 = 0, 𝑧 ∈ (−∞;∞). Это означает, что в фазовом

пространстве системы (2.19) существует линия равновесий. Каждая точка на

оси 𝑂𝑍 является точкой равновесия.

Динамическая переменная 𝑧 может быть исключена из системы (2.19).

Действительно, из последнего уравнения следует, что 𝑧̇ = 𝑦̇1− 𝑦̇2. Тогда можно
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представить 𝑧(𝑡) = 𝑧(0)+𝑦1(𝑡)−𝑦2(𝑡)−𝑦1(0)+𝑦2(0). Это означает, что значение

проводимости мемристора в любой момент времени зависит как от мгновенных

значений 𝑦1 и 𝑦2, так и от начальных значений 𝑦1(0), 𝑦2(0) и 𝑧(0). Отсюда

следует, что система (2.19) описывает два взаимодействующих автогенератора

с диссипативной связью, сила которой зависит как от мгновенных, так и от

начальных значений динамических переменных:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 + 𝑦1 −
(︀
𝛾 − 𝑥21

)︀
𝑥1 =

= 𝑘𝐺𝑀(𝑧(0) + 𝑦1 − 𝑦2 − 𝑦1(0) + 𝑦2(0))(𝑥2 − 𝑥1),

𝑥̇2 + 𝑝𝑦2 −
(︀
𝛾 − 𝑥22

)︀
𝑥2 =

= 𝑘𝐺𝑀(𝑧(0) + 𝑦1 − 𝑦2 − 𝑦1(0) + 𝑦2(0))(𝑥1 − 𝑥2),

𝑦̇1 = 𝑥1,

𝑦̇2 = 𝑥2.

(2.20)

Это дает возможность контролировать силу связи путем изменения начальных

условий. Таким образом, можно наблюдать или не наблюдать эффект частотно-

фазового захвата при фиксированных значениях параметров.

Будем исследовть систему двух связанных автогенераторов ван дер Поля

(2.19) при фиксированных параметрах: 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8 и 𝛾 = 0.1. В качестве

управляющех параметров будем рассматривать растройку частот 𝑝 и коэффи-

циент связи 𝑘.

2.4.2 Численное исследование системы

Численное моделирование проводилось путем интегрирования уравнений

(2.19) с использованием метода Рунге-Кутты четвертого порядка с шагом по

времени ℎ = 0.001. Численно полученные временные реализации были исполь-

зованы для построения фазовых портретов и расчета мгновенной фазы автоко-

лебаний в парциальных генераторов. Мгновенные фазы автогенераторов Ψ1(𝑡)
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и Ψ2(𝑡) определяются следующим образом

Ψ𝑖(𝑡) = arctg
𝑦𝑖(𝑡)

𝑥𝑖(𝑡)
± 𝜋𝑛(𝑡), 𝑖 = 1, 2, (2.21)

где 𝑛(𝑡) — целочисленная переменная, определяемая из условия непрерывно-

сти зависимости фазы от времени. Используя мгновенные фазы, можно найти

разность фаз ∆Ψ(𝑡) = Ψ2(𝑡) − Ψ1(𝑡) и среднюю разностную частоту (частоту

биений):

Ω = lim
𝑇→∞

∆Ψ(𝑡 + 𝑇 ) − ∆Ψ(𝑡)

𝑇
. (2.22)

Очевидно, что в области синхронизации в пределах точности вычислений долж-

но выполняться равенство: Ω = 0. В случае большой силы связи синхронизация

может быть реализована путем подавления автоколебаний одного из автогене-

раторов. В этом случае расчет частоты биений по формуле (2.22) приводит к

неправильным результатам.

Интегрирование системы (2.19) при отсутствии расстройки (𝑝 = 1) по-

казывает, что при любом значении коэффициента связи 𝑘 > 0 вне зависимо-

сти от начального состояния генераторов в системе устанавливается синфазный

режим. В этом случае взаимодействие через мемристивную проводимость при-

водит к тем же результатам, что и обычная диссипативная связь. Различие

наблюдается только в процессе установления, характер которого для системы

(2.19) сильно зависит от начальных значений переменных.

Рассмотрим систему (2.19) при наличии малой частотной расстройки

𝑝 ̸= 1. Для диагностики взаимного захвата частот и фаз генераторов в числен-

ных экспериментах рассчитывались мгновенные фазы колебаний (2.21) парци-

альных генераторов и определялась частота биений (2.22). Зависимость частоты

биений Ω от расстройки 𝑝 позволяет обнаружить эффект захвата частот и фаз

колебаний и определить интервал синхронизации. Эффект синхронизации ге-

нераторов через мемристор имеет существенную особенность: ширина области

захвата зависит от начальных условий. На рисунке 2.12,а приведены зависимо-

сти частоты биений от частотной расстройки, полученные численно для разных
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начальных значений переменной 𝑧 при фиксированном коэффициенте связи

𝑘 = 0.02. Границы области синхронизации существенно отличаются для раз-1
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Рисунок 2.12. (а) Зависимость средней разностной частоты Ω от частотной

расстройки 𝑝 для различных начальных значений 𝑧0: 𝑧0 = 0 (кривая 1),

𝑧0 = −0.25 (кривая 2), 𝑧0 = −0.5 (кривая 3), 𝑧0 = −0.75 (кривая 4).

Параметры: 𝛾 = 0.1, 𝑘 = 0.02, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8. Другие начальные условия -

𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4. (б) Зависимость средней

разностной частоты Ω от начального значения 𝑧(0) = 𝑧0 для различных

наборов начальных значений других динамических переменных: 𝑥1(0) = 0.5,

𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = −0.1 (кривая 1), 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4 (кривая 2), 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.2,

𝑦2(0) = −0.6 (кривая 3). Параметры: 𝛾 = 0.1, 𝑝 = 1.05, 𝑘 = 0.1, 𝑎 = 0.02,

𝑏 = 0.8.

личных 𝑧0. С ростом абсолютной велечины |𝑧0| ширина области синхронизации

увеличивается. Однако существует некоторое критическое значение |𝑧𝑐𝑟0 |, при

привышении которого область синхронизации перестает увеличиваться. Такой

эффект наблюдается при различных начальных условиях и может быть связан

с переходом к синхронизации через подавление автоколебаний одного из гене-

раторов. На рисунке 2.12,б показано влияние начальных условий на частоту

биений при фиксированных параметрах: 𝑝 = 1.05 и 𝑘 = 0.1. На всех преведен-
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ных графиках можно выделить интервал значений 𝑧0, для которого синхрони-

зация не наблюдается. Границы этого интервала зависят от начальных значе-

ний других переменных. При этом сам характер зависимости для всех случаев

идентичен и отличается только смещением на некоторую велечину 𝑧0 = const.

Для иллюстрации поведения системы при наличии и отсутствии синхро-

низации в случае фиксированной расстройки и различных начальных условий

на рисунке 2.13 приведены фазовоые проекции установившихся колебаний. Тра-1
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Рисунок 2.13. Фазовые траектории системы (2.19) в плоскостях 𝑥1, 𝑧 (а) и 𝑥1,

𝑥2 (б). Кривые 1 и 2 соответствуют режиму синхронизации, траектория 3 —

квазипериодическим колебаниям. Начальные условия: 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = −0.1, 𝑧(0) = 1, 5 (кривая 1), 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = 0.1, 𝑧(0) = 0.4 (кривая 2), 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4, 𝑧(0) = 0.0 (кривая 3). Параметры: 𝑝 = 1, 05,

𝑘 = 0.1, 𝛾 = 0.1, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8.

ектории были получены для разных начальных условий при одинаковых зна-

чениях параметров. Две совпавшие замкнутые кривые (1 и 3) на рисунке 2.13

иллюстрируют синхронные колебания. Проекции синхронных колебаний иден-
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тичны в пространстве 𝑥1, 𝑥2 и 𝑦1, 𝑦2 (например, рисунок 2.13,б). Однако в пол-

ном фазовом пространстве наблюдается сдвиг вдоль оси 𝑂𝑍 (кривые 1 и 3 на

рисунке 2.13,а). Проекции несинхронных колебаний (кривая 2 на рисунок 2.13)

описывают фигуру, топологически эквивалентную двумерному тору. Фигуры,

полученные для разных начальных условий, имеют разную форму.

В связи с полученными данными возникает вопрос, будут ли зависить ха-

рактеристики колебаний от начальных условий непрерывным образом? Резуль-

таты, приведенные на рисунке 2.13, свидетельствуют в польу такого предполо-

жения. Данная особенность динамики типична для систем с линией равновесий,

в том числе она обнаружена в исследуемых системах. Таким образом, можно

предположить, что границы области синхронизации непрерывно меняются при

изменении начальных условий в некоторой области значений параметров 𝑘 и 𝑝.

Однако более убедительное обоснование данного предположения требует тео-

ритического анализа модели (2.19).

2.4.3 Квазигармонический анализ системы

Автоколебания в парциальных автогенераторах системы (2.19) близки к

гармоническим при малых положительных значениях параметра 𝛾. В таком

случае можно получить укороченные уравнения для мгновенных амплитуд и

фаз, применив метод усреднения Ван дер Поля. В квазигармоническом при-

ближнии решение уравнения (2.19) будет иметь вид:

𝑦1,2(𝑡) = Re
[︁
𝐴1,2(𝑡)𝑒

𝑗𝑡
]︁

= 1
2

(︀
𝐴1,2(𝑡)𝑒

𝑗𝑡 + 𝐴*
1,2(𝑡)𝑒

−𝑗𝑡
)︀
,

𝑥1,2(𝑡) = 𝑗
2

(︀
𝐴1,2(𝑡)𝑒

𝑗𝑡 − 𝐴*
1,2(𝑡)𝑒

−𝑗𝑡
)︀
,

(2.23)

где 𝐴1(𝑡) и 𝐴2(𝑡) — мгновенные комплексные амплитуды автоколебаний в пар-

циальных автогенераторах, 𝐴*
1(𝑡) и 𝐴*

2(𝑡) — комплексные сопряженные функ-

ции, 𝑗 — мнимая единица. Предполагается, что амплитуды 𝐴1(𝑡) и 𝐴2(𝑡) мед-

ленно изменяются в течение периода автоколебаний 𝑇0 = 2𝜋. Кроме того,
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предполагается, что выполняется следующее условие для первых производных:

𝐴̇1,2𝑒
𝑗𝑡+𝐴̇*

1,2𝑒
−𝑗𝑡 = 0. Уравнение для переменной 𝑧(𝑡) можно вывести, используя

последнее уравнение системы (2.19) и подстановку (2.23):

𝑧(𝑡) = 𝑧(0) +
𝑡∫︀
0

(𝑥1(𝜏) − 𝑥2(𝜏))𝑑𝜏 = 𝑧(0) + 𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)+

+𝑦2(0) − 𝑦1(0) = 𝐶0 + 1
2(𝐴1 − 𝐴2)𝑒

𝑗𝑡 + 1
2(𝐴*

1 − 𝐴*
2)𝑒

−𝑗𝑡,

(2.24)

где 𝐶0 = 𝑧(0) + 𝑦2(0) − 𝑦1(0) - константа, определяемая начальным состоянием

системы. Затем выражения (2.23) и (2.24) подставляются в уравнее (2.19). Учи-

тывая условие для комплексных амплитуд и характеристику мемристера (8)

получаем уравнения для комплексных амплитуд. После усреднения за период

𝑇0 получается следующая система укороченых уравнений:

𝐴̇1 = 𝛾
2𝐴1 − 3

8𝐴1|𝐴1|2 + 𝑘
2(𝑎 + 𝑏𝐶2

0)(𝐴2 − 𝐴1) + 𝑘𝑏
8 |𝐴2 − 𝐴1|2(𝐴2 − 𝐴1),

𝐴̇2 = 𝛾
2𝐴2 − 3

8𝐴2|𝐴2|2 + 𝑗(𝑝−1)
2 𝐴2 + 𝑘

2(𝑎 + 𝑏𝐶2
0)(𝐴1 − 𝐴2)+

+𝑘𝑏
8 |𝐴1 − 𝐴2|2(𝐴1 − 𝐴2).

(2.25)

Перейдем от системы (2.25) к уравнениям для вещественных амплитуд

𝜌1, 𝜌2 и фаз 𝜑1, 𝜑2 парциальных генераторов, пологая 𝐴1,2 = 𝜌1,2 exp [𝑗𝜑1,2].

Подставляя выражения дляя комплексных амплитуд и их производных в (2.25)

и разделяя вещественные и мнимые части равенств, получаем

𝜌̇1 = 𝛾
2𝜌1 − 3

8𝜌
3
1 + 𝑘

2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 −

−𝜌1𝜌2
2 cos (𝜑2 − 𝜑1)

)︁]︁
(𝜌2 cos (𝜑2 − 𝜑1) − 𝜌1),

𝜑̇1 = 𝑘
2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 −

−𝜌1𝜌2
2 cos (𝜑2 − 𝜑1)

)︁]︁
𝜌2
𝜌1

sin (𝜑2 − 𝜑1),

𝜌̇2 = 𝛾
2𝜌2 − 3

8𝜌
3
2 + 𝑘

2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 −

−𝜌1𝜌2
2 cos (𝜑2 − 𝜑1)

)︁]︁
(𝜌1 cos (𝜑2 − 𝜑1) − 𝜌2),

𝜑̇2 = 𝑝−1
2 − 𝑘

2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 −

−𝜌1𝜌2
2 cos (𝜑2 − 𝜑1)

)︁]︁
𝜌1
𝜌2

sin (𝜑2 − 𝜑1).

(2.26)
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Введя разность фаз 𝜃 = 𝜑2 − 𝜑1, уравнения (2.26) можно переписать в виде:

𝜌̇1 = 𝛾
2𝜌1 − 3

8𝜌
3
1 + 𝑘

2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 − 𝜌1𝜌2

2 cos 𝜃
)︁]︁

(𝜌2 cos 𝜃 − 𝜌1),

𝜌̇2 = 𝛾
2𝜌2 − 3

8𝜌
3
2 + 𝑘

2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 − 𝜌1𝜌2

2 cos 𝜃
)︁]︁

(𝜌1 cos 𝜃 − 𝜌2),

𝜃 = ∆ − 𝑘
2

[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌21+𝜌22
4 − 𝜌1𝜌2

2 cos 𝜃
)︁]︁(︁

𝜌1
𝜌2

+ 𝜌2
𝜌1

)︁
sin 𝜃,

(2.27)

где введено обозначение для частотной расстройки ∆ = 𝑝−1
2 .

Используя фазовое приблежение для описания связанных генераторов,

будем считать, что вещественные амплитуды колебаний меняются очень мало

и их можно считать равными стационарному значению в отсутствии связи:

𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌0 =

√︂
4𝛾

3
. (2.28)

С учетом (2.28) (2.27) получаем уравнение для разности фаз

𝜃 = ∆ − 𝑘𝐹 (𝜃) = ∆ − 𝑘
[︁
𝑎 + 𝑏

(︁
𝐶2

0 + 𝜌20
2 − 𝜌20

2 cos 𝜃
)︁]︁

sin 𝜃. (2.29)

Если выражение в квадратных скобках заменить на константу 𝜂, то получа-

ем уравнение Адлера, описывающее в фазовом приближении синхронизацию

квазигармонических генераторов с диссипативной связью:

𝜃 = ∆ − ∆𝑠 sin 𝜃, ∆𝑠 = 𝑘𝜂. (2.30)

Область фазовой синхронизации соответствует существованию устойчивого ре-

шения 𝜃0 = const. В этом случае мгновенная разностная частота (частота бие-

ний) есть Ω = 𝜃 ≡ 0 и область синхронизации, исходя из модели (2.30), опреде-

ляется условием:

|∆| 6 ∆𝑠. (2.31)

Вне этой области частота биений определяется известным выражением

Ω =< 𝜃 >=
√︀

∆2 − ∆2
𝑠, |∆| > ∆𝑠. (2.32)
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Здесь скобки < ... > означают операцию усреднения по времени. В случае урав-

нения (2.29) границы области синхронизации не могут быть вычислены анали-

тически. Однако тем, что в уравнение (2.29) входит cos 𝜃, можно пренебречь

в случае большого абсолютного значения константы 𝐶0. В этом случае будут

справедливы выражения (2.31) (2.32), где параметр ∆𝑠 определяется прибли-

женным равенством:

∆𝑠 ≈ 𝑘

[︂
𝑎 + 𝑏

(︂
𝐶2

0 +
2𝛾

3

)︂]︂
. (2.33)

На рисунке 2.14,а сравниваются графики функции 𝐹 (𝜃), определяющей

правую чать уравнений (2.29) с графиком sin 𝜃. Для двух выбанных значений

начальных условий, соответствующих 𝐶0 = −0.4 и 𝐶0 = −1.4, графики практи-

чески совпадают. Это означает, что для оценки зависимости частоты биений от

расстройки можно воспользоваться условием (2.31) и выражением (2.32). Срав-

нение приблеженных теоритических результатов с соответствующими зависи-

мостями Ω(𝑝), полученными в результате численного моделирования системы

(2.19), приведены на рисунке 2.14,б. При выбранных значениях параметров и

начальных условий совпадение является практически полным.

Рисунок 2.15 также демонстрирует хорошее соответствие численных дан-

ных с приближенными теоритическими результатами. На рисунке 2.15,а пока-

зана зависимость Ω от начального значения 𝑧(0) = 𝑧0, полученная численно

и по приближенной аналитической формуле для системы (2.19). Границы об-

ласти синхронизации (рисунок 2.15,б), рассчитанны с использованием условия

(2.31) для двух значений константы 𝐶0 и численно при соответствующих на-

чальных условиях. Если значение константы 𝐶0 близко к нулю, то нужно учи-

тывать слагаемое cos(𝜃) в уравнении (2.29). В результате появляется заметное

различие между результатами численного моделирования и теоретическим под-

ходом, использующим выражения (2.31) и (2.32). Тем не менее, теоретические

результаты, представленные выше, позволяют сделать вывод, что непрерывное

изменение начальных условий 𝑦1(0), 𝑦2(0) и 𝑧(0) в определенных интервалах
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Рисунок 2.14. (а) Сравнение функции 𝐹 (𝜃) в правой части уравнения (2.29) (

кружки) при 𝐶0 = −1, 4 (верхняя панель) и 𝐶0 = −0.4 (нижняя панель) и

функции 𝜂 sin(𝜃) (черная кривая); (б) Зависимости частоты биений в

зависимости от частотной расстройки Ω(𝑝). Численные результаты

изображены кружками, а соответствующие теоретические кривые (2.32)

линией. Начальными условиями для переменной 𝑧 являются 𝑧(0) = −0.5

(верхняя панель) и 𝑧(0) = 0.5 (нижняя панель). Другими начальными

условиями являются 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4.

Параметры системы (2.19): 𝛾 = 0.1, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, 𝑘 = 0.02.

приводит к непрерывному изменению величины ∆𝑠 и, в соответствии с (2.33),

границ области фазового захвата.
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Рисунок 2.15. Численные и теоретические результаты для системы (2.19). (а)

Зависимость средней частоты биений Ω от начального значения 𝑧(0) = 𝑧0 для

параметров 𝑝 = 1, 05, 𝑘 = 0.1, 𝛾 = 0.1 и других начальных условий

𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.2, 𝑦2(0) = −0.6. Численные результаты

показаны кружками и соответствующей теоретической кривой (2.32) —

линией. (б) Границы области синхронизации, полученные численно (кружки)

и теоретически (линия). Теоретические кривые рассчитываются по формуле

(2.31). Границы 1 соответствуют начальным условиям 𝑥1 = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −05, 𝑦2(0) = −0.4, 𝑧(0) = 0. Границы 2 строятся для начальных

условий 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4, 𝑧(0) = −0.5.

Параметр возбуждения автоколебаний равен 𝛾 = 0.1.

2.4.4 Влияние конечной памяти мемристора на синхронизацию

Существование линии равновесий в фазовом пространстве системы (2.19)

является результатом особенностей уравнения состояния мемристора. Суще-

ствование линии равновесия — это специфический эффект, связанный с иде-

альным мемристором (3). Согласно (4), модифицируем уравнение состояний

мемристора системы (2.19): 𝑧̇ = 𝑥1 − 𝑥2 − 𝛿𝑧, где 𝛿 — параметр забывания.

Рассмотрим влияние более реальной модели мемристора на явление синхрони-

зации. При любом ненулевом значении параметра 𝛿 приводит к исчезновению
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линии равновесия. Устойчивость точки равновесия определяется знаком пара-

метра 𝛿. В случае, если 𝛿 > 0 возмущения вдоль оси 𝑂𝑍 затухают и стацио-

нарные режимы не зависят от начальных условий. В случае 𝛿 < 0 возмущения

вдоль оси 𝑂𝑍 растут во времени и траектории стремятся к ±∞ вдоль оси 𝑂𝑍.

Расмотрим влияние малого значения параметра 𝛿 = 0.01 на систему

(2.19). Рисунок 2.16 иллюстрирует результаты численного моделирования на

примере проекций фазовых траекторий, полученных при различных началь-1
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Рисунок 2.16. Фазовые траектории системы (2.19) при 𝛿 = 0.01 в проекциях

𝑥1, 𝑧 (а) и 𝑥1, 𝑥2 (б). Начальные условия: 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = −0.1, 𝑧(0) = 1.5 (кривая 1) и 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5,

𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = 0.1, 𝑧(0) = 0.4 (кривая 2). Значения параметров:

𝑝 = 1.05, 𝑘 = 0.1, 𝛾 = 0.1, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8.

ных условиях и для фиксированных параметров 𝛾 = 0.1, 𝑝 = 1.05, 𝑘 = 0.1.

Были использованы два набора начальных условий.

Первый (𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = −0.1, 𝑧(0) = 1.5)

соответствует режиму синхронизации в системе (2.19) (при 𝛿 = 0), в то время
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как второй (𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = 0.1, 𝑧(0) = 0.4) при-

водит к квазипериодической динамике. Однако, при 𝛿 = 0.001 для любых на-

чальных условий устанавливается один и тот же колебательный режим. Можно

видеть, что траектории 1 и 2 на рисунке 2.16, полученные для двух указанных

начальных условий, теперь попадают на один и тот же квазипериодический

аттрактор. Однако при чрезвычайно малом значении параметра 𝛿 можно на-

блюдать длительный переходный процесс. Характер переходного процесса и его

продолжительность зависят от начальных условий.

Полученные результаты свидетельствуют о том, что добавление члена

−𝛿𝑧 в уравнение мемристора связи устраняет непрерывную зависимость коле-

бательной динамики от начальных условий. Этот факт подтверждается также

зависимостью средней разностной частоты Ω от частотной расстройки 𝑝 в слу-

чае системы (2.19) при 𝛿 = 0.01 (рисунок 2.17). Все наборы начальных условий

порождают одну и ту же зависимость Ω(𝑝), что означает, что границы области

синхронизации неизменны. 1

-0.010

-0.005

0.000

0.005

0.98 0.99 1.00 1.01

Ω

p

Рисунок 2.17. Зависимость частоты биений Ω от частотной расстройки 𝑝 в

системе (2.19) с 𝛿 = 0.01. Параметры системы: 𝛾 = 0.1, 𝑘 = 0.02, 𝑎 = 0.02,

𝑏 = 0.8.
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2.4.5 Численное исследование автогенераторов ван дер Поля,

связанных через мемристор Чуа

В разделе 2.4.4 рассматривались особенности синхронизации генераторов

ван дер Поля, связанных мемристор с гладкой характеристикой (8). Возника-

ет вопрос, как повлияет на явление синхронизации другой вид характеристики

мемристора. Для этого расмотрим полученную в разделе 2.4.4 модель связан-

ных через мемристор осцилляторов ван дер Поля (2.19), заменив характери-

стику мемриста на кусочно-линейную 7: 𝐺𝑀(𝑧) = 𝑎, если |𝑧| < 1, иначе 𝑏, при

|𝑧| > 1. Различные модели мемристивного генератора, основанные на мемри-

сторе с такой характеристикой, рассматривались в Главе 1.

В результате проведенных численных экспериментов было установле-

но, что при связи генераторов через мемристивную проводимость с кусочно-

линенйной характеристикой поведение системы и наблюдаемый эффект

частотно-фазовой синхронизации будут аналогичны описанным в предыдущем

разделе. На рисунке 2.18 изображены зависимости частоты биений от началь-

ного значения переменной состояния мемристора связи 𝑧0 и от частотной рас-

стройки 𝑝, полученные в численном эксперименте при кусочно-линейной харак-

теристике мемристора 7. Данные зависимости аналогичны соответствующим

зависимостям, полученным в разделе 2.4.4: наблюдается неперерывная зависи-

мость границы синхронизации от начального значения переменной состояния

мемристора 𝑧0. При изменении начальных условий и фиксированных парамет-

рах можно получить области частотно-фазовой синхронизации различной ши-

рины. Более подробно данное исследование описано в работе [67].
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Рисунок 2.18. (а) Зависимости частоты биений от начального значения 𝑧0 при

различном выборе начальных значений других динамических переменных:

кривая 1 — 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4; кривая 2 —

𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.3, 𝑦2(0) = −0.1; кривая 3 — 𝑥1(0) = 0.5,

𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.2, 𝑦2(0) = −0.6. Значения параметров: 𝑝 = 1.05,

𝑘 = 0.1. (б) Зависимости частоты биений от частотной расстройки для разных

значений 𝑧0: кривая 1 — 𝑧0 = 0; кривая 2 — 𝑧0 = −0.25; кривая 3 — 𝑧0 = −0.5;

кривая 4 — 𝑧0 = −0.75. Начальные значения других переменных: 𝑥1(0) = 0.5,

𝑦1(0) = 0.5, 𝑥2(0) = −0.5, 𝑦2(0) = −0.4. Коэффициент связи 𝑘 = 0.02

2.5 Полная синхронизация хаотических систем с

мемристивной связью

2.5.1 Синхронизация генераторов хаоса, связанных через

мемристор

Целью настоящего раздела является исследование полной синхронизации

хаоса в хаотических системах, связанных через мемристор. Это может быть, на-

пример, осциллятор Рёсслера или цепь Чуа, в соответствующем режиме. В ка-

честве исследуемых систем были выбраны идентичные хаотические генераторы
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Анищенко-Астахова. Генератор Анищенко-Астахова (генератор с инерционной

нелинейностью) представляет собой реальное радиотехническое устройство, ко-

торое само уже содержит инерционный нелинейный элемент. Наличие такого

элемента с определенной характеристикой приводит к формированию в системе

хаотической динамики. Описание динамики отдельного генератора Анищенко-

Астахова можно найти в монографиях [9, 10]. На рисунке 2.19,а изображена

эквивалентная схема двух генераторов Анищенко-Астахова, связанных через

мемристор. Парциальный генератор может быть представлен в виде параллель-
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Рисунок 2.19. Эквивалентная схема двух связанных генераторов

Анищенко-Астахова с мемристивной связью (а) и проекции аттракторов в

двух идентичных генераторах в отсутствии связи при значениях параметров

𝑚 = 1.5, 𝑔 = 0.2 и начальных условиях 𝑥1(0) = 0.5; 𝑦1(0) = 0.1; 𝑧1(0) = 0.1;

𝑥2(0) = −0.5; 𝑦2(0) = −0.1; 𝑧2(0) = 0.2 (б,в)

ного соединения конденсатора, катушки индуктивности и элемента 𝑁 c нели-

нейной проводимостью. Его вольт-амперная характеристика имеет участок с
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отрицательной проводимостью и управляется сигналом 𝑉 (𝑡): 𝐼𝑁 = −𝛼𝑢+𝛽𝑉 𝑈 .

В свою очередь, переменная 𝑉 связана с напряжением 𝑈 инерционным образом.

Положим 𝑑𝑉/𝑑𝑡1 = −𝜉𝑉 + 𝜉𝑓(𝑈), где 𝑓(𝑈) — некоторая нелинейная функция,

𝑡1 — физическое время, 𝜉 — параметр, определяющий постоянную времени це-

почки. Рассмотрим два генератора с одинаковыми параметрами 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶,

𝐿1 = 𝐿2 = 𝐿, 𝐺1 = 𝐺2 = 𝐺 и полностью идентичными нелинейными инер-

ционными активными элементами 𝑁1 и 𝑁2. Будем полагать, что они связа-

ны через проводимость мемристивного типа 𝑊 (𝜙), управляемую переменной

𝜙, динамика которой инерционно зависит от падения напряжения 𝑈1 − 𝑈2 :

𝑑𝜙/𝑑𝑡1 = 𝑄(𝑉, 𝑈1 − 𝑈2). Уравнения исследуемой системы в безразмерных пе-

ременных имеют вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑚𝑥1 + 𝑦1 − 𝑥1𝑧1 + 𝑘𝐺𝑀(𝑤)(𝑥2 − 𝑥1),

𝑦̇1 = −𝑥1,

𝑧̇1 = −𝑔𝑧1 + 𝑔𝐹 (𝑥1),

𝑥̇2 = 𝑚𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥2𝑧2 + 𝑘𝐺𝑀(𝑤)(𝑥1 − 𝑥2),

𝑦̇2 = −𝑥2,

𝑧̇2 = −𝑔𝑧2 + 𝑔𝐹 (𝑥2),

𝑤̇ = 𝑄(𝑤, 𝑥1 − 𝑥2), 𝐹 (𝑥) = 1
2𝑥(𝑥 + |𝑥|).

(2.34)

В (2.34) введены безразмерные переменные 𝑡 = 𝑡1/
√
𝐿𝐶, 𝑥1,2 ∼ 𝑈1,2, 𝑧1,2 ∼ 𝑉1,2,

𝑤 ∼ 𝜙 и безразмерные параметры 𝑚 =
√︁

𝐿
𝐶 (𝛼 − 𝐺) и 𝑔 = 𝐿𝐶𝜉, определяю-

щие режим генерации, функция 𝐹 (𝑥1,2) ∼ 𝑓(𝑈1,2) задает характер инерционной

нелинейности генераторов. Функции 𝐺𝑀(𝑤) и 𝑄(𝑤, 𝑥1−𝑥2) описывают мемри-

стивный элемент связи и инерционную нелинейность генератора, соответствен-

но. 𝐺𝑀(𝑤) — безразмерная проводимость элемента связи: 𝑘𝐺𝑀(𝑤) =
√︁

𝐿
𝐶𝑊 (𝜙).

Параметр 𝑘 играет роль коэффициента связи. Зададим функции 𝐺𝑀(𝑤) и

𝑄(𝑤, 𝑥1 − 𝑥2) в виде

𝐺𝑀(𝑤) = 1 − 𝜇𝑤2, 𝑄(𝑤, 𝑥1 − 𝑥2) = −𝛿𝑤 + 𝑥1 − 𝑥2, (2.35)

где 𝜇 = 𝑏/𝑎 и 𝛿 - параметры мемристивной связи.
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Зафиксируем параметры генераторов 𝑚 = 1.5, 𝑔 = 0.2 и параметр инерци-

онной связи 𝜇 = 40. Выберем следующие начальные состояния двух генерато-

ров 𝑥1(0) = 0.5, 𝑦1(0) = 0.1, 𝑧1(0) = 0.1, 𝑥2(0) = −0.5, 𝑦1(0) = −0.1, 𝑧1(0) = 0.2.

Генераторы являются идентичными, но, несмотря на это, в отсутствии взаи-

модействия (при 𝑘 = 0) при выбранных начальных условиях в генераторах

наблюдаются различные динамические режимы, что объясняется явлением би-

стабильности в отдельно взятом генераторе. Проекции соответствующих ат-

тракторов на плоскости переменных 𝑥1,2, 𝑦1,2 приведены на рисунке 2.19,б,в.

Можно видеть, что режим в первом генераторе является периодическим, а во

втором представляет собой развитый хаос. Будем исследовать динамические

режимы, устанавливающиеся в системе (2.34) при указанных выше зафикси-

рованных начальных состояниях генераторов, меняя коэффициент связи 𝑘 и

начальное значение управляющей переменной элемента связи 𝑤(0) = 𝑤0, ко-

торое будет рассматриваться как управляющий параметр системы. При этом

исследуем эффект полной синхронизации генераторов для различных значе-

ний параметра 𝛿. Параметр 𝛿 (параметр забывания) характеризует инерцион-

ность элемента связи. При 𝛿 = 0 элемент связи представляет собой идеальный

мемристор, состояние которого зависит от начального значения 𝑤0, как это

следует из соотношения (4). Как было показано в работах [43, 44, 64–66], ди-

намическим системам, содержащим идеальные мемристивные элементы, свой-

ственна непрерывная зависимость характеристик установившегося режима от

начальных условий, в частности от начального значения переменной, задающей

состояние мемристора. Поскольку в системе (2.34) при 𝛿 = 0 существует линия

равновесий, совпадающая с осью 0𝑊 , то, по аналогии с рассмотренными слу-

чаями синхронизации периодических колебаний, можно ожидать, что эффект

синхронизации хаоса будет зависеть от начальных значений динамических пе-

ременных, в частности от начального значения 𝑤0 = 𝑤(0).

Уравнения (2.34) интегрировались методом Рунге-Кутты 4-го порядка с

постоянным шагом ∆𝑡 = 0.01. Поскольку взаимодействующие генераторы иден-
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тичны, то при введении связи между ними при определенных условиях возмож-

на полная синхронизация колебаний. В режиме полной синхронизации фазовые

траектории принадлежат инвариантному многообразию 𝑆: 𝑥1 = 𝑥2 , 𝑦1 = 𝑦2 ,

𝑧1 = 𝑧2 и являются устойчивыми к малым возмущениям, трансверсальным к

многообразию 𝑆. Расчеты показывают, что в случае инерционной связи гене-

раторов, особенно связи через идеальный мемристор (𝛿 = 0), существование

режима полной синхронизации зависит от начального значения управляющей

переменной связи 𝑤(0) = 𝑤0. Действительно, линеаризованные уравнения для

малых возмущений 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥1, 𝑣 = 𝑦2 − 𝑦1, 𝜃 = 𝑧2 − 𝑧1 имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢̇ = (𝑚− 𝑧1 − 2𝑘𝐺𝑀(𝑤))𝑢 + 𝑣 − 𝑥1𝜃,

𝑣̇ = −𝑢,

𝜃 = −𝑔𝜃 + 𝑔𝐹𝑥(𝑥1)𝑢,

𝑤̇ = −𝛾𝑤 − 𝑢,

(2.36)

где 𝐹𝑥(𝑥1) = 𝑑𝐹 (𝑥)
𝑑𝑥 |𝑥=𝑥1

. Для идеального мемристора при 𝛿 = 0 получаем 𝑤̇ =

−𝑣̇, т.е. 𝑤(𝑡) = 𝑣(𝑡) − 𝑣0 + 𝑤0, где 𝑤0 = 𝑤(0), 𝑣0 = 𝑣(0). Исключая переменную

𝑢, можно представить cистему (2.36) в виде следующих уравнений осциллятора⎧⎨⎩ 𝑣 − [𝑚− 𝑧1 − 2𝑘𝐺𝑀(𝑣 − 𝑣0 + 𝑤0)]𝑣̇ + 𝑣 = 𝑥1𝜃,

𝜃 = −𝑔𝜃 − 𝑔(𝑥1 + |𝑥1|)𝑣̇,
(2.37)

Коэффициент 𝜎 = −[𝑚 − 𝑧1 − 2𝑘𝐺𝑀(𝑣 − 𝑣0 + 𝑤0)] характеризует диссипацию

осциллятора, а слагаемое 𝑥1𝜃 можно понимать как воздействие на осциллятор,

которое зависит от переменной возмущения 𝑣. Поведение возмущения во вре-

мени определяется диссипацией и воздействием, а они, в свою очередь, зависят

от начальных значений переменных 𝑣0 = 𝑥2(0) − 𝑥1(0) и 𝑤0. Таким образом,

меняя только начальное состояние элемента связи, определяемое значением 𝑤0,

при фиксированных начальных состояниях генераторов и параметров системы,

можно наблюдать как синхронные, так и несинхронные режимы колекбаний.

Примеры проекций фазовых траекторий системы (2.34) при различных

значениях 𝑤0 в случае идеального мемристивного элемента связи приведены
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на рисунке 2.20. Фазовые проекции, в зависимости от выбора начального зна-

чения 𝑤0 соответствуют отсутствию полной синхронизации (рисунок 2.20,а) или

режиму полной синхронизации (рисунок 2.20,б). Можно также отметить, что

при обоих значениях 𝑤0 связь приводит к тому, что в парциальных генераторах

устанавливаются однотипные хаотические колебания, аналогичные колебаниям

во втором генераторе при выбранных начальных условиях в отсутствии связи.

(а) (б)

Рисунок 2.20. Проекции фазовых траекторий на плоскости переменных 𝑥1, 𝑦1

и 𝑥1, 𝑥2 при 𝛿 = 0, 𝑘 = 0.01 и двух значениях 𝑤0: 𝑤0 = 0.0 (а) и 𝑤0 = 0.5 (б).

Другие параметры и начальные условия: 𝑚 = 1.5; 𝑔 = 0.2; 𝜇 = 40; 𝑥1(0) = 0.5;

𝑦1(0) = 0.1; 𝑧1(0) = 0.1; 𝑥2(0) = −0.5; 𝑦2(0) = −0.1; 𝑧2(0) = 0.2

Для диагностики эффекта полной синхронизации рассчитывалась вели-

чина

𝐷 = ⟨[𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)]
2 + [𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡)]

2 + [𝑧2(𝑡) − 𝑧1(𝑡)]
2⟩, (2.38)

где скобки < . . . > означают усреднение по времени вдоль некоторой реализа-

ции. В установившемся режиме величина 𝐷 характеризует отклонение взаимо-

действующих генераторов от полной синхронизации, поэтому будем называть

ее погрешностью синхронизации.
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При нескольких различных значениях параметра 𝛿 были построены об-

ласти синхронного-несинхронного режимов на плоскости параметров 𝑤0 − 𝑘.

В качестве критерия полной синхронизации было выбрано условие 𝐷 < 10−6.

Диаграммы приведены на рисунке 2.21. На графиках область синхронизации

выделена серым тоном. В белой области выбранный критерий синхронизации

не выполняется. Граница между областями синхронных и несинхронных коле-

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 2.21. Области синхронных (серый цвет) колебаний двух генераторов

(2.34), полученные при 𝛿 = 0 (а), 𝛿 = 0.001 (б), 𝛿 = 0.01 (в), 𝛿 = 0.1 (г).

Горизонтальная пунктирная линия отмечает границу синхронизации в случае

диссипативной связи генераторов (при 𝜇 = 0). Другие параметры и начальные

условия: 𝑚 = 1.5; 𝑔 = 0.2; 𝜇 = 40; 𝑥1(0) = 0.5; 𝑦1(0) = 0.1; 𝑧1(0) = 0.1;

𝑥2(0) = −0.5; 𝑦2(0) = −0.1; 𝑧2(0) = 0.2

баний не является гладкой линией в следствии мультистабильности режимов.

Эта мультистабильность не связана с мемристивным взаимодействием. Она ха-
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рактерна как для отдельно взятого генератора (что было отмечено ранее), так, в

еще большей степени, для связанных генераторов, даже в случае обычной дис-

сипативной связи. В силу сосуществования нескольких семейств аттракторов

с разными границами синхронизации имеется множество пороговых значений

коэффициента связи 𝑘𝑆, принадлежащих некоторому интервалу. Для диссипа-

тивной связи, к которой можно перейти, положив параметр 𝜇 равным нулю,

при выбранных начальных состояниях генераторов граница синхронизации со-

ответствует значению 𝑘𝑆0 ≈ 0.1. На графиках, представленных на рисунке 2.21,

значение 𝑘𝑆0 отмечено горизонтальной пунктирной линией. В случае инерцион-

ной связи при изменении 𝑤0 могут происходить переключения между аттрак-

торами в результате чего граничное значение 𝑘𝑆 претерпевает скачкообразные

изменения в пределах некоторого интервала.

В случае идеальной мемристивной связи (𝛿 = 0) граница области син-

хронизации существенным образом зависит от начального состояния элемента

связи (рисунок 2.21,а), т.е. от величины 𝑤0. Эта зависимость не объясняется

отмеченным выше эффектом мультистабильности. Она носит регулярный ха-

рактер, а изменение значений 𝑘𝑆 при вариации 𝑤0 намного превышает ширину

интервала, в которомразбросаны значения 𝑘𝑆 в связи с мультистабильностью.

Значение 𝑘𝑆 максимально в окрестности 𝑤0𝑚 ≈ 0.2 и примерно совпадает с

границей синхронизации 𝑘𝑆0 при диссипативной связи. С ростом отклонения

|𝑤0 − 𝑤0𝑚| граница синхронизации опускается вниз, становясь все меньше по

сравнению с 𝑘𝑆0. В пределах рассматриваемого интервала 𝑤0 ∈ [−1; +1] от-

клонение значений 𝑘𝑆 от максимума составляет около 95%. При 𝛿 = 0 граница

между областями синхронных и несинхронных режимов близка к гладкой кри-

вой с небольшим разбросом значений 𝑘𝑆 в ее окрестности. Кроме того, области

почти симметричны относительно вертикальной линии, соответствующей зна-

чению 𝑤0𝑚. Следует отметить, что координата максимума порога синхрониза-

ции 𝑤0𝑚 определяется начальными состояниями генераторов, т.е. значениями

переменных 𝑥1,2, 𝑦1,2, 𝑧1,2. Области синхронных и несинхронных режимов на
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плоскости значений 𝑤0 и 𝑘, рассчитанные для других фиксированных началь-

ных состояниях генераторов, выглядят точно также, как на рисунок 2.21,а), но

со смещением точки 𝑤0𝑚 на некоторое расстояние в ту или иную сторону (в

работе не приведены).

Положим показатель забывания отличным от нуля, но малым: 𝛿 = 0.001.

При этом, связь обладает большой инерционностью. Соответствующая область

синхронизации приведена на рисунке 2.21,б. Несмотря на то, что элемент связи

не является идеальным мемристором, тенденция зависимости границы синхро-

низации от 𝑤0 сохраняется. Форма границы также в целом сохраняется и откло-

нение значений 𝑘𝑆 от максимума остается значительным, хотя белая область на

графике, соответствующая отсутствию синхронизации, несколько расширяется.

Кроме того можно отметить рост разброса граничных значений и отклонение

от симметрии. В интервале 𝑤0 ∈ [−1; −0.5] появляется дополнительная об-

ласть синхронизации при небольших значениях связи. При 𝛿 = 0.01 Область

несинхронного поведения еще больше расширяется, а граница синхронизации

смещается вверх, стремясь к горизонтальной линии 𝑘 = 𝑘𝑆0 (рисунок 2.21,в).

Растет асимметрия и разброс точек границы. При 𝛿 = 0.1 зависимость значе-

ний 𝑘𝑆 от 𝑤0, связанная с инерционностью (мемристивностью) взаимодействия,

практически пропадает. Некоторое влияние 𝑤0 на значение 𝑘𝑆 в этом случае

вызвано переключениями между аттракторами, а точки границы становятся

разбросаны вдоль горизонтальной линии (рисунке 2.21,г).

Зависимости величины погрешности синхронизации 𝐷 от параметра свя-

зи 𝑘 при диссипативной связи (𝜇 = 0) и при мемристивной связи с различными

значениями параметра 𝛿 приведены на рисунке 2.22. В случае мемристивной

связи для каждого рассмотренного значения 𝛿 на графиках приведены для

сравнения две кривые 𝐷(𝑘), полученные для двух начальных значений перемен-

ной 𝑤0. Для диссипативной связи генераторов, в силу особенностей их динами-

ки, характерна сильно неравномерная зависимость 𝐷(𝑘). Вплоть до границы

синхронизации при 𝑘𝑆0 ≈ 0.1 наблюдается чередование синхронных и несин-
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 2.22. Зависимости погрешности синхронизации 𝐷 от параметра связи

𝑘 в системе двух генераторов (2.34) при диссипативной связи (а) и

мемристивной связью при двух начальных условиях 𝑤0, полученные при

значениях параметра 𝛿: 𝛿 = 0 (б); 𝛿 = 0.001 (в); 𝛿 = 20 (г). Другие параметры

и начальные условия: 𝑚 = 1.5; 𝑔 = 0.2; 𝜇 = 40; 𝑥1(0) = 0.5; 𝑦1(0) = 0.1;

𝑧1(0) = 0.1; 𝑥2(0) = −0.5; 𝑦2(0) = −0.1; 𝑧2(0) = 0.2.

хронных режимов, связанное с переключениями между аттракторами системы

(рисунок 2.22,а). Перепады значений 𝐷 при этом очень велики. Для идеальной

мемристивной связи и мемристивной связи с малым параметром 𝛿 зависимости

𝐷(𝑘) различаются для разных значений 𝑤0. Кроме того, они носят иной харак-

тер по-сравнению со случаем диссипативной связи. На рисунке 2.22,б,в приве-

дены примеры зависимостей, полученные при 𝛿 = 0 и 𝛿 = 0.001. Величина 𝐷

быстро уменьшается с ростом связи, поэтому для графиков выбран более мел-

кий масштаб по оси абсцисс и большие значения 𝐷 в начале графика не показа-
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ны, чтобы можно было рассмотреть детали при 𝑘 → 𝑘𝑆. Вблизи точки максиму-

ма 𝑤0 ≈ 𝑤0𝑚 величина 𝐷 спадает почти по экспоненте (рисунок 2.22,б,в, черные

кривые). Cами зависимости становятся гораздо более гладкими, чем в случае

диссипативной связи. Это свидетельствует об ином типе несинхронного хаоса в

генераторах, взаимодействующих через мемристор, по сравнению с динамикой

хаотических генераторов с диссипативной связью, описанной, например в [10].

Такой же характер зависимости 𝐷(𝑘) наблюдался и при 𝛿 = 0.1 хотя кривые,

полученные при разных условиях 𝑤0, практически совпадают (графики не при-

ведены). При очень больших значениях 𝛿 кривые, полученные для различных

𝑤0, почти перестают отличаться, а их характер становится схожим с характе-

ром зависимости 𝐷(𝑘) при диссипативной связи. Примеры кривых 𝐷(𝑘) при

большом значении параметра забывания 𝛿 = 20 приведены на рисунке 2.22,г.

Таким образом, связь хаотических генераторов через мемристор с эф-

фектом забывания обладает рядом особенностей по сравнению с диссипатив-

ной связью. Эти особенности состоят в ином, более плавном, переходе к полной

синхронизации, а, главное, наличии у системы мемристивных свойств, прояв-

ляющихся в особого рода зависимости границы синхронизации от начального

состояния элемента связи, задаваемого переменной 𝑤. При некотором началь-

ном значении 𝑤 наблюдается максимум порога синхронизации, совпадающий

с порогом при диссипативной связи. С удалением от точки максимума син-

хронный режим реализуется при всё меньших значениях коэффициента связи.

Мемристивность наблюдается не только в случае идеального элемента связи с

показателем забывания 𝛿 = 0, но она также сохраняются при сильной инер-

ционности связи, когда параметр 𝛿 достаточно мал. С ростом 𝛿 мемристивные

свойства связи исчезают.



102

2.5.2 Моделирование полной синхронизации хаоса в мемристивно

связанных системах с помощью логистических отображений

Вторая из исследованных моделей представляет собой два идентичных

одномерных отображения с дискретным временем, которые связаны посред-

ством дискретного аналога мемристивного элемента. Данная модель может

быть представлена следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥(𝑛 + 1) = 𝑓 [𝑥(𝑛)] + 𝑘𝐺𝑀 [𝑤(𝑛)] (𝑓 [𝑦(𝑛)] − 𝑓 [𝑥(𝑛)]) ,

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑓 [𝑦(𝑛)] + 𝑘𝐺𝑀 [𝑤(𝑛)] (𝑓 [𝑥(𝑛)] − 𝑓 [𝑦(𝑛)]) ,

𝑤(𝑛 + 1) = [1 − 𝛿𝑤(𝑛)] + 𝜀[𝑥(𝑛) − 𝑦(𝑛)],

(2.39)

где 𝑥 и 𝑦 — динамические переменные, задающие состояния взаимодействую-

щих осцилляторов, 𝑤 — переменная, задающая состояние элемента связи, 𝑛 —

дискретное время, 𝑘 – коэффициент связи, 𝐺𝑀(𝑤) – характеристика элемента

связи (аналог мемристивной характеристики (8)), 𝑤(𝑛) — динамическая пере-

менная, управляющая характеристикой нелинейной инерционной связи, 𝛿 и 𝜀

— параметры мемристивной связи. Параметр 𝛿, как и в случае генераторов

(2.34), характеризует скорость, с которой мемристивный элемент «забывает»

свое первоначальное состояние (показатель забывания). Характеристику эле-

мента связи будем задавать, как и раньше, в виде:

𝐺𝑀(𝑤) = 1 − 𝜇𝑤2, (2.40)

где 𝜇 — параметр элемента связи. Функция последования 𝑓(. . . ) в уравнени-

ях (2.39) определяет динамику отдельного отображения. Будем рассматривать

связанные логистические отображения, для которых функция последования

имеет вид:

𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥(1 − 𝑥), (2.41)
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где 𝛼 — параметр, управляющей режимом отображения. При исследовании си-

стемы (2.39) фиксировались значения параметров 𝛼 = 3.8 (что соответствует

хаосу в логистическом отображении ), 𝜇 = 4, 𝜀 = 0.001.

При проведении исследований система отображений (2.39) итерировалась

на достаточно большом интервале времени (не менее 10000 итераций), затем

строились проекции фазовых траекторий на плоскости различных динамиче-

ских переменных и рассчитывалась величина ошибки синхронизации.

𝐷 = ⟨[𝑦(𝑛) − 𝑥(𝑛)]2⟩, (2.42)

где скобки < . . . >, как и раньше, означают усреднение по времени вдоль

некоторой реализации. В ходе проведения исследований строились зависимости

величины 𝐷 от коэффициента связи 𝑘 при различных фиксированных началь-

ных значениях переменной 𝑤(0) = 𝑤0 и области синхронного и несинхронного

режимов на плоскости 𝑤0, 𝑘 для различных значений показателя забывания 𝛿.

Зафиксируем начальные состояния осцилляторов 𝑥(0) = 𝑥0 = 0.1; 𝑦(0) =

𝑦0 = 0.2, а значение переменной связи 𝑤(0) = 𝑤0 будем, как и раньше, рас-

сматривать в качестве управляющего параметра. В зависимости от параметра

связи в системе (2.39) может наблюдаться устойчивых режим хаотической син-

хронизации, соответствующий существованию в фазовом пространстве притя-

гивающего многообразия 𝑆: 𝑥 = 𝑦. Дискретная модель (2.39) отражает основ-

ную особенность системы хаотических генераторов с инерционной нелинейной

связью (2.34), состоящую в зависимости эффекта полной синхронизации от на-

чальных условий. Эта зависимость проиллюстрирована проекциями фазовых

траекторий, представленными на рисунку 2.23.

Области синхронного и несинхронного режимов на плоскости параметров

𝑤0 − 𝑘, полученные для модели (2.39) для нескольких значений 𝛿, приведены

на рис.2.24. Пунктирная горизонтальная линия отмечает границу синхрониза-

ции 𝑘 = 𝑘𝑆0 ≈ 0.169, полученную для диссипативно связанных отображений

(при 𝜇 = 0) с теми же параметрами и начальными состояниями. Области, по-
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(а) (б)

Рисунок 2.23. Проекции фазовых траекторий системы (2.39) на плоскость

переменных 𝑥, 𝑦 при 𝛿 = 0, 𝑘 = 0.05 и двух значениях 𝑤0: 𝑤0 = 0 (а) и

𝑤0 = 0.8 (б). Другие параметры и начальные условия: 𝛼 = 3.8; 𝜇 = 4;

𝜀 = 0.001; 𝑥0 = 0.1; 𝑦0 = 0.2

лученные в случае идеальной мемристивной связи (𝛿 = 0), приведены на рисун-

ку 2.24,a. Граница между областями имеет большое сходство с соответствую-

щей границей в системе (2.34) при 𝛿 = 0. Так же как и в системе (2.34) граница

имеет колоколообразную форму, а максимальное значение порога синхрониза-

ции совпадает с порогом при диссипативной связи. Разница состоит в том, что

теперь точка максимума соответствует значению 𝑤0 = 0. С ростом модуля 𝑤0

граница синхронизации опускается. Зависимость границы синхронизации от 𝑤0

в системе (2.39), так же как в системе (2.34), сохраняется при малых значениях

𝛿 (рисунок 2.24,б,в), но форма областей меняется несколько иначе. Возникает

горизонтальный участок границы вблизи значения 𝑘𝑆0, который с ростом 𝛿 уве-

личивается. При 𝛿 = 0.1 во всем рассматриваемом интервале 𝑤0 ∈ [−1; +1] гра-

ничные значения 𝑘𝑆 располагаются вблизи отмеченной горизонтальной линии,

что отражает потерю элементом связи мемристивных свойств. Также можно

отметить, что разброс граничных значений параметра связи в данной модели

существенно меньше, чем в системе генераторов Анищенко-Астахова, что может

объясняться меньшем влиянием мультистабильности в выбранном режиме.
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 2.24. Области синхронных (серый цвет) и несинхронных (белый цвет)

режимов в системе двух логистических отображений на плоскости параметров

𝑤0, 𝑘, полученные при 𝛿 = 0 (а), 𝛿 = 0.001 (б), 𝛿 = 0.01 (в) и 𝛿 = 0.1 (г).

Горизонтальная пунктирная линия отмечает границу синхронизации в случае

диссипативной связи генераторов (при 𝜇 = 0). Другие параметры и начальные

условия: 𝛼 = 3.8; 𝜇 = 4; 𝜀 = 0.001; 𝑥0 = 0.1; 𝑦0 = 0.2

На рисунке 2.25, приведены графики зависимости 𝐷 от 𝑘, полученные

для модели (2.39) в случае диссипативной связи при 𝜇 = 0 (рисунок 2.25,а) и

при мемристивной связи с различными значениями 𝛿. В случае мемристивной

связи сравниваются графики, полученные для двух значений 𝑤0. При 𝛿 = 0

и 𝛿 = 0.001 хорошо видна зависимость поведения погрешности синхронизации

от начального значения переменной связи 𝑤0 и соответствующие различия по-

рога синхронизации (рисунок 2.25,б,в). Однако сам характер зависимости при
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 2.25. Зависимости погрешности синхронизации 𝐷 от параметра связи

𝑘 в системе (2.39) при диссипативной связи (а) и мемристивной связи при

двух начальных условиях 𝑤0, полученных при различных значениях

параметра 𝛿: 𝛿 = 0 (б); 𝛿 = 0.001 (в); 𝛿 = 0.1 (г). Другие параметры и

начальные условия: 𝛼 = 3.8; 𝜇 = 4; 𝜀 = 0.001; 𝑥0 = 0.1; 𝑦0 = 0.2.

мемристивной связи в модели (2.39) остается сходным со случаем диссипатив-

ной связи. Отсутствие экспоненциальных участков на рисунке 2.25 отличает

модель (2.39) от (2.39). При 𝛿 = 0.1 начальные значения 𝑤0 уже не влияют

на зависимость 𝐷(𝑘), которая практически повторяет форму зависимости при

диссипативной связи (рисунок 2.25,г).
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2.6 Выводы по второй главе

В рамках данной главы диссертации исследованы эффекты синхрониза-

ции, как мемристивных генераторов, так и автоколебательных систем, которые

сами по себе не являются мемристивными, но взаимодействуют через мемри-

стор. Во всех рассмотренных случаях наблюдалось общее свойство, состоящее

в зависимости эффекта синхронизации от начальных ксловий, в частности от

начальных состояний мемристивных элементов.

Для мемристивных генераторов периодических колебаний было установ-

лено явление как взаимной, так и вынужденной синхронизации фазы и часто-

ты. Эффект фазового захвата является характерным признаком автоколебаний

и, поэтому, наличие фазового захвата для мемристивного генератора с внеш-

ним гармоническим воздействием или для взаимодействующих мемристивных

генераторов с частотной расстройкой свидетельствует об автоколебательном

характере системы. Это важный вывод, поскольку периодические колебания в

мемристивном генераторе не связаны с предельным циклом и соответствуют

непрерывному множеству замкнутых траекторий, не являющихся изолирован-

ными. В случае вынужденной синхронизации наличие фазового захвата и за-

висимость границ области захвата от начального состояния мемристора были

установлены не только методами численного моделирования, но и аналитиче-

ски, с использованием квазигармонического приближения, причем полученные

аналитические и численные результаты находятся в хорошем соответствии.

Впервые были показаны особенности синхронизации мемристивных си-

стем, связанные с характером предельных множеств в системах с идеальными

мемристорами. Каждой из замкнутых траекторий соответствует своя область

синхронизации. Таким образом, имеется непрерывное множество областей син-

хронизации с различающимися границами. Реализация той или иной замкнутой

траектории определяется начальными условиями и, соответственно, эти усло-
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вия определяют также границы области синхронизации при наличии частотной

расстройки. В работе была рассмотрена зависимость границ синхронизации от

начального значения переменной, задающей состояние мемристора и показана

непрерывная зависимость границ синхронизации от этой величины. Установив-

шийся режим и границы области синхронизации зависят от начальных значе-

ний, не только переменной состояния мемристора, но и от других динамиче-

ских переменных системы. Следует отметить, также, что в фазовом простран-

стве существует непрерывное множество замкнутых кривых, соответствующих

синхронным колебаниям, а также непрерывное множество квазипериодических

траекторий, соответствующих несинхронным режимам. Границы областей син-

хронизации, соответствующие фазовому захвату, по-видимому связаны с би-

фуркацией, аналогичной седло-узловой бифуркации циклов на торе. В данном

случае рождается пара замкнутых кривых, не являющихся изолированными.

Однако детально данная бифуркация в работе не исследовалась.

Была обнаружена еще одна особенность взаимной синхронизации мемри-

стивных генераторов периодических колебаний, которая состоит в наличие по-

рога полной (синфазной) синхронизации даже в случае идентичных генера-

торов (без расстройки). То есть, для того, чтобы колебания в парциальных

системах полностью совпадали, требуется сила связи, превышающая некото-

рое пороговое значение. В случае «обычных» периодических генераторов для

установления синфазного режима достаточно сколь угодно малого значения ко-

эффициента связи. Наличие порога для полной синхронизации мемристивных

генераторов объясняется различиями периодов колебаний в идентичных парци-

альных мемристивных системах с разными начальными условиями. Пороговое

значение коэффициента связи при этом зависит от начальных условий.

В «обычных» периодических генераторах, связанных через мемристор,

также наблюдалась зависимость эффекта синхронизации от начального состо-

яния системы. Численно и аналитически, с использованием методов квазигар-

монического анализа, было показано, что границы области синхронизации ге-
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нераторов с частотной расстройкой зависят от начального значения переменной

состояния мемристора связи, причем эта зависимость является непрерывной.

Была рассмотрена задача о синхронизации хаотических колебаний в си-

стемах с мемристивной связью. Хотя факт полной хаотической синхронизации

в идентичных системах, связанных через мемристор, был известен ранее, прове-

денные исследования позволили впервые установить, что и в этом случае имеет

место зависимость порога синхронизации от начального состояния. Была по-

строена область синхронизации на плоскости параметров «начальное значение

переменной состояния мемристора – коэффициент связи» и показано, что поро-

гом синхронизации можно существенным образом управлять, изменяя началь-

ное состояние мемристивного элемента связи. Тот же эффект был подтвержден

на модельной системе двух логистических отображений с мемристивной связью.

Были проведены исследования влияния на эффект синхронизации конеч-

ной памяти мемристоров. Если учесть неидеальный характер мемристивных

элементов, то указанные выше особенности синхронизации периодических ко-

лебаний исчезают, как в случае синхронизации мемристивных генераторов с

диссипативной связью, так и в случае синхронизации «обычных» генераторов

с мемристивной связью. При малом параметре забывания, когда мемристив-

ный элемент сохраняет память о начальном состоянии в течении длительно-

го времени, в системе можно наблюдать длительные переходные процессы к

синхронному состоянию, зависящие от начальных условий. Однако при любых

начальных условиях в пределе всё равно установится один и тот же режим

(синхронный или не синхронный). Для систем со сложной динамикой, взаимо-

действующих через мемристивную связь, картина оказалась несколько иной.

Было впервые установлено, что зависимость порога синхронизации хаоса от

начального значения переменной, определяющей состояние мемристивного эле-

мента связи, наблюдается не только в случае идеального мемристора, но сохра-

няется и для неидеального мемристора, если параметр забывания достаточно

мал. Таким образом, было показано, что взаимодействие систем через реальное
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мемристивное устройство с достаточно длительной памятью в определенных

случаях может демонстрировать существенную зависимость от начального со-

стояния этого устройства и управляться выбором этого состояния.
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Глава 3. Волновые процессы в ансамбле

мемристивно связанных осцилляторов

3.1 Введение

В предыдущей главе было показано, что взаимодействие автоколебатель-

ных систем через мемристор приводит к особенносям динамики, связанным с

зависимостью эффектов как частотно-фазовой синхронизации, так и полной

синхронизации (в случае хаотических колебаний), от начальных условий, и, в

частности, от начального состояния мемристора связи. Исследование влияния

мемристивного характера связей на динамику осцилляторных ансамблей яв-

ляется следующим шагом в изучении особенностей поведения мемристивных

систем. Интерес представляют задачи моделирования волновых процессов в

мемристивнеой активной среде или пространственно организованном ансамбле

осцилляторов. В частности актуальность таких задач связана с моделировани-

ем динамики нейронных систем с мемристивным характером взаимодействия

нейронов. На сегодняшний день имеется ряд работ, посвященных эффектам

синхронизации пространственно-временной динамики, распространению волн

и образованию пространственных структур в нейронных ансамблях и сетях с

мемристивными связями (например, [33, 59–62]). Однако особенности поведе-

ния распределенных систем с мемристивным характером связей до сих пор не

вполне ясны. Нет ответа на вопрос, приводит ли мемристивная связь к каче-

ственно новым явлениям коллективной динамики ансамблей и в чем суть этих

явлений.

Интересной является также задача синхронизации сложных

пространственно-временных режимов в ансамблях или слоях многослой-
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ной сети при мемристивном взаимодействии этих ансамблей или слоев.

Синхронизация химерных струткур в мемристивно-связанных слоях сети

из нейронов Хиндмарш-Розе рассматривалась в [33, 58]. Была показана

возможность синхронизации химерных структур в двух слоях. При этом

состояния мемристоров также демонстрировали соответствующую структуру

когерентных и некогерентных кластеров. При определенных параметрах

мемристивной связи наблюдалась не только синхронизация слоев, но также

полная синхронизация состояний всех нейронов.

В данной главе (в разделах 3.1, 3.2) исследуются особенности волновых

процессов в ансамблях автогенераторов и возбудимых осцилляторов, связанных

через мемристивные элементы, при периодических граничных условиях. Та-

кие ансамбли можно рассматривать как модели мемристивных активных сред.

Мемристивные связи в исследуемых ансамблях являются локальными и ан-

самбль с периодическими границами представляет собой цепочку, свернутую в

кольцо. Как в случае автоколебательного характера элементов, так и в возбуди-

мом режиме осцилляторов по кольцу могут распространяться бегущие волны.

В работе проводится исследование влияния начальных состояний мемристоров

связи на характеристики волновой моды в случае идеальных мемристоров и

мемристоров с конечной памятью. Последний раздел главы посвящен иссле-

дованию полной синхронизации пространственно-временной динамики слоев

двухслойной мультиплексной сети хаотических отображений с меристивной свя-

зью между слоями. Рассматривается взаимодействие слоев в режиме химерных

состояний. В отличие от [63], основное внимание уделено влиянию на эффект

синхронизации начальных состояний мемристивных связей в идеальном слу-

чае и при конечной памяти элементов связи. Представленные в данной главе

результаты были опубликованы в работах [71–73].
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3.2 Волновые процессы в кольце мемристивно связанных

автогенераторов

3.2.1 Исследуемая система

Исследуемая радиотехническая модель ансамбля показана на рисунке 3.1.

Она представляет собой кольцо из 𝑁 связанных автогенераторов ван дер Поля,

соединенных мемристивными проводимостями (рисунок 3.2). Каждый парци-

Рисунок 3.1. Эквивалентная схема 𝑖-го и (𝑖+1)-го автогенераторов.

Рисунок 3.2. Схема ансамбля мемристивно связанных осцилляторов.

альный автогенератор состоит из параллельного колебательного контура, вклю-

чающего ёмкость 𝐶𝑖, индуктивность 𝐿𝑖, проводимость 𝑔𝑖 и нелинейный элемент

𝑆𝑖 с вольт-амперной характеристикой: 𝐼𝑖(𝑈𝑖) = −𝛼𝑖𝑈𝑖 + 𝛽𝑖𝑈
3
𝑖 . Функция 𝑊 (𝜙𝑖)

задает мемристивную проводимость, связывающую автогенераторы с номера-

ми 𝑖 и 𝑖+1. Дополнительные резисторы с проводимостями 𝑔𝑝𝑖 и 𝑔𝑠𝑖 обеспечивают

регулировку суммарной проводимости, которая отвечает за силу связи 𝑘𝑖𝑊 (𝜙𝑖),
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где 𝑘𝑖 представляет собой коэффициент связи. Мемристоры, обеспечивающие

связь автогенераторов, управляются некоторыми переменными 𝜙𝑖.

Используя правила Кирхгофа, получаем следующую систему уравнений

в физических переменных 𝑈𝑖, 𝐼𝑖, 𝜙𝑖:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑈𝑖

𝑑𝑡*
+

1

𝐶𝑖
𝐼𝑖 +

𝑔𝑖
𝐶𝑖

𝑈𝑖 −
𝛼𝑖

𝐶𝑖
𝑈𝑖 +

𝛽𝑖
𝐶𝑖

𝑈 3
𝑖 +

𝑘𝑖𝑊 (𝜙𝑖)

𝐶𝑖
(𝑈𝑖 − 𝑈𝑖+1)−

− 𝑘𝑖−1𝑊 (𝜙𝑖−1)

𝐶𝑖
(𝑈𝑖−1 − 𝑈𝑖) = 0,

1

𝐶𝑖

𝑑𝐼𝑖
𝑑𝑡*

=
1

𝐶𝑖𝐿𝑖
𝑈𝑖,

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡*
= 𝐹𝑖(𝜙𝑖, 𝑈𝑖, 𝑈𝑖+1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

(3.1)

Здесь 𝑡* — физическое время. Граничные условия имеют вид: 𝑈𝑖±𝑁 = 𝑈𝑖, 𝐼𝑖±𝑁 =

𝐼𝑖, 𝜙𝑖±𝑁 = 𝜙𝑖. Будем считать все автогенераторы и элементы связи полностью

идентичными. В этом случае: 𝛼𝑖 = 𝛼, 𝛽𝑖 = 𝛽, 𝑔𝑖 = 𝑔, 𝐶𝑖 = 𝐶, 𝐿𝑖 = 𝐿, 𝑘𝑖 = 𝑘.

Обозначим 𝜔2 = 1/𝐿𝐶 и введем безразмерные переменные:

𝑡 = 𝜔𝑡*, 𝑥𝑖 =

√︂
𝛽

𝐶𝜔
𝑈𝑖, 𝑦𝑖 =

1

𝐶𝜔

√︂
𝛽

𝐶𝜔
𝐼𝑖, 𝑧𝑖 = 𝜔

√︂
𝛽

𝐶𝜔
𝜙𝑖.

Согласно (4) функция 𝐹 состояния мемристоров в безразмерном виде примет

вид: −𝛿𝑧𝑖 + 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 =
√︁

𝐶𝜔
𝛽 𝐹 (𝜙𝑖, 𝑈𝑖, 𝑈𝑖+1). Проводимости мемристоров име-

ют гладкую характиристику (8) и в данном случае будут записываться как

𝐺𝑀(𝑧𝑖) = 𝑊 (𝜙𝑖)
𝐶𝜔 = 𝑎+ 𝑏𝑧2𝑖 . А величину 𝛼−𝑔

𝐶𝜔 обозначим как 𝜀. В результате систе-

ма (3.1) в безразмерных переменных будет записана как⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥̇𝑖 = (𝜀− 𝑥2𝑖 )𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝑘[𝐺𝑀(𝑧𝑖)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) + 𝐺𝑀(𝑧𝑖−1)(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖)],

𝑦̇𝑖 = 𝑥𝑖,

𝑧̇𝑖 = −𝛿𝑧𝑖 + 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁.

(3.2)

где 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 — безразмерные динамические переменные; 𝑡 — безразмерное вре-

мя; 𝜀 — параметр, управляющий режимом автогенераторов; 𝑘 — коэффициент

связи; 𝑎 = 0.02 и 𝑏 = 0.8 — параметры мемристивной проводимости, одина-

ковые для всех мемристоров; 𝛿 — параметр мемристора с конечной памятью.

Граничные условия выбираются периодическими 𝑥𝑖±𝑁 = 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖±𝑁 = 𝑦𝑖.
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3.2.2 Влияние начальных условий на форму бегущей волны

Исследуем ансамбль из 𝑁 = 100 автогенераторов (3.2), связанных че-

рез идеальные мемристивные проводимости (𝛿 = 0). Зафиксируем следующие

параметры модели: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8. Как было показа-

но в [43, 44, 64–67], особенность систем, содержащих мемристоры c «идеальной

памятью», заключается в непрерывной зависимости характеристик установив-

шегося режима от выбора начального состояния, в частности, от начальных

значений переменных, управляющих мемристивнывными элементами. Такая

чувствительность к начальному состоянию, особенно к начальному значению

переменной, управляющей мемристором, связана с существованием в мемри-

стивных системах многообразий, состоящих из точек равновесия. В системе

(3.2) при 𝛿 = 0 и характеристике мемристоров, задаваемой выражением (8),

также существует такое инвариантное многообразие: все точки подпростран-

ства 𝑄, для которого 𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 , являются состояниями

равновесия.

Рассмотрим влияние на волновой процесс в кольце мемристивно свя-

занных автогенераторов (3.2) начальных распределений 𝑧𝑖(0). Будем задавать

различные начальные условия для динамических переменных, определяющих

состояния автогенераторов ансамбля 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) и управляющих переменных

мемристоров связи 𝑧𝑖(0). Выберем начальное распределение 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) вдоль

дискретной пространственной координаты 𝑖, задаваемое гармоническими функ-

циями: 𝑥𝑖(0) = 𝐴 sin(2𝜋𝑖/𝑁), 𝑦𝑖(0) = 𝐴 cos(2𝜋𝑖/𝑁). Оно изображено на рисун-

ке 3.3,а для 𝐴 = 1. Для мемристивных переменных 𝑧𝑖 исследуем три вари-

анта регулярного начального распределения 𝑧𝑖(0), показанных на рисунке 3.3б

(кривые IC-1, IC-2, IC-3). Кроме того, рассмотрим случайное начальное распре-

деление 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) в интервале [−0.5, 0.5], полученное с помощью генератора
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случайных чисел с равномерным распределением (рисунок 3.3,в,г), при тех же

начальных распределениях 𝑧𝑖(0): IC-1; IC-2; IC-3.1
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Рисунок 3.3. (а) Начальное распределение 𝑥𝑖(0) (сплошная линия) и 𝑦𝑖(0)

(пунктирная линия) в виде тригонометрических функций; (б) начальные

распределения 𝑧𝑖(0) (IC-1, IC-2, IC-3); (в) и (г) случайное начальное

распределение переменых 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖.

В численных экспериментах уравнения (3.2) интегрировались методом

Рунге-Кутты 4-го порядка на времени, достаточном для установления стаци-

онарного профиля волны. Проверка того, является ли режим установившим-

ся, производилась с помощью диагностики повторяемости формы мгновенного

профиля в моменты времени, в которые для первого элемента ансамбля выпол-

няются условия: 𝑥1(𝑡) > 0, |𝑦1(𝑡)| 6 0.001.

Использование мемристивных элементов в качестве элементов связи при-

водит к длительному переходному процессу в системе. Так, в случае идеаль-

ных мемристоров (𝛿 = 0), профиль волны в кольце (3.2) при указанных вы-

ше условиях устанавливается на времени 𝑡 = 80000 безразмерных единиц. На
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Рисунок 3.4. Установление пространственного профиля в системе (3.2) при

начальном распределении IC-1 (рисунок 3.3,б). Мгновенные профили

получены в следующие периоды времени: 𝑡1 = 500 (линия из точек);

𝑡2 = 20000 (пунктирная линия); 𝑡3 = 80000 (сплошная линия). Начальное

распределение переменных 𝑥𝑖(0) 𝑦𝑖(0) (рисунок 3.3,а). Параметры системы:

𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, 𝛿 = 0.

рисунке 3.4 показаны мгновенные профили бегущей волны в различные пери-

оды времени (𝑡1 = 500, 𝑡2 = 20000, 𝑡3 = 80000). Для времени установления

𝑡 > 𝑡3 = 80000 безразмерных единиц форма профиля остается практически

неизменной. Аналогичным образом ведут себя мгновенные профили и при дру-

гих начальных условиях.

На рисунке 3.5 приведены пространственно-временные диаграммы и со-

ответствующие им мгновенные профили, полученные при начальных распре-

делениях 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) и 𝑧𝑖(0) (рисунки 3.3,а,б). На пространственно-временных

диаграммах различными тонами показаны мгновенные значения 𝑥𝑖 автогенера-

торов ансамбля для различных моментов времени. Можно видеть определенные

отличия формы бегущих волн, которые лучше различимы на мгновенных про-

филях волн. Для всех исследованных начальных распределений 𝑧𝑖(0) в кольце

сохраняется одноволновый режим (т.е. на длине системы укладывается одно

пространственное колебание), но форма профиля бегущей волны существенно

меняется. Угол наклона светлых и тёмных полос на пространственно-временной

диаграмме изменяется в различных интервалах пространственной координа-
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Рисунок 3.5. Бегущие волны в системе (3.2) для случая «идеальной»

мемристивной связи: пространственно-временные диаграммы и мгновенные

профили при различных начальных распределениях 𝑧𝑖(0): (а) IC-1, (б) IC-2,

(в) IC-3. Начальное распределение переменных 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) показано на

рисунке 3.3,а. Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, 𝛿 = 0.

Время установления 𝑡 = 80000.

ты, что свидетельствует о различной скорости распространения волны на этих

участках кольца. Причем возможен даже случай, когда часть ансамбля демон-

стрирует режим бегущих волн, а другая часть — пространственно однородный

режим (рисунок 3.3,а). Формирование участков с различными скоростями опре-

деляется начальным распределением мемристивных переменных 𝑧𝑖, что позво-

ляет управлять пространственным режимом системы в достаточно широких

пределах.

Рассмотрим влияние случайного начального распределения (рисун-

ки 3.3,в,г) на волновой процесс. Начальные распределения 𝑧𝑖(0) будем выбирать

те же, что и раньше (рисунок 3.3,б). На рисунке 3.6 приведены пространственно-

временные диаграммы и мгновенные профили волн в кольце при фиксиро-
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Рисунок 3.6. Бегущие волны в системе (3.2) для «идеальной» мемристивной

связи: пространственно-временные диаграммы и мгновенные профили волны

при случайном начальном распределении переменных 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0)

(рисунок 3.3,б,в,г), и различных начальных распределениях 𝑧𝑖(0)

(рисунок 3.3,б): (а) IC-1, (б) IC-2, (в) IC-3. Параметры системы: 𝜀 = 0.1,

𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, 𝛿 = 0. Время установления 𝑡 = 80000.

ванном случайном начальном распределении 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) и трех различных

распределениях 𝑧𝑖(0). В данном случае, в зависимости от распределения 𝑧𝑖(0),

в установившемся режиме реализуются разные волновые моды: одноволновая

(рисунок 3.6,а), двухволновая (рисунок 3.6,б) и трехволновая (рисунок 3.6,в).

Характер волновой моды здесь определяется числом пространственных коле-

баний, укладывающихся на длине системы. Для гармонической волны — это

число длин волн. В рассматриваемом случае форма колебаний является более

сложной, не повторяющейся в пространстве, так что о «длине волны» мож-

но говорить лишь условно. Можно также отметить наличие мелкомасштабных

искривлений установившегося волнового профиля, что связано с «памятью»

системы о начальном случайном распределении переменных 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0).
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3.2.3 Влияние «неидеальной» мемристивной связи на волновые

процессы

Рассмотрим влияние параметра 𝛿 на волновые режимы исследуемой си-

стемы (3.2). При 𝛿 = 0.1 инвариантное многообразие равновесий 𝑄 перестает

существовать, и в системе остается только одна точка равновесия: 𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 0,

𝑧𝑖 = 0. 1
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Рисунок 3.7. Бегущие волны в системе (3.2) для «неидеальной» мемристивной

связи: (а) пространственно-временная диаграмма и (б) мгновенный профиль

при начальном распределении переменных 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0), показанном на

рисунке 3.3,а, для всех начальных распределений 𝑧𝑖(0) (рисунок 3.3,б).

Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, 𝛿 = 0.1. Время

установления 𝑡 = 10000

Зададим начальное распределение 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) гармоническими функция-

ми в соответствии с рисунком 3.3,а и рассмотрим различные начальные распре-

деления 𝑧𝑖(0), приведенные на рисунке 3.3,б. Для всех начальных распределе-

ний мемристивной переменной в ансамбле устанавливается один и тот же вол-

новой режим, пространственно-временная диаграмма и мгновенный профиль

которого приведены на рисунке 3.7. Введение отличного от нуля параметра 𝛿

уменьшает длительность процессов установления в системе. Так, мгновенный
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профиль, представленный на рисунке 3.7,б, для всех рассмотренных распреде-

лений 𝑧𝑖(0) устанавливается уже на времени 𝑡 = 10000. При очень малых зна-

чениях 𝛿 в системе наблюдаются длительные переходные процессы. С ростом 𝛿

установление стационарных режимов происходит значительно быстрее.

Бегущие волны, устанавливающиеся при одинаковом случайном распре-

делении 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) (рисунок 3.3,в,г) и различных 𝑧𝑖(0) (рисунок 3.3,б), при-

ведены на рисунке 3.8. Начальное распределение 𝑧𝑖(0), обозначенное как IC-1,1
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Рисунок 3.8. Бегущие волны в системе (3.2) для «неидеальной» мемристивной

связи: пространственно-временные диаграммы и мгновенные профили при

различных начальных распределениях 𝑧𝑖(0): (а) IC-1; (б) IC-2 и IC-3.

Начальное распределение переменных 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) показаны на

рисунке 3.3,в,г. Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8,

𝛿 = 0.1. Время установления 𝑡 = 80000.

приводит к установлению четырехволновой моды (рисунок 3.8,а), в то время как

распределения IC-2 и IC-3 порождают трехволновую моду (рисунок 3.8,б). Та-

ким образом, определенная зависимость установившегося режима от начальных
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состояний мемристивных связей сохраняется, хотя форма волны уже не меняет-

ся всякий раз при изменении 𝑧𝑖(0). Можно также отметить, что для случайных

начальных распределений переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 время установления стационарно-

го профиля волны существенно возрастает и при 𝛿 = 0.1 становится таким же

длительным, как и в случае 𝛿 = 0.

3.3 Влияние мемристивной связи на бегущие волны в

ансамбле осцилляторов ФитцХью—Нагумо

3.3.1 Исследуемая система

Исследуемая система представляет собой кольцо связанных осциллято-

ров ФитцХью—Нагумо. Парциальные осцилляторы связаны локальными инер-

ционными нелинейными мемристивными связями, аналогично работам [33,63].

Топология системы проиллюстрирована на рисунке 3.2. Первоначально введен-

ный как упрощенная модель нейрона [92,93], осциллятор ФитцХью—Нагумо мо-

жет быть описан уравнениями различной формы, отражающими определенные

особенности активности нейрона. Конкретная модель, на рисунке 3.2, в зави-

симости от значений параметров, может демонстрировать автоколебательную,

возбудимую и бистабильную динамику. Предполагается, что все осцилляторы

и элементы связи идентичны. В безразмерном виде уравнения системы имеют

вид:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥̇𝑖 =

1

𝜀
(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 − 𝛼𝑥3𝑖 ) + 𝜎[𝐺𝑀(𝑧𝑖−1)(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖) + 𝐺𝑀(𝑧𝑖)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)],

𝑦̇𝑖 = 𝛾𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝛽,

𝑧̇𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 − 𝛿𝑧𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁.

(3.3)
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Здесь 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 — динамические переменные, задающие мгновенное состояние 𝑖-

го осциллятора (быстрые и медленные переменные соответственно), где 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑁 . Параметры 𝛼, 𝛽, 𝛾 и 𝜀 определяют характер динамики парциального

осциллятора, параметр 𝜎 отвечает за интенсивность взаимодействия осцилля-

тора. Параметр 𝜀 обычно считается малым, что соответствует релаксационному

поведению парциального осциллятора. Переменные 𝑧𝑖 определяют мгновенные

состояния мемристивных элементов связи, проводимость которых задается вы-

ражением (8): 𝐺𝑀(𝑧𝑖) = 𝑎 + 𝑏𝑧2𝑖 . 𝛿 параметр, характеризующий эффект за-

бывания. Граничные условия выбираются периодическими: что подразумевает

выполнение условия 𝑥𝑖±𝑁 = 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖±𝑁 = 𝑦𝑖 в любой момент времени.

Бегущие волны можно наблюдать во всех колебательных режимах систе-

мы (3.3) (автоколебательном, возбудимом и бистабильном) [94–97]. Сила связи

и, следовательно, начальные значения 𝑧𝑖(0) оказывают особенно сильное влия-

ние на волны в возбудимом режиме. Фазовая скорость волны и, соответственно,

период колебаний, возбуждаемых в ансамбле парциальных осцилляторов, зави-

сят от силы связи и, как ожидается, будут изменяться при изменении начальных

состояний мемристоров связи. Напротив, период колебаний элементов кольца

в автоколебательном режиме в основном определяется параметрами парциаль-

ных осцилляторов. Несомненно, взаимодействие между осцилляторами может

сдвигать эффективные значения параметров осцилляторов и, тем самым, изме-

нять период автоколебаний. Однако это влияние сравнительно слабо.

Для выяснения влияния начального распределения 𝑧𝑖(0) на период коле-

баний парциальных осцилляторов и на другие характеристики волновых мод

рассматривается ансамбль (3.3), состоящий из 𝑁 = 100 осцилляторов в авто-

колебательном и возбудимом режимах. Параметры всех осцилляторов 𝛼, 𝛽 и 𝜀

фиксированы (𝛼 = 1/3, 𝛽 = 0.2, 𝜀 = 0.01), а параметр 𝛾 выбирается в соответ-

ствии с желаемым режимом отдельного осциллятора (𝛾 = 0.8 для возбудимого

режима и 𝛾 = 1 для автоколебательного). Параметры всех элементов связи так-

же фиксированы: 𝑎 = 1 и 𝑏 = 40. Рассматриваются два значения параметров
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забывания мемристоров. Первое из них соответствует идеальным мемристорам

связи: 𝛿 = 0. Второй случай — небольшое, но ненулевое значение параметра

𝛿, которое указывает на конечную, но долговременную память элемента свя-

зи. Коэффициент связи 𝜎 выбирается постоянным (𝜎 = 0.1). Целью численно-

го моделирования является выявление влияния начальных состояний элемента

связи, связанных со значениями 𝑧𝑖(0), на динамику ансамбля. Предполагается,

что начальное распределение 𝑧𝑖(0) однородно, 𝑧𝑖(0) = 𝑧0. Тогда значение 𝑧0 рас-

сматривается как управляющий параметр system (3.3). Начальными условиями

для переменных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 являются:

𝑥𝑖(0) = sin(2𝜋𝑖/𝑁), 𝑦𝑖(0) = cos(2𝜋𝑖/𝑁). (3.4)

Если коэффициент связи 𝜎 имеет соответствующее значение, то такие началь-

ные условия позволяют индуцировать одноволновую моду, где одна длина вол-

ны укладывается вдоль всего кольца. Уравнения (3.3) интегрируются методом

Рунге-Кутты 4-го порядка с постоянным временным шагом ∆𝑡 = 0.001. До-

статочно длительное время переходных процессов отбрасывается для наблюде-

ния установившейся динамики, характеризующейся стационарностью профи-

лей возбуждаемых бегущих волн, временными реализациями и колебательными

характеристиками, такими как период колебаний. Исследование проводится пу-

тем анализа построенных мгновенных профилей и пространственно-временных

диаграмм.

3.3.2 Автоколебательный режим

При 𝛾 = 1 и 𝛿 = 0 в системе (3.3) с начальными условиями (3.4) устанавли-

вается режим бегущей волны. Для выбранных значений параметров динамика

парциального осциллятора является автоколебательной. В этом случае выбор

значения 𝑧𝑖(0) (начальных состояний элементов связи) оказывает влияние на
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режим бегущей волны, проявляющееся в некоторой зависимости мгновенного

профиля волны от распределения 𝑧𝑖(0). Эта зависимость подтверждает резуль-

таты, приведенные в предыдущем разделе, однако, в данном случае, является

более слабой.

На рисунке 3.9 показаны результаты, полученные для одноволновой мо-

ды в кольце с идеальной мемристорной связью. На рисунках 3.9,а,б проиллю-
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Рисунок 3.9. Бегущая волна в системе (3.3) при 𝛿 = 0 в автоколебательном

режиме: (а) Пространственно-временная диаграмма; (б) Мгновенный профиль

волны 𝑥𝑖. Начальные условия: 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) задаются формулами (3.4); (в)

Период колебаний 𝑇 волны от начальных распределений 𝑧0. Параметры:

𝛼 = 1/3, 𝛽 = 0.1, 𝜀 = 0.01, 𝜎 = 0.1, 𝑎 = 1, 𝑏 = 40, 𝛾 = 1. Переходный процесс

𝑡 = 20000 единиц безразмерного времени.

стрирована пространственно-временная динамика системы (3.3) в выбранном

волновом режиме при 𝑧𝑖(0) = 𝑧0. На рисунке 3.9,в приведена зависимость пе-

риода кодебаний осцилляторов при изменении 𝑧0. Можно видеть, что период

колебаний не зависит от начального состояния связи. Пространственный про-

филь волны и форма колебаний также остаются практически неизменными при

изменении 𝑧0. Таким образом, выбор равномерно распределенных начальных

значений 𝑧𝑖(0) не влияет на режим бегущей волны в случае автоколебательно-

го режима в системе (3.3). Однако неравномерное распределение значений 𝑧𝑖(0)
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оказывает влияние на форму профиля волны. Это влияние проиллюстрировано

на рисунке 3.10.

(а) (б)

Рисунок 3.10. Различные распределения начальных состояний значений 𝑧𝑖

(IC-1, IC-2, IC-3) (а) и соответствующие пространственные профили

стационарной бегущей волны (б). Начальные распределения переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖

и значений параметров те же, что и на рисунке 3.9.

3.3.3 Возбудимый режим

Зафиксируем 𝛾 = 0.8 и сохраним остальные параметры такими же, как

и в предыдущем разделе. В этом случае элементы ансамбля демонстрируют

возбудимую динамику. При отсутствии связи и внешних сигналов единствен-

ный аттрактор отдельно взятого осциллятора представляет собой устойчивую

точку павновесия. Введение достаточно сильной связи и использование соот-

ветствующих начальных условий приводят к возникновению волн возбужде-

ния в кольце осцилляторов: импульс возбуждения движется вдоль кольца, а

скорость его движения зависит от степени связи. Это означает, что период ко-

лебаний во времени каждого осциллятора, также зависит от силы связи. Ес-

ли параметр мемристора 𝑏 принимает нулевое значение, 𝑏 = 0, то характер

связи становится полностью диссипативным. В таком случае в кольце (3.3)
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бегущие волны не возникают, так как коэффициент связи 𝜎 = 0.1 слишком

мал для возбуждения волны (распространение импульсов возбуждения требу-

ет увеличения значения 𝜎 до 𝜎 ≈ 45.0). Тем не менее, введение мемристивной

нелинейности дает возможность реализовать бегущие волны даже при 𝜎 = 0.1.

Характеристики бегущей волны, включая период колебаний парциального ос-

циллятора, ожидаемо зависят от начального распределения 𝑧𝑖(0). Будем рас-

сматривать равномерное распределение начальных значений управляющих пе-

ременных переменных мемристивной связи: ∀𝑖 𝑧𝑖(0) = 𝑧0. Изменяя значение

𝑧0, можно наблюдать эволюцию волнового режима. Рисунок 3.10 иллюстриру-

ет пространственно-временные диаграммы, мгновенные профили и реализации

колебаний осцилляторов во времени. Все графики были получены в для одно-

волновой моды при начальных значениях 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) заданных выражениями

(3.4) и при изменении начальных состояний элементов связи (величины 𝑧0).

Колебания во времени представлены для первого осциллятора (𝑖 = 1) в фик-

сированном временном интервале 𝑡 ∈ [0; 100]. Можно отметить, что временные

реализации всех остальных осцилляторов точно такие же, но сдвинуты во вре-

мени.

Период колебаний в возбудимом режиме режиме определяется временем

возврата импульса, распространяющегося по кольцу и, таким образом, обрат-

но пропорционален скорости движения импульса (фазовой скорости). Скорость

распространения импульса возбуждения в ансамбле возбудимых осцилляторов

зависит от силы связи между осцилляторами. Она растет с увеличением си-

лы связи, в то время как период колебаний уменьшается [?], когда сила связи

растет. На рисунке 3.11 можно видеть, как изменяется частота колебаний при

изменении начальных значений 𝑧𝑖(0) = 𝑧0. Проведенное моделирование пока-

зало, что зависимость периода колебаний от величины 𝑧0 достаточно сложна.

Причиной этого является влияние двух переменных 𝑧𝑖−1 и 𝑧𝑖 в уравнении для

𝑥̇𝑖 (3.3), которые управляют мемристивными проводимостями и, следователь-

но, связью 𝑖-го осциллятора с его соседями. Переменные 𝑧𝑖−1 и 𝑧𝑖 определяются
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начальным значением 𝑧0, а также мгновенными значениями динамических пе-

ременных 𝑥𝑖 и 𝑥𝑖+1 в предыдущие моменты времени.

В дополнение к значительному изменению периода колебаний, изменение

𝑧0 приводит к изменениям в динамике бегущей волны: бегущая волна может

либо распространяться вдоль кольца с постоянной скоростью (рисунок 3.11,а-

в,е), либо изменять скорость в разных частях кольца (рисунок 3.11,г,д). Это

хорошо видно по искажениям, возникающим на пространственно-временных

диаграммах для переменных 𝑥𝑖 (столбец I на рисунке 3.11). Несмотря на пере-

менную скорость распространения, регистрируемая по реализациям 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡)

форма импульса остается практически неизменной во времени и пространстве.

Переменные 𝑧𝑖, которые определяют состояния мемристоров, ведут себя более

сложно. Изменение частоты возбуждения импульсов сопровождается появле-

нием выбросов на мгновенных пространственных профилях 𝑧𝑖. Эти одиночные

состояния не изменяются во времени и хорошо видны в виде вертикальных

полос на пространственно-временных диаграммах для 𝑧𝑖(𝑡) (столбец II на ри-

сунке 3.11, г, д). Число таких состояний увеличивается с ростом значения |𝑧0|.
Затем полосы сливаются и образуют устойчивые структуры. Все эти изменения

также сопровождаются эволюцией формы импульса, которая видна на мгно-

венных пространственных профилях волны (столбец III на рисунке 3.11,г,д).

Для |𝑧0| < 0, 5 импульсы представляют собой узкие всплески, характерные для

возбудимой динамики (рисунок 3.11,б,д). При увеличении значения |𝑧0| форма

волны приближается к форме, соответствующей автоколебательной динамике

(рисунок 3.9,б). Можно предположить, что такие преобразования профиля про-

исходят из-за сильной связи, которая приводит к сдвигу эффективных значений

параметров парциальных осцилляторов и переходу в режим автоколебаний.В

работе [97] показано, что такие переходы, наблюдаемые при 𝜀 ≪ 1, не могут

быть диагностированы по изменению формы профиля волны в пространстве

или формы колебаний осцилляторов ансамбля во времени.
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Рисунок 3.11. Характеристики бегущей волны в системе (3.3) с 𝛿 = 0 в

возбуждаемом режиме (𝛾 = 0.8) при однородном распределении начальных

состояний 𝑧0: (а) 𝑧0 = −2.0; (б) 𝑧0 = −0.5; (в) 𝑧0 = −0.1; (г) 𝑧0 = 0; (д)

𝑧0 = 0.5; (е) 𝑧0 = 5.0; В столбц I-IV приведены: пространственно-временные

диаграммы для переменных 𝑥𝑖(𝑡) (столбец I) и 𝑧𝑖(𝑡) (столбец II); мгновенные

пространственные профили 𝑥𝑖 (столбец III) и временную реализацию 𝑥1(𝑡)

(столбец IV). Параметры: 𝛼 = 1/3, 𝛽 = 0.1, 𝜀 = 0.01, 𝜎 = 0.1. Время

установления: 𝑡 = 20000.
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Рассмотрим зависимость периода колебаний 𝑇 осцилляторов ансамбля во

времени, от начального значения переменных связи 𝑧0 для одноволновой моды

при фиксированных параметрах. Результаты представлены на рисунке 3.12. На

(а) (б)

Рисунок 3.12. Период колебаний 𝑇 парциальных осцилляторов (3.3) с

идеальной мемристивной связью для одноволновой моды в возбудимом

режиме в зависимости от 𝑧0: график в широком диапазоне изменения 𝑧0 (а) и

его увеличенный фрагмент (б). Параметры системы те же, что для волновых

мод, представленных на рисунке 3.11. Длительность переходного процесса

𝑡 = 30000

рисунке 3.12,а приведена зависимость 𝑇 (𝑧0) в широком диапазоне значений 𝑧0, в

то время как на рисунке 3.12,б показан увеличенный фрагмент для |𝑧0| 6 1. Как

и ожидалось, период колебаний существенно зависит от 𝑧0 и эта зависимость

является немонотонной и довольно сложной. На графике можно выделить три

максимума: при 𝑧0 = ±0.5 и 𝑧0 = 0. В рассматриваемом интервале |𝑧0| 6 5 диа-

пазон изменения периода очень велик: от максимального значения 𝑇 = 46 при

𝑧0 = −0, 5 и до нуля. В интервале 𝑧0 ∈ [2.1; 4.3], а также при 𝑧0 = 1.1 колебания

парциальных осцилляторов не наблюдаются и бегущая волна отсутствуют. Вы-

бирая определенные начальные состояния элементов мемристивной связи, мож-

но получить волны возбуждения, распространяющиеся с определенной скоро-

стью, или полное затухание волны. Таким образом, можно сделать вывод, что

периодом колебаний или, что равносильно, частотой импульсов возбуждения
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можно управлять. Следует подчеркнуть, что в определенном диапазоне значе-

ний 𝑇 (𝑧0) имеет негладкий характер в определенном диапазоне значений 𝑧0.

Это особенно хорошо видно на фрагменте, представленном на рисунке 3.12,б.

Негладкий характер зависимости можно связать с описанным выше сложным

поведением переменных 𝑧𝑖 для положительных начальных значений 𝑧0.

3.3.4 Влияние неидеального характера мемристивной связи

В предыдущих разделах бегущие волны исследовались в системе (3.3) с

идеальной мемристорной связью (𝛿 = 0). Рассмотрим волновые процессы в

кольце возбудимых осцилляторов (3.3) в случае малых положительных значе-

ний 𝛿. Исследуем поведение системы (3.3) при тех же значениях параметров и

в том же возбудимом режиме, что и в предыдущем разделе, но при нескольких

небольших значениях параметра 𝛿. Влияние параметра 𝛿 отражается в зависи-

мости периода колебаний 𝑇 от значения начального состояния 𝑧0. Результаты,

полученные для 𝛿 = 0.0001 и 𝛿 = 0.001 приведены на рисунке 3.13. Как вид-

но из графика, приведенного на рисунке 3.13 (черная линия), при 𝛿 = 0.001

период колебаний практически не зависит от 𝑧0 и остается в пределах ошибок

расчета. Эти незначительные отклонения от постоянного значения исчезают

при 𝛿 > 0.001. Однако при еще более малых значениях 𝛿 зависимость 𝑇 от 𝑧0

существует и довольно значительная (серая линия на рисунке 3.13, соответству-

ющая значению 𝛿 = 0.0001). Увеличение продолжительности отбрасываемых

начальных процессов более чем на 𝑡 = 30000 безразмерных единиц времени

не приводит к исчезновению этой зависимости. Таким образом, чувствитель-

ность волновой моды к начальным состояниям мемристивного элемента связи

сохраняется при очень малых значениях параметра забывания мемристора.
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Рисунок 3.13. Период колебаний 𝑇 парциальных осцилляторов в системе (3.3)

с неидеальной мемристивной связью для одноволновой моды в возбудимом

режиме в зависимости от 𝑧0 при 𝛿 = 0.0001 (серая линия) и 𝛿 = 0.001 (черная

линия). Параметры системы те же, что для волновых мод, представленных на

рисунке 3.11. Длительность переходного процесса 𝑡 = 30000 безразмерных

единиц.

3.4 Синхронизация двухслойной мультиплексной сети

хаотических отображений с нелокальной диссипативной

внутрислойной связью и мемристивной связью между

слоями

В разделе 2.5.2 рассматривалось взаимодействие двух мемристивно-

связанных хаотических систем: радиофизических генераторов Анищенко-

Астахова и логистических отображений. Была показана зависимость эффекта

полной синхронизации хаоса от начального значения управляющей переменной

мемристивной связи. Также было установлено, что такая зависимость суще-

ствует не только в случае илеальной мемристивной связи, но и при конечном,

но достаточно длительном времени памяти мемристора. Теперь, обратимся к

взаимодействующим хаотическим распределенным системам с мемристивной

связью. Рассмотрим двухслойную однородную мультиплексную сеть логистиче-
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ских отображений с нелокальными диссипативными внутрислойными связями

и мемристивными связями между слоями. Сеть описывается следующей систе-

мой уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥𝑗(𝑛 + 1) = 𝑓 [𝑥𝑗(𝑛)] +
𝜎

2𝑃

𝑗+𝑃∑︀
𝑖=𝑗−𝑃

(𝑓 [𝑥𝑖(𝑛)] − 𝑓 [𝑥𝑗(𝑛)])+

+𝑘𝐺𝑀 [𝑤𝑗(𝑛)] (𝑓 [𝑦𝑗(𝑛)] − 𝑓 [𝑥𝑗(𝑛)]) ,

𝑦𝑗(𝑛 + 1) = 𝑓 [𝑦𝑗(𝑛)] +
𝜎

2𝑃

𝑗+𝑃∑︀
𝑖=𝑗−𝑃

(𝑓 [𝑥𝑖(𝑛)] − 𝑓 [𝑥𝑗(𝑛)])+

+𝑘𝐺𝑀 [𝑤𝑗(𝑛)] (𝑓 [𝑥𝑗(𝑛)] − 𝑓 [𝑦𝑗(𝑛)]) ,

𝑤𝑗(𝑛 + 1) = [1 − 𝛿𝑤𝑗(𝑛)] + 𝜀[𝑥𝑗(𝑛) − 𝑦𝑗(𝑛)],

𝑥𝑗±𝑁(𝑛) = 𝑥𝑗(𝑛), 𝑦𝑗±𝑁(𝑛) = 𝑦𝑗(𝑛) 𝑗 = 0, 1, ...𝑁 − 1.

(3.5)

Здесь 𝑖 — номер элемента в слое, 𝑛 — дискретное время. Слои полностью иден-

тичны, и каждый из них представляет собой кольцо идентичных отображений

с нелокальной связью, которая характеризуется коэффициентом связи 𝜎 и ко-

личеством соседей с каждой стороны 𝑃 для каждого элемента внутри кольца.

Элементы двух слоев локально соединены мемристивной связью. Сила взаимо-

действия слоев определяется коэффициентом 𝑘. Используется гладкая характе-

ристика 8 мемристоров связи 1−𝜇𝑤2. Динамика отдельного элемента сети опи-

сывается одномерным отображением, задаваемом функцией 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥(1 − 𝑥).

Система (3.5), включающая 𝑁 = 1000 элементов в каждом из слоев, бы-

ла изучена при следующих фиксированных параметрах: 𝛼 = 3.8, 𝜎 = 0.32,

𝑃 = 320, 𝜇 = 4, 𝜀 = 0.001. Из множества случайных начальных условий бы-

ли выбраны и зафиксированы начальные состояния слоев, приводящие к уста-

новлению двух различных химерных состояний в двух невзаимодействующих

(𝑘 = 0) слоях. Химерное состояние представляет собой особый режим кластер-

ной синхронизации в ансамблях идентичных осцилляторов, в котором осцил-

ляторы группируются в кластеры с асинхронным поведением (некогерентные

кластеры) и с поведением, близким к синхронному (когерентные кластеры).

Такие состояния были обнаружены и изучены во многих ансамблях, как с регу-
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лярной, так и с хаотической динамикой элементов, и особенно характерны для

ансамблей с нелокальной связью [98–106]. Синхронизация химерных состояний

в мультиплексных сетях с диссипативной межслойной связью была установлена

и изучена в работах [107–110].

Мгновенные пространственные профили химерных состояний в двух сло-

ях в отсутствии межслойной связи в один и тот же момент времени показаны

на рисунке 3.14,а. Поведение осцилляторов в слоях в выбранных режимах яв-

ляется слабо хаотическим. При введении связи между слоями в выбранных

химерных состояниях динамика элементов изменяется и, при определенных

условиях, может быть установлен режим полной взаимной синхронизации. В

обоих слоях колебания элементов с одинаковыми номерами (∀𝑗𝑥𝑗(𝑛) ≡ 𝑦𝑗(𝑛))

становятся полностью одинаковыми. Сам результирующий режим отличается

от начальных химерных состояний в двух взаимодействующих слоях и зависит

от параметров межслойной связи. Как показали проведенные рассчеты, в слу-

чае идеального мемристивного соединения двух слоев наличие режима полной

синхронизации зависит от начального распределения значений переменных 𝑤𝑗,

управляющих элементами связи. На рисунке 3.14,б,в показаны мгновенные про-

странственные профили, наблюдаемые в установившемся режиме в двух слоях

при введении мемристивной связи с параметрами 𝑘 = 0, 05 и 𝛿 = 0 для различ-

ных однородных начальных распределений 𝑤𝑗(0): ∀𝑗 𝑤𝑗(0) = 0 (рисунок 3.14,б)

и ∀𝑗 𝑤𝑗(0) = 0.8 (рисунок 3.14,в). В первом случае в слоях устанавливают-

ся аналогичные структуры, но полная синхронизация отсутствует, а во втором

случае наблюдаются полностью идентичные кусочно-гладкие мгновенные про-

странственные профили.

Полная синхронизация режимов в двух слоях по-прежнему диагностиро-

валась по результатам расчета ошибки синхронизации 𝐷, которая для системы

(3.5) рассчитывается по формуле:

𝐷 = ⟨ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑗=0

[𝑥𝑗(𝑛) − 𝑦𝑗(𝑛)]2⟩, (3.6)
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(а)

(б)

(в)

Рисунок 3.14. Мгновенные пространственные профили стационарных

состояний двух слоев сети (3.5) при отсутствии связи (а) и в случае

мемристивной связи с параметрами 𝛿 = 0, 𝑘 = 0.05 в случае двух начальных

распределений переменных 𝑤𝑗: 𝑤𝑗(0) = 0.0,∀𝑗 (б) и 𝑤𝑗(0) = 0.8,∀𝑗 (в). Другие

параметры сети: 𝑁 = 1000, 𝛼 = 3.8, 𝜎 = 0.32, 𝑃 = 320, 𝜇 = 4, 𝜀 = 0.001.

где скобки ⟨. . .⟩ усреднение по времени. Как и прежде, численным критери-

ем полной синхронизации является 𝐷 < 10−6. Для модели (3.5), как и для

моделей рассмотренных в Главе 2, на плоскости параметров 𝑤0, 𝑘 были по-

строены области синхронного и асинхронного режимов. Эти области для раз-

личных значений 𝛿 показаны на рисунке 3.15. В целом можно наблюдать те
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же закономерности, что и для моделей (2.34) и (2.39). Однако область перехо-

да к полной синхронизации, в которой чередуются синхронный и асинхронный

режимы, становится значительно шире, что, по-видимому, связано с сильной

мультистабильностью, характерной для распределенных систем, демонстриру-

ющих химерные состояния [100,105]. В случае чисто мемристивной связи двух

слоев при 𝛿 = 0 (рисунок 3.15,а) наблюдается существенная зависимость по-

рога синхронизации 𝑘𝑆 от начального значения переменной связи 𝑤0. Более

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 3.15. Области синхронного (серый цвет) и несинхронного (белый

цвет) режимов в двух слоях сети (3.5) на плоскости параметров 𝑤0, 𝑘,

полученные при 𝛿 = 0 (а), 𝛿 = 0.001 (б), 𝛿 = 0.01 (в) и 𝛿 = 0.1 (г).

Горизонтальная пунктирная линия отмечает границу синхронизации в случае

диссипативной межслойной связи (при 𝑚𝑢 = 0). Другие параметры сети:

𝑁 = 1000, 𝛼 = 3, 8, 𝜎 = 0.32, 𝑃 = 320, 𝜇 = 4, 𝜀 = 0.001.

того, он имеет тот же характер, что и в системе двух логистических отобра-
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жений (2.39). Существует максимальный порог синхронизации при 𝑤0 = 0,

который совпадает с пороговым значением коэффициента диссипативной связи

𝑘𝑆0 ≈ 0.09 при тех же параметрах и начальных условиях в слоях сети (3.5)

(горизонтальная пунктирная линия на графиках). С увеличением модуля 𝑤0

пороговые значения коэффициента связи уменьшаются. Ниже порога синхро-

(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 3.16. Зависимости ошибки синхронизации 𝐷 от параметра связи 𝑘 в

системе (3.5) при диссипативной межслойной связью (а) и мемристивной

межслойной связью для двух однородных начальных условий 𝑤𝑗(0) ≡ 0 и

𝑤𝑗(0) ≡ 0.8, полученные при различных значениях 𝛿: 𝛿 = 0 (б); 𝛿 = 0.001 (в);

𝛿 = 0.001 (г). Другие параметры: 𝑁 = 1000, 𝛼 = 3.8, 𝜎 = 0.32, 𝑃 = 320, 𝜇 = 4,

𝜀 = 0.001.

низации можно выделить определенную область, где также преобладают син-

хронные режимы. Границы повторяют колоколообразную форму зависимости

𝑘𝑆(𝑤0). При сильно инерционной связи (малое значение парамера скорости за-
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бывания) 𝛿 = 0.001 форма областей синхронного и асинхронного режимов из-

меняется незначительно и зависимость границы синхронизации от значения 𝑤0

сохраняется, но на плоскости 𝑤0, 𝑘 выше уровня 𝑘𝑆(𝑤0) (пунктирная линия) по-

являются точки,соответствующие несинхронным колебаниям (рисунок 3.15, б).

По мере роста параметра 𝛿 таких точек становится все больше, и колоколооб-

разные структуры постепенно разрушаются. По-видимому, когда 𝛿 → ∞, зна-

чение 𝑤0 больше не должно влиять на переход к синхронизации. В этом случае

все точки граничного слоя на плоскости 𝑤0, 𝑘, соответствующие синхронному и

асинхронному режимам, должны выстраиваться вдоль горизонтальных линий.

Однако при 𝛿 = 0.01 и 𝛿 = 0.1 некоторые различия в структуре переходного

слоя при различных 𝑤0 все еще сохраняются (рисунок 3.15,в,г), что означает,

что определенная мемристичность связи также сохраняется.

Зависимости 𝐷 от 𝑘 для модели (3.5) проиллюстрированы на рисунке 3.16.

На рисунке 3.16,а приведена зависимость, полученная для диссипативной свя-

зи слоев (при 𝜇 = 0). В случае мемристивной связи сравниваются графики,

построенные для двух значений 𝑤0. При 𝛿 = 0 и 𝛿 = 0.001 хорошо видна зави-

симость поведения ошибки синхронизации от начального значения переменной

связи 𝑤0 и соответствующие различия в пороге синхронизации (рисунок 3.16, б,

в). При 𝛿 = 0.1 кривые, полученные для начальных значений 𝑤0 = 0 и 𝑤0 = 0.8,

почти совпадают и практически повторяют форму зависимости 𝐷(𝑘) для дис-

сипативной связи (рисунок 3.16, г). Однако, как отмечалось выше, для 𝛿 = 0.1

зависимость границы синхронизации от значения 𝑤0 не исчезает полностью, и

для другого выбора 𝑤0 зависимость 𝐷(𝑘) может немного отличаться.

3.5 Выводы по третьей главе

В работе были проведены исследования двух моделей ансамбля с локаль-

ными мемристивными связями и периодическими граничными условиями. Пер-
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вая модель представляет собой кольцо идентичных квазигармонических авто-

генераторов ван дер Поля, т.е. элемент ансамбля является классическим при-

мером автоколебательной системы. В качестве второй модели выбрано кольцо

мемристивно-связанных идентичных нейронов ФитцХью-Нагумо. Отдельный

осциллятор ансамбля в этом случае, в зависимости от значений параметров,

находился либо в автоколебательном, либо в возбудимом режиме. Это позволи-

ло выявить различие во влиянии мемристивности связей на волновой процесс

в цепочке в автоколебательном и возбудимом режимах.

Проведенные исследования показывают, что распределенная система из

активных элементов при мемристивном характере связей, демонстрирует чув-

ствительность к начальному состоянию, главным образом к начальным значе-

ниям переменных, управляющих состояниями мемристоров. В случае автоко-

лебательного характера элементов ансамбля эта чувствительность проявляется

в том, что форма установившегося профиля бегущих волн в распределенной

системе с мемристивными связями меняется при изменении начального рас-

пределения мемристивных переменных 𝑧𝑖. Можно предположить, что это изме-

нение носит непрерывный характер, т.е. малое изменение профиля 𝑧𝑖(0) сразу

же приводит к изменению профиля волны, по аналогии с изменением грани-

цы области синхронизации в двух мемристивно-связанных генераторах с ча-

стотной расстройкой [67]. Такая чувствительность формы волны к начальным

состояниям мемристивных элементов связи наблюдается как в режиме квази-

гармонических автоколебаний в кольце осцилляторов ван дер Поля, так и в

режиме сильно релаксационных автоколебаний, характерном для кольца ос-

цилляторов ФитцХью-Нагумо. Меняя начальное распределение 𝑧𝑖(0) можно в

достаточно широких пределах изменять форму волнового профиля, оставаясь

в режиме заданной моды (т.е. заданного числа пространственных колебаний на

длине системы).

Исследование кольца осцилляторов ФитцХью-Нагумо с мемристивными

связями показало, что влияние начальных состояний мемристоров особенно
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сильно проявляется в режиме возбудимой динамики элементов кольца. Если в

автоколебательном режиме выбор начальных состояний влияет только на фор-

му волнового профиля, то в возбудимом режиме наблюдается сильная зависи-

мость как формы волны, так и скорости распространения волны и, соответ-

ственно, периода колебаний осцилляторов во времени от начальных состояний

элементов связи. Меняя начальное значение переменных, задающих состояния

мемристоров, можно в широком диапазоне менять скорость распространения

волны и период колебаний, а также полностью исключить распространение воз-

мущения вдоль кольца.

Отмеченные особенности динамики ансамблей с мемристивными связями

наблюдаются не только в том случае, когда элементы связи являются идеаль-

ными мемристорами, но и при отличном от нуля параметре забывания, харак-

теризующем конечное время памяти мемристивных элементов о своих началь-

ных состояниях. Однако, в этом случае, значение параметра забывания должно

быть очень малым, так чтобы характерное время памяти мемристоров было на

несколько порядков больше периода колебаний осцилляторов.

Была также исследована распределенная система, представляющая собой

двухслойную однородную мультиплексную сеть логистических отображений с

мемристивной связью между слоями. Слои связанных логистических отображе-

ний, демонстрируют не только хаотическое поведение во времени, но и сложные

пространственные структуры (химерные состояния). Были обнаружены эффек-

ты, связанные с влиянием начального состояния мемристивных связей на пе-

реход к режиму полной синхронизации пространственно-временной динамики

слоев. Для разных значений параметра забывания мемристивной связи были

построены области синхронного и несинхронного поведения. Для двухслойной

сети логистических отображений показана зависимость порога синхронизации

от начального состояния мемристивных связей и установлена та же законо-

мерность эволюция областей синхронного и несинхронного поведения с ростом

параметра забывания, что и для двух мемристивно-связанных логистических
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отображений, и двух мемристивно-связанных генераторов хаоса, рассмотрен-

ных в предыдущей главе. Таким образом, при синхронизации сложных струк-

тур в распределенных системах эффекты мемристивной связи сохраняется в

случае сильно инерционной т.е. при длительном времени памяти.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертационной работе были проведены численные, эксперименталь-

ные и теоретические исследования особенностей динамики мемристивных си-

стем. Базовой моделью мемристивной системы служит генератор с колебатель-

ным контуром, содержащим мемристивную проводимость и нелинейным актив-

ным элементом (мемристивный генератор), демонстрируйщий периодические

колебания. Были рассмотрены особенности фазового портрета мемристивного

генератора, связанные с существованием в фазовом пространстве линии рав-

новесий, исследованы бифуркационные механизмы возникновения колебаний в

случае различных характеристик активного элемента и мемристивной прово-

димости.

Была исследована вынужденная и взаимная синхронизация мемристив-

ных генераторов. Также исследовалась взаимная частотно-фазовая синхро-

низация «обычных» периодических генераторов (генераторов ван дер Поля),

связанных через мемристивную проводимость, полная синхронизация колеба-

ний мемристивно связанных хаотических генераторов (генераторов Анищенко-

Астахова). Рассматривалось влияние начальных состояний мемристивных эле-

ментов на границу синхронизации в случае мемристоров без забывания и при

наличии забывания.

Исследовались мемристивные эффекты в пространственно-

распределенных ансамблях автогенераторов и возбудимых осцилляторов,

а также в мультиплексной сети хаотических логистических отображений.

Изучено влияние мемристивного характера связей элементов осциллятор-

ного ансамбля на формирование бегущих волн, возникающих в следствии

периодических граничных условий. Рассмотрены фазовые волны в кольце ква-

зигармонических генераторов ван дер Поля, осцилляторов ФитцХью-Нагумо
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в режиме релаксационных автоколебаний, а также волны возбуждения в

кольце возбудимых осцилляторов ФитцХью-Нагумо. Было также проведено

исследование синхронизации химерных состояний в слоях двухслойной муль-

типлексной сети логистических отображений с мемристивной связью между

слоями.

На основании проведенных исследований были сформулированы следую-

щие основные результаты диссертационной работы:

1. Численными и аналитическими методами установлено, что для мемристив-

ного генератора с идеальным мемристором Чуа и постоянной отрицатель-

ной проводимостью имеет место жесткая бифуркация возникновения ко-

лебаний. Если активный элемент описывается полиномом третьей степени,

то наблюдается мягкая бифуркация, аналогичная суперкритической би-

фуркации Андронова-Хопфа. Последнее, частично, подтверждается также

методами аналогового моделирования.

2. В генераторе с идеальным мемристором, имеющем гладкую характери-

стику, и активным элементом с постоянной отрицательной проводимостью

имеет место мягкая бифуркация рождения колебаний, которая отличается

от мягкой бифуркации в генераторе с мемристором Чуа тем, что для раз-

личных точек на линии равновесия наблюдается не одновременно, а при

изменении значениях управляющего параметра.

3. В мемристивном генераторе наблюдается бифуркация при фиксированном

значени и изменении начальных условий.

4. Численно и аналитически установлен эффект частотно-фазовой синхро-

низации периодических колебаний генератора с идеальной мемристивной

проводимостью. Вынужденная синхронизация мемристивного генератора

и взаимная синхронизация двух мемристивных генераторов с расстройкой

собственных частот показывает зависимость границ фазового захвата от
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начальных состояний мемристоров. Такая зависимость имеет место в слу-

чае идеальных мемристоров и исчезает при учете эффекта забывания.

5. Методом численного моделирования выявлена особенность полной (син-

фазной) синхронизации периодических колебаний двух диссипативно-

связанных идентичных мемристивных генераторов, состоящая в наличии

порогового значения коэффициента связи, значение которого зависит от

начальных состояний мемристивных элементов. В случае наличия эффек-

та забывания данная зависимость исчезает.

6. Методами численного моделирования и теоретического анализа в рам-

ках квазигармонического приближения установлен эффект взаимной

частотно-фазовой синхронизации генераторов ван дер Поля, взаимодей-

ствующих через мемристивную проводимость. Численно и аналитически

определена зависимость границ области синхронизации от начального со-

стояния мемристивной связи. Показано, что влияние конечной памяти

мемристивной связи приводит к исчезновению указанной зависимости.

7. С помощью численных методов на примере генераторов с инерционной

нелинейностью (генераторов Анищенко-Астахова) и одномерных логисти-

ческих хаотических отображений показано существование эффекта пол-

ной синхронизации мемристивно связанных идентичных генераторов хао-

са. Установлено влияние начального состояния мемристора связи на порог

полной синхронизации хаоса как в случае идеального мемристора, так и

для мемристора с конечной, но достаточно длительной памятью.

8. Методами компьютерного моделирования установлено влияние начальных

состояний мемристивных связей на форму пространственного профиля бе-

гущих волн в одномерных ансамблях периодических автоколебательных

элементов, связанных через идеальные мемристоры при периодических

граничных условиях Эффект такого влияния установлен как для ансамбля
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генераторов ван дер Поля в квазигармоническом режиме, так и для ан-

самбля осцилляторов ФитцХью-Нагумо в режиме сильно-релаксационных

колебаний.

9. Методами компьютерного моделирования установлены особенности фор-

мирования волн возбуждения в кольцо мемристивно-связанных нейронов

ФитцХью-Нагумо в возбудимом режиме. Показано влияние начальных со-

стояний мемристивных элементов на форму волнового профиля и частоту

импульсов возбуждения во времени в случае идеальной мемристивной свя-

зи и при конечной памяти мемристивных элементов.

10. Численное исследование однородной мультиплексной двухслойной сети ло-

гистических отображений в режиме хаотической динамики с нелокальной

диссипативной внутрислойной связью и мемристивным взаимодействием

слоев показало возможность полной синхронизации химерных состояний,

формирующихся в слоях без связи. Установлено, что пороговое значение

коэффициента межслойной связи, обеспечивающее режим полной синхро-

низации слоев, зависит от начального состояния мемристивных элементов

как в случае идеального характера мемристивных связей, так и при нали-

чии достаточно слабого эффекта забывания.

Таким образом, можно сделать вывод, что цель диссертационной работы

достигнута и основные задачи решены. В то же время, исследование динами-

ки мемристивных систем далеко до завершения. Имеется много нерешенных

проблем, которые нуждаются в дальнейших исследованиях. К таки проблемам

можно отнести исследование жесткой бифуркаций в мемристивном генераторе с

активной нелинейностью, задаваемой полиномом пятой степени, теоретический

анализ фазового захвата и полной синхронизации диссипативно-связанных пе-

риодических мемристивных генераторов, исследование влияния мемристивной

проводимости на эффект когерентного резонанса в возбудимом осцилляторе,

анализ синхронизации волновых структур в мемристивно-связанных цепочках
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и решетках автоколебательных и возбудимых элементов при идеальном харак-

тере мемристоров и при наличии забывания и т.д. Важно выявить мемристив-

ные эффекты, которые сохраняются в системах, содержащих мемристоры не

являющиеся строго идеальными. Такие эффекты могут быть важны при функ-

ционировании реальных мемристивных систем. Данная диссертационная рабо-

та может служить отправной точкой для дальнейших исследований.
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