
федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение

высшего образования

«Самарский государственный технический университет»

На правах рукописи

Москалик Анна Давидовна

Аналитический метод приближённого решения

краевых задач установившейся ползучести

с возмущёнными границами

Специальность 01.02.04 – Механика деформируемого твердого тела

ДИССЕРТАЦИЯ

на соискание ученой степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель

доктор физико-математических наук,

профессор

Радченко Владимир Павлович

Самара – 2017



2

Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава 1. Аналитический обзор . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Глава 2. Постановка и линеаризация задачи о толстостенной тру­

бе с возмущёнными границами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1. Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2. Граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3. Метод построения приближений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4. Выводы по главе 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Глава 3. Решение задачи об установившейся ползучести несоос­

ной трубы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1. Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2. Построение первого приближения . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3. Постановка задачи для второго приближения . . . . . . . . . . . 56

3.4. Построение решения для второго приближения . . . . . . . . . . 59

3.5. Построение решения для третьего приближения . . . . . . . . . . 67

3.6. Анализ результатов аналитического решения . . . . . . . . . . . 77

3.7. Конечно-элементная дискретная модель для анализа напряжён­

но-деформированного состояния несоосной трубы . . . . . . . . . 79

3.8. Сравнение результатов приближённого аналитического и конечно­

элементного решений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.9. Сравнение результатов приближённого аналитического решения

и решения с помощью метода, применяемого в инженерных рас­

чётах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

3.10. Выводы по главе 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98



3

Глава 4. Решение задачи установившейся ползучести толстостен­

ной трубы с эллиптически возмущённой внешней границей . 100

4.1. Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.2. Построение первого приближения методом малого параметра . . 106

4.3. Построение решения для второго приближения метода малого

параметра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.4. Анализ приближённого аналитического решения . . . . . . . . . 119

4.5. Конечно-элементная дискретная модель . . . . . . . . . . . . . . 121

4.6. Сравнение результатов приближённого аналитического и конеч­

но-элементного решений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

4.7. Выводы по главе 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Глава 5. Оценка надёжности несоосной трубы по деформацион­

ному критерию отказа в условиях ползучести при стохастиче­

ски возмущённой внешней границе . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.1. Оценка надёжности несоосной трубы на основе приближённого

аналитического решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.2. Статистический анализ времени отказа . . . . . . . . . . . . . . 136

5.3. Расчёт работоспособности толстостенной трубы с возмущёнными

границами на основе функции надёжности . . . . . . . . . . . . . 140

5.4. Выводы по главе 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Приложение А. Константы интегрирования . . . . . . . . . . . . . 166



4

Введение

Актуальность темы исследования. Усовершенствование существую­

щих и создание принципиально новых технологий изготовления элементов кон­

струкций, в частности – тонкостенных и толстостенных труб, не может решить

проблему допусков на геометрические параметры изделий. И в настоящее вре­

мя существуют отраслевые стандарты, например, на разностенность труб, что

приводит к возмущению внутренней границы по отношению к внешней. Такого

рода флуктуации в условиях существующей нелинейности определяющих урав­

нений ползучести приводят к искажению полей напряжений и деформаций по

сравнению с осесимметричной постановкой задачи.

Методы аналитического решения краевых задач с возмущёнными грани­

цами разработаны в основном на основе метода малого параметра лишь для

различных видов упругопластического деформирования. В теории ползучести

соответствующие аналитические решения на основе метода малого параметра

практически отсутствуют, хотя следует отметить, что в достаточной мере раз­

работаны аналитические методы приближённого решения стохастических кра­

евых задач ползучести для случая возмущённых реологических характеристик

материала.

В условиях ползучести необходимо считаться не только с вопросами раз­

рушения деталей при заданном уровне нагрузок – длительной прочностью, но

и с максимально возможной деформацией (перемещением, величиной прогиба

и т.д.), которые задаются на стадии проектирования, исходя из особенностей

эксплуатации конструкции. Деформация ползучести, развивающаяся во време­

ни, может привести к уменьшению зазора сопрягаемых деталей, уменьшению

толщины стенки изделия (в частности – трубы) и другим изменениям геомет­

рических размеров. Отсюда естественным образом возникает задача оценки по­

казателей надежности по деформационным критериям отказа.

Вопросы проверки адекватности построенных приближенных аналитиче­



5

ских решений и проблема их сходимости также остаются открытыми не только

в упругопластической области, но и в условиях ползучести.

Вышеизложенное определяет актуальность диссертационного исследова­

ния и позволяет сформулировать цели настоящей работы.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью работы является раз­

работка метода построения приближённых аналитических решений двумерных

краевых задач установившейся ползучести с возмущёнными границами на ос­

нове метода малого параметра, их применение к исследованию напряженно-

деформированного состояния несоосной толстостенной трубы и трубы с эллип­

тически возмущённой внешней границей и оценке показателей надёжности рас­

смотренных элементов конструкций по деформационному критерию отказа.

Для достижения поставленной цели решены следующие задачи:

1) разработка метода построения приближённого аналитического решения

задачи о толстостенной трубе, находящейся под внутренним давлением на

стадии установившейся ползучести, с произвольно возмущённой внешней

границей;

2) построение приближённого аналитического решения нелинейной краевой

задачи установившейся ползучести для толстостенной несоосной трубы,

находящейся под внутренним давлением, методом малого параметра до

третьего порядка приближения включительно;

3) построение приближённого аналитического решения нелинейной краевой

задачи установившейся ползучести для толстостенной трубы с эллиптиче­

ски возмущённой внешней границей, находящейся под внутренним давле­

нием, методом малого параметра до второго порядка приближения вклю­

чительно;

4) анализ приближённых аналитических решений для толстостенной несоос­

ной трубы и трубы с эллиптически возмущённой границей и численных

решений указанных задач методом конечных элементов, исследование по­
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грешности аналитических решений по отношению к численным решени­

ям;

5) разработка вероятностных методов определения показателей надёжности

толстостенной трубы со стохастически возмущёнными внешними грани­

цами по деформационному критерию отказа.

Методология и методы исследования. Методологическую основу ис­

следования составило совместное использование теории установившейся пол­

зучести и метода возмущений для построения приближённых аналитических

решений соответствующих краевых задач. Численные результаты получены ме­

тодом конечных элементов с использованием программного комплекса ANSYS.

В качестве инструментария при решении конкретных прикладных стохастиче­

ских задач использовались методы математической статистики и теории слу­

чайных процессов.

Научная новизна работы заключается в следующем:

1) разработан аналитический метод приближённого решения задачи о тол­

стостенной трубе, находящейся под внутренним давлением на стадии уста­

новившейся ползучести, с произвольно возмущённой внешней границей в

условиях плоского деформированного состояния;

2) построено приближённое аналитическое решение нелинейной краевой за­

дачи установившейся ползучести для толстостенной несоосной трубы, на­

ходящейся под внутренним давлением, методом малого параметра до тре­

тьего порядка приближения включительно;

3) построено приближённое аналитическое решение нелинейной краевой за­

дачи установившейся ползучести для толстостенной трубы с эллиптиче­

ски возмущённой внешней границей, находящейся под внутренним давле­

нием, методом малого параметра до второго порядка приближения вклю­

чительно;



7

4) проведён сравнительный анализ приближённых аналитических решений

задач для несоосной толстостенной трубы и трубы с эллиптически возму­

щённой границей с соответствующими численными решениями методом

конечных элементов в частных случаях, выполнено исследование погреш­

ности приближённых аналитических решений по отношению к численным

решениям;

5) разработаны вероятностные методы определения показателей надёжности

толстостенной трубы со стохастически возмущёнными внешними граница­

ми по деформационному критерию отказа.

Практическая значимость работы заключается в разработке аналити­

ческих методов приближённого решения краевых задач установившейся пол­

зучести с возмущёнными границами для толстостенной трубы на основе мето­

да малого параметра, построении приближённых аналитических решений до

второго и третьего порядков приближений, апостериорному исследованию их

сходимости и погрешности, что является, с одной стороны, важным вкладом

в дальнейшее развитие соответствующего теоретического раздела механики де­

формируемого твердого тела. С другой стороны, разработанная методика опре­

деления показателей надёжности толстостенных труб со стохастически возму­

щёнными внешними границами на основе аналитических методов решения сто­

хастических краевых задач позволяет научно-обоснованно подходить к пробле­

ме назначения ресурса этих элементов конструкций в условиях установившейся

ползучести материала по деформационному критерию отказа.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло­

жения:

1) аналитический метод приближённого решения нелинейной краевой зада­

чи установившейся ползучести для толстостенной трубы с произвольно

возмущёнными внешними границами на основе метода малого параметра

с учетом членов до третьего порядка включительно в условиях плоского

деформированного состояния;
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2) приближённые аналитические решения краевых задач установившейся

ползучести для несоосной толстостенной трубы и для толстостенной тру­

бы с эллиптически возмущённой внешней границей;

3) результаты исследования влияния возмущения границ на напряженно-

деформированное состояние толстостенной трубы в широком диапазоне

изменения величины параметра возмущения в условиях установившейся

ползучести;

4) методики оценки показателей надёжности толстостенных труб со стоха­

стически возмущённой границей на основе полученных приближённых

аналитических методов решения краевых задач установившейся ползуче­

сти по деформационному критерию отказа;

5) качественные и количественные результаты, полученные при решении кра­

евых задач для трубы с возмущёнными границами и оценке надёжности

в условиях установившейся ползучести.

Связь диссертационной работы с планами научных исследований.

Работа выполнялась в рамках программы развития научной деятельности ФГ­

БОУ ВО «Самарский государственный технический университет» по теме: «Ма­

тематическое моделирование кинетики напряжённо–деформированного состоя­

ния в реологических средах, элементах конструкций и механических системах»

(ведущий научный коллектив СамГТУ НК-11).

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность

полученных результатов исследований подтверждается: адекватностью имею­

щихся модельных представлений физической картине исследуемых процессов

в условиях ползучести материала; корректностью использования законов ме­

ханики деформируемого твердого тела, положений теорий обыкновенных диф­

ференциальных уравнений и уравнений в частных производных, теорий слу­

чайных функций и надёжности, апробированных численных методов и инфор­

мационных технологий при решении задач методом конечных элементов; апо­
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стериорным исследованием сходимости построенных аналитических решений

и сопоставлением результатов расчёта разработанных решений методом мало­

го параметра с численным решением методом конечных элементов в частных

случаях.

Основные результаты диссертации были представлены на следующих кон­

ференциях: на Девятой Всероссийской научной конференции с международ­

ным участием «Математическое моделирование и краевые задачи» (г. Самара,

2013 г.), на Восьмой Всероссийской конференции по механике деформируемого

твердого тела (г. Чебоксары, 2014 г.), на Четвертой международной конферен­

ции «Математическая физика и ее приложения» (г. Самара, 2014 г.), на Десятой

Всероссийской научной конференции с международным участием «Математи­

ческое моделирование и краевые задачи» (г. Самара, 2016 г.), на Девятой Всерос­

сийской конференции по механике деформируемого твердого тела (г. Воронеж,

11–16 сентября 2016 г.), на XXV Всероссийской школе-конференции молодых

ученых и студентов «Математическое моделирование в естественных науках»

(г. Пермь, 2016 г.), на XXIX Международной научной конференции «Матема­

тические методы в технике и технологиях» (г. Самара, 2016 г.).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 10 печатных ра­

ботах, из них 4 статьи в рецензируемых журналах из перечня ВАК.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе­

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опублико­

ванные работы. В работах в соавторстве диссертанту принадлежит совместная

постановка задач, лично им получены все основные результаты и выполнен

их анализ. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась сов­

местно с профессором, д.ф.–м.н. В. П. Радченко, причем вклад диссертанта был

определяющим.

Внедрение. Результаты диссертационной работы использованы в учеб­

ном процессе кафедры «Прикладная математика и информатика» ФГБОУ ВО

«СамГТУ» и включены в лекционный материал дисциплин: «Численные ме­
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тоды решения краевых задач», «Современные приближённые аналитические

методы решения краевых задач», «Стохастические краевые задачи реологии и

надёжность элементов конструкций».

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

5 глав, заключения, списка литературы и приложения. Общий объем диссерта­

ции 166 страниц, из них 165 страниц основного текста, включая 41 рисунок, и

приложение. Список литературы включает 159 наименований на 18 страницах.

Благодарности. Автор выражает благодарность научному руководите­
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Глава 1

Аналитический обзор

Учет явления ползучести в расчетах на прочность и надёжность элементов

конструкций уже более полувека имеет большое значение. Особенно это каса­

ется ответственных уникальных конструкций в авиадвигателестроении, энерге­

тическом машиностроении, атомной промышленности, нефтехимии, эксплуати­

рующихся в условиях высокотемпературной ползучести. Оценка прочности и

надежности таких элементов конструкций важна как на стадии проектирова­

ния, так и при прогнозировании этих характеристик на стадии эксплуатации по

техническому состоянию. Несмотря на усовершенствование существующих тех­

нологий и создание новых технологий изготовления тех или иных элементов,

проблема допусков на геометрические размеры, рабочие температуры и нагруз­

ки, физико–химические состояния материала в полном объеме решена быть

не может. В частности, для толстостенных и тонкостенных труб даже в суще­

ствующих нормативных документах регламентируются отклонения от соосно­

сти внешнего и внутреннего диаметров. Поэтому уже на стадии проектирования

должны учитываться флуктуации геометрических размеров на разностенность,

поскольку они приводят к существенному искажению полей деформаций и на­

пряжений по отношению к идеальной соосной трубе. В процессе эксплуатации

за счет разного внешнего давления и поля температур по периметру внешнего

контура может реализоваться другой тип возмущений – появление эллиптиче­

ского контура.

В условиях ползучести необходимо считаться не только с вопросами разру­

шения деталей при заданном уровне нагрузок – длительной прочностью, но и с

максимально возможной деформацией (перемещений, прогибов и т.д.), которые

задаются исходя из особенностей эксплуатации конструкции.

Одна из причин отказа в работе изделия заключается в чрезмерной дефор­
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мации, вызванной ползучестью, вследствие чего происходит уменьшение зазора

между сопрягаемыми деталями элементов конструкций, уменьшение толщины

стенки изделия (например, в трубе) и других изменений геометрических разме­

ров. В этой связи вопрос решения краевых задач ползучести, рассматривающих

нарушение заданных размеров в пределах допустимых отклонений, а также гео­

метрические отклонения сверх допустимых значений, представляет большой

научный и прикладной интерес.

Одним из часто используемых способов решения нелинейных задач реоло­

гического деформирования является метод малого параметра (метод возмуще­

ний). Теория возмущений ведет свое начало от работ Рэлея [152] и Э. Шрединге­

ра [154]. Впервые вопрос сходимости метода возмущений исследовал Ф. Реллих

[153] применительно к вопросам акустики. В настоящее время библиография

теории возмущений насчитывает тысячи единиц для самых разнообразных на­

учных направлений. Поэтому ограничимся лишь анализом работ в области ме­

ханики и в частности – в механике деформируемого твердого тела. Так, метод

возмущений представлен в работах А. Найфэ [74, 75], Дж. Коула [45] в примене­

нии к широкому кругу задач механики. Метод малого параметра использовал­

ся в работах В.И. Астафьева, Ю.Н. Радаева и Л.В. Степановой для решения

различных задач нелинейной механики разрушения [3], Л.В. Степановой с со­

авторами [116, 157] в разнообразных задачах о ползучести в вершине трещины

в постановке механики разрушения, В.Д. Кубенко, Ю.Н. Немиша, К.И. Шне­

ренко, Н.А. Шульги [67] в задачах теории пластин и оболочек, Г.И. Быковцева

и Д.Д. Ивлева [12], Б.А. Друянова [25], A.A. Ильюшина [32] в задачах пластич­

ности и многих других.

В монографии Н.В. Минаевой [68] сделан вывод о том, что при примене­

нии метода возмущений граничные условия в напряжениях следует формули­

ровать на границе реального тела в деформированном состоянии. В пособии

А.Н.Гузя и Ю.Н. Немиша [21] изложены математические основы метода возму­

щения формы границы применительно к решению краевых задач упругости.
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В работе Y. Haitian и G. Xinglin [143] получены рекуррентные соотношения

метода возмущений для диска в бесконечной вязкоупругой среде путем комби­

нации метода граничных элементов и метода конечных элементов.

Для случая упругопластического деформирования метод возмущений по­

дробно изложен в монографии Д.Д. Ивлева и Л.В. Ершова [31]. В научной шко­

ле Д.Д. Ивлева рассматриваются разнообразные классы задач при различных

видах анизотропии материала, жестко- и идеально пластических тел, для одно-,

двух- и трехмерных объектов: стержней, труб, пластин, полупространств, для

разнообразных форм отверстий и включений.

Одним из классических объектов исследования в условиях упругопласти­

ческого деформирования является толстостенная труба. Так, идеальное упруго­

пластическое состояние толстостенной трубы, находящейся под действием внут­

реннего давления, при взаимодействии различных видов пластической анизо­

тропии рассмотрено в работах С.О. Фоминых [124, 125]. Условие предельного

состояния включает в себя как частный случай анизотропию по Хиллу и транс­

ляционную анизотропию, в качестве малого параметра принимается возмуще­

ние коэффициентов анизотропии.

В работах А.П. Кержаева [39, 40] рассмотрена двухслойная толстостенная

труба, где предполагается, что каждый слой обладает своими свойствами транс­

ляционной анизотропии. Малый параметр определяет возмущение свойств сре­

ды. В данной задаче определено напряженное состояние трубы с учетом пер­

вого порядка приближения метода малого параметра, найдена граница между

упругой и пластической зонами.

В статье Б.Г. Миронова и С.В. Никитина [78] приведено решение задачи

о многослойной трубе, где малый параметр определяет возмущение предела

текучести материала. Упругопластическое состояние неоднородной трубы рас­

смотрено в работе С.В. Никитина и А.В. Тихонова [79]. Предельное состояние

слоистой трубы при наличии трансляционной анизотропии исследовалось в [80].

Б. А. Друянов [25] при помощи метода возмущений учел неоднородность
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пластического материала, здесь малый параметр характеризует возмущение

условия пластичности. В монографии [69] построено первое приближение ме­

тодом малого параметра для эллиптической упругопластической трубы.

Учет геометрии тел методом возмущений изложен в статье [36] и моно­

графии Л. М. Качанова [38], где он рассмотрел кручение круглых стержней

переменного диаметра и ползучесть овальных и разностенных труб. Линеари­

зация по параметру, характеризующему геометрию тела, использовалась при

изучении явления образования шейки в образцах. Такая линеаризация исполь­

зована А.А. Ильюшиным [32], Д.Д. Ивлевым и Л.В. Ершовым [26, 31], Е.Онатом

и В.Прагером [83], А.М. Жуковым [28], Н.А. Ярдыковой [132] и др.

Применение метода возмущений как одного из способов решения упруго­

пластических задач, в которых присутствует несоосность толстостенной трубы,

рассматривается в работах Т.А. Кульпиной [49–51]. Здесь методом малого па­

раметра с учетом первого приближения решена задача определения напряже­

ний в анизотропной эксцентричной трубе принимая во внимание сжимаемость

материала в условиях упругопластического поведения материала. Уравнение

внешнего контура в данном исследовании представлено в виде:

(𝑥− 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑏2,

где 𝑏 — радиус внешнего невозмущенного контура трубы. В качестве малого

параметра 𝑐 принимается величина эксцентриситета трубы, с которым соотно­

сится возмущение условия пластичности Мизеса. Предполагается отсутствие

касательных усилий в трубе, что противоречит постановке задачи, поскольку

при нарушении симметрии задачи они обязательно возникают.

В статье А.В. Ковалева и А.Н. Спорыхина [42] методом малого параметра

с учетом первого приближения решена упругопластическая задача об эксцен­

тричной трубе под внутренним давлением при принятии гипотезы об упроч­

няющемся материале Ишлинского-Прагера с произвольным коэффициентом
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упрочнения. В статье С.В. Тихонова и Т.И. Рыбаковой [122] рассматривается

анизотропная плоскость, находящаяся в условиях двуосного растяжения и со­

держащая анизотропное включение, ограниченное несоосной эксцентрической

окружностью, причем несоосность внешней окружности присутствует по двум

осям.

Одним из видов геометрических несовершенств, рассматриваемых в науч­

ной школе Д.Д. Ивлева с помощью метода малого параметра для различных ви­

дов упругопластического поведения материала, различных видов анизотропии,

концентраторов, идеально и жесткопластических тел, является эллиптическая

форма контура границы. Так, в исследовании Т.Н. Павловой [84] представле­

но решение для тонкой анизотропной пластины, ослабленной эллиптическим

отверстием с учетом первого приближения метода возмущений при двусторон­

нем растяжении. В работе Т.А. Кульпиной [52] также учтен продольный сдвиг,

где малым параметром в уравнении эллипса, определяющим границу пласти­

ческой зоны, является полуразность усилий на бесконечности, приложенных к

пластине.

Плоскость в условиях упругопластичности с включением эллиптической

формы и эллиптическим отверстием рассмотрена в работе А.П. Максимовой [63].

Напряженное состояние анизотропной пластины с эллиптическим отверстием

при двуосном растяжении, где главные оси анизотропии не совпадают по на­

правлению с осями эллипса, рассмотрена в работе В.Г. Ефремова, Т.В. Митро­

фановой и Т.Н. Павловой [27], здесь в качестве малого параметра принимается

возмущение коэффициентов анизотропии.

В исследовании Н.А. Ярдыковой [132] методом малого параметра исследо­

вано упругопластическое состояния эллиптической трубы с круговым отверсти­

ем при наличии внутреннего давления, а также продольных и крутящих усилий

для несжимаемого материала, определено влияние пластической сжимаемости

материала на упругопластическое напряженное состояние толстостенной трубы

с учетом приближений до второго включительно. Определены радиусы упру­
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гопластической зоны в вышеперечисленных задачах. Уравнение возмущенной

внешней границы в данном исследовании имеет вид:

𝑥2

[𝑏(1 + 𝑐)]2
+

𝑦2

[𝑏(1− 𝑐)]2
= 1,

где 𝑏 — радиус внешнего невозмущенного контура трубы, 𝑐 — малый парамет­

ра, определяющий изменение внешней границы.

Ряд работ посвящен вопросам устойчивости толстостенной трубы в упру­

гопластической постановке. Так, в работе Т.Н. Рыбаковой [110] исследована

задача об устойчивости вязкопластического течения толстостенной трубы, на­

ходящейся под действием внутреннего давления. В работе Т.Т. Пономаревой и

Т.Н. Рыбаковой [88] исследована устойчивость вязкопластического течения тол­

стостенной трубы, ослабленной выточками, находящейся под действием внут­

реннего давления.

Однако стоит отметить, что в приведенных выше работах отсутствует срав­

нение полученных аналитических решений, например, с численным решением,

а также не рассматриваются вопросы сходимости полученных приближенных

аналитических решений. В то же время в задачах теории упругости для случая

плоской задачи сходимость метода возмущений к точному решению доказана

В.В. Подалковым и В.А. Романовым в работе [85], а для пространственного слу­

чая этот вопрос для микронеоднородной упругой среды рассмотрен П.А. Кун­

ташевым и Ю.В. Немировским [53].

Несмотря на развитие компьютерных (численных) методов исследования,

метод малого параметра сохраняет свою актуальность, поскольку служит для

получения асимптотически искомого решения, для выяснения качественных

особенностей рассматриваемых задач.

Впервые методы теории малых упругопластических деформаций к реше­

нию задач установившейся ползучести в работе [7] применил Н.М. Беляев в

1943 году. В настоящее время выбор феноменологических детерминированных
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теорий неупругого реологического деформирования и длительной прочности

достаточно широк. Здесь можно отметить работы В.И. Астафьева [2], В.В. Бо­

лотина [10], Ю.И. Кадашевича и В.В. Новожилова [81], Л.М. Качанова [38],

А.Ф. Никитенко [77], А.М. Локощенко и С.А. Шестерикова [56], Н.Н. Малини­

на [64], Ю.Н. Работнова [95], В.П. Радченко [97, 98, 101], Ю.П. Самарина и

Я.М. Клебанова [112], О.В. Соснина с соавторами [114], С.А. Шестерикова и

А. М. Локощенко [129], И.Ю. Цвелодуба [126], J.A. Betten [133], J.T. Boyle и

J. Spence [8, 134], F.A. Leckie [148] и многих других авторов.

Следует выделить работы, в которых строятся модели, отражающие закри­

тическое неупругое деформирование и разрушение материала, и разрабатыва­

ются методы решения соответствующих краевых задач. Здесь можно отметить

работы В.И. Астафьева, Ю.Н. Радаева, Л.В. Степановой [3], В.Э. Вильдемана,

Ю.В. Соколкина, А.А. Ташкинова [16], Р.Г. Шин, В.Л. Каткова [130], В.П. Рад­

ченко, Е.В. Небогиной [105], В.П. Радченко, Ю.А. Еремина [101], В.П. Радченко,

С.В. Горбунова [100], В.В. Стружанова [117–119], В.В. Стружанова, В.И. Миро­

нова [120], Г.П. Черепанова [127, 128], В.Э. Вильдемана,Е.В. Ломакина, М.П. Тре­

тьякова [14], В.Э. Вильдемана, Т.В. Санниковой, М.П. Третьякова [15], L.L. Mish­

naevsky [150], R. Penny и D. Marriot [151] и других.

Одним из часто исследуемых объектов является толстостенная труба. Во­

прос определения напряженно-деформированного состояния толстостенной тру­

бы при различных видах нагружения, свойствах материала, степени повре­

жденности, учета эффекта упрочнения и т.д. рассматривается в монографиях

и статьях Л.М. Качанова [38], Н.Н. Малинина [64], Ю.Н. Работнова [95, 96],

В.П. Радченко и Н.Н. Попова с соавторами [23, 91, 106, 109], И.В. Стасен­

ко [115], R.J. Gu и F.A. Cozzarelli [142], J. Jelwan, M. Chowdhury, G. Pearce [145],

R.K. Penny, D.L. Marriot [151], L.H. You [158] и многих других. Ползучесть одно­

родной толстостенной трубы из неупрочняющегося материала описана в [8, 64].

В работе L.H. You, H. Ou, Z.Y. Zheng [158] рассмотрен метод решения задачи

установившейся ползучести толстостенного цилиндра под действием внутренне­
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го давления при возрастающем (градиентном) изменении констант материала

𝐴 = 𝐴(𝑟) = 𝐴0𝑟
𝑎1 и 𝑛 = 𝑛(𝑟) = 𝑛0𝑟

𝑛1, 𝐴 и 𝑛 – параметры степенной аппрок­

симации закона установившейся ползучести. Показано, что введение подобных

зависимостей существенно влияет на напряженно-деформированное состояние

трубы.

Несмотря на тщательный отбор образцов, их геометрическую калибров­

ку и калибровку нагрузки при экспериментах на ползучесть наблюдается раз­

брос данных по деформации ползучести и времени до разрушения до 20–50% ,

который обусловлен в том числе и технологическими факторами, такими как

несовершенство испытуемых образцов, несмотря на соответствие допусков для

геометрических размеров ГОСТам, неравномерность процесса кристаллизации

материала при изготовлении детали, наличие примесей в расплаве, наличие

неоднородного температурного поля и т.д. Стоит отметить экспериментальные

данные в работах многочисленных исследователей [4, 9, 22, 58, 76, 82, 93–95,

111, 121], в которых имеется обширная статистическая информация по дефор­

мации ползучести и длительной прочности. Влияние разброса эксперименталь­

ных данных при ползучести на уровни напряжений, скоростей деформаций и

времени до разрушения можно оценить при стохастической постановке рассмат­

риваемых задач ползучести, в которых величину отклонения геометрических

размеров модели от первоначально заданных, величину неупругой деформации,

долговечность изделия и другие реологические характеристики можно рассмат­

ривать как заданную стохастическую закономерность. Следовательно, аналити­

ческие и численные методы расчетов, основанные на детерминированных урав­

нениях ползучести, не дают полную картину происходящих процессов реологии

и являются первой (зачастую недостаточной) задачей определения напряжен­

но-деформированного состояния некоторой усредненной конструкции. В связи

с этим необходимо привлечение вероятностно-статистических методов как для

постановки, так и для решения соответствующих краевых задач.

Стохастические краевые задачи нелинейной механики условно можно раз­
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делить на два вида, один из которых содержит задачи для возмущенных по

пространственному полю реологических характеристик материала — так назы­

ваемые внутренние краевые задачи. К другому виду можно отнести задачи, в

которых свойства материала остаются детерминированными, но возмущению

подвержены внешние объемные и поверхностные силы, а также границы твер­

дого тела — внешние краевые задачи.

К вопросу решения внутренних краевых задач можно отнести новые тео­

рии, которые учитывают структурную неоднородность материала, зачастую

статистическими методами. Общей чертой этих теорий является наличие до­

полнительных параметров, определяющих состояние среды, и поэтому в ряде

случаев возможен учет определенных эффектов, обусловленных структурной

неоднородностью материала. За основу исследования деформируемых тел со

структурной неоднородностью принимается классическая модель сплошной сре­

ды, при этом стохастичность вводится в обычные детерминированные опреде­

ляющие уравнения посредством случайных функций, соответствующих меха­

ническим характеристикам среды. В силу стохастической неоднородности ма­

териала трехмерного упругого тела распределение напряжений, деформаций и

перемещений образует трехмерное случайное поле.

Например, метод возмущений для случая стохастически неоднородной ли­

нейно-упругой среды развивался в работах В.А. Ломакина [57, 59]. Построению

стохастических уравнений для стадии установившейся ползучести материала с

локально неоднородными свойствами для жесткого вязкопластического мате­

риала посвящена работа A. Sluzalec [156]. В работе В.Н. Гончаренко [17] дана

постановка стохастической краевой задачи для неоднородной линейно-упругой

среды, где случайными функциями являются свойства среды, а также нагруз­

ки и перемещения на границе. В данной работе вводится понятие обобщен­

ного решения, доказывается его существование и единственность. В работах

H. Broberg, R. Westlund [135, 137], учитывая экспериментальные данные, при­

нимается нормальное распределение стохастических параметров материала, в
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том числе и для толстостенной трубы, находящейся под внутренним давлени­

ем, на основе степенной зависимости определяющих соотношений установив­

шейся ползучести. В работе H. Broberg, R. Westlund [138] случайной величиной

принимается коэффициент материала 𝐴 при степенной аппроксимации закона

установившейся ползучести. Разрушение при ползучести стержневых элемен­

тов конструкций со случайными свойствами материала рассмотрено в работе

H. Broberg и R. Westlund [136]. Время вязкого разрушения стержня определя­

ется на основе модифицированной теории Хоффа, согласно которой разруше­

ние возникает в сечении с наибольшей податливостью, и деформация в этом

сечении при разрушении бесконечна. Проведен анализ функции распределения

свойств материала. Предсказана теоретически и подтверждена эксперименталь­

но полоса разброса для зависимости времени до разрушения от приложенного

постоянного напряжения.

Структурная неоднородность материалов принималась во внимание в ра­

ботах В.В. Болотина [11], А.А. Ильюшина [33], В.А. Ломакина [58], Ю.К. Захаро­

ва, Ю.В. Прокофьева, А.А. Черникова [30], Ю.П. Самарина[111], В.П. Радченко

и Н.Н. Попова с соавторами [89, 102, 106, 108].

Учитывая стохастические определяющие уравнения ползучести, в работах

[23, 24, 91, 106] методом малого параметра построены аналитические решения

для полей напряжений и скоростей деформаций вплоть до третьего приближе­

ния в стохастической краевой задаче установившейся ползучести толстостенной

трубы под действием внутреннего давления, а в [43, 92] приведены решения ана­

логичной задачи ползучести для растягиваемой плоскости.

Хорошо разработаны методы решения стохастических краевых задач для

осесимметричной трубы, но с возмущенным по пространственным переменным

полем реологических характеристик, и построены решения до третьего порядка

приближения в работах В.П. Радченко и Н.Н. Попова с соавторами [90, 106, 108,

109].

В исследовании [35] разработан аналитический метод решения одномерной
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статистически нелинейной краевой задачи установившейся ползучести для тол­

стостенной трубы из микронеоднородного реономного материала с учетом чле­

нов четвертого и более высокого порядков разложения по малому параметру,

а также – для аналогичной двумерной задачи в первом приближении. На ос­

нове апостериорного анализа исследована сходимость аналитических решений

и разработаны методы оценки показателей надежности элементов конструкций

на основе предложенных аналитических методов решения.

Следует отметить, что в ряде работ по теории ползучести и длительной

прочности успешно применён метод статистических испытаний – метод Монте­

Карло [5, 44, 111], который заключается в решении большого числа детерми­

нированных краевых задач при заданных конкретных реализациях случайных

величин. Здесь были предложены стохастические уравнения для описания де­

формации в пределах первых двух стадий ползучести [58]; установлены зако­

ны распределения случайных параметров соответствующих моделей, описываю­

щих все три стадии ползучести [55]; описан метод прогнозирования деформации

ползучести в вероятностном аспекте [66, 70]. Определённое обобщение работ

[55, 58, 66, 70] было выполнено в [72, 73], где кроме деформации ползучести

учитывалась и пластическая деформация, а также был введён стохастический

критерий разрушения. Данный метод используется и в работе [102].

Рассмотрим еще один метод решения стохастических краевых задач ползу­

чести и длительной прочности элементов конструкций, изложенный в работах

[109, 114], где решена задача для толстостенной трубы под действием внутрен­

него давления. Здесь для решения стохастической краевой задачи была введена

следующая гипотеза. Поскольку толщина стенки толстостенной трубы мала по

сравнению с радиусом, предполагалось, что стохастическая составляющая ма­

териала в трубе не зависит от радиуса и угла, а зависит лишь от длины трубы,

причём в пределах одного «образца» толстостенной трубы свойства материала

постоянны, т.е. они определяются конкретной выборкой случайных величин.

Геометрические и силовые характеристики предполагались детерминированны­
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ми. Решение стохастической краевой задачи было осуществлено с использова­

нием метода Монте-Карло. Здесь для каждого набора случайных величин ре­

шалась детерминированная краевая задача для трубы, затем строились стоха­

стические оценки для неупругой деформации и времени разрушения. Эта ин­

формация позволяет установить ресурс данного конструктивного элемента как

по деформационным, так и по катастрофическим критериям отказа в вероят­

ностной постановке.

Большая группа теорий базируется на кинетической теории ползучести

Ю.Н. Работнова [95], основанной на методах механики непрерывного накопле­

ния поврежденности (работы В.В. Болотина [11], Л.М. Качанова [37], Дж. Ле­

метра и А. Плантри [54], Г.Ф. Лепина [55], А.М. Локощенко и С.А Шестерикова

[56], О.В. Соснина [114], В.П. Радченко и Ю.А. Еремина [101] и других), со­

гласно которой процесс накопления поврежденности материала непосредствен­

но связывается с накопленной неупругой деформацией и текущим напряжени­

ем. Одной из характеристик состояния материала принимается параметр (или

несколько параметров) поврежденности, с которым либо явно, либо косвенно

связывается относительное уменьшение эффективной площади поперечного се­

чения образца, вызываемое микроразрушением материала в процессе деформи­

рования, и, как следствие этого, увеличение истинного напряжения.

Стохастическая модель повреждённости рассмотрена в работе D.G. Harlow

и T.J. Delph [144]. Использование нового вероятностного метода для анализа

консольной балки при постоянной равномерной нагрузке в работе T.J. Delph,

J.E. Yukich [139] показало, что результирующая скорость прогиба конца балки

может варьироваться в пять раз с весьма асимметричной функцией распреде­

ления вероятностей. В то же время аналитическое решение в стохастической

постановке показало невысокую согласованность с численными расчётами, что

авторы исследования связывают с недостаточным количеством эксперименталь­

ных данных. В исследовании C. Zhou, S. Tu [159] рассмотрен сравнительный

анализ двух стохастических моделей расчета высокотемпературной ползучести
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печной трубы: методом Монте-Карло и с помощью стохастической модели по­

вреждённости вследствие ползучести, где случайные величины – давление и

температура.

В монографии И.В. Стасенко [115] рассматриваются расчётно-аналитиче­

ские методы исследования при нестационарных режимах нагружения с исполь­

зованием приближённых выражений для функции ползучести, построенной в

пространстве обобщенных сил, а также рассмотрено влияние начальных откло­

нений формы сечения на неустановившуюся ползучесть тонкостенных труб.

Также следует отметить ряд решений задач установившейся ползучести с при­

менением обобщённых сил и обобщённых перемещений [8, 112, 134].

Совершенствуются техники применения метода конечных элементов и его

модификаций к решению задач ползучести. Так, в последнее десятилетие по­

явилось целое направление, связанное с разработкой комбинированного подхо­

да к численному решению стохастических краевых задач на основе специально

разработанного стохастического метода конечных элементов и метода Монте­

Карло в работах А.И. Марасанова [65], A. Maciej, H. Muneo [149], R. Ghanem

[140], M. Kaminski [146]–[147], G.I. Schueller [155]. Например, представленная в

работе A. Gomez-Fariasa с соавторами [141] разновидность МКЭ более чувстви­

тельна к изменению формы материала и отклику на нагружение в процессе

ползучести по отношению к базовой версии МКЭ. Заслуживает внимания рабо­

та G.I. Schueller [155], в которой приведен краткий обзор существующих новых

подходов в этом направлении.

Заключительным этапом расчета стохастически неоднородных элементов

конструкций в условиях ползучести является определение их показателей на­

дежности. Критерии отказа хорошо известны и изложены в пособии [123].

Чаще всего основным критерием отказа является время. Для оценки это­

го параметра используются так называемые параметрические теории надеж­

ности. Это либо «деформационный» критерий отказа (предельно допустимая

величина деформации, перемещения, угла закручивания, прогиба и т.д.), ли­
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бо «силовой» критерий (предельно допустимые значения напряжения, усилий,

моментов и т.д.). В этом случае важную роль играют аналитические или при­

ближенно–аналитические решения соответствующих стохастических краевых

задач, позволяющие построить случайные процессы для деформаций, переме­

щений, напряжений и других характеристик напряженно–деформированного

состояния.

Задача о надежности единичного стержня при постоянном напряжении, ко­

гда критерием отказа является достижение деформацией некоторой заданной

максимально–допустимой величины, рассматривалась В.А. Кузнецовым [47],

Ю.П. Самариным [111]. В работе В.А. Кузнецова и Ю.П. Самарина [48] ис­

пользовался уже «силовой» критерий отказа и предполагалось, что потеря ра­

ботоспособности стержня происходит тогда, когда релаксирующее напряжение

достигает определенного допустимого значения. Проведена оценка надежности

толстостенной трубы с возмущенными свойствами материала в работе [24] с при­

менением функции надёжности. В указанных работах найдено аналитическое

выражение для случайного времени безотказной работы и методами теории ве­

роятностей получено явное выражение для функции надежности.

В работе Ю.П. Самарина, Г.А. Павловой и Н.Н. Попова [113] исследова­

на надежность стержневых конструкций, работающих при одноосном нагруже­

нии в условиях ползучести, когда ограничение накладывается на накопленную

деформацию. Предложен метод расчёта остаточного ресурса конкретного из­

делия по измеренному значению деформации ползучести в момент выработки

первоначального расчетного ресурса с учетом стохастических неоднородностей

материала.

При решении конкретных задач со стохастически возмущенными свойства­

ми среды в большинстве случаев ограничиваются первым приближением, как,

например, в работах Н.В. Архипова [1], В.А. Ломакина и В.И. Шейнина [61],

В.А. Ломакина [58], Б.П. Макарова, В.В. Петрова, А.А. Газганова [62], В.В. По­

далкова и В.А. Романова [85, 86] и других работах, которое дает хорошее при­
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ближение для слабо неоднородных сред. При этом нулевое приближение явля­

ется решением детерминированной задачи, а первое приближение для линейно-

упругих сред является стохастически линейной задачей. В работе В.А. Ломаки­

на и В.И. Шейнина [60] с целью получения достоверных сведений о допускаемой

погрешности сравнивается точное решение для одного частного случая плос­

кой задачи с решением по первому приближению и отмечается их совпадение.

Оценки погрешностей, возникающие при решении стохастически нелинейной

пространственной задачи о деформировании тела, упругие свойства которого

являются случайными функциями одной координаты, рассматривались в рабо­

те В.В. Подалкова и В.А. Романова [87].

Только небольшая часть исследований методом малого параметра подкреп­

лена сравнительным анализом приближенного аналитического решения с чис­

ленным решением. Так, в работе М.А. Журавкова с соавторами [29] проведено

сравнение численного решения и решения методом малого параметра в упругой

области для кубически анизотропного материала.

Разработка аналитических методов решения нелинейных краевых задач

для элементов конструкций с возмущенными границами представляет довольно

сложную задачу вследствие физической нелинейности определяющих реологи­

ческих соотношений. Один из подходов состоит в линеаризации граничных усло­

вий и реологических соотношений на основе метода малого параметра. Впервые

постановка задачи установившейся ползучести с возмущенными границами ме­

тодом малого параметра приведена в монографии Л.М. Качанова [38], где, в

частности, построено решение в первом приближении для разностенной трубы

и овальной трубы с применением функции напряжений.

Следует отметить, что существуют единичные попытки решения задач с

возмущенной внешней границей при установившейся ползучести материала, на­

пример, в исследовании В.П. Радченко и Е.В. Башкиновой [6, 99], но решение

в данных работах построено только для первого приближения с помощью от­

личной от настоящего исследования вспомогательной функции от полярной ко­
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ординаты без обсуждения вопроса о сходимости построенного приближенного

аналитического решения. Анализ научной литературы по проблеме исследова­

ния краевых задач с возмущенными границами в условиях ползучести показал,

что оценке погрешности полученных решений вообще не уделяется внимания.

В этой связи можно отметить лишь работы автора настоящего исследования

[103, 104].

Приведенный выше обзор существующих источников свидетельствует, что

в большей части работ по нелинейной механике помимо детерминированных по­

становок рассматриваются краевые задачи для сред или элементов конструкций

с неоднородным (стохастически неоднородным) полем деформационных харак­

теристик, что по предложенной терминологии соответствует внутренним крае­

вым задачам. В этом направлении решены многие задачи в упругой и упруго­

пластической областях, в области ползучести и механики разрушения. Однако

в большинстве задач авторы ограничились первым или вторым приближением,

приближения более высокого порядка получены в очень ограниченном числе

работ. Меньшая часть работ посвящена краевым задачам с регулярно (стоха­

стически) возмущенными границами. Здесь также подавляющее число работ

выполнено в упругой и упругопластической областях, а построенные на основе

метода малого параметра решения ограничены в основном первым или двумя

приближениями. Исследования поведения тел в условиях ползучести единичны.

Общим недостатком практически всех работ для внешних и внутренних крае­

вых задач является отсутствие исследований сходимости построенных решений

и их погрешности в каждом приближении.

Таким образом, проведенный анализ позволяет сделать следующие выво­

ды:

1. Существующие на сегодняшний день аналитические методы решения

краевых задач с возмущенными границами на основе метода малого параметра

разработаны в основном лишь в упругопластической области деформирования.

Подавляющее большинство задач рассмотрено в одномерной постановке и реше­
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ния построены лишь в рамках первого приближения метода малого параметра.

2. В научной литературе практически отсутствуют аналитические решения

краевых задач ползучести с возмущенными границами, в которых принимаются

во внимание приближения второго и более высоких порядков, не исследовано

влияние старших членов разложения на поля напряжений и деформаций.

3. Не разработаны вопросы сходимости и оценки погрешности приближен­

ных аналитических решений задач ползучести с возмущенными границами.

4. В приведенных в обзоре работах отсутствует сравнение приближенно­

го аналитического решения с численным с целью определения достоверности

полученного аналитического решения.

Вышеизложенное и послужило формированию цели настоящего диссерта­

ционного исследования – разработке аналитических методов решения краевых

задач установившейся ползучести с возмущенными внешними границами и их

применения к оценке надежности элементов конструкций.

Вышеизложенное позволяет сформулировать основные задачи настоящей

диссертационной работы:

1) Разработать аналитический метод решения краевых задач установившей­

ся ползучести с возмущенными границами для плоского деформирован­

ного состояния на основе метода малого параметра с учетом членов до

третьего порядка разложения по малому параметру на примере задачи

о ползучести толстостенной трубы при различных видах возмущения.

2) Выполнить детальный анализ влияния величины малого параметра и ха­

рактеристик нелинейного поведения материала в приближенном аналити­

ческом решении на поля напряжений и скоростей деформаций.

3) Построить конечно-элементную модель поставленной задачи и оценить по­

грешность приближенного аналитического решения по отношению к чис­

ленному для различных видов возмущения границы.
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4) Разработать методику расчета на надежность толстостенной трубы с воз­

мущенным внешним контуром, находящейся под внутренним давлением,

в условиях установившейся ползучести по деформационному критерию

отказа на основе построенного приближённого аналитического решения.
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Глава 2

Постановка и линеаризация задачи

о толстостенной трубе с возмущёнными

границами

2.1. Постановка задачи

Математическое моделирование цилиндрических тел в условиях ползуче­

сти представляет определенную сложность в связи с существенной нелинейно­

стью свойств материала при ползучести, наличием фактора времени, а также

невозможностью обеспечения идеальной симметрии сечения в процессе изготов­

ления и всего срока эксплуатации конструкции.

Можно выделить класс краевых задач установившейся ползучести для тол­

стостенных труб, в которых нарушена осесимметричность сечения вследствие

воздействия внешних агрессивных сред, наличия дефектов симметрии при из­

готовлении и т.д., что влечет за собой искажение геометрии контура трубы.

Аналитическое решение краевой задачи для толстостенной трубы, нахо­

дящейся на стадии установившейся ползучести, построено лишь для случая

осевой симметрии. Учет возмущения внешнего контура трубы в аналитическом

решении представляет собой достаточно сложную задачу.

Цель данной главы заключается в построении приближенного аналити­

ческого решения задачи о толстостенной трубе, находящейся под действием

внутреннего давления, с произвольно возмущённой внешней границей. Зада­

ча решается с использованием метода малого параметра. Данный метод хоро­

шо зарекомендовал себя при решении нелинейных задач теории пластичности

[49–52, 78–80, 122, 132], детально разработанных в научной школе Д.Д. Ивлева

и Л.В. Ершова [31]. Определенная аналогия задач установившейся ползучести
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задачам упругопластического течения является аргументом к использованию

метода малого параметра. Данная задача решается в полярной системе коорди­

нат.

Рассматривается толстостенная труба с внутренним контуром радиуса 𝑟 =

𝑎 и внешним контуром радиуса 𝑟 = 𝑏, возмущенным по пространственным пе­

ременным (см. рисунок 2.1). Уравнение внешнего геометрически возмущенного

контура трубы содержит малую величину 𝛿. Конкретный вид уравнения внеш­

него контура будет определен в главах 2, 3. Данная задача решается с помощью

метода малого параметра, в качестве которого и принимается величина 𝛿, кон­

кретизация которого выполнена ниже. Величины 𝑎, 𝑏 являются безразмерными.

Рисунок 2.1 — Схема несоосной трубы: 1 – внутренний контур трубы 𝑟 = 𝑎; 2 – внешний
возмущенный контур трубы; 3 – внешний контур трубы 𝑟 = 𝑏 для осесимметричного случая.

Предполагается, что упругие деформации малы по сравнению с дефор­

мациями ползучести и ими можно пренебречь. С физической точки зрения

это означает, что рассматриваются установившиеся поля скоростей деформа­

ций ползучести и напряжений, т.е. деформацией ползучести, накопленной на

первой стадии и вызванной перераспределением напряжений от упругого со­

стояния до состояния установившейся ползучести, пренебрегаем. Разложение

тензора напряжений 𝜎𝑖𝑗, тензора скоростей деформаций ползучести 𝜀̇𝑖𝑗 и векто­

ра скоростей перемещений 𝑢̇𝑖 по малому параметру до членов третьего порядка

включительно имеет вид
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𝜎𝑖𝑗 = 𝜎
(0)
𝑖𝑗 + 𝛿𝜎

(1)
𝑖𝑗 + 𝛿2𝜎

(2)
𝑖𝑗 + 𝛿3𝜎

(3)
𝑖𝑗 +𝑂(𝛿4),

𝜀̇𝑖𝑗 = 𝜀̇
(0)
𝑖𝑗 + 𝛿𝜀̇

(1)
𝑖𝑗 + 𝛿2𝜀̇

(2)
𝑖𝑗 + 𝛿3𝜀̇

(3)
𝑖𝑗 +𝑂(𝛿4),

𝑢̇𝑖 = 𝑢̇
(0)
𝑖 + 𝛿𝑢̇

(1)
𝑖 + 𝛿2𝑢̇

(2)
𝑖 + 𝛿3𝑢̇

(3)
𝑖 +𝑂(𝛿4).

(2.1)

Задача решается в условиях плоского деформированного состояния, т.е.

𝜀̇𝑧𝑧 = 0. (2.2)

Предполагается несжимаемость материала для скоростей деформаций пол­

зучести на установившейся стадии

𝜀̇𝑟𝑟 + 𝜀̇𝜃𝜃 = 0, (2.3)

что находит экспериментальное подтверждение в работах [77, 95].

Постановка задачи включает в себя уравнения равновесия:

𝑟
𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝑟

+
𝜕𝜎𝑟𝜃
𝜕𝜃

+ (𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃) = 0, (2.4)

𝜕𝜎𝜃𝜃
𝜕𝜃

+ 𝑟
𝜕𝜎𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 2𝜎𝑟𝜃 = 0, (2.5)

которые линейны относительно компонент напряжений и, следовательно, вы­

полняются для каждого приближения.

Аналогично, для каждого приближения выполняются соотношения типа

Коши-Эйлера:

𝜀̇𝑟𝑟 =
𝜕𝑢̇𝑟
𝜕𝑟

,

𝜀̇𝜃𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝑢̇𝜃
𝜕𝜃

+
𝑢̇𝑟
𝑟
,

𝜀̇𝑟𝜃 =
1

2

(︁1
𝑟

𝜕𝑢̇𝑟
𝜕𝜃

+
𝜕𝑢̇𝜃
𝜕𝑟

− 𝑢̇𝜃
𝑟

)︁
.

(2.6)

В качестве определяющих используются соотношения теории установив­
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шейся ползучести со степенным законом:

𝜀̇𝑖𝑗 =
3

2
𝐴𝜎𝑛−1

𝑒 𝑆𝑖𝑗, (2.7)

где 𝑛,𝐴— постоянные характеристики материала, 𝑆𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗−
1

3
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 — девиатор

напряжений, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝜎𝑒 — интенсивность напряжений:

𝜎𝑒 =
1√
2

[︁(︀
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

)︀2
+
(︀
𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧

)︀2
+
(︀
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧

)︀2
+ 6𝜎2𝑟𝜃

]︁1/2
.

При плоском деформированном состоянии выполняется:

𝜎𝑧𝑧 =
1

2
(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃), (2.8)

что является следствием условия (2.2). Следовательно,

𝑆𝑟𝑟 = −𝑆𝜃𝜃 =
1

2
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃), 𝑆𝑟𝜃 = 𝜎𝑟𝜃. (2.9)

Скорости деформаций ползучести (2.7) с учетом (2.9) представимы в виде:

𝜀̇𝑟𝑟 =
3

4
𝐴𝜎𝑛−1

𝑒 (𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃),

𝜀̇𝜃𝜃 =
3

4
𝐴𝜎𝑛−1

𝑒 (𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟),

𝜀̇𝑟𝜃 = 3𝐴𝜎𝑛−1
𝑒 𝜎𝑟𝜃.

(2.10)

Интенсивность напряжений 𝜎𝑒 определяется в случае плоской деформации вы­

ражением:

𝜎𝑒 =

√
3

2

[︁(︀
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

)︀2
+
(︀
4𝜎𝑟𝜃

)︀2]︁1/2
. (2.11)

Проведем разложение 𝜎𝑒 по малому параметру 𝛿 с учетом (2.1):

𝜎𝑒 =

√
3

2

[︁(︀
Δ𝜎(0) + 𝛿Δ𝜎(1) + 𝛿2Δ𝜎(2) + 𝛿3Δ𝜎(3) +𝑂(𝛿4)

)︀2
+
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+ 4
(︀
𝛿𝜎

(1)
𝑟𝜃 + 𝛿2𝜎

(2)
𝑟𝜃 + 𝛿3𝜎

(3)
𝑟𝜃 +𝑂(𝛿4)

)︀2]︁1/2
, (2.12)

где для удобства записи введены обозначения:

Δ𝜎(𝑘) = 𝜎(𝑘)𝑟𝑟 − 𝜎
(𝑘)
𝜃𝜃 , (2.13)

𝑘 = 0, 1, 2, 3...— номера приближений.

Поскольку нулевым приближением задачи является решение для осесим­

метричной трубы, то в решении нулевого приближения данной задачи отсут­

ствуют сдвиговые напряжения, т.е.

𝜎
(0)
𝑟𝜃 = 0.

Ограничиваясь членами 3-го порядка малости, имеем

𝜎𝑛−1
𝑒 ≈

(︁√3

2

)︁𝑛−1
[︂[︀
Δ𝜎(0)

]︀2
+ 𝛿2Δ𝜎(0)Δ𝜎(1)+

+ 𝛿2
(︁[︀

Δ𝜎(1)
]︀2

+ 2Δ𝜎(0)Δ𝜎(2) + 4
[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2)︁
+

+ 𝛿3
(︁
2Δ𝜎(0)Δ𝜎(3) + 2Δ𝜎(1)Δ𝜎(2) + 8𝜎

(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃

)︁]︂𝑛−1
2

=

=
(︁√3

2

⃒⃒
Δ𝜎(0)

⃒⃒)︁𝑛−1
[︂
1 + 𝛿𝑁 + 𝛿2𝐹 + 𝛿3𝐶

]︂𝑛−1
2

. (2.14)

Здесь введены обозначения:

𝑁 =
2Δ𝜎(1)

Δ𝜎(0)
; 𝐹 =

[︀
Δ𝜎(1)

]︀2
+ 2Δ𝜎(0)Δ𝜎(2) + 4

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 ;

𝐶 =
2Δ𝜎(0)Δ𝜎(3) + 2Δ𝜎(1)Δ𝜎(2) + 8𝜎

(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃[︀

Δ𝜎(0)
]︀2 . (2.15)

Произведем разложение интенсивности напряжений в степенной ряд, что
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позволяет представить 𝜎𝑛−1
𝑒 в виде:

𝜎𝑛−1
𝑒 ≈

(︂√3|Δ𝜎(0)|
2

)︂𝑛−1[︂
1 + 𝛿

𝑛− 1

2
𝑁 + 𝛿2

(︁𝑛− 1

2
𝐹 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

8
𝑁 2
)︁
+

+ 𝛿3
(︁𝑛− 1

2
𝐶 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

4
𝑁𝐹 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)(𝑛− 5)

48
𝑁 3
)︁]︂
. (2.16)

Используем формулу (2.16) в соотношениях для скоростей деформаций ползу­

чести (2.10), отбрасывая члены выражения, содержащие четвертый порядок:

𝜀̇𝑟𝑟 = 𝜀̇0𝑟𝑟 + 𝛿𝜀̇(1)𝑟𝑟 + 𝛿2𝜀̇(2)𝑟𝑟 + 𝛿3𝜀̇(3)𝑟𝑟 =
3

4
𝐴

(︂√3|Δ𝜎(0)|
2

)︂𝑛−1

×

×
[︂
1 + 𝛿

𝑛− 1

2
𝑁 + 𝛿2

(︁𝑛− 1

2
𝐹 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

8
𝑁 2
)︁
+

+ 𝛿3
(︁𝑛− 1

2
𝐶 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

4
𝑁𝐹 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)(𝑛− 5)

48
𝑁 3
)︁]︂

×

×
(︀
Δ𝜎(0) + 𝛿Δ𝜎(1) + 𝛿2Δ𝜎(2) + 𝛿3Δ𝜎(3)

)︀
, (2.17)

𝜀̇𝑟𝜃 = 𝜀̇
(0)
𝑟𝜃 + 𝛿𝜀̇

(1)
𝑟𝜃 + 𝛿2𝜀̇

(2)
𝑟𝜃 + 𝛿3𝜀̇

(3)
𝑟𝜃 = 3𝐴

(︂√3|Δ𝜎(0)|
2

)︂𝑛−1

×

×
[︂
1 + 𝛿

𝑛− 1

2
𝑁 + 𝛿2

(︁𝑛− 1

2
𝐹 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

8
𝑁 2
)︁
+

+ 𝛿3
(︁𝑛− 1

2
𝐶 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

4
𝑁𝐹 +

(𝑛− 1)(𝑛− 3)(𝑛− 5)

48
𝑁 3
)︁]︂

×

×
(︀
𝛿𝜎

(1)
𝑟𝜃 + 𝛿2𝜎

(2)
𝑟𝜃 + 𝛿3𝜎

(3)
𝑟𝜃

)︀
. (2.18)

Поскольку в выражениях (2.17), (2.18) используется в том числе и нулевое при­

ближение, обратимся к рассмотрению нулевого приближения, решение которого
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хорошо известно [96]:

𝜎(0)𝑟𝑟 = 𝑄

[︂
1−

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝑝]︂
, 𝜎

(0)
𝜃𝜃 = 𝑄

[︂
1−

(︀
1− 𝑝

)︀(︂𝑏
𝑟

)︂𝑝]︂
,

𝜎(0)𝑧𝑧 = 𝑄

[︂
1−

(︀
1 + 𝑝

)︀(︂𝑏
𝑟

)︂𝑝]︂
.

(2.19)

При этом введены обозначения:

𝑄 =
𝑞(︀

𝑏/𝑎
)︀𝑝 − 1

, 𝑝 = 2/𝑛. (2.20)

При нагружении трубы внутренним давлением 𝜎
(0)
𝑟𝑟 < 0, 𝜎(0)𝜃𝜃 > 0, следова­

тельно

|Δ𝜎(0)| = −Δ𝜎(0) = 𝜎
(0)
𝜃𝜃 − 𝜎(0)𝑟𝑟 = 𝑄𝑝

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝑝
. (2.21)

Преобразуем первый сомножитель в уравнениях (2.17), (2.18), учитывая, что

𝑝 = 2/𝑛:

3𝐴

(︂√3|Δ𝜎(0)|
2

)︂𝑛−1

= 3𝐴

[︂√3

2
𝑄𝑝

(︂𝑏
𝑟

)︂𝑝]︂𝑛−1

= 3𝐴

(︂√3

𝑛
𝑏𝑝𝑄

)︂𝑛−1

𝑟𝑝−2 = 𝐿𝑟𝑠.

(2.22)

Здесь 𝐿 = 3𝐴

(︂√3

𝑛
𝑏𝑝𝑄

)︂𝑛−1

, 𝑠 = 𝑝− 2.

Подставим в выражения (2.17), (2.18) величины из (2.15), (2.22) и приведем

подобные слагаемые:

𝜀̇𝑟𝑟 = 𝜀̇0𝑟𝑟 + 𝛿𝜀̇(1)𝑟𝑟 + 𝛿2𝜀̇(2)𝑟𝑟 + 𝛿3𝜀̇(3)𝑟𝑟 =
1

4
𝐿𝑟𝑠×

×
[︂
1 + 𝛿

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)

Δ𝜎(0)
+ 𝛿2

𝑛− 1

2

(︂(𝑛− 2)
[︀
Δ𝜎(1)

]︀2
+ 2Δ𝜎(0)Δ𝜎(2) + 4

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2
[Δ𝜎(0)]2

)︂
+

+ 𝛿3
(︂
Δ𝜎(3)

Δ𝜎(0)
+

(𝑛− 2)Δ𝜎(1)Δ𝜎(2) + 4𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃[︀

Δ𝜎(0)
]︀2 +

(𝑛− 2)(𝑛− 3)
[︀
Δ𝜎(1)

]︀3
6
[︀
Δ𝜎(0)

]︀3 +

+ 2(𝑛− 3)
Δ𝜎(1)

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀3 )︂]︂(︀
Δ𝜎(0) + 𝛿Δ𝜎(1) + 𝛿2Δ𝜎(2) + 𝛿3Δ𝜎(3)

)︀
=
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=
1

4
𝐿𝑟𝑠
[︂
Δ𝜎(0) + 𝛿 · 𝑛Δ𝜎(1) + 𝛿2 ·

(︂
𝑛Δ𝜎(2) +

𝑛− 1

2
·
𝑛[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2

Δ𝜎(0)

)︂
+

+ 𝛿3 ·
(︂
𝑛Δ𝜎(3) + 𝑛(𝑛− 1)

Δ𝜎(1)Δ𝜎(2)

Δ𝜎(0)
+
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

6
· [Δ𝜎

(1)]3

[Δ𝜎(0)]2
+

+ 2(𝑛− 1)(𝑛− 2)
Δ𝜎(1)

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 + 4(𝑛− 1)
𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

)︂]︂
, (2.23)

𝜀̇𝑟𝜃 = 𝜀̇
(0)
𝑟𝜃 + 𝛿𝜀̇

(1)
𝑟𝜃 + 𝛿2𝜀̇

(2)
𝑟𝜃 + 𝛿3𝜀̇

(3)
𝑟𝜃 +𝑂(𝛿4) = 𝐿𝑟𝑠×

×
[︂
1 + 𝛿

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)

Δ𝜎(0)
+ 𝛿2

𝑛− 1

2

(︂(𝑛− 2)
[︀
Δ𝜎(1)

]︀2
+ 2Δ𝜎(0)Δ𝜎(2) + 4

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2
[Δ𝜎(0)]2

)︂
+

+ 𝛿3
(︂
Δ𝜎(3)

Δ𝜎(0)
+

(𝑛− 2)Δ𝜎(1)Δ𝜎(2) + 4𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃[︀

Δ𝜎(0)
]︀2 +

+
(𝑛− 2)(𝑛− 3)

[︀
Δ𝜎(1)

]︀3
6
[︀
Δ𝜎(0)

]︀3 + 2(𝑛− 3)
Δ𝜎(1)

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀3 )︂]︂(︀
𝛿𝜎

(1)
𝑟𝜃 + 𝛿2𝜎

(2)
𝑟𝜃 + 𝛿3𝜎

(3)
𝑟𝜃

)︀
=

= 𝐿𝑟𝑠
[︂
𝛿 · 𝜎(1)𝑟𝜃 + 𝛿2 ·

(︂
𝜎
(2)
𝑟𝜃 +

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

)︂
+ 𝛿3 ·

(︂
𝜎
(3)
𝑟𝜃 +

+
(𝑛− 1)

Δ𝜎(0)

[︁
Δ𝜎(1)𝜎

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(2)𝜎

(1)
𝑟𝜃

]︁
+

(𝑛− 1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

2[Δ𝜎(0)]2

[︁
(𝑛− 2)[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2
]︁)︂]︂

.

(2.24)

Учитывая разложение (2.23) и (2.24), приравниваем слагаемые при одина­

ковых степенях параметра 𝛿.

Соотношения для нулевого приближения:

𝜀̇(0)𝑟𝑟 =
1

4
𝐿𝑟𝑠Δ𝜎(0), 𝜀̇

(0)
𝑟𝜃 = 0. (2.25)

Соотношения для первого приближения:

𝜀̇(1)𝑟𝑟 = −𝜀̇(1)𝜃𝜃 =
1

4
𝐿𝑟𝑠𝑛Δ𝜎(1), 𝜀̇

(1)
𝑟𝜃 = 𝐿𝑟𝑠𝜎

(1)
𝑟𝜃 . (2.26)
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Соотношения для второго приближения:

𝜀̇(2)𝑟𝑟 = −𝜀̇(2)𝜃𝜃 =
1

4
𝐿𝑟𝑠
[︂
𝑛Δ𝜎(2) +

𝑛− 1

2
·
𝑛[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2

Δ𝜎(0)

]︂
,

𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 = 𝐿𝑟𝑠

[︂
𝜎
(2)
𝑟𝜃 +

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

]︂
.

(2.27)

Соотношения для третьего приближения:

𝜀̇(3)𝑟𝑟 = −𝜀̇(3)𝜃𝜃 =
1

4
𝐿𝑟𝑠
[︂
𝑛Δ𝜎(3)+ 𝑛(𝑛− 1)

Δ𝜎(1)Δ𝜎(2)

Δ𝜎(0)
+
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

6
·
[Δ𝜎(1)]3

[Δ𝜎(0)]2
+

+ 2(𝑛− 1)(𝑛− 2)
Δ𝜎(1)

[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 + 4(𝑛− 1)
𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

]︂
, (2.28)

𝜀̇
(3)
𝑟𝜃 = 𝐿𝑟𝑠

[︂
𝜎
(3)
𝑟𝜃 +

(𝑛− 1)

Δ𝜎(0)

[︁
Δ𝜎(1)𝜎

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(2)𝜎

(1)
𝑟𝜃

]︁
+

+
(𝑛− 1)𝜎

(1)
𝑟𝜃

2[Δ𝜎(0)]2

[︁
(𝑛− 2)[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2
]︁]︂
. (2.29)

Уравнения равновесия (2.4), (2.5) представим с использованием обозначе­

ния (2.12):
𝜕𝜎

(𝑘)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
= −1

𝑟

𝜕𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝜃
− Δ𝜎(𝑘)

𝑟
, (2.30)

𝜕𝜎
(𝑘)
𝜃𝜃

𝜕𝜃
= −𝑟

𝜕𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2𝜎

(𝑘)
𝑟𝜃 , (2.31)

где 𝑘 = 0, 1, 2, 3 – номер приближения.

2.2. Граничные условия

Обратимся к рассмотрению граничных условий в напряжениях.

Уравнение внешней возмущенной границы представим в виде ряда, коэф­
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фициенты которого не зависят от 𝑟:

𝑟 =
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘𝑟𝑘(𝜃) = 𝑟0 + 𝛿𝑟, 𝑟 =
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘𝑟𝑘+1(𝜃). (2.32)

Здесь 𝑟0 – обозначает радиус внешнего контура для осесимметричной трубы. В

общем случае принимаем, что на внешнем возмущенном контуре трубы заданы

нормальное и касательное усилия

𝜎𝜈

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 𝑃𝜈, 𝜎𝜏

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 𝑃𝜏 . (2.33)

Здесь 𝜈, 𝜏 – нормаль и касательная к внешнему возмущенному контуру. При­

меним способ линеаризации граничных условий, изложенный в монографии

Д.Д. Ивлева, Л.В. Ершова [31]. Для пояснения предлагаемой линеаризации

приведем математические преобразования, описанные в [31]. Напряжения 𝜎𝜈, 𝜎𝜏

представлены в виде степенного ряда в окрестности 𝑟 = 𝑟0 и используется раз­

ложение радиус-вектора (2.32):

𝜎𝜈

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘𝜎(𝑘)𝜈

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
∞∑︁

𝑘,𝑚=0

𝛿𝑘+𝑚
𝑑𝑚𝜎

(𝑘)
𝜈

𝑑𝑟𝑚
𝑟𝑚

𝑚!
=

∞∑︁
𝑚=0

𝛿𝑚
𝑑𝑚𝑃𝜈
𝑑𝑟𝑚

𝑟𝑚

𝑚!
,

𝜎𝜏

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘𝜎(𝑘)𝜏

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
∞∑︁

𝑘,𝑚=0

𝛿𝑘+𝑚
𝑑𝑚𝜎

(𝑘)
𝜏

𝑑𝑟𝑚
𝑟𝑚

𝑚!
=

∞∑︁
𝑚=0

𝛿𝑚
𝑑𝑚𝑃𝜏
𝑑𝑟𝑚

𝑟𝑚

𝑚!
.

(2.34)

Тогда граничные условия для первого приближения имеют вид:

𝜎(1)𝜈 +
𝑑𝜎

(0)
𝜈

𝑑𝑟
𝑟1 =

𝑑𝑃𝜈
𝑑𝑟

𝑟1, 𝜎(1)𝜏 +
𝑑𝜎

(0)
𝜏

𝑑𝑟
𝑟1 =

𝑑𝑃𝜏
𝑑𝑟

𝑟1. (2.35)

Граничные условия для второго и третьего приближений запишем только для

компоненты 𝜎𝜈, поскольку для 𝜎𝜏 линеаризованное граничное условие записы­
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вается аналогично, заменяя в уравнениях 𝜎𝜈 на 𝜎𝜏 (см. [31]):

𝜎(2)𝜈 +
𝑑𝜎

(1)
𝜈

𝑑𝑟
𝑟1 +

𝑑2𝜎
(0)
𝜈

𝑑𝑟2
𝑟21
2
+
𝑑𝜎

(0)
𝜈

𝑑𝑟
𝑟2 =

𝑑2𝑃𝜈
𝑑𝑟2

𝑟21
2
+
𝑑𝑃𝜈
𝑑𝑟

𝑟2; (2.36)

граничные условия для третьего приближения:

𝜎(3)𝜈 +
𝑑𝜎

(2)
𝜈

𝑑𝑟
𝑟1 +

𝑑2𝜎
(1)
𝜈

𝑑𝑟2
𝑟21
2
+
𝑑3𝜎

(0)
𝜈

𝑑𝑟3
+
𝑑𝜎

(1)
𝜈

𝑑𝑟
𝑟2+

+
𝑑2𝜎

(0)
𝜈

𝑑𝑟2
𝑟1𝑟2 +

𝑑𝜎
(0)
𝜈

𝑑𝑟
𝑟3 =

𝑑3𝑃𝜈
𝑑𝑟3

𝑟31
3!

+
𝑑2𝑃𝜈
𝑑𝑟2

𝑟1𝑟2 +
𝑑𝑃𝜈
𝑑𝑟

𝑟3. (2.37)

Запишем граничные условия (2.35)-(2.37) через компоненты основной си­

стемы координат, учитывая угол поворота напряжений при их переносе на

невозмущенную окружность 𝑟 = 𝑟0 (см. [31]).

Граничные условия для первого приближения имеют вид:

𝜎(1)𝑟𝑟 +
𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 =

𝑑𝑃𝜈
𝑑𝑟

𝑟1, 𝜎
(1)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(0)𝑆1 =

𝑑𝑃𝜏
𝑑𝑟

𝑟1. (2.38)

Граничные условия для второго приближения:

𝜎(2)𝑟𝑟 +
𝑑𝜎

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 +

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟21
2
+
𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟2 −Δ𝜎(0)𝑆2

1 − 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝑆1 =

𝑑2𝑃𝜈
𝑑𝑟2

𝑟21
2
+
𝑑𝑃𝜈
𝑑𝑟

𝑟2,

𝜎
(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(0)(𝑆2 − 𝑆1𝑆1) + Δ𝜎(1)𝑆1 +

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟1 +

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1 =

=
𝑑2𝑃𝜏
𝑑𝑟2

𝑟21
2
+
𝑑𝑃𝜏
𝑑𝑟

𝑟2. (2.39)

Граничные условия для третьего приближения:

𝜎(3)𝑟𝑟 +
𝑑𝜎

(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 +

𝑑2𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟21
2
+
𝑑3𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟3
𝑟31
3!

− 2Δ𝜎(0)(𝑆1𝑆2 − 𝑆1𝑆2
1)−

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆2
1𝑟1 −Δ𝜎(1)𝑆2

1 − 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 (𝑆2 − 𝑆1𝑆1)2

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1 − 2𝜎

(2)
𝑟𝜃 𝑆1+

+
𝑑𝜎

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟2 +

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟1𝑟2 +

𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟3 =

𝑑3𝑃𝜈
𝑑𝑟3

𝑟31
3!

+
𝑑2𝑃𝜈
𝑑𝑟2

𝑟1𝑟2 +
𝑑𝑃𝜈
𝑑𝑟

𝑟3, (2.40)
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𝜎
(3)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(0)(𝑆3 − 𝑆2𝑆1 + 𝑆2

1𝑆1 − 𝑆1𝑆2 − 𝑆3
1) + Δ𝜎(1)(𝑆2 − 𝑆1𝑆1) + Δ𝜎(2)𝑆1−

− 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝑆

2
1 +

𝑑𝜎
(2)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟1 +

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
(𝑆2 − 𝑆1𝑆1)𝑟1 +

𝑑Δ𝜎(1)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1 +

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟2+

+
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟2 +

𝑑2𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟2
𝑟21
2
+
𝑑2Δ𝜎(0)

𝑑𝑟2
𝑆1
𝑟21
2

=
𝑑3𝑃𝜏
𝑑𝑟3

𝑟31
3!

+
𝑑2𝑃𝜏
𝑑𝑟2

𝑟1𝑟2 +
𝑑𝑃𝜏
𝑑𝑟

𝑟3. (2.41)

Здесь введено обозначение для функций 𝑆𝑘 (𝑘 = 1, 3):

𝑆𝑘 = 𝑟𝑘/𝑟0, 𝑆̇𝑘 = 𝑑𝑆𝑘/𝑑𝜃. (2.42)

Точка наверху означает дифференцирование по углу 𝜃. Уравнение внешней гра­

ницы не изменяется при изменении радиуса, следовательно, функции 𝑆𝑘 не за­

висят от радиуса 𝑟.

Поскольку для случая нагружения трубы внутренним давлением к внеш­

нему контуру не приложены активные силы, положим 𝑃𝜈 = 𝑃𝜏 = 0. Тогда,

учитывая решение для нулевого приближения (2.19), граничное условие для

первого приближения принимает вид:

𝜎(1)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏
𝑟1 = −𝑄𝑝𝑏𝑝𝑟−𝑝−1

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏
𝑟1 = −

𝑄𝑝

𝑏
𝑟1,

𝜎
(1)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −Δ𝜎(0)
⃒⃒⃒
𝑟=𝑏
𝑆̇1 = 𝑄𝑝𝑏𝑝𝑟−𝑝−1

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏
𝑆̇1 =

𝑄𝑝

𝑏
𝑆̇1;

(2.43)

граничное условие для второго приближения:

𝜎(2)𝑟𝑟 = −𝑑𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 −

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟21
2
− 𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟2 +Δ𝜎(0)𝑆2

1 + 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝑆1,

𝜎
(2)
𝑟𝜃 = −Δ𝜎(0)(𝑆2 − 𝑆1𝑆1)−Δ𝜎(1)𝑆1 −

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟1 −

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1;

(2.44)
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граничное условие для третьего приближения:

𝜎(3)𝑟𝑟 = −𝑑𝜎
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 −

𝑑2𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟21
2
− 𝑑3𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟3
𝑟31
3!

+ 2Δ𝜎(0)(𝑆1𝑆2 − 𝑆1𝑆2
1)+

+
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆2
1𝑟1 +Δ𝜎(1)𝑆2

1 + 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 (𝑆2 − 𝑆1𝑆1) + 2

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1 + 2𝜎

(2)
𝑟𝜃 𝑆1−

−𝑑𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟2 −

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟1𝑟2 −

𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟3,

𝜎
(3)
𝑟𝜃 = −Δ𝜎(0)(𝑆3 − 𝑆2𝑆1 + 𝑆2

1𝑆1 − 𝑆1𝑆2 − 𝑆3
1)−Δ𝜎(1)(𝑆2 − 𝑆1𝑆1)−

−Δ𝜎(2)𝑆1 + 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝑆

2
1 −

𝑑𝜎
(2)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟1 −

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
(𝑆2 − 𝑆1𝑆1)𝑟1 −

𝑑Δ𝜎(1)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1−

−
𝑑𝜎

(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟2 −

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟2 −

𝑑2𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟2
𝑟21
2
− 𝑑2Δ𝜎(0)

𝑑𝑟2
𝑆1
𝑟21
2
.

(2.45)

Поскольку граница при 𝑟 = 𝑎 не возмущена и задано давление 𝑞, гранич­

ное условие на внутреннем радиусе трубы для последующих после нулевого

приближений представимо в виде:

𝜎(𝑘)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, 𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, (2.46)

𝑘 = 1, 2, 3, ... –номера приближений.

Уравнения (2.3), (2.10)–(2.13) с граничными условиями (2.43)–(2.46) обра­

зуют краевую задачу для определения первого и последующих приближений,

которая решается в напряжениях.

2.3. Метод построения приближений

Для нахождения первого и последующих приближений согласно метода

разделения переменных используется функция 𝜉(𝑘) или комбинации функций

вида

𝜉(𝑘)(𝑟, 𝜃) = 𝑅𝑘(𝑟) sin(𝑓𝜃), (2.47)

такая, что

𝑢̇(𝑘)𝑟 = −1

𝑟

𝜕𝜉(𝑘)

𝜕𝜃
, 𝑢̇

(𝑘)
𝜃 =

𝜕𝜉(𝑘)

𝜕𝑟
. (2.48)
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Коэффициент 𝑓 в функции 𝜉(𝑘)(𝑟, 𝜃) определяется для каждого приближения,

исходя из вида граничных условий и уравнения внешней границы для рассмат­

риваемого приближения. Данное представление для скоростей перемещений

(2.48) позволяет тождественно удовлетворить условию несжимаемости (2.3).

Для этого необходимо подставить выражения для скоростей перемещений в

скорости деформаций:

𝜀̇(𝑘)𝑟𝑟 =
𝜕𝑢̇

(𝑘)
𝑟

𝜕𝑟
=

1

𝑟2
𝜕𝜉(𝑘)

𝜕𝜃
− 1

𝑟

𝜕2𝜉(𝑘)

𝜕𝜃𝜕𝑟
,

𝜀̇
(𝑘)
𝜃𝜃 =

1

𝑟

𝜕𝑢̇
(𝑘)
𝜃

𝜕𝜃
+
𝑢̇
(𝑘)
𝑟

𝑟
= − 1

𝑟2
𝜕𝜉(𝑘)

𝜕𝜃
+

1

𝑟

𝜕2𝜉(𝑘)

𝜕𝜃𝜕𝑟
,

𝜀̇
(𝑘)
𝑟𝜃 =

1

2

(︁1
𝑟

𝜕𝑢̇
(𝑘)
𝑟

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢̇

(𝑘)
𝜃

𝜕𝑟
−
𝑢̇
(𝑘)
𝜃

𝑟

)︁
=

1

2

(︁𝜕2𝜉(𝑘)
𝜕𝑟2

− 1

𝑟2
𝜕2𝜉(𝑘)

𝜕𝜃2
− 1

𝑟

𝜕𝜉(𝑘)

𝜕𝑟

)︁
.

(2.49)

Используем функцию (2.47) в выражении (2.48):

𝑢̇(𝑘)𝑟 = −𝑓𝑅𝑘𝑟
−1 cos(𝑓𝜃), 𝑢̇

(𝑘)
𝜃 = 𝑅′

𝑘 sin(𝑓𝜃). (2.50)

Здесь и в дальнейшем (′) означает дифференцирование по 𝑟.

Применим полученные формулы (2.50) в соотношениях типа Коши-Эйлера

в виде (2.49):
𝜀̇
(𝑘)
𝑟𝑟 = 𝑓(−𝑅′

𝑘𝑟
−1 +𝑅𝑘𝑟

−2) cos (𝑓𝜃),

𝜀̇
(𝑘)
𝑟𝜃 =

1

2
(𝑅′′

𝑘 −𝑅′
𝑘𝑟

−1 + 𝑓 2𝑅𝑘𝑟
−2) sin(𝑓𝜃).

(2.51)

В каждом из определяющих соотношений (2.24) − (2.28) выразим напряжения

для старшего приближения.

Соотношения для нулевого приближения:

Δ𝜎(0) =
4

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(0)𝑟𝑟 . (2.52)
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Соотношения для первого приближения:

Δ𝜎(1) =
4

𝐿𝑟𝑠𝑛
𝜀̇(1)𝑟𝑟 , 𝜎

(1)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 . (2.53)

Соотношения для второго приближения:

Δ𝜎(2) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 −

[︂
𝑛− 1

2
· [Δ𝜎

(1)]2

Δ𝜎(0)
+

2(𝑛− 1)

𝑛
·
[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2

Δ𝜎(0)

]︂
,

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 −

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
.

(2.54)

Соотношения для третьего приближения:

Δ𝜎(3) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(3)𝑟𝑟 −

[︂
(𝑛− 1)

Δ𝜎(1)Δ𝜎(2)

Δ𝜎(0)
+

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

6
·
[Δ𝜎(1)]3

[Δ𝜎(0)]2
+

+
2(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛

Δ𝜎(1)
[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 +
4(𝑛− 1)

𝑛

𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

]︂
,

𝜎
(3)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(3)
𝑟𝜃 −

[︂(𝑛− 1)

Δ𝜎(0)

[︁
Δ𝜎(1)𝜎

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(2)𝜎

(1)
𝑟𝜃

]︁
+

+
(𝑛− 1)𝜎

(1)
𝑟𝜃

2[Δ𝜎(0)]2

[︁
(𝑛− 2)[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2
]︁]︂
.

(2.55)

Напряжения в определяющих соотношениях (2.53)–(2.55) для первого, вто­

рого и третьего приближений содержат слагаемое, зависящее от скорости де­

формаций соответствующего приближения, второе и третье приближения со­

держат также слагаемые, которые зависят от предшествующих приближений.

Рассмотрим случай нахождения напряжений, который определяет любое (после

нулевого) приближение, используя (2.51):

Δ𝜎(𝑘) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑝−2
𝜀̇(𝑘)𝑟𝑟 − ̃︀𝐵(𝑘)

𝑓 (𝑟, 𝜃) =
2𝑝

𝐿
𝑓(−𝑅′

𝑘𝑟
−𝑝+1 +𝑅𝑘𝑟

−𝑝) cos(𝑓𝜃)−

−𝐵
(𝑘)
𝑓 cos(𝑓𝜃) = Δ𝜎𝜌 cos (𝑓𝜃)−𝐵

(𝑘)
𝑓 cos(𝑓𝜃) = Δ𝜌(𝑘) cos (𝑓𝜃), (2.56)
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𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑝−2
𝜀̇
(𝑘)
𝑟𝜃 − ̃︀𝑇 (𝑘)

𝑓 (𝑟, 𝜃) =
1

2𝐿

(︀
𝑅′′
𝑘𝑟

−𝑝+2 −𝑅′
𝑘𝑟

−𝑝+1 + 𝑓 2𝑅𝑘𝑟
−𝑝)︀ sin(𝑓𝜃)−

− 𝑇
(𝑘)
𝑓 sin(𝑓𝜃) = 𝜎𝜌𝑟𝜃 sin(𝑓𝜃)− 𝑇

(𝑘)
𝑓 sin(𝑓𝜃) = 𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃 sin(𝑓𝜃). (2.57)

Здесь ̃︀𝐵(𝑘)
𝑓 (𝑟, 𝜃) = 𝐵

(𝑘)
𝑓 (𝑟) cos(𝑓𝜃), ̃︀𝑇 (𝑘)

𝑓 (𝑟, 𝜃) = 𝑇
(𝑘)
𝑓 (𝑟) sin(𝑓𝜃) определены

как функции, зависящие от предыдущих приближений. Волна над функциями̃︀𝐵(𝑘)
𝑓 (𝑟, 𝜃), ̃︀𝑇 (𝑘)

𝑓 (𝑟, 𝜃) подчеркивает зависимость от двух переменных 𝑟 и 𝜃.

Используя (2.56), (2.57), выделяем переменную 𝜃 в уравнениях равновесия

(2.4), (2.5):
𝜕𝜎

(𝑘)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
= −1

𝑟
(𝑓𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃 +Δ𝜌(𝑘)) cos(𝑓𝜃), (2.58)

𝜕𝜎
(𝑘)
𝜃𝜃

𝜕𝜃
= (−𝑟

𝜕𝜌
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃 ) sin(𝑓𝜃). (2.59)

При составлении уравнения для нахождения функции 𝑅𝑘(𝑟) необходимо

предварительно найти производную по 𝜃 от обеих частей уравнения равновесия

(2.58), используя обозначения, введенные в (2.56), (2.57):

𝜕2𝜎
(𝑘)
𝑟𝑟

𝜕𝑟𝜕𝜃
=

1

𝑟

(︀
𝑓 2𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃 + 𝑓Δ𝜌(𝑘)

)︀
sin(𝑓𝜃) =

=
1

𝑟

(︀
𝑓 2𝜎𝜌𝑟𝜃 + 𝑓Δ𝜎𝜌

)︀
sin(𝑓𝜃)− 1

𝑟

(︀
𝑓 2𝑇

(𝑘)
𝑓 + 𝑓𝐵

(𝑘)
𝑓

)︀
sin(𝑓𝜃) =

=
1

2𝐿
𝑓 2
[︁
𝑅′′
𝑘𝑟

−𝑝+1 − (1 + 4𝑝)𝑅′
𝑘𝑟

−𝑝 + (𝑓 2 + 4𝑝)𝑅𝑘𝑟
−𝑝−1

]︁
sin(𝑓𝜃)−

−1

𝑟

(︀
𝑓 2𝑇

(𝑘)
𝑓 + 𝑓𝐵

(𝑘)
𝑓

)︀
sin(𝑓𝜃);

(2.60)

производную по 𝑟 от обеих частей уравнения равновесия (2.59):

𝜕2𝜎
(𝑘)
𝜃𝜃

𝜕𝜃𝜕𝑟
= −

(︀
𝑟
𝜕2𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝜌
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟

)︀
sin (𝑓𝜃) = −

(︀
𝑟
𝜕2𝜎𝜌𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝜌𝑟𝜃
𝜕𝑟

)︀
sin (𝑓𝜃)+

+
(︀
𝑟
𝜕2𝑇

(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟

)︀
sin(𝑓𝜃) =

1

2𝐿

[︁
−𝑅𝐼𝑉

𝑘 𝑟−𝑝+3 + 2(𝑝− 3)𝑅′′′
𝑘 𝑟

−𝑝+2+

+ (−𝑝2 + 4𝑝− 3− 𝑓 2)𝑅′′
𝑘𝑟

−𝑝+1 +
(︀
𝑝2 + 2𝑝(𝑓 2 − 2) + 3− 3𝑓 2

)︀
𝑅′
𝑘𝑟

−𝑝+
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+ 𝑝𝑓 2(2− 𝑝)𝑅𝑘𝑟
−𝑝−1

]︁
sin(𝑓𝜃) +

(︀
𝑟
𝜕2𝑇

(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟

)︀
sin(𝑓𝜃) (2.61)

и вторую производную по 𝜃 и по 𝑟 соотношения для Δ𝜎(𝑘) (2.56) :

𝜕2Δ𝜎(𝑘)

𝜕𝜃𝜕𝑟
= −𝑓 𝜕Δ𝜌

(𝑘)

𝜕𝑟
sin (𝑓𝜃) = −𝑓 𝜕Δ𝜎

𝜌

𝜕𝑟
sin (𝑓𝜃) + 𝑓

𝜕𝐵
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
sin(𝑓𝜃) =

=
2𝑝𝑓 2

𝐿

[︁
𝑅′′
𝑘𝑟

−𝑝+1 − 𝑝𝑅′
𝑘𝑟

−𝑝 + 𝑝𝑅𝑘𝑟
−𝑝−1

]︁
sin(𝑓𝜃) + 𝑓

𝜕𝐵𝑘

𝜕𝑟
sin(𝑓𝜃). (2.62)

Разность продифференцированных уравнений равновесия тождественно

равна второй производной Δ𝜎(𝑘):

𝜕2𝜎
(𝑘)
𝑟𝑟

𝜕𝑟𝜕𝜃
−
𝜕2𝜎

(𝑘)
𝜃𝜃

𝜕𝜃𝜕𝑟
− 𝜕2Δ𝜎(𝑘)

𝜕𝜃𝜕𝑟
= 0. (2.63)

Подставляем (2.60), (2.61), (2.62) в уравнение (2.63):

(︂
𝑟
𝜕2𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝜌
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟
+ 𝑓

𝜕Δ𝜌(𝑘)

𝜕𝑟
+
𝑓 2𝜌

(𝑘)
𝑟𝜃 + 𝑓Δ𝜌(𝑘)

𝑟

)︂
sin(𝑓𝜃) = 0. (2.64)

Выделим функции 𝐵(𝑘)
𝑓 (𝑟), 𝑇 (𝑘)

𝑓 (𝑟), зависящие от предыдущих приближений, ис­

пользуя обозначения, введенные в (2.56), (2.57). Решение должно выполняться

для любого значения угла, следовательно, без нарушения общности искомого

решения можно обе части (2.64) сократить на sin(𝑓𝜃):

𝑟
𝜕2𝜎𝜌𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝜌𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 𝑓
𝜕Δ𝜎𝜌

𝜕𝑟
+
𝑓 2𝜎𝜌𝑟𝜃 + 𝑓Δ𝜎𝜌

𝑟
=

= 𝑟
𝜕2𝑇

(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
+ 𝑓

𝜕𝐵
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
+
𝑓 2𝑇

(𝑘)
𝑓 + 𝑓𝐵

(𝑘)
𝑓

𝑟
. (2.65)

В уравнение (2.65) вместо Δ𝜎𝜌 и 𝜎𝜌𝑟𝜃 можно подставить их выражения через

функцию 𝑅𝑘(𝑟) с использованием соотношений (2.60)–(2.62). Приводя подобные

слагаемые в преобразованном соотношении, получаем уравнение для определе­
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ния функции 𝑅𝑘(𝑟):

1

2𝐿

[︁
𝑅𝐼𝑉
𝑘 𝑟−𝑝+3 + 2(3− 𝑝)𝑅′′′

𝑘 𝑟
−𝑝+2 + [𝑝2 − 4𝑝(𝑓 2 + 1) + 3 + 2𝑓 2]𝑅′′

𝑘𝑟
−𝑝+1+

+ [𝑝2(4𝑓 2 − 1)− 𝑝(6𝑓 2 − 4)− 3 + 2𝑓 2]𝑅′
𝑘𝑟

−𝑝 + [−3𝑝2𝑓 2 + 2𝑝𝑓 2 + 𝑓 4]𝑅𝑘𝑟
−𝑝−1

]︁
=

= 𝑟
𝜕2𝑇

(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
+ 𝑓

𝜕𝐵
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
+
𝑓 2𝑇

(𝑘)
𝑓 + 𝑓𝐵

(𝑘)
𝑓

𝑟
. (2.66)

Приведем уравнение (2.66) к каноническому виду

𝑅𝐼𝑉
𝑘 + 2(3− 𝑝)𝑅′′′

𝑘 𝑟
−1 + [𝑝2 − 4𝑝(𝑓 2 + 1) + 3 + 2𝑓 2]𝑅′′

𝑘𝑟
−2+

+ [𝑝2(4𝑓 2 − 1)− 𝑝(6𝑓 2 − 4)− 3 + 2𝑓 2]𝑅′
𝑘𝑟

−3 + [−3𝑝2𝑓 2 + 2𝑝𝑓 2 + 𝑓 4]𝑅𝑘𝑟
−4 =

= 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌 (𝑟), (2.67)

где 𝑌 (𝑟) = 𝑟
𝜕2𝑇

(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟2
+3

𝜕𝑇
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
+𝑓

𝜕𝐵
(𝑘)
𝑓

𝜕𝑟
+
𝑓 2𝑇

(𝑘)
𝑓 + 𝑓𝐵

(𝑘)
𝑓

𝑟
. (2.68)

Для решения уравнения (2.67) необходимо найти решение соответствующего

однородного уравнения

𝑅𝐼𝑉
𝑘 + 2(3− 𝑝)𝑅′′′

𝑘 𝑟
−1 + [𝑝2 − 4𝑝(𝑓 2 + 1) + 3 + 2𝑓 2]𝑅′′

𝑘𝑟
−2+

+ [𝑝2(4𝑓 2 − 1)− 𝑝(6𝑓 2 − 4)− 3 + 2𝑓 2]𝑅′
𝑘𝑟

−3+

+ [−3𝑝2𝑓 2 + 2𝑝𝑓 2 + 𝑓 4]𝑅𝑘𝑟
−4 = 0, (2.69)

в котором используется степенное представление 𝑅𝑘(𝑟) = 𝑟𝜇. Дифференцируя

𝑅𝑘(𝑟) необходимое количество раз:

𝑅′
𝑘 = 𝜇𝑟𝜇−1, 𝑅′′

𝑘 = (𝜇2 − 𝜇)𝑟𝜇−2, 𝑅′′′
𝑘 = (𝜇3 − 3𝜇2 + 2𝜇)𝑟𝜇−3,

𝑅
(𝐼𝑉 )
𝑘 = (𝜇4 − 6𝜇3 + 11𝜇2 − 6𝜇)𝑟𝜇−4,

(2.70)

подставляем производные (2.70) в уравнение (2.69), сокращаем на 𝑟𝜇−4 и без
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нарушения общности искомого решения получаем

𝜇4 − 2𝑝𝜇3 + [𝑝2 + 𝑝(2− 4𝑓 2) + 2𝑓 2 − 4]𝜇2+

+ [(4𝑓 2 − 2)𝑝2 + (4− 2𝑓 2)𝑝]𝜇+ (−3𝑓 2𝑝2 + 2𝑓 2𝑝+ 𝑓 4) = 0. (2.71)

Определяем корни уравнения (2.71) 𝜇𝑖 (𝑖 = 1, 4):

𝜇1,2,3,4 =
1

2
𝑝± 1

2

√︀
𝑝2 + 4𝑝(2𝑓 2 − 1)− 4(𝑓 2 − 2)±

±4
√︀
𝑝2(4𝑓 4 − 𝑓 2 + 1)− 4𝑝(𝑓 2 − 1)2 − 4𝑓 4 + 4. (2.72)

При 𝑓 = 1 корни уравнения (2.71) согласно (2.72) являются действительными

при любом значении 𝑛, а при 𝑓 = 2, 3, 4 корни являются комплексными соот­

ветственно при 𝑛 ≥ 2,42; 𝑛 ≥ 2,17; 𝑛 ≥ 2,10. При решении приближений рас­

сматривается случай 𝑛 ≥ 2,42, поскольку этому неравенству удовлетворяют по­

казатели степени подавляющего большинства металлических материалов [96].

Исходя из вышеизложенного можно построить решение однородного уравнения

(2.69) при 𝑓 = 1

𝑅𝑘(𝑟) = 𝐶𝑘1𝑟
𝜇1 + 𝐶𝑘2𝑟

𝜇2 + 𝐶𝑘3𝑟
𝜇3 + 𝐶𝑘4𝑟

𝜇4, (2.73)

где 𝐶𝑘1 ÷ 𝐶𝑘4 – константы интегрирования.

Для случая 𝑓 = 2, 3, 4 корни однородного уравнения (2.71) при 𝑛 ≥ 2,42

представимы в виде:

𝜇1,2,3,4 =
𝑝

2
± 𝛼

2
± 𝑖𝛽.

Здесь 𝛼 = 𝛼(𝑝) и 𝛽 = 𝛽(𝑝) – известные значения для конкретного материала.

Воспользуемся тригонометрическим представлением полученного решения

для (2.69) согласно [131]:

𝑅𝑘(𝑟) = 𝐶𝑘1𝑟
(𝑝+𝛼)/2 cos(𝛽 ln 𝑟) + 𝐶𝑘2𝑟

(𝑝+𝛼)/2 sin(𝛽 ln 𝑟)+
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+ 𝐶𝑘3𝑟
(𝑝−𝛼)/2 cos(𝛽 ln 𝑟) + 𝐶𝑘4𝑟

(𝑝−𝛼)/2 sin(𝛽 ln 𝑟) =
4∑︁
𝑖=1

𝐶𝑘𝑖𝑚𝑖(𝑟), (2.74)

где 𝐶𝑘𝑖 (𝑖 = 1, 4) – константы интегрирования,

𝑚1(𝑟) = 𝑟(𝑝+𝛼)/2 cos(𝛽 ln 𝑟), 𝑚2(𝑟) = 𝑟(𝑝+𝛼)/2 sin(𝛽 ln 𝑟),

𝑚3(𝑟) = 𝑟(𝑝−𝛼)/2 cos(𝛽 ln 𝑟), 𝑚4(𝑟) = 𝑟(𝑝−𝛼)/2 sin(𝛽 ln 𝑟).

Решение неоднородного уравнения (2.67) определяется исходя из вида правой

части этого уравнения.

Таким образом, линеаризация определяющих соотношений и граничных

условий методом малого параметра позволила предложить способ решения по­

ставленной задачи – задачи о толстостенной трубе с произвольно возмущенной

внешней границей, находящейся под внутренним давлением, при принятии сте­

пенного закона установившейся ползучести для последующих после нулевого

приближений. При построении решения для любого (кроме нулевого) прибли­

жения вводится в рассмотрение функция перемещений.

2.4. Выводы по главе 2

∙ Методом малого параметра до третьего приближения включительно пред­

ложен аналитический метод построения приближённого решения задачи

о толстостенной трубе, находящейся под внутренним давлением на стадии

установившейся ползучести, с возмущённой внешней границей.

∙ Определен принцип решения задачи для каждого приближения вне зави­

симости от вида внешней границы.
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Глава 3

Решение задачи об установившейся ползучести

несоосной трубы

3.1. Постановка задачи

Постановка задачи об установившейся ползучести разностенной трубы, на­

ходящейся под внутренним давлением, была рассмотрена в монографии Л.М. Ка­

чанова [38]. Однако решение поставленной задачи было приведено в достаточно

сжатом виде и только для первого приближения. В настоящей главе приведе­

но решение для приближений до третьего порядка включительно и выполнен

сравнительный анализ с другими способами исследования.

Рассматривается несоосная толстостенная труба с несмещенным внутрен­

ним контуром радиуса 𝑟 = 𝑎 и смещенным на малую величину 𝛿 центром

внешнего контура радиуса 𝑟 = 𝑏 относительно центра внутренней окружности

(см. рисунок 3.1). Величины 𝑎, 𝑏 являются безразмерными.

Рисунок 3.1 — Схема несоосной трубы: 1 — внутренний контур трубы 𝑟 = 𝑎; 2 — внешний
контур трубы; 3 — внешний контур трубы 𝑟 = 𝑏 для осесимметричного случая

В качестве малого параметра 𝛿 принимается расстояние между центрами

внешнего и внутреннего контуров трубы.
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Уравнение внешнего контура трубы с учетом возмущения 𝛿 имеет вид

(𝑟 cos 𝜃 − 𝛿)2 + 𝑟2 sin2 𝜃 = 𝑏2. (3.1)

Раскладывая последнее соотношение в степенной ряд по параметру 𝛿 и оставляя

члены четвертого порядка включительно, получаем

𝑟 = 𝑏+ 𝛿 cos 𝜃 + 𝛿2(cos 2𝜃 − 1)/4𝑏− 𝛿4 sin4 /8𝑏3. (3.2)

Заметим, что разложение радиус-вектора по малому параметру не содержит

третьей степени малого параметра.

Уравнение (3.2) представляет собой уравнение внешнего контура трубы, в

котором при решении каждого приближения учитываются такие слагаемые, в

которых степень параметра 𝛿 не превышает номера соответствующего прибли­

жения.

Для данной задачи выполняются все предположения и допущения, приня­

тые во второй главе, а именно:

1) задача решается в условиях плоского деформированного состояния (2.2);

2) предполагается несжимаемость материала для скоростей деформаций пол­

зучести (2.3);

3) для каждого приближения выполняются соотношения типа Коши-Эйлера

(2.6) и уравнения равновесия (2.4), (2.5).

Обратимся к рассмотрению уравнений равновесия. Первоначальный вид

уравнений (2.4), (2.5) во второй главе был представлен в виде (2.58), (2.59),

где выделены тригонометрические функции переменной 𝜃. Поскольку член раз­

ложения уравнения внешнего контура (3.2), соответствующий первой степени

малого параметра 𝛿, содержит cos 𝜃, положим для первого приближения коэф­
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фициент 𝑓 = 1 в уравнениях (2.58),(2.59):

𝜕𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
= −1

𝑟
(
𝜕𝜌

(1)
𝑟𝜃

𝜕𝜃
+Δ𝜌(1)) cos 𝜃, (3.3)

𝜕𝜎
(1)
𝜃𝜃

𝜕𝜃
= (−𝑟

𝜕𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2𝜌

(1)
𝑟𝜃 ) sin 𝜃. (3.4)

3.2. Построение первого приближения

Рассмотрим граничные условия. Обращаясь ко второй главе, сравним урав­

нение внешнего возмущенного контура в общем виде (2.32) с уравнением внеш­

него контура для несоосной трубы (3.2). Выпишем коэффициент при первой

степени малого параметра 𝛿 в уравнении возмущенной границы трубы и функ­

цию 𝑆1 из (2.42), необходимую для записи граничного условия для первого

приближения:

𝑟1 = cos 𝜃, 𝑆1 = cos 𝜃/𝑏, 𝑆1 = − sin 𝜃/𝑏. (3.5)

Получаем линеаризованные граничные условия для первого приближения

при 𝑟 = 𝑏:

𝜎(1)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

cos 𝜃 = −
𝑄𝑝

𝑏
cos 𝜃,

𝜎
(1)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= Δ𝜎(0)
⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

sin 𝜃

𝑏
= −

𝑄𝑝

𝑏
sin 𝜃.

(3.6)

Граничные условия на внутреннем контуре согласно (2.46) имеют вид

𝜎(1)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, 𝜎
(1)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0. (3.7)

Уравнения (2.3), (2.6), (3.3), (3.4), определяющие соотношения для первого при­

ближения (2.25) с граничными условиями (3.6), (3.7) образуют краевую задачу

для определения первого приближения, которая решается в напряжениях.

Рассмотрим построение решения в первом приближении. Обратим вни­
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мание, что член разложения уравнения внешнего контура, соответствующий

первой степени малого параметра 𝛿 (3.2) содержит cos 𝜃, краевое условие на

внешнем контуре трубы зависит от sin 𝜃. Предположим, что в функции 𝜉(1)

коэффициент 𝑓 при угле в (2.47) 𝑓 = 1. Тогда

𝜉(1)(𝑟, 𝜃) = 𝑅1(𝑟) sin 𝜃. (3.8)

Следовательно,

𝑢̇(1)𝑟 = −𝑅1𝑟
−1 cos 𝜃, 𝑢̇

(1)
𝜃 = 𝑅′

1 sin 𝜃. (3.9)

Используем полученные формулы (3.8), (3.9) в соотношениях типа Коши­

Эйлера в виде (2.51):

𝜀̇(1)𝑟𝑟 = (−𝑅′𝑟−1 +𝑅𝑟−2) cos 𝜃, 𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 =

1

2
(𝑅′′ −𝑅′𝑟−1 +𝑅𝑟−2) sin 𝜃. (3.10)

В выражениях (2.56), (2.57) полагаем ̃︀𝑇1 = 0, ̃︀𝐵1 = 0 ввиду независимости

нулевого приближения от функций угла 𝜃. Следовательно,

Δ𝜎(1) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(1)𝑟𝑟 =

2𝑝

𝐿
(−𝑅′

1𝑟
−𝑝+1 +𝑅1𝑟

−𝑝) cos 𝜃 = Δ𝜌(1) cos 𝜃, (3.11)

𝜎
(1)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 =

1

2𝐿

(︀
𝑅′′

1𝑟
−𝑝+2 −𝑅′

1𝑟
−𝑝+1 +𝑅1𝑟

−𝑝)︀ sin 𝜃 = 𝜌
(1)
𝑟𝜃 sin 𝜃. (3.12)

Используя (3.11), (3.12), уравнения равновесия (3.3), (3.4) примут вид:

𝜕𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
=

1

2𝐿

[︁
−𝑅′′

1𝑟
−𝑝+1 + (4𝑝+ 1)𝑅′

1𝑟
−𝑝 − 4𝑝𝑅1𝑟

−𝑝−1
]︁
cos 𝜃, (3.13)

𝜕𝜎
(1)
𝜃𝜃

𝜕𝜃
=

1

2𝐿

[︀
−𝑅′′′

1 𝑟
−𝑝 + (𝑠− 4)𝑅′′

1𝑟
−𝑝+1 + (𝑠− 2)𝑅′

1𝑟
−𝑝+2

]︀
sin 𝜃, (3.14)

Воспользуемся уравнением (2.67) для определения функции 𝑅1(𝑟):
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𝑅𝐼𝑉
1 + 2(3− 𝑝)𝑅′′′

1 𝑟
−1 + (𝑝2 − 8𝑝+ 5)𝑅′′

1𝑟
−2+

+ (3𝑝2 − 2𝑝− 1)𝑅′
1𝑟

−3 + (−3𝑝2 + 2𝑝+ 1)𝑅1𝑟
−4 = 0, (3.15)

поскольку 𝑌1(𝑟) = 0. Используем степенное представление 𝑅1(𝑟) = 𝑟𝜇. Тогда из

(3.15) имеем

𝜇4 − 2𝑝𝜇3 + (𝑝2 − 2𝑝 − 2)𝜇2 + (2𝑝2 + 2𝑝)𝜇 + (−3𝑝2 + 2𝑝 + 1) = 0. (3.16)

Корни уравнения (3.16) имеют вид

𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝑝− 1, 𝜇3 =
𝑝+

√︀
𝑝2 + 12𝑝+ 4

2
, 𝜇4 =

𝑝−
√︀
𝑝2 + 12𝑝+ 4

2
.

Вводя обозначения

𝑠 = 𝑝− 2, 𝑣 =
− 𝑝+

√︀
𝑝2 + 12𝑝+ 4

2
, 𝑤 =

− 𝑝−
√︀
𝑝2 + 12𝑝+ 4

2
,

𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝑠+ 1, 𝜇3 = 𝑣 + 1, 𝜇4 = 𝑤 + 1,

(3.17)

общее решение уравнения (3.15) запишется в виде:

𝑅1(𝑟) = 𝐶11𝑟 + 𝐶12𝑟
𝑠+1 + 𝐶13𝑟

𝑣+1 + 𝐶14𝑟
𝑤+1. (3.18)

Применим (3.18) для определения функции перемещений 𝜉(1)(𝑟, 𝜃):

𝜉(1)(𝑟, 𝜃) = [𝐶11𝑟 + 𝐶12𝑟
𝑠+1 + 𝐶13𝑟

𝑣+1 + 𝐶14𝑟
𝑤+1] sin 𝜃. (3.19)

Используя (3.19), скорости перемещений вследствие ползучести примут вид:

𝑢̇(1)𝑟 = −[𝐶11 + 𝐶12𝑟
𝑠 + 𝐶13𝑟

𝑣 + 𝐶14𝑟
𝑤] cos 𝜃,

𝑢̇
(1)
𝜃 = [𝐶11 + 𝐶12(𝑠+ 1)𝑟𝑠 + 𝐶13(𝑣 + 1)𝑟𝑣 + 𝐶14(𝑤 + 1)𝑟𝑤] sin 𝜃.

(3.20)
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Согласно (3.10) скорости деформаций ползучести выражаются так:

𝜀̇(1)𝑟𝑟 = −[𝐶12𝑠𝑟
𝑠−1 + 𝐶13𝑣𝑟

𝑣−1 + 𝐶14𝑤𝑟
𝑤−1] cos 𝜃,

𝜀̇
(1)
𝜃𝜃 = [𝐶12𝑠𝑟

𝑠−1 + 𝐶13𝑣𝑟
𝑣−1 + 𝐶14𝑤𝑟

𝑤−1] cos 𝜃,

𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 =

1

2
[𝐶12𝑠

2𝑟𝑠−1 + 𝐶13𝑣
2𝑟𝑣−1 + 𝐶14𝑤

2𝑟𝑤−1] sin 𝜃.

(3.21)

По формулам (3.11), (3.12) имеем

Δ𝜎(1) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(1)𝑟𝑟 = −2𝑝

𝐿
[𝐶12𝑠𝑟

−1 + 𝐶13𝑣𝑟
−𝑤−1 + 𝐶14𝑤𝑟

−𝑣−1] cos 𝜃 = Δ𝜌(1) cos 𝜃,

(3.22)

𝜎
(1)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 =

1

2𝐿
[𝐶12𝑠

2𝑟−1+𝐶13𝑣
2𝑟−𝑤−1+𝐶14𝑤

2𝑟−𝑣−1] sin 𝜃 = 𝜌
(1)
𝑟𝜃 sin 𝜃. (3.23)

Напряжениe 𝜎𝑟𝑟 определяется из соотношения (3.13):

𝜕𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
= − 1

2𝐿
[𝐶12𝑠(𝑠− 4𝑝)𝑟−2+

+ 𝐶13𝑣(𝑣 − 4𝑝)𝑟−𝑤−2 + 𝐶14𝑤(𝑤 − 4𝑝)𝑟−𝑣−2] cos 𝜃, (3.24)

интегрируя которое, приходим к выражению:

𝜎(1)𝑟𝑟 =
1

2𝐿
[𝐶12𝑠(𝑠− 4𝑝)𝑟−1 + 𝐶13

𝑣(𝑣 − 4𝑝)

𝑤 + 1
𝑟−𝑤−1+

+ 𝐶14
𝑤(𝑤 − 4𝑝)

𝑣 + 1
𝑟−𝑣−1] cos 𝜃 + 𝜙(𝜃), (3.25)

где 𝜙(𝜃) – неизвестная, подлежащая определению из граничных условий функ­

ция. Из вида 𝜎(1)𝑟𝑟 можно предположить, что 𝜙(𝜃) = 𝐶11 cos 𝜃. Следовательно,

𝜎(1)𝑟𝑟 (𝑟, 𝜃) =
1

2𝐿

[︁
𝐶11 + 𝐶12𝑠(𝑠− 4𝑝)𝑟−1+

+ 𝐶13
𝑣(𝑣 − 4𝑝)

𝑤 + 1
𝑟−𝑤−1 + 𝐶14

𝑤(𝑤 − 4𝑝)

𝑣 + 1
𝑟−𝑣−1

]︁
cos 𝜃 = 𝜌(1)𝑟𝑟 cos 𝜃. (3.26)

Тангенциальная компонента напряжений 𝜎
(1)
𝜃𝜃 находится из (3.22), используя
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(3.26), поскольку Δ𝜎(1) = 𝜎
(1)
𝑟𝑟 − 𝜎

(1)
𝜃𝜃 :

𝜎
(1)
𝜃𝜃 (𝑟, 𝜃) =

1

2𝐿

[︁
𝐶11 + 𝐶12𝑠

2𝑟−1 + 𝐶13
𝑣(𝑣 + 4𝑝𝑤)

𝑤 + 1
𝑟−𝑤−1+

+ 𝐶14
𝑤(𝑤 + 4𝑝𝑣)

𝑣 + 1
𝑟−𝑣−1

]︁
cos 𝜃 = 𝜌

(1)
𝜃𝜃 cos 𝜃. (3.27)

Равенства (3.23), (3.26) и (3.27) определяют первое приближение задачи в

напряжениях с точностью до констант интегрирования, определяемых из гра­

ничных условий.

Подставляем граничные условия (3.6), (3.7) в формулы для напряжений

(3.23), (3.26) и произведем сокращение на тригонометрические множители:

𝐶11 + 𝐶12𝑠(𝑠− 4𝑝)𝑎−1 + 𝐶13
𝑣(𝑣 − 4𝑝)

𝑤 + 1
𝑎−𝑤−1 + 𝐶14

𝑤(𝑤 − 4𝑝)

𝑣 + 1
𝑎−𝑣−1 = 0,

𝐶11 + 𝐶12𝑠(𝑠− 4𝑝)𝑏−1 + 𝐶13
𝑣(𝑣 − 4𝑝)

𝑤 + 1
𝑏−𝑤−1 + 𝐶14

𝑤(𝑤 − 4𝑝)

𝑣 + 1
𝑏−𝑣−1 =

= −2𝑝𝐿𝑄𝑏−1,

𝐶12𝑠
2𝑎−1 + 𝐶13𝑣

2𝑎−𝑤−1 + 𝐶14𝑤
2𝑎−𝑣−1 = 0,

𝐶12𝑠
2𝑏−1 + 𝐶13𝑣

2𝑏−𝑤−1 + 𝐶14𝑤
2𝑏−𝑣−1 = −2𝑝𝐿𝑄𝑏−1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.28)

Полученная система уравнений является системой для нахождения посто­

янных интегрирования 𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶14. Ввиду безразмерности решаемой зада­

чи принимаем 𝑎 = 1, 𝑏 > 𝑎 и вводим обозначения:

𝑃 = 𝑤2(𝑠− 4𝑝)(𝑏− 1)/𝑠+ 𝑤(𝑤 − 4𝑝)(𝑏−𝑣 − 𝑏)/(𝑣 + 1) + 𝑤2(1− 𝑏−𝑣),

𝑋 = 𝑣2(𝑠− 4𝑝)(𝑏− 1)/𝑠+ 𝑣(𝑣 − 4𝑝)(𝑏−𝑤 − 𝑏)/(𝑤 + 1) + 𝑣2(1− 𝑏−𝑤).



56

Тогда

𝐶14 =
2𝑝𝐿𝑄𝑋

𝑃𝑣2(𝑏−𝑤 − 1)−𝑋𝑤2(𝑏−𝑣 − 1)
,

𝐶13 = − 2𝑝𝐿𝑄𝑃

𝑃𝑣2(𝑏−𝑤 − 1)−𝑋𝑤2(𝑏−𝑣 − 1)
,

𝐶12 =
2𝑝𝐿𝑄[𝑃𝑣2 −𝑋𝑤2]

𝑠2[𝑃𝑣2(𝑏−𝑤 − 1)−𝑋𝑤2(𝑏−𝑣 − 1)]
,

𝐶11 =
2𝑝𝐿𝑄

𝑃𝑣2(𝑏−𝑤 − 1)−𝑋𝑤2(𝑏−𝑣 − 1)
×

×
[︁
𝑃
𝑣(𝑣 − 4𝑝)

𝑤 + 1
− (𝑃𝑣2 −𝑋𝑤2)

𝑠− 4𝑝

𝑠
−𝑋

𝑤(𝑤 − 4𝑝)

𝑣 + 1

]︁
.

(3.29)

Итак, компоненты тензора напряжений для первого приближения определя­

ются из соотношений (3.23), (3.26) и (3.27), компоненты тензора скоростей де­

формаций – из соотношений (3.21), коэффициенты 𝐶1𝑖, (𝑖 = 1, 4) в которых

находятся по формулам (3.29) и представлены в Приложении A.

3.3. Постановка задачи для второго приближения

Из линеаризованных определяющих соотношений для второго приближе­

ния (2.27) необходимо выразить напряжения:

Δ𝜎(2) =
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 − 𝑛− 1

2
· [Δ𝜎

(1)]2

Δ𝜎(0)
+ 𝑠

[𝜎
(1)
𝑟𝜃 ]

2

Δ𝜎(0)
,

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 −

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
.

(3.30)

Преобразуем определяющие соотношения (3.30). Воспользуемся решением

для первого приближения в виде (3.22), (3.23), где выделены тригонометриче­

ские функции угла 𝜃:

Δ𝜎(1) = Δ𝜌(1)(𝑟) cos 𝜃, 𝜎
(1)
𝑟𝜃 = 𝜌

(1)
𝑟𝜃 (𝑟) sin 𝜃, 𝜎(1)𝑟𝑟 = 𝜌(1)𝑟𝑟 (𝑟) cos 𝜃. (3.31)

Решение для первого приближения в виде (3.31) используется для соотно­
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шений (3.30):

Δ𝜎(2) =
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 − 𝑛− 1

2
· [Δ𝜌

(1)]2 cos2 𝜃

Δ𝜎(0)
+ 𝑠 ·

[𝜌
(1)
𝑟𝜃 ]

2 sin2 𝜃

Δ𝜎(0)
=

=
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 − 1

2Δ𝜎(0)

(︂
𝑛− 1

2

[︁
Δ𝜌(1)

]︁2
+ 𝑠
[︁
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︁2)︂
cos 2𝜃−

− 1

2Δ𝜎(0)

(︂
𝑛− 1

2

[︁
Δ𝜌(1)

]︁2
− 𝑠
[︁
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︁2)︂
,

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 − 𝑛− 1

2Δ𝜎(0)
Δ𝜌(1)𝜌

(1)
𝑟𝜃 sin 2𝜃.

(3.32)

Введем обозначения для известных слагаемых, определяемых из нулевого

и первого приближений, где верхний индекс обозначает номер приближения, а

нижний индекс согласован с коэффициентом 𝑓 при функции угла 𝜃:

𝐵
(2)
2 =

1

2Δ𝜎(0)

(︂
𝑛− 1

2

[︁
Δ𝜌(1)

]︁2
+ 𝑠
[︁
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︁2)︂
,

𝐵
(2)
0 =

1

2Δ𝜎(0)

(︂
𝑛− 1

2

[︁
Δ𝜌(1)

]︁2
− 𝑠
[︁
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︁2)︂
,

𝑇
(2)
2 =

𝑛− 1

2Δ𝜎(0)
Δ𝜌(1)𝜌

(1)
𝑟𝜃 .

(3.33)

Линеаризованные определяющие соотношения для второго приближения (3.32)

можно записать в следующем виде:

Δ𝜎(2) =
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 −𝐵

(2)
2 cos 2𝜃 −𝐵

(2)
0 ,

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 − 𝑇

(2)
2 sin 2𝜃.

(3.34)

Обратимся к рассмотрению граничных условий для второго приближения.

В уравнении внешней границы (3.2), используя обозначения (2.33), (2.34), при­

нимаем

𝑟2 = (cos 2𝜃 − 1)/4𝑏, 𝑆2 = (cos 2𝜃 − 1)/4𝑏2, 𝑆̇2 = − sin 2𝜃/2𝑏2. (3.35)

Линеаризованные граничные условия для второго приближения (2.37) при
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𝑟 = 𝑏 зависят от нулевого и первого приближений, в которых, учитывая (3.31),

(3.35), выделяем функции угла 𝜃:

𝜎(2)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −𝑑𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos 𝜃 − 𝑑2𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
cos2 𝜃

2
− 𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

(cos 2𝜃 − 1)

4𝑏
+

+
Δ𝜎(0)

𝑏2
sin2 𝜃 − 2𝜎

(1)
𝑟𝜃

sin 𝜃

𝑏
= −𝑑𝜌

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos2 𝜃 − 𝑑2𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
cos2 𝜃

2
+

+
𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

(1− cos 2𝜃)

4𝑏
+

Δ𝜎(0)

𝑏2
sin2 𝜃 − 2𝜌

(1)
𝑟𝜃

sin2 𝜃

𝑏
=

=
1

2

[︁
−𝑑𝜌

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 1

2

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
− 1

2𝑏

𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− Δ𝜎(0)

𝑏2
+

2

𝑏
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︁
cos 2𝜃+

+
1

2

[︁
−𝑑𝜌

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 1

2

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
+

1

2𝑏

𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
+

Δ𝜎(0)

2𝑏2
− 1

𝑏
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︁
=

=
1

2

[︁
−𝑑𝜌

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
+

2

𝑏
𝜌
(1)
𝑟𝜃 +

𝑄𝑝(𝑝+ 2)

2𝑏2

]︁
cos 2𝜃+

+
1

2

[︁
−𝑑𝜌

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 1

𝑏
𝜌
(1)
𝑟𝜃 +

𝑄𝑝(𝑝+ 1)

2𝑏2

]︁
, (3.36)

𝜎
(2)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −Δ𝜎(0)
(︁cos 𝜃 sin 𝜃

𝑏2
− sin 2𝜃

2𝑏2

)︁
+Δ𝜎(1)

sin 𝜃

𝑏
−
𝑑𝜎

(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
cos 𝜃+

+
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟

sin 𝜃 cos 𝜃

𝑏
=

1

2

[︁Δ𝜌(1)
𝑏

− 𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝜌
(1)
𝑟𝜃 − Δ𝜎(0)

𝑏

)︁]︁
sin 2𝜃 =

=
1

2

[︁Δ𝜌(1)
𝑏

−
𝑑𝜌

(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
+
𝑄𝑝2

𝑏2

]︁
sin 2𝜃. (3.37)

Краевые условия на внутреннем контуре (при 𝑟 = 𝑎) имеют вид

𝜎
(2)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, 𝜎
(2)
𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, (3.38)

поскольку на внутреннем радиусе трубы задано давление 𝑞 и граница не возму­

щена.

Уравнения (2.3), (2.6), (3.3), (3.4), (3.34) с граничными условиями (3.36)–

(3.38) образуют краевую задачу для нахождения 2-го приближения в напряже­

ниях.
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3.4. Построение решения для второго приближения

Радиальная составляющая напряжений 𝜎
(2)
𝑟𝑟 , входящая в граничное усло­

вие (3.36), состоит из двух слагаемых, одно из которых зависит от функции

радиуса 𝑟 и тригонометрической функции угла 𝜃, а другое – только от функции

радиуса. Очевидно, что при построении решения задачи для второго прибли­

жения необходимо рассматривать скорости перемещений в таком виде, чтобы

при принятии перемещений в этом виде определяемые радиальные напряже­

ния удовлетворяли граничным условиям. Граничному условию (3.36) можно

удовлетворить только в том случае, если радиальная составляющая скоростей

перемещений 𝑢̇(2)𝑟 будет содержать два слагаемых, одно из которых зависит от

радиуса 𝑟 и угла 𝜃, а второе – только от радиуса 𝑟; скорость тангенциальных

перемещений 𝑢̇(2)𝜃 должна зависеть и от радиуса 𝑟 и от угла 𝜃:

𝑢̇(2)𝑟 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝜌𝑟(𝑟, 𝜃) + ̃̇︀𝑢𝜓𝑟 (𝑟) = 𝑢̇𝜌𝑟(𝑟) cos 2𝜃 + 𝑢̇𝜓𝑟 (𝑟),

𝑢̇
(2)
𝜃 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝜌𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝑢̇𝜌𝜃(𝑟) sin 2𝜃,

(3.39)

где 𝑢̇𝜌𝑟 = 𝑢̇𝜌𝑟(𝑟), 𝑢̇𝜓𝑟 = 𝑢̇𝜓𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝜌𝜃 = 𝑢̇𝜌𝜃(𝑟) – неизвестные, подлежащие опреде­

лению функции.

Подставляя выражения для перемещений (3.39) в соотношения типа Коши­

Эйлера в виде (2.6), получаем

𝜀̇(2)𝑟𝑟 =
𝜕𝑢̇𝜌𝑟
𝜕𝑟

cos 2𝜃 +
𝜕𝑢̇𝜓𝑟
𝜕𝑟

,

𝜀̇
(2)
𝜃𝜃 =

1

𝑟

𝜕(𝑢̇𝜌𝜃 sin 2𝜃)

𝜕𝜃
+
𝑢̇𝜌𝑟 cos 2𝜃 + 𝑢̇𝜓𝑟

𝑟
=

(︂
2

𝑟
𝑢̇𝜌𝜃 +

𝑢̇𝜌𝑟
𝑟

)︂
cos 2𝜃 +

𝑢̇𝜓𝑟
𝑟
,

𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 =

1

2

(︂
𝜕𝑢̇𝜌𝜃
𝜕𝑟

− 2𝑢̇𝜌𝑟
𝑟

−
𝑢̇𝜌𝜃
𝑟

)︂
sin 2𝜃.

(3.40)

Соотношения типа Коши-Эйлера в виде (3.40) позволяют тождественно удовле­
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творить условие несжимаемости материала (2.3):

(︂
𝜕𝑢̇𝜌𝑟
𝜕𝑟

+
2

𝑟
𝑢̇𝜌𝜃 +

𝑢̇𝜌𝑟
𝑟

)︂
cos 2𝜃 +

𝜕𝑢̇𝜓𝑟
𝜕𝑟

+
𝑢̇𝜓𝑟
𝑟

= 0 (3.41)

при выполнении согласно (3.41) следующих равенств:

𝜕̃̇︀𝑢𝜌𝑟
𝜕𝑟

+
2

𝑟
̃̇︀𝑢𝜌𝜃 + ̃̇︀𝑢𝜌𝑟𝑟 = 0, (3.42)

𝑑𝑢̇𝜓𝑟
𝑑𝑟

+
𝑢̇𝜓𝑟
𝑟

= 0. (3.43)

Уравнение (3.42) тождественно выполняется путем введения функции ско­

ростей перемещений

𝜉(2)(𝑟, 𝜃) = 𝑅2(𝑟) sin 2𝜃 (3.44)

такой, что ̃̇︀𝑢𝜌𝑟 = −1

𝑟

𝜕𝜉(2)

𝜕𝜃
, ̃̇︀𝑢𝜌𝜃 = 𝜕𝜉(2)

𝜕𝑟
. (3.45)

Уравнение (3.43) позволяет определить составляющую скоростей перемещений

(3.39) , независящую от угла 𝜃:

𝑢̇𝜓𝑟 =
𝐶

𝑟
(3.46)

и, следовательно,

𝜀̇𝜓𝑟𝑟 = −𝐶
𝑟2
. (3.47)

Полученные представления для скоростей перемещений (3.45), (3.46) использу­

ются в выражениях для скоростей деформаций ползучести (3.40):

𝜀̇(2)𝑟𝑟 = −𝜀̇(2)𝜃𝜃 =
1

𝑟2
𝜕𝜉(2)

𝜕𝜃
− 1

𝑟

𝜕2𝜉(2)

𝜕𝜃𝜕𝑟
+
𝑑𝑢𝜓𝑟
𝑑𝑟

,

𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 =

1

2

[︂
− 1

𝑟2
𝜕2𝜉(2)

𝜕𝜃2
+
𝜕2𝜉(2)

𝜕𝑟2
− 1

𝑟

𝜕𝜉(2)

𝜕𝑟

]︂
.
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Воспользуемся определением 𝜉(2) согласно (3.44):

𝜀̇(2)𝑟𝑟 = −𝜀̇(2)𝜃𝜃 = [−2𝑅
′

2𝑟
−1 + 2𝑅2𝑟

−2] cos 2𝜃 +
𝑑𝑢𝜓𝑟
𝑑𝑟

, (3.48)

𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 =

1

2
[𝑅

′′

2 −𝑅
′

2𝑟
−1 + 4𝑅2𝑟

−2] sin 2𝜃. (3.49)

Полученные формулы для скоростей деформаций ползучести (3.48), (3.49) при­

меним в определяющих соотношениях (3.32), учитывая наличие зависимости от

угла 𝜃:

Δ𝜎(2) =
4𝑝

𝐿
(−𝑅′

2𝑟
−𝑝+1 + 𝑅2𝑟

−𝑝) cos 2𝜃 − 𝐵
(2)
2 cos 2𝜃 − 2𝑝𝐶

𝐿
𝑟−𝑝 − 𝐵

(2)
0 , (3.50)

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

1

2𝐿
(𝑅

′′

2𝑟
−𝑝+2 −𝑅

′

2𝑟
−𝑝+1 + 4𝑅2𝑟

−𝑝) sin 2𝜃 − 𝑇
(2)
2 sin 2𝜃. (3.51)

Введем обозначения:

Δ𝜎𝜌 =
4𝑝

𝐿
(−𝑅′

2𝑟
−𝑝+1 +𝑅2𝑟

−𝑝),

Δ𝜎𝜓 = −2𝑝𝐶

𝐿
𝑟−𝑝,

𝜎𝜌𝑟𝜃 =
1

2𝐿

[︁
𝑅

′′

2𝑟
−𝑝+2 −𝑅

′

2𝑟
−𝑝+1 + 4𝑅2𝑟

−𝑝
]︁
.

(3.52)

Тогда соотношения (3.50), (3.51) принимают вид:

Δ𝜎(2) = Δ𝜎𝜌 cos 2𝜃 +Δ𝜎𝜓 −𝐵
(2)
2 cos 2𝜃 −𝐵

(2)
0 = Δ𝜌(2) cos 2𝜃 +Δ𝜓(2), (3.53)

𝜎
(2)
𝑟𝜃 = 𝜎𝜌𝑟𝜃 sin 2𝜃 − 𝑇

(2)
2 sin 2𝜃 = 𝜌

(2)
𝑟𝜃 sin 2𝜃. (3.54)

Здесь
Δ𝜌(2) = Δ𝜎𝜌 −𝐵

(2)
2 ,

Δ𝜓(2) = Δ𝜎𝜓 −𝐵
(2)
0 ,

𝜌
(2)
𝑟𝜃 = 𝜎𝜌𝑟𝜃 − 𝑇

(2)
2 .

(3.55)

С учетом обозначений (3.53)–(3.55) уравнения равновесия (2.4), (2.5) предста­
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вимы в виде:
𝜕𝜎

(2)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
= −1

𝑟
(2𝜌

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜌(2)) cos 2𝜃 − Δ𝜓(2)

𝑟
, (3.56)

𝜕𝜎
(2)
𝜃𝜃

𝜕𝜃
= −(𝑟

𝜕𝜌
(2)
𝑟𝜃

𝜕𝑟
+ 2𝜌

(2)
𝑟𝜃 ) sin 2𝜃. (3.57)

Для определения функции 𝑅2(𝑟) необходимо произвести действия, анало­

гичные (2.60), (2.61), (2.62), т.е. предварительно найти производную по 𝜃 от

обеих частей уравнения равновесия (3.56), учитывая, что Δ𝜓(2) не зависит от

угла 𝜃; далее найти производную по 𝑟 от обеих частей уравнения равновесия

(3.57) и вторую производную по 𝜃 и по 𝑟 от обеих частей соотношения (3.53)

для Δ𝜎(2).

Разность продифференцированных уравнений равновесия тождественно

равна второй производной Δ𝜎(2). Опираясь на уравнение (2.64) и сокращая на

sin 2𝜃 без нарушения общности искомого решения приходим к уравнению:

𝑟
𝜕2𝜎𝜌𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝜌𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 2
𝜕Δ𝜎𝜌

𝜕𝑟
+

4𝜎𝜌𝑟𝜃 + 2Δ𝜎𝜌

𝑟
=

= 𝑟
𝜕2𝑇

(2)
2

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(2)
2

𝜕𝑟
+ 2

𝜕𝐵
(2)
2

𝜕𝑟
+

4𝑇
(2)
2 + 2𝐵

(2)
2

𝑟
. (3.58)

Учитывая в уравнении (3.58) обозначения, введенные в (3.52), получаем

дифференциальное уравнение четвертого порядка для нахождения функции

𝑅2(𝑟):

𝑅
(𝐼𝑉 )
2 + (6− 2𝑝)𝑅

′′′

2 𝑟
−1 + (𝑝2 − 20𝑝+ 11)𝑅

′′

2𝑟
−2+

+ (15𝑝2 − 20𝑝+ 5)𝑅
′

2𝑟
−3 + (16− 12𝑝2 + 8𝑝)𝑅2𝑟

−4 = 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌2(𝑟), (3.59)

где

𝑌2(𝑟) = 𝑟
𝜕2𝑇

(2)
2

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(2)
2

𝜕𝑟
+ 2

𝜕𝐵
(2)
2

𝜕𝑟
+

4𝑇
(2)
2 + 2𝐵

(2)
2

𝑟
.

Для получения решения необходимо найти решение соответствующего однород­



63

ного дифференциального уравнения четвертого порядка аналогично (2.69):

𝑅
(𝐼𝑉 )
2 + (6− 2𝑝)𝑅

′′′

2 𝑟
−1 + (𝑝2 − 20𝑝+ 11)𝑅

′′

2𝑟
−2+

+ (15𝑝2 − 20𝑝+ 5)𝑅
′

2𝑟
−3 + (16− 12𝑝2 + 8𝑝)𝑅2𝑟

−4 = 0. (3.60)

Используя степенное представление 𝑅2(𝑟) = 𝑟𝜈 в однородном уравнении (3.60),

получим

𝜈4 − 2𝑝𝜈3 + (𝑝2 − 14𝑝+ 4)𝜈2 + (14𝑝2 − 4𝑝)𝜈 + (16− 12𝑝2 + 8𝑝) = 0, (3.61)

решением которого являются корни

𝜈1,2,3,4 =
𝑝

2
±

√︁
𝑝2 + 28𝑝− 8± 4

√︀
61𝑝2 − 36𝑝− 12

2
.

Уравнение (3.61) имеет комплексные корни при

61𝑝2 − 36𝑝− 12 < 0,

что выполняется при 𝑝 = 2/𝑛 < 0, 83, т.е. при показателе нелинейности 𝑛 >

2, 42. Следовательно, 𝜈𝑖 (𝑖 = 1, 4) при 𝑛 > 2,42 представимы в виде:

𝜈1,2,3,4 =
𝑝

2
± 𝑙

2
± 𝑖𝑧.

Здесь 𝑙 = 𝑙(𝑝) и 𝑧 = 𝑧(𝑝) – известные значения для конкретного материала.

Воспользуемся тригонометрическим представлением полученного решения для

(3.60) согласно [131]:

𝑅2(𝑟) = 𝐶21𝑟
(𝑝+𝑙)/2 cos(𝑧 ln 𝑟) + 𝐶22𝑟

(𝑝+𝑙)/2 sin(𝑧 ln 𝑟)+

+ 𝐶23𝑟
(𝑝−𝑙)/2 cos(𝑧 ln 𝑟) + 𝐶24𝑟

(𝑝−𝑙)/2 sin(𝑧 ln 𝑟),
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где 𝐶21 ÷ 𝐶24 – константы интегрирования.

Для нахождения частного решения неоднородного дифференциального

уравнения четвертого порядка (3.58) используется метод вариации произволь­

ных постоянных [131], применяя который получаем систему линейных уравне­

ний:

𝐶
′

21(𝑟)𝑚1(𝑟) + 𝐶
′

22(𝑟)𝑚2(𝑟) + 𝐶
′

23(𝑟)𝑚3(𝑟) + 𝐶
′

24(𝑟)𝑚4(𝑟) = 0,

𝐶
′

21(𝑟)
𝑑𝑚1(𝑟)

𝑑𝑟
+ 𝐶

′

22(𝑟)
𝑑𝑚2(𝑟)

𝑑𝑟
+ 𝐶

′

23(𝑟)
𝑑𝑚3(𝑟)

𝑑𝑟
+ 𝐶

′

24(𝑟)
𝑑𝑚4(𝑟)

𝑑𝑟
= 0,

𝐶
′

21(𝑟)
𝑑2𝑚1(𝑟)

𝑑𝑟2
+ 𝐶

′

22(𝑟)
𝑑2𝑚2(𝑟)

𝑑𝑟2
+ 𝐶

′

23(𝑟)
𝑑2𝑚3(𝑟)

𝑑𝑟2
+ 𝐶

′

24(𝑟)
𝑑2𝑚4(𝑟)

𝑑𝑟2
= 0,

𝐶
′

21(𝑟)
𝑑3𝑚1(𝑟)

𝑑𝑟3
+ 𝐶

′

22(𝑟)
𝑑3𝑚2(𝑟)

𝑑𝑟3
+ 𝐶

′

23(𝑟)
𝑑3𝑚3(𝑟)

𝑑𝑟3
+ 𝐶

′

24(𝑟)
𝑑3𝑚4(𝑟)

𝑑𝑟3
=

= 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌2(𝑟).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.62)

Здесь символ (′) при 𝐶 ′

2𝑖 означает дифференцирование по 𝑟;

𝑚1(𝑟) = 𝑟(𝑝+𝑙)/2 cos(𝑧 ln 𝑟), 𝑚2(𝑟) = 𝑟(𝑝+𝑙)/2 sin(𝑧 ln 𝑟),

𝑚3(𝑟) = 𝑟(𝑝−𝑙)/2 cos(𝑧 ln 𝑟), 𝑚4(𝑟) = 𝑟(𝑝−𝑙)/2 sin(𝑧 ln 𝑟).

Решение данной системы уравнений позволяет получить полное решение

неоднородного дифференциального уравнения (3.58) в виде

𝑅2(𝑟) =
4∑︁
𝑖=1

[𝐶2𝑖(𝑟) + 𝑐2𝑖]𝑚𝑖(𝑟). (3.63)

Здесь 𝐶2𝑖 – известные функции радиуса 𝑟; 𝑐2𝑖 — константы интегрирования.

Вернемся к рассмотрению уравнения равновесия (3.56). Оно содержит два

слагаемых, одно из которых зависит от cos 2𝜃, а второе не содержит функции

переменной 𝜃. С другой стороны, частная производная 𝜎(2)𝑟𝑟 по 𝑟 представима в
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виде:
𝜕𝜎

(2)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
=
𝑑𝜌

(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos 2𝜃 +

𝑑𝜓
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
. (3.64)

Приравняем правые части уравнений (3.56) и (3.64):

− 1

𝑟
(2𝜌

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜌(2)) cos 2𝜃 − Δ𝜓(2)

𝑟
=
𝑑𝜌

(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos 2𝜃 +

𝑑𝜓
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
. (3.65)

Можем сделать вывод, что

𝑑𝜌
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
= −

1

𝑟

(︀
2𝜌

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜌(2)

)︀
,

𝑑𝜓
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
= −

Δ𝜓(2)

𝑟
.

(3.66)

Воспользуемся обозначением (3.52), (3.55) и подставим в равенство (3.66) полу­

ченное решение для функции 𝑅2(𝑟) из (3.63):

𝑑𝜌
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
= −1

𝑟
(2𝜌

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜌(2)) = −1

𝑟
(2𝜎𝜌𝑟𝜃 − 2𝑇

(2)
2 +Δ𝜎𝜌 −𝐵

(2)
2 ) =

=
1

𝐿
[−𝑅′′

2𝑟
−𝑝+1 + (4𝑝+ 1)𝑅

′

2𝑟
−𝑝 − (4𝑝+ 4)𝑅2𝑟

−𝑝−1] +
2𝑇

(2)
2 +𝐵

(2)
2

𝑟
, (3.67)

𝑑𝜓
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
= −Δ𝜓(2)

𝑟
=

2𝑝

𝐿
𝐶𝑟−𝑝−1 +

𝐵
(2)
0

𝑟
.

Интегрируя по 𝑟, приходим к выражению для радиальной составляющей тен­

зора напряжений

𝜎(2)𝑟𝑟 = (𝜌(2)𝑟𝑟 +𝐾𝜌) cos 2𝜃 + (𝜓(2)
𝑟𝑟 +𝐾𝜓), (3.68)

где 𝐾𝜌 и 𝐾𝜓 — константы интегрирования.

Составляющая тензора напряжений 𝜎
(2)
𝑟𝜃 определяется по формуле (3.51)
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с учетом (3.63):

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

[︁ 1

2𝐿
(𝑅

′′

2𝑟
−𝑝+2 −𝑅

′

2𝑟
−𝑝+1 + 4𝑅2𝑟

−𝑝)− 𝑇
(2)
2 (𝑟)

]︁
sin 2𝜃 = 𝜌

(2)
𝑟𝜃 sin 2𝜃. (3.69)

Подставляя полученное решение для 𝜎
(2)
𝑟𝑟 и 𝜎

(2)
𝑟𝜃 в граничные условия (3.36) −

(3.38), определяем константы интегрирования 𝑐21, 𝑐22, 𝑐23, 𝑐24, 𝐶, 𝐾𝜌, 𝐾𝜓. По­

скольку уравнение для нахождения 𝜎(2)𝑟𝑟 распадается на два уравнения по при­

знаку наличия зависимости от угла 𝜃, получаем шесть уравнений и семь неиз­

вестных констант интегрирования, что позволяет без нарушения общности ре­

шения положить 𝐾𝜌 = 0. Обозначая

Ψ(2)
𝑟𝑟 = 𝜓(2)

𝑟𝑟 +𝐾𝜓,

получаем окончательный вид радиальной составляющей

𝜎(2)𝑟𝑟 = 𝜌(2)𝑟𝑟 cos 2𝜃 +Ψ(2)
𝑟𝑟 . (3.70)

Следовательно, обращаясь к уравнению (3.53), имеем

Δ𝜎(2) = 𝜎(2)𝑟𝑟 − 𝜎
(2)
𝜃𝜃 = Δ𝜌(2) cos 2𝜃 +ΔΨ(2). (3.71)

Из соотношений (3.70), (3.71) определяется тангенциальная компонента

тензора напряжений:

𝜎
(2)
𝜃𝜃 = 𝜎(2)𝑟𝑟 −Δ𝜎(2) =

(︀
𝜌(2)𝑟𝑟 −Δ𝜌(2)

)︀
cos 2𝜃 +Ψ(2)

𝑟𝑟 −ΔΨ(2). (3.72)

Использование полученного решения позволяет определить напряжения,

скорости деформаций ползучести в трубе до приближения второго порядка

включительно.
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3.5. Построение решения для третьего приближения

Обратимся к определяющим соотношениям для третьего приближения в

виде (2.28), (2.29) и выразим компоненты напряжений, отвечающих за третье

приближение, из определяющих соотношений (2.28), (2.29):

Δ𝜎(3) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(3)𝑟𝑟 −

[︂
(𝑛− 1)

Δ𝜎(1)Δ𝜎(2)

Δ𝜎(0)
+

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

6
· [Δ𝜎

(1)]3

[Δ𝜎(0)]2
+

+
2(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛

Δ𝜎(1)
[︀
𝜎
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 +
4(𝑛− 1)

𝑛

𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝜎

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

]︂
, (3.73)

𝜎
(3)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(3)
𝑟𝜃 −

[︂(𝑛− 1)

Δ𝜎(0)

[︁
Δ𝜎(1)𝜎

(2)
𝑟𝜃 +Δ𝜎(2)𝜎

(1)
𝑟𝜃

]︁
+

+
(𝑛− 1)𝜎

(1)
𝑟𝜃

2[Δ𝜎(0)]2

[︁
(𝑛− 2)[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2
]︁]︂
. (3.74)

Решения для первого (3.31) и второго (3.69),(3.71) приближений соответственно

используются для выделения функций угла 𝜃 из определяющих соотношений

(3.73), (3.74):

Δ𝜎(3) =
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(3)𝑟𝑟 −

(︂
(𝑛− 1)

Δ𝜌(1) cos 𝜃(Δ𝜌(2) cos 2𝜃 +ΔΨ(2))

Δ𝜎(0)
+

+
(𝑛− 1)(𝑛− 2)

6
· [Δ𝜌

(1)]3 cos3 𝜃

[Δ𝜎(0)]2
−

− 𝑠(𝑛− 2)
Δ𝜌(1)

[︀
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︀2
cos 𝜃 sin2 𝜃[︀

Δ𝜎(0)
]︀2 − 2𝑠

𝜌
(1)
𝑟𝜃 𝜌

(2)
𝑟𝜃 sin 𝜃 sin 2𝜃

Δ𝜎(0)

)︂
, (3.75)

𝜎
(3)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(3)
𝑟𝜃 −

(︂(𝑛− 1)

Δ𝜎(0)

[︁
Δ𝜌(1)𝜌

(2)
𝑟𝜃 cos 𝜃 sin 2𝜃+(Δ𝜌(2) cos 2𝜃+ΔΨ(2))𝜌

(1)
𝑟𝜃 sin 𝜃

]︁
+
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+
(𝑛− 1)𝜌

(1)
𝑟𝜃 sin 𝜃

2[Δ𝜎(0)]2

[︁
(𝑛− 2)[Δ𝜌(1)]2 cos2 𝜃 + 4[𝜌

(1)
𝑟𝜃 ]

2 sin2 𝜃
]︁)︂
. (3.76)

Для решения задачи необходимы следующие формулы из элементарной

геометрии:

cos 𝜃 cos 2𝜃 =
1

2
cos 𝜃 +

1

2
cos 3𝜃, cos3 𝜃 =

3

4
cos 𝜃 +

1

4
cos 3𝜃,

sin 𝜃 sin 2𝜃 =
1

2
cos 𝜃 − 1

2
cos 3𝜃, sin3 𝜃 =

3

4
sin 𝜃 − 1

4
sin 3𝜃,

sin 𝜃 cos2 𝜃 =
1

4
sin 𝜃 +

1

4
sin 3𝜃, sin 𝜃 cos 2𝜃 = −1

2
sin 𝜃 +

1

2
sin 3𝜃,

cos 𝜃 sin2 𝜃 =
1

4
cos 𝜃 − 1

4
cos 3𝜃, cos 𝜃 sin 2𝜃 =

1

2
sin 𝜃 +

1

2
sin 3𝜃.

(3.77)

В дальнейшем принимаются обозначения:

𝐵
(3)
1 (𝑟) =

𝑛− 1

2
·
Δ𝜌(1)

(︀
Δ𝜌(2) + 2ΔΨ(2)

)︀
Δ𝜎(0)

+
(𝑛− 1)(𝑛− 2)

8
· [Δ𝜌

(1)]3

[Δ𝜎(0)]2
−

− 𝑠(𝑛− 2)

4

Δ𝜌(1)
[︀
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 − 2𝑠
𝜌
(1)
𝑟𝜃 𝜌

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
, (3.78)

𝐵
(3)
3 (𝑟) =

𝑛− 1

2
· Δ𝜌

(1)Δ𝜌(2)

Δ𝜎(0)
+

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

24
· [Δ𝜌

(1)]3

[Δ𝜎(0)]2
−

− 𝑠(𝑛− 2)

4

Δ𝜌(1)
[︀
𝜌
(1)
𝑟𝜃

]︀2[︀
Δ𝜎(0)

]︀2 − 𝑠
𝜌
(1)
𝑟𝜃 𝜌

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
, (3.79)

𝑇
(3)
1 (𝑟) =

𝑛− 1

2

(︂
Δ𝜌(1)𝜌

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
+
𝑛− 2

4
·
𝜌
(1)
𝑟𝜃 [Δ𝜌

(1)]2

[Δ𝜎(0)]2
+

+
𝜌
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
(︀
2ΔΨ(2) −Δ𝜌(2)

)︀
+

3[𝜌
(1)
𝑟𝜃 ]

3

[Δ𝜎(0)]2

)︂
, (3.80)

𝑇
(3)
3 (𝑟) =

𝑛− 1

2

(︂
Δ𝜌(1)𝜌

(2)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
+
𝑛− 2

4
·
𝜌
(1)
𝑟𝜃 [Δ𝜌

(1)]2

[Δ𝜎(0)]2
+
𝜌
(1)
𝑟𝜃 Δ𝜌

(2)

Δ𝜎(0)
−

[𝜌
(1)
𝑟𝜃 ]

3

[Δ𝜎(0)]2

)︂
, (3.81)
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которые используются в определяющих соотношениях (3.75), (3.76) с учетом

тригонометрических выражений (3.77):

Δ𝜎(3) =
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(3)𝑟𝑟 −𝐵

(3)
1 cos 𝜃 −𝐵

(3)
3 cos 3𝜃,

𝜎
(3)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(3)
𝑟𝜃 − 𝑇

(3)
1 sin 𝜃 − 𝑇

(3)
3 sin 3𝜃.

(3.82)

Уравнения (3.82) приведены к виду, который является частным случаем общей

постановки решения задачи в виде (2.56), (2.57).

Обратимся к рассмотрению граничных условий для третьего приближе­

ния, предварительно отметив, что в уравнении внешнего контура несоосной

трубы (3.2) отсутствует слагаемое, содержащее третью степень малого пара­

метра 𝛿3, следовательно,

𝑟3 = 0, 𝑆3 = 0, 𝑆3 = 0. (3.83)

Тогда граничные условия для третьего приближения на внешнем контуре (2.45)

примут вид:

𝜎(3)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −𝑑𝜎
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos 𝜃 − 𝑑2𝜎

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
cos2 𝜃

2
− 𝑑3𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟3
cos3 𝜃

6
+

+ 2Δ𝜎(0)
(︁cos 𝜃 sin2 𝜃

𝑏3
− sin 𝜃 sin 2𝜃

2𝑏3

)︁
+
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟

sin2 𝜃 cos 𝜃

𝑏2
+

+Δ𝜎(1)
sin2 𝜃

𝑏2
− 𝑑𝜎

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

cos 2𝜃 − 1

4𝑏
− 𝑑2𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
cos 𝜃(cos 2𝜃 − 1)

4𝑏
−

− 2𝜎
(1)
𝑟𝜃

(︁sin 2𝜃
2𝑏2

− cos 𝜃 sin 𝜃

𝑏2

)︁
− 2

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟

sin 𝜃 cos 𝜃

𝑏
− 2𝜎

(2)
𝑟𝜃

sin 𝜃

𝑏
, (3.84)

𝜎
(3)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= −Δ𝜎(0)
(︁sin 2𝜃 cos 𝜃

2𝑏3
− cos2 𝜃 sin 𝜃

𝑏3
+

sin 𝜃(cos 2𝜃 − 1)

4𝑏3
+

sin3 𝜃

𝑏3

)︁
−

−Δ𝜎(1)
(︁sin 𝜃 cos 𝜃

𝑏2
− sin 2𝜃

2𝑏2

)︁
+Δ𝜎(2)

sin 𝜃

𝑏
+ 2𝜎

(1)
𝑟𝜃

sin2 𝜃

𝑏2
−
𝑑𝜎

(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟

cos 2𝜃 − 1

4𝑏
−

− 𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟

sin3 𝜃

2𝑏2
− 𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟

(︁sin 𝜃 cos 𝜃
𝑏2

− sin 2𝜃

2𝑏2

)︁
cos 𝜃+
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+
𝑑Δ𝜎(1)

𝑑𝑟

sin 𝜃 cos 𝜃

𝑏
−
𝑑𝜎

(2)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
cos 𝜃 − 𝑑2

𝑑𝑟2

(︁
𝜎
(1)
𝑟𝜃 −Δ𝜎(0)

sin 𝜃

𝑏

)︁cos2 𝜃
2

. (3.85)

С учетом тригонометрических формул (3.77) граничные условия принимают

вид:

𝜎(3)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=

(︂
1

4𝑏2
Δ𝜌(1) +

1

2𝑏2
𝜌
(1)
𝑟𝜃 +

1

2𝑏

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
+

1

𝑏
𝜌
(2)
𝑟𝜃 − 1

2

𝑑𝜌
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
−

− 1

8

𝑑2𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
− 1

24

𝑑3𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟3
− 1

4𝑏2
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
− 1

8𝑏

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 1

8𝑏

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2

)︂
cos 3𝜃+

+

(︂
1

4𝑏2
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
+

1

4𝑏2
Δ𝜌(1) − 1

2𝑏2
𝜌
(1)
𝑟𝜃 +

1

8𝑏

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
+

1

8𝑏

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
− 1

2𝑏

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
−

− 1

𝑏
𝜌
(2)
𝑟𝜃 − 1

2

𝑑𝜌
(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 𝑑Ψ

(2)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 3

8

𝑑2𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
− 1

8

𝑑3𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟3

)︂
cos 𝜃, (3.86)

𝜎
(3)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=

(︂
1

8𝑏3
Δ𝜎(0) − 1

2𝑏2
𝜌
(1)
𝑟𝜃 +

1

2𝑏
Δ𝜌(2) − 1

2

𝑑𝜌
(2)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
+

1

4𝑏

𝑑Δ𝜌(1)

𝑑𝑟
− 1

8𝑏

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
+

+
1

8𝑏2
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
+

1

8𝑏

𝑑2Δ𝜎(0)

𝑑𝑟2
− 1

8

𝑑2𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟2

)︂
sin 3𝜃+(︂

− 3

8𝑏3
Δ𝜎(0) +

3

2𝑏2
𝜌
(1)
𝑟𝜃 − 1

2𝑏
Δ𝜌(2) +

1

𝑏
ΔΨ(2) − 1

2

𝑑𝜌
(2)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
+

1

4𝑏

𝑑Δ𝜌(1)

𝑑𝑟
+

+
3

8𝑏

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
− 3

8𝑏2
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
− 1

8

𝑑2𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟2
+

1

8𝑏

𝑑2Δ𝜎(0)

𝑑𝑟2

)︂
sin 𝜃. (3.87)

Задача определения напряжений в третьем приближении состоит в удо­

влетворении полученного решения граничным условиям (3.86), (3.87). Посколь­

ку граничные условия (3.86), (3.87) зависят от функций углов 𝜃 и 3𝜃, можно

провести аналогию с рассуждениями, приведенными в пункте 3.4 для второ­

го приближения, и предположить, что напряжения удовлетворят граничным

условиям только в том случае, если и радиальная и тангенциальная составля­

ющая скорости перемещений в третьем приближении также будут содержать

два слагаемых: одно из которых зависит от угла 𝜃, второе – от угла 3𝜃. Таким
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образом, предполагаем, что решение третьего приближения состоит из суммы

двух решений, одно из которых является функцией угла 𝜃, другое — функцией

тройного угла 3𝜃.

Граничные условия (2.46) на внутреннем невозмущенном контуре трубы

должны выполняться независимо от вида функций угла 𝜃. Следовательно, они

тоже распадаются на две составляющие, зависящие от 𝜃 и 3𝜃.

𝜎(3)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= ̃︀𝜎𝜒𝑟𝑟 + ̃︀𝜎𝜅𝑟𝑟 = 0, 𝜎
(3)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= ̃︀𝜎𝜒𝑟𝜃 + ̃︀𝜎𝜅𝑟𝜃 = 0. (3.88)

При решении краевой задачи для нахождения третьего приближения ис­

пользуются соотношения типа Коши-Эйлера (2.6), уравнения равновесия (2.58),

(2.59), определяющие соотношения (3.82) и граничные условия (3.86), (3.87),

(3.88). В результате имеем

𝑢̇
(3)
𝑟 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝜒𝑟 (𝑟, 𝜃) + ̃̇︀𝑢𝜅𝑟 (𝑟, 𝜃) = 𝑢̇𝜒𝑟 (𝑟) cos 3𝜃 + 𝑢̇𝜅𝑟 (𝑟) cos 𝜃,

𝑢̇
(3)
𝜃 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝜒𝜃 (𝑟, 𝜃) + +̃̇︀𝑢𝜅𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝑢̇𝜒𝜃 (𝑟) sin 3𝜃 + 𝑢̇𝜅𝜃(𝑟) cos 𝜃,

(3.89)

где 𝑢̇𝜒𝑟 = 𝑢̇𝜒𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝜅𝑟 = 𝑢̇𝜅𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝜒𝜃 = 𝑢̇𝜒𝜃 (𝑟), 𝑢̇𝜅𝜃 = 𝑢̇𝜅𝜃(𝑟) – неизвестные, подле­

жащие определению функции. Следовательно,

𝜀̇
(3)
𝑟𝜃 = ̃̇︀𝜀𝜒𝑟𝜃 + ̃̇︀𝜀𝜅𝑟𝜃 = 𝜀̇𝜒𝑟𝜃 sin 3𝜃 + 𝜀̇𝜅𝑟𝜃 sin 𝜃,

𝜀̇(3)𝑟𝑟 = ̃̇︀𝜀𝜒𝑟𝑟 + ̃̇︀𝜀𝜅𝑟𝑟 = 𝜀̇𝜒𝑟𝑟 cos 3𝜃 + 𝜀̇𝜅𝑟𝑟 cos 𝜃,

𝜀̇
(3)
𝜃𝜃 = ̃̇︀𝜀𝜒𝜃𝜃 + ̃̇︀𝜀𝜅𝜃𝜃 = 𝜀̇𝜒𝜃𝜃 cos 3𝜃 + 𝜀̇𝜅𝜃𝜃 cos 𝜃.

(3.90)

Используя (3.90), в определяющих соотношениях (3.82) можно выделить функ­

ции угла 𝜃:

Δ𝜎(3) =
(︁ 2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇𝜒𝑟𝑟 −𝐵

(3)
3

)︁
cos 3𝜃 +

(︁ 2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇𝜅𝑟𝑟 −𝐵

(3)
1

)︁
cos 𝜃 =

= Δ𝜒(3) cos 3𝜃 +Δ𝜅(3) cos 𝜃,

𝜎
(3)
𝑟𝜃 =

(︁ 1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇𝜒𝑟𝜃 − 𝑇

(3)
3

)︁
sin 3𝜃 +

(︁ 1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇𝜅𝑟𝜃 − 𝑇

(3)
1

)︁
sin 𝜃 =

= 𝜒
(3)
𝑟𝜃 sin 3𝜃 + 𝜅

(3)
𝑟𝜃 sin 𝜃.

(3.91)
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Чтобы выражения (3.89), (3.90) являлись решением для третьего приближения,

необходимо, чтобы условие несжимаемости (2.3) выполнялось тождественно:

(︁𝜕𝑢̇𝜒𝑟
𝜕𝑟

+
3

𝑟
𝑢̇𝜒𝜃 +

𝑢̇𝜒𝑟
𝑟

)︁
cos 3𝜃 +

(︁𝜕𝑢̇𝜅𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟
𝑢̇𝜅𝜃 +

𝑢̇𝜅𝑟
𝑟

)︁
cos 𝜃 = 0, (3.92)

что возможно при соблюдении следующих равенств:

𝜕𝑢̇𝜒𝑟
𝜕𝑟

+
3

𝑟
𝑢̇𝜒𝜃 +

𝑢̇𝜒𝑟
𝑟

= 0, (3.93)

𝜕𝑢̇𝜅𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟
𝑢̇𝜅𝜃 +

𝑢̇𝜅𝑟
𝑟

= 0. (3.94)

Уравнение (3.93) выполняется тождественно при вводе в рассмотрение

функции скоростей перемещений, аналогичной (2.47), где 𝑓 = 3, т.е.

𝜉
(3)
3 (𝑟, 𝜃) = 𝑋3(𝑟) sin 3𝜃. (3.95)

Уравнение (3.94) выполняется тождественно при вводе в рассмотрение функции

скоростей перемещений, аналогичной (2.47), где 𝑓 = 1:

𝜉
(3)
1 (𝑟, 𝜃) = 𝑅3(𝑟) sin 𝜃. (3.96)

Подставим в определяющие соотношения (3.91) выражения для функций скоро­

стей перемещений (3.95), (3.96). Принимая во внимание выражения для опреде­

ляющих соотношений (2.56), (2.57), учитывающие любое (после нулевого) при­

ближение, можно переписать определяющие соотношения (3.91) в виде:

Δ𝜎(3) =
[︁6𝑝
𝐿

(︀
−𝑋 ′

3𝑟
−𝑝+1 +𝑋3𝑟

−𝑝)︀−𝐵
(3)
3

]︁
cos 3𝜃+

+
[︁2𝑝
𝐿

(︀
−𝑅′

3𝑟
−𝑝+1 +𝑅3𝑟

−𝑝)︀−𝐵
(3)
1

]︁
cos 𝜃, (3.97)
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𝜎
(3)
𝑟𝜃 =

[︁ 1

2𝐿

(︀
𝑋 ′′

3 𝑟
−𝑝+2 −𝑋 ′

3𝑟
−𝑝+1 + 9𝑋3𝑟

−𝑝)︀− 𝑇
(3)
3

]︁
sin 3𝜃+

+
[︁ 1

2𝐿

(︀
𝑅′′

3𝑟
−𝑝+2 −𝑅′

3𝑟
−𝑝+1 +𝑅3𝑟

−𝑝)︀− 𝑇
(3)
1

]︁
sin 𝜃. (3.98)

Функции скоростей перемещений 𝜉(3)3 (𝑟, 𝜃), 𝜉(3)1 (𝑟, 𝜃), согласно (3.95), (3.96),

используются в соотношениях типа Коши-Эйлера (2.6) и затем в определяющих

соотношениях (3.91). Преобразование данных выражений, аналогичное преобра­

зованиям в первом и втором приближениях, позволяет получить два уравнения

для определения функций 𝑋3(𝑟) и 𝑅3(𝑟) соответственно:

𝑋
(𝐼𝑉 )
3 + 2(3− 𝑝)𝑋 ′′′

3 𝑟
−1 + (𝑝2 − 40𝑝+ 21)𝑋 ′′

3 𝑟
−2+

+ (35𝑝2 − 50𝑝+ 15)𝑋 ′
3𝑟

−3 + (−27𝑝2 + 18𝑝+ 81)𝑋3𝑟
−4 = 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌

(3)
3 (𝑟), (3.99)

где 𝑌
(3)
3 (𝑟) = 𝑟

𝑑2𝑇
(3)
3

𝑑𝑟2
+3

𝑑𝑇
(3)
3

𝑑𝑟
+3

𝑑𝐵
(3)
3

𝑑𝑟
+9

𝑇
(3)
3

𝑟
+3

𝐵
(3)
3

𝑟
.

𝑅
(𝐼𝑉 )
3 + 2(3− 𝑝)𝑅′′′

3 𝑟
−1 + (𝑝2 − 8𝑝+ 5)𝑅′′

3𝑟
−2+

+ (3𝑝2 − 2𝑝− 1)𝑅′
3𝑟

−3 + (−3𝑝2 + 2𝑝+ 1)𝑅3𝑟
−4 = 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌

(3)
1 (𝑟), (3.100)

где 𝑌
(3)
1 (𝑟) = 𝑟

𝜕2𝑇
(3)
1

𝜕𝑟2
+ 3

𝜕𝑇
(3)
1

𝜕𝑟
+
𝜕𝐵

(3)
1

𝜕𝑟
+
𝑇

(3)
1 +𝐵

(3)
1

𝑟
.

Используется степенное представление 𝑋(3)
3 (𝑟) = 𝑟𝜆 для подстановки в од­

нородное уравнение, соответствующее неоднородному уравнению (3.99). Упро­

щение полученного однородного уравнения приводит к алгебраическому урав­

нению для определения 𝜆 вида

𝜆4 − 2𝑝𝜆3 + (𝑝2 − 34𝑝+ 14)𝜆2 + (34𝑝2 − 14𝑝)𝜆+

+ (−27𝑝2 + 18𝑝+ 81) = 0, (3.101)
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корнями которого являются

𝜆1,2,3,4 =
𝑝

2
±

√︁
𝑝2 + 68𝑝− 28± 8

√︀
79𝑝2 − 64𝑝− 8

2
.

Уравнение (3.101) имеет комплексные корни при

79𝑝2 − 64𝑝− 8 < 0,

что выполняется при 𝑝 = 2/𝑛 < 0, 92, т. е. при показателе нелинейности

𝑛 > 2, 17. Следовательно, при 𝑛 > 2, 17

𝜆1,2,3,4 =
𝑝

2
± ℎ

2
± 𝑖𝑔.

Здесь ℎ = ℎ(𝑝) и 𝑔 = 𝑔(𝑝) – известные значения для конкретного материала.

Воспользуемся тригонометрическим представлением полученного решения:

𝑋
(3)
3 (𝑟) = 𝐾31𝑟

(𝑝+ℎ)/2 cos(𝑔 ln 𝑟) +𝐾32𝑟
(𝑝+ℎ)/2 sin(𝑔 ln 𝑟)+

+𝐾33𝑟
(𝑝−ℎ)/2 cos(𝑔 ln 𝑟) +𝐾34𝑟

(𝑝−ℎ)/2 sin(𝑔 ln 𝑟),

где 𝐾31 ÷𝐾34 – константы интегрирования.

Для решения неоднородного уравнения (3.99) применяется метод вариации

произвольных постоянных (метод Лагранжа). Вычисления аналогичны выпол­

ненным при нахождении второго приближения, что позволяет выписать реше­

ние неоднородного уравнения в виде:

𝑋3(𝑟) =
4∑︁
𝑖=1

[𝐾3𝑖(𝑟) + 𝑘3𝑖]𝑥𝑖(𝑟). (3.102)
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Здесь 𝐾3𝑖 – известные функции радиуса 𝑟; 𝑘3𝑖 – константы интегрирования,

𝑥1(𝑟) = 𝑟(𝑝+ℎ)/2 cos(𝑔 ln 𝑟), 𝑥2(𝑟) = 𝑟(𝑝+ℎ)/2 sin(𝑔 ln 𝑟),

𝑥3(𝑟) = 𝑟(𝑝−ℎ)/2 cos(𝑔 ln 𝑟), 𝑥4(𝑟) = 𝑟(𝑝−ℎ)/2 sin(𝑔 ln 𝑟),
(3.103)

ℎ = ℎ(𝑝), 𝑔 = 𝑔(𝑝) – известные значения для материала образца.

Вид функции 𝜉(3)1 (𝑟, 𝜃), введенной в рассмотрение в (3.96), полностью иден­

тичен функции 𝜉(1)(𝑟, 𝜃) для первого приближения задачи (3.8), следовательно,

вычисления, проведенные для первого приближения (3.10)–(3.16), позволяют

выписать решение однородного уравнения, соответствующего неоднородному

дифференциальному уравнению (3.100):

𝑅3(𝑟) = 𝐶31𝑟 + 𝐶32𝑟
𝑠+1 + 𝐶33𝑟

𝑣+1 + 𝐶34𝑟
𝑤+1. (3.104)

Здесь 𝑠, 𝑣, 𝑤 определены по формулам (3.17).

Для нахождения частного решения неоднородного дифференциального урав­

нения четвертого порядка (3.100) используется метод вариации произвольных

постоянных [131], применяя который получаем систему линейных уравнений:

𝐶
′

31(𝑟)𝑟 + 𝐶
′

32(𝑟)𝑟
𝑠+1 + 𝐶

′

33(𝑟)𝑟
𝑣+1 + 𝐶

′

34(𝑟)𝑟
𝑤+1 = 0,

𝐶
′

31(𝑟) + 𝐶
′

32(𝑟)𝑟
𝑠 + 𝐶

′

33(𝑟)𝑟
𝑣 + 𝐶

′

34(𝑟)𝑟
𝑤 = 0,

𝐶
′

32(𝑟)𝑟
𝑠−1 + 𝐶

′

33(𝑟)𝑟
𝑣−1 + 𝐶

′

34(𝑟)𝑟
𝑤−1 = 0,

𝐶
′

32(𝑟)𝑟
𝑠−2 + 𝐶

′

33(𝑟)𝑟
𝑣−2 + 𝐶

′

34(𝑟)𝑟
𝑤−2 = 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌

(3)
1 (𝑟).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.105)

Здесь символ (′) при 𝐶 ′

3𝑖 означает дифференцирование по 𝑟.

Решение системы уравнений (3.105) и интегрирование 𝐶 ′

3𝑖(𝑟) по 𝑟 позволяет

получить полное решение неоднородного уравнения (3.100) в виде:

𝑅3(𝑟) = [𝐶31(𝑟) + 𝑐31]𝑟 + [𝐶32(𝑟) + 𝑐32]𝑟
𝑠+1+

+ [𝐶33(𝑟) + 𝑐33]𝑟
𝑣+1 + [𝐶34(𝑟) + 𝑐34]𝑟

𝑤+1. (3.106)
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Здесь 𝐶3𝑖(𝑟) – известные функции радиуса 𝑟; 𝑐3𝑖 — константы интегрирования.

Подставляя решения (3.102), (3.106) для 𝑋3(𝑟) и 𝑅3(𝑟) в соотношения

(3.97), (3.98), затем в уравнение равновесия вида (2.58) для третьего приближе­

ния, получаем выражение для нахождения радиальной составляющей тензора

напряжений

𝜕𝜎
(3)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
=
[︁
−1

𝑟

(︀
3𝜒

(3)
𝑟𝜃 +Δ𝜒(3)

)︀
+

1

𝑟

(︀
3𝑇

(3)
3 +𝐵

(3)
3

)︀]︁
cos 3𝜃+

+
[︁
−1

𝑟

(︀
𝜅
(3)
𝑟𝜃 +Δ𝜅(3)

)︀
+

1

𝑟

(︀
𝑇

(3)
1 +𝐵

(3)
1

)︀]︁
cos 𝜃.

После интегрирования данного уравнения получаем радиальное напряжение

для третьего приближения вида

𝜎(3)𝑟𝑟 = (𝜒(3)
𝑟𝑟 + 𝐶𝜒) cos 3𝜃 + (𝜅(3)𝑟𝑟 + 𝐶𝜅) cos 𝜃, (3.107)

где 𝐶𝜒 и 𝐶𝜅 — константы интегрирования.

Полученное решение (3.107) для 𝜎(3)𝑟𝑟 и (3.98) для 𝜎(3)𝑟𝜃 используется в гра­

ничных условиях (3.86), (3.87), (3.88). Константы интегрирования 𝑘31, 𝑘32, 𝑘33,

𝑘34, 𝐶𝜒 — для задачи, использующей функцию тройного угла; константы инте­

грирования 𝑐31, 𝑐32, 𝑐33, 𝑐34, 𝐶𝜅 — для задачи, использующей функцию одинар­

ного угла, определяются из граничных условий, которые тоже распадаются по

признаку зависимости от функции угла, в результате чего для нахождения де­

сяти констант интегрирования используется восемь уравнений. Это позволяет

положить 𝐶𝜒 = 0, 𝐶𝜅 = 0.

Использование полученного решения третьего приближения позволяет опре­

делить напряжения, скорости деформаций ползучести в трубе до третьего по­

рядка приближения включительно.

Анализ уравнения (3.61) для второго приближения и уравнения (3.101)

для третьего приближения показывает, что приведённое решение применимо

при показателе нелинейности 𝑛 > 2,42.
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3.6. Анализ результатов аналитического решения

В качестве модельного примера рассмотрена труба с внутренним радиу­

сом 𝑎 = 0,115 м, внешним радиусом 𝑏 = 0,15 м из двух материалов: угле­

родистой стали с характеристиками нелинейности материала 𝑛 = 3,03, 𝐴 =

9,04 · 10−9 МПа−𝑛ч−1 и жаропрочного сплава ХН73МБТЮ(ЭИ698) с характе­

ристиками нелинейности материала 𝑛 = 10,96, 𝐴 = 4,57 · 10−33 МПа−𝑛ч−1 под

действием внутреннего давления 𝑞 = 22,07 МПа.

Результаты расчётов на основании построенных аналитических решений

на внешнем контуре трубы приведены в таблицах 3.1 и 3.2, причем в расчётах

используется 𝛿 = 𝛿/𝑎, 𝑟 = 𝑟/𝑎. В таблицах 3.1 и 3.2 представлены значения:

𝜎*𝜃𝜃 = 𝜎
(0−1)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 при учете приближения первого порядка на внешней границе

трубы при 𝑟 = 𝑏/𝑎 + 𝛿 cos 𝜃; 𝜎**𝜃𝜃 = 𝜎
(0−2)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 при учете приближения второго

порядка на внешней границе трубы при 𝑟 = 𝑏/𝑎+ 𝛿 cos 𝜃+ 𝛿2(cos 2𝜃− 1)/(4𝑏/𝑎);

𝜎***𝜃𝜃 = 𝜎
(0−3)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 при учете приближения третьего порядка на внешней границе

трубы при 𝑟 = 𝑏/𝑎+𝛿 cos 𝜃+𝛿2(cos 2𝜃−1)/(4𝑏/𝑎) при 𝜃 = 𝜋 (см. рисунок 3.1) для

𝑛 = 3,03 и 𝑛 = 10,96 соответственно, вычисленные с шагом 0,01 по величине

𝛿. В этом сечении минимальная толщина стенки трубы и как следствие – наи­

большие напряжения.

Таблица 3.1 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из углеродистой стали
(𝑛 = 3,03, 𝐴 = 9,04 · 10−9) на внешнем контуре трубы при 𝜃 = 𝜋

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 1,04 1,09 1,13 1,17 1,21 1,25 1,29 1,33 1,37 1,40
𝜎**𝜃𝜃 1,0 1,04 1,09 1,14 1,19 1,24 1,29 1,35 1,41 1,48 1,54
𝜎***𝜃𝜃 1,0 1,04 1,09 1,14 1,19 1,25 1,30 1,37 1,44 1,52 1,62

Таблица 3.2 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из сплава ХН73МБТЮ
(ЭИ698) (𝑛 = 10, 96, 𝐴 = 4, 57 · 10−33) на внешнем контуре трубы при 𝜃 = 𝜋

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 1,04 1,09 1,13 1,17 1,22 1,26 1,30 1,34 1,38 1,42
𝜎**𝜃𝜃 1,0 1,04 1,10 1,14 1,19 1,24 1,29 1,34 1,40 1,46 1,52
𝜎***𝜃𝜃 1,0 1,04 1,10 1,14 1,19 1,24 1,29 1,34 1,39 1,46 1,50
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Аналогично в таблицах 3.3 и 3.4 приведены результаты расчётов на внут­

реннем контуре трубы в наименьшем сечении при 𝜃 = 𝜋 (см. рисунок 3.1). Здесь

представлены значения:

𝜎*𝜃𝜃 = 𝜎
(0−1)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 при учете приближения первого порядка на внутренней грани­

це трубы при 𝑟 = 𝑏/𝑎+𝛿 cos 𝜃; 𝜎**𝜃𝜃 = 𝜎
(0−2)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 при учете приближения второго

порядка на внутренней границе трубы при 𝑟 = 𝑏/𝑎+𝛿 cos 𝜃+𝛿2(cos 2𝜃−1)/(4𝑏/𝑎);

𝜎***𝜃𝜃 = 𝜎
(0−3)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 при учете приближения третьего порядка на внутренней гра­

нице трубы при 𝑟 = 𝑏/𝑎+ 𝛿 cos 𝜃+ 𝛿2(cos 2𝜃− 1)/(4𝑏/𝑎) при 𝜃 = 𝜋 для 𝑛 = 3,03

и 𝑛 = 10,96 соответственно, вычисленные с шагом 0,01 по величине 𝛿.

Несмотря на то, что внутренняя граница несоосной трубы не возмущена,

учет последующих (после нулевого) порядков приближения в вычислениях при­

водит к уточнению тангенциальных напряжений на внутреннем контуре трубы.

Таблица 3.3 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из углеродистой стали
(𝑛 = 3,03, 𝐴 = 9,04 · 10−9) на внутреннем контуре трубы при 𝜃 = 𝜋

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 1,03 1,07 1,10 1,13 1,17 1,20 1,24 1,27 1,30 1,34
𝜎**𝜃𝜃 1,0 1,03 1,07 1,10 1,14 1,18 1,22 1,26 1,31 1,35 1,40
𝜎***𝜃𝜃 1,0 1,03 1,07 1,11 1,14 1,18 1,23 1,28 1,34 1,40 1,46

Таблица 3.4 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из сплава ХН73МБТЮ
(ЭИ698) (𝑛 = 10,96, 𝐴 = 4,57 · 10−33) на внутреннем контуре трубы при 𝜃 = 𝜋

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 1,04 1,08 1,11 1,15 1,19 1,22 1,26 1,30 1,34 1,42
𝜎**𝜃𝜃 1,0 1,04 1,08 1,12 1,17 1,21 1,26 1,31 1,37 1,43 1,52
𝜎***𝜃𝜃 1,0 1,04 1,08 1,12 1,17 1,21 1,25 1,30 1,36 1,42 1,49

В таблицах 3.5–3.8 приведены значения тангенциального напряжения для

углеродистой стали и сплава ХН73МБТЮ (ЭИ698) при 𝜃 = 0 на внешнем и

внутреннем контурах трубы.
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Таблица 3.5 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из углеродистой стали
(𝑛 = 3,03, 𝐴 = 9,04 · 10−9) на внешнем контуре при 𝜃 = 0

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 0,96 0,91 0,87 0,82 0,77 0,73 0,68 0,63 0,58 0,53
𝜎**𝜃𝜃 1,0 0,96 0,92 0,87 0,83 0,80 0,76 0,72 0,69 0,65 0,62
𝜎***𝜃𝜃 1,0 0,96 0,92 0,87 0,83 0,80 0,75 0,70 0,67 0,64 0,61

Таблица 3.6 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из сплава ХН73МБТЮ
(ЭИ698) (𝑛 = 10,96, 𝐴 = 4,57 · 10−33) на внешнем контуре при 𝜃 = 0

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 0,96 0,91 0,86 0,82 0,77 0,72 0,68 0,63 0,58 0,53
𝜎**𝜃𝜃 1,0 0,96 0,91 0,86 0,82 0,78 0,73 0,69 0,64 0,60 0,55
𝜎***𝜃𝜃 1,0 0,96 0,91 0,86 0,82 0,76 0,71 0,65 0,60 0,45 0,28

Таблица 3.7 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из углеродистой стали
(𝑛 = 3,03, 𝐴 = 9,04 · 10−9) на внутреннем контуре трубы при 𝜃 = 0

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 0,97 0,93 0,90 0,87 0,83 0,80 0,76 0,73 0,70 0,66
𝜎**𝜃𝜃 1,0 0,97 0,93 0,90 0,87 0,83 0,80 0,77 0,73 0,70 0,66
𝜎***𝜃𝜃 1,0 0,97 0,93 0,90 0,87 0,83 0,80 0,76 0,72 0,69 0,65

Таблица 3.8 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 для трубы из сплава ХН73МБТЮ
(ЭИ698) (𝑛 = 10,96, 𝐴 = 4,57 · 10−33) на внутреннем контуре трубы при 𝜃 = 0

𝛿 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
𝜎*𝜃𝜃 1,0 0,96 0,93 0,89 0,85 0,81 0,78 0,74 0,70 0,66 0,63
𝜎**𝜃𝜃 1,0 0,96 0,93 0,89 0,87 0,84 0,81 0,79 0,76 0,74 0,72
𝜎***𝜃𝜃 1,0 0,96 0,93 0,90 0,87 0,85 0,83 0,81 0,80 0,77 0,75

3.7. Конечно-элементная дискретная модель для анализа

напряжённо-деформированного состояния несоосной

трубы

Несмотря на большое число работ по проблеме использования метода ма­

лого параметра для построения приближенного аналитического решения (в по­

давляющем большинстве случаев – в упругой и упругопластической областях),

вопросам сходимости и оценки погрешности построенных решений практически

не уделяется внимания. Восполнить оценку погрешности решений можно либо
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имея точное аналитическое решение хотя бы в частном случае (а для нелиней­

ной теории ползучести это крайне редкий вариант), либо имея численное ре­

шение при частных значениях параметров решаемой задачи. Поэтому в данном

пункте поставленная задача решается численно и в последующем сравниваются

результаты численного решения с результатами построенного приближенного

решения в некоторых частных случаях, в частности, в наиболее нагруженных

областях при 𝜃 = 𝜋.

Для построения численного решения разработана конечно-элементная мо­

дель толстостенной несоосной трубы, находящейся под внутренним давлением,

с помощью программного комплекса ANSYS.

Решение выполняется двумя шагами:

1) упругое решение;

2) решение с учётом свойств ползучести материала за время 1 · 103 ч, по­

скольку за это время напряженное состояние выходит на стационарный режим,

соответствующий стадии установившейся ползучести.

В качестве модельных материалов для толстостенных труб в расчетах ис­

пользуются те же материалы, что и при анализе приближённых аналитических

решений: углеродистая сталь [64] и жаропрочный сплав ХН73МБТЮ(ЭИ698)

[107]. Модуль упругости 𝐸 и плотность материала 𝜌 принимаются постоянными

для выбранного материала и температуры:

углеродистая сталь: 𝐸 = 1,56 · 105 МПа, 𝜌 = 7630 кг/м3, 𝑇 = 649∘𝐶;

ХН73МБТЮ (ЭИ698): 𝐸 = 1,44 · 105 МПа, 𝜌 = 7900 кг/м3, 𝑇 = 775∘𝐶.

В расчетах использовался плоский восьмиузловой элемент PLANE183, при­

годный для моделирования плоского деформированного состояния и позволяю­

щий учитывать большие деформации при установившейся ползучести. В силу

симметрии задачи конечно-элементная модель строилась для половины несо­

осной трубы. Количество элементов для половины трубы составляет поряд­

ка 24 000. Отсутствующая часть трубы заменена условием симметричности по

оси 𝑥 (см. рисунок 3.2). На рисунке 3.2 представлена схема наложения жестких
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Рисунок 3.2 — Схема наложения жестких связей на несоосную трубу

связей на несоосную трубу, которые обеспечивают выполнение условия симмет­

рии по оси 𝑥 при моделировании половины трубы, а также отсутствие движения

трубы как жесткого целого вдоль оси 𝑥.

Для оценки адекватности конечно-элементной модели на предварительном

этапе решается задача для осесимметричной трубы, находящейся в условиях

установившейся ползучести под внутреннем давлением 𝑞. Решение задачи в та­

кой постановке соответствует нулевому приближению (2.19) поставленной зада­

чи, аналитическое решение которой хорошо известно [96].

Поскольку экспериментальные данные для показателя нелинейности 𝑛 и

коэффициента 𝐴 приведены в единицах МПа, ч, произведён перерасчёт плот­

ности материалов с учетом указанных единиц измерений. Для исключения дви­

жения трубы как жёсткого целого вдоль оси 𝑥 запрещена степень свободы по

оси 𝑥 точки, принадлежащей внутреннему радиусу 𝑟 = 𝑎 при 𝜃 = 𝜋/2.

3.8. Сравнение результатов приближённого

аналитического и конечно-элементного решений

В настоящем пункте была проведена оценка погрешности приближенно­

го аналитического решения по отношению к конечно-элементному решению

задачи для осесимметричной и несоосной трубы до второго порядка прибли­

жения включительно (таблицы 3.9 и 3.10) и с учетом третьего порядка при­

ближения (таблицы 3.11 и 3.12) на основе значений радиальных 𝜎𝑟𝑟 и тан­

генциальных 𝜎𝜃𝜃 напряжений в 15 равноотстоящих точках по координате 𝑟𝑖:
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𝑎 ≤ 𝑟𝑖 ≤ 𝑏+ 𝛿 cos 𝜃+ 𝛿2(cos 2𝜃− 1)/4𝑏 (𝑖 = 1, 15) при 𝜃 = 0 и 𝜃 = 𝜋. Вычисление

погрешности проведено по двум нормам:

𝑠 =

15∑︀
𝑖=1

⃒⃒
𝜎
(0−𝑘)
𝜔𝜔𝑖 − 𝜎

ANS

𝜔𝜔𝑖

⃒⃒
15∑︀
𝑖=1

|𝜎ANS

𝜔𝜔𝑖
|

· 100% и 𝜎 =

(︃ 15∑︀
𝑖=1

[︀
𝜎
(0−𝑘)
𝜔𝜔𝑖 − 𝜎

ANS

𝜔𝜔𝑖

]︀2
15∑︀
𝑖=1

[︀
𝜎ANS

𝜔𝜔𝑖

]︀2
)︃1/2

· 100%, (3.108)

где 𝜔 = 𝑟, 𝜃; 𝑘 = 2, 3 – номера порядков приближения; 𝜎(0−𝑘)𝜔𝜔𝑖 = 𝜎
(0−𝑘)
𝜔𝜔 (𝑟𝑖, 𝜃),

𝜎
ANS

𝜔𝜔𝑖
= 𝜎

ANS

𝜔𝜔(𝑟𝑖, 𝜃) – расчётные значения для аналитического и численного реше­

ний соответственно с учетом приближения второго или третьего порядка.

В таблицах 3.9–3.12 через дробную черту представлены погрешности по

двум нормам 𝑠/𝜎 в процентах.

Таблица 3.9 — Погрешность решений для труб из углеродистой стали до второго порядка
приближения включительно

𝛿 0 0,02 0,04 0,06 0,08
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0) 0,12/0,35 0,21/0,41 0,22/0,42 0,20/0,41 0,28/0,42
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝜋) 0,12/0,35 0,21/0,41 0,25/0,42 0,27/0,44 0,33/0,51
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 0) 0,01/0,02 0,32/0,32 1,31/1,32 2,98/3,05 5,41/5,57
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 𝜋) 0,01/0,02 0,32/0,35 1,24/1,29 2,75/2,80 4,79/4,85

Таблица 3.10 — Погрешность решений для труб из сплава ХН73МБТЮ(ЭИ698) до второго
порядка приближения включительно

𝛿 0 0,02 0,04 0,06 0,08
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0) 0,17/0,39 0,18/0,40 0,34/0,44 1,10/1,07 2,89/3,25
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝜋) 0,17/0,39 0,21/0,40 0,40/0,46 0,55/0,56 3,89/4,12
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 0) 0,02/0,06 0,36/0,41 1,81/2,02 6,10/7,05 —
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 𝜋) 0,02/0.06 0,32/0,35 1,23/1,24 2,61/2,62 4,02/4,55

Таблица 3.11 — Погрешность решений для труб из углеродистой стали с учётом третьего
порядка приближения

𝛿 0 0,02 0,04 0,06 0,08
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0) 0,12/0,35 0,21/0,40 0,32/0,42 0,68/0,87 1,47/1,37
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝜋) 0,12/0,35 0,21/0,41 0,29/0,37 1,64/1,83 1,98/1,96
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 0) 0,01/0,02 0,32/0,32 1,30/1,49 3,00/3,05 5,30/5,49
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 𝜋) 0,01/0,02 0,32/0,35 1,24/1,29 1,85/2,08 2,42/2,87
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Таблица 3.12 — Погрешность решений для труб из сплава ХН73МБТЮ(ЭИ698) с учётом
третьего порядка приближения

𝛿 0 0,02 0,04 0,06 0,08
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0) 0,17/0,39 0,18/0,40 0,37/0,45 1,22/1,47 3,05/3,11
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝜋) 0,17/0,39 0,21/0,40 0,40/0,51 1,45/1,76 4,30/4,87
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 0) 0,02/0,06 0,36/0,41 1,17/1,26 3,97/4,39 8,29/10,02
𝜎𝜃𝜃(𝑟, 𝜋) 0,02/0,06 0,32/0,35 1,22/1,24 2,53/3,04 5,59/5,90

Анализируя данные, представленные в таблицах 3.9–3.12, можно сделать

вывод, что использование приближения третьего порядка в расчётах приводит

к более точному нахождению тангенциальных напряжений 𝜎𝜃𝜃 в наиболее уз­

ком сечении трубы (при 𝜃 = 𝜋), где напряжения возрастают и могут приводить

к превышению допустимых деформаций, также использование приближения

третьего порядка в расчётах приводит к увеличению погрешности решения для

тангенциальных напряжений при 𝜃 = 0, где 𝜎𝜃𝜃 уменьшаются. Однако различия

в решении при использовании приближения до второго порядка включительно

или приближения до третьего порядка включительно для тангенциальных на­

пряжений при любом значении угла 𝜃 составляют около 0,5% для 𝛿 = 4%.

Определим степень соответствия малого параметра 𝛿 величине разностен­

ности толстостенной трубы, определённой в ГОСТ. Согласно ГОСТ [18] разно­

стенность труб, т.е. разность наибольшего и наименьшего значений диаметров,

измеренных в одном поперечном сечении трубы, «не должны выводить размер

труб за предельные отклонения по диаметру и толщине стенки». В соответ­

ствии с ГОСТ 8732-78 «Трубы стальные бесшовные горячедеформированные»

[18] предельные отклонения по разностенности толстостенных труб составляют

не более +10,0%;−12,5% от толщины трубы, для ГОСТ ISO 9329-4-2013 «Тру­

бы стальные бесшовные для работы под давлением» [20] – не более ±12,5% от

толщины трубы.

В качестве примера соотношения малого параметра и допускаемого пре­

дельного отклонения по толщине стенки в соответствии с ГОСТ [18, 20] рассмот­

рим модельную трубу с внутренней границей радиуса 𝑎 = 115 мм и внешней
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границей радиуса 𝑏 = 150 мм, следовательно, толщина стенки трубы 𝜂 = 35 мм.

Величина разностенности 𝜏 определяется как отношение

𝜏 =
𝛿

𝜂
· 100% = 𝛿 · 𝑎

𝜂
· 100%. (3.109)

В таблице 3.13 для модельной трубы представлено соотношение геометрических

характеристик: величины малого параметра 𝛿 и разностенности трубы 𝜏 .

Таблица 3.13 — Соответствие безразмерной величины малого параметра 𝛿 величине разно­
стенности толстостенной трубы 𝜏 .

𝛿 · 100,% 1 2 3 4 5 6 7 8
𝜏,% 3,29 6,57 9,86 13,14 16,43 19,71 23,0 26,29

Из данных, представленных в таблице 3.13, следует, что значения 𝛿, пре­

вышающие уже 3,8%, являются недопустимыми по ГОСТ. Поэтому для целей

практического использования полученного приближенного аналитического ре­

шения можно ограничиться значением 𝛿 = 4%. Однако следует отметить, что

и для величины малого параметра 𝛿 до 8%, что соответствует приблизитель­

но 26% толщины осесимметричной трубы, наблюдается хорошая согласован­

ность приближенного аналитического решения с численным. Погрешность при­

ближенного аналитического решения по отношению к численному не превыша­

ет 10%.

На рисунках 3.3— 3.7 представлены графики зависимостей тангенциальной

компоненты тензора напряжений 𝜎𝜃𝜃 от величины малого параметра 𝛿 для труб

из углеродистой стали (𝑛 = 3,03) при значении угла 𝜃 = 𝜋, соответствующему

максимальным значениям тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃. Верхний индекс у

компонент тензора напряжений означает порядок приближения, используемого

для оценки величин. Индекс (ANS) означает конечно-элементное решение.
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Рисунок 3.3 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,02,
𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 3.4 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,04,
𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃
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Рисунок 3.5 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,06,
𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 3.6 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,08,
𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

На рисунках 3.8— 3.12 представлены графики зависимостей тангенциаль­

ной компоненты тензора напряжений 𝜎𝜃𝜃 от величины малого параметра 𝛿 для
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труб из сплава ХН73МБТЮ (𝑛 = 10,96) при значении угла 𝜃 = 𝜋, соответ­

ствующему максимальным значениям тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃. Верх­

ний индекс у компонент тензора напряжений означает порядок приближения,

используемого для оценки величин. Индекс (ANS) означает конечно-элементное

решение.

Рисунок 3.7 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,1,
𝜃 = 𝜋: 1— 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

На рисунках 3.13— 3.14 представлены графики зависимостей радиальной

компоненты тензора напряжений 𝜎𝑟𝑟 от величины малого параметра 𝛿 для труб

из углеродистой стали.

На рисунках 3.15— 3.16 представлены графики зависимостей радиальной

компоненты тензора напряжений 𝜎𝑟𝑟 от величины малого параметра 𝛿 для труб

из сплава ХН73МБТЮ. Верхний индекс у компонент тензора напряжений озна­

чает порядок приближения, используемого для оценки величин. Индекс (ANS)

означает конечно-элементное решение.
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Рисунок 3.8 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝛿 = 0,02,
𝜃 = 𝜋: 1— 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 3.9 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝛿 = 0,04,
𝜃 = 𝜋: 1— 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃
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Рисунок 3.10 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝛿 = 0,06,
𝜃 = 𝜋: 1— 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 3.11 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝛿 = 0,08,
𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃
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Рисунок 3.12 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝛿 = 0,1,
𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝜃𝜃 , 5 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 3.13 — Радиальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝑛 = 3,03,
𝛿 = 0,08, 𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝑟𝑟 , 5 — 𝜎

ANS

𝑟𝑟
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Рисунок 3.14 — Радиальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝑛 = 3,03,
𝛿 = 0,08, 𝜃 = 0: 1 — 𝜎

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝑟𝑟 , 5 — 𝜎

ANS

𝑟𝑟

Рисунок 3.15 — Радиальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝑛 = 10,96,
𝛿 = 0,08, 𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜎

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝑟𝑟 , 5 — 𝜎

ANS

𝑟𝑟
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Рисунок 3.16 — Радиальные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝑛 = 10,96,
𝛿 = 0,08, 𝜃 = 0: 1 — 𝜎

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜎

(0−3)
𝑟𝑟 , 5 — 𝜎

ANS

𝑟𝑟

На рисунках 3.17— 3.21 приведены графики зависимостей радиальной ком­

поненты тензора скоростей деформаций 𝜀̇𝑟𝑟 от величины малого параметра 𝛿

для труб из углеродистой стали и жаропрочного сплава ХН73МБТЮ при зна­

чении угла 𝜃 = 𝜋.

Обратимся к рассмотрению касательных напряжений 𝜎𝑟𝜃. Для осесиммет­

ричной трубы 𝜎𝑟𝜃 = 0, но при наличии несоосности трубы касательные напря­

жения отличны от нуля. На рисунках 3.22, 3.23 приведены графики 𝜎𝑟𝜃 при

величине малого параметра 𝛿 = 0,04 для трубы из углеродистой стали при

𝜃 = 3𝜋/4 (рисунок 3.22), для трубы из сплава ХН73МБТЮ при 𝜃 = 𝜋/4 (рису­

нок 3.23).

На основании данных, представленных на рисунках 3.22, 3.23, можно сде­

лать вывод, что величина возникающих в результате несоосности толстостенной

трубы касательных напряжений 𝜎𝑟𝜃 на два порядка меньше величины танген­

циальных напряжений 𝜎𝜃𝜃.
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Рисунок 3.17 — Скорость радиальной деформации для труб из углеродистой
стали при 𝑛 = 3,03, 𝛿 = 0,06, 𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜀̇

(0−3)
𝑟𝑟

Рисунок 3.18 — Скорость радиальной деформации для труб из углеродистой
стали при 𝑛 = 3,03, 𝛿 = 0,1, 𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜀̇

(0−3)
𝑟𝑟
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Рисунок 3.19 — Скорость радиальной деформации для труб из углеродистой
стали при 𝑛 = 3,03, 𝛿 = 0,06, 𝜃 = 0: 1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜀̇

(0−3)
𝑟𝑟

Рисунок 3.20 — Скорость радиальной деформации для труб из сплава ХН73МБТЮ при
𝑛 = 10,96, 𝛿 = 0,04, 𝜃 = 𝜋: 1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜀̇

(0−3)
𝑟𝑟
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Рисунок 3.21 — Скорость радиальной деформации для труб из сплава ХН73МБТЮ при
𝑛 = 10,96, 𝛿 = 0,04, 𝜃 = 0: 1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜀̇

(0−3)
𝑟𝑟

Рисунок 3.22 — Касательные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝑛 = 3,03,
𝛿 = 0,04, 𝜃 = 3𝜋/4: 1 — 𝜎

(1)
𝑟𝜃 , 2 — 𝜎

(1−2)
𝑟𝜃 , 3 — 𝜎

(1−3)
𝑟𝜃
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Рисунок 3.23 — Касательные напряжения для труб из сплава ХН73МБТЮ при 𝑛 = 10,96,
𝛿 = 0,04, 𝜃 = 𝜋/4: 1 — 𝜎

(1)
𝑟𝜃 , 2 — 𝜎

(1−2)
𝑟𝜃 , 3 — 𝜎

(1−3)
𝑟𝜃

3.9. Сравнение результатов приближённого

аналитического решения и решения с помощью

метода, применяемого в инженерных расчётах

В инженерной практике применяется метод, в основе которого лежит ис­

пользование в расчетах толщины самого тонкого места трубы [34], данная тол­

щина принимается постоянной. Для этой методики используется нулевое при­

ближение (2.19) решения задачи о толстостенной трубе, находящейся под внут­

ренним давлением, где за толщину стенки принимается 𝜂 = 𝑎 − 𝑏 − 𝛿 (см.

рисунок 3.24), что соответствует толщине несоосной трубы при 𝜃 = 𝜋.

В таблицах 3.14, 3.15 приведены значения тангенциального напряжения

𝜎𝜃𝜃 в МПа на внешнем контуре трубы при 𝜃 ∈ (0, 𝜋), полученные с помощью при­

ближенного аналитического решения до третьего порядка приближения вклю­

чительно, в правом столбце показано тангенциальное напряжение 𝜎(0−𝛿)𝜃𝜃 , рассчи­

танное при постоянной толщине трубы, где в качестве толщины принимается
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Рисунок 3.24 — Схема несоосной трубы: 1 — внутренний контур трубы 𝑟 = 𝑎; 2 — внешний
контур трубы; 3 — внешний контур трубы для инженерных расчетов 𝑟 = 𝑏− 𝛿.

толщина трубы при нулевом приближении, из которой вычитается величина 𝛿.

Таблица 3.14 — Сравнение решений для тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 (МПа) для труб
из углеродистой стали на внешнем контуре

𝛿 ∖ 𝜃 0 𝜋/4 𝜋/2 3𝜋/4 𝜋 𝜎
(0−𝛿)
𝜃𝜃

0,02 69,9 71,5 75,7 80,7 82,5 81,1
0,04 64,1 66,9 74,7 84,5 89,6 87,0
0,06 58,6 62,0 73,0 88,7 97,5 93,8
0,08 53,3 57,2 70,7 92,4 107,1 101,2
0,10 46,4 51,3 67,7 96,5 119,5 110,7

Таблица 3.15 — Сравнение решений для тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 (МПа) для труб
из сплава ЭИ698 на внешнем контуре

𝛿 ∖ 𝜃 0 𝜋/4 𝜋/2 3𝜋/4 𝜋 𝜎
(0−𝛿)
𝜃𝜃

0,02 74,9 76,5 80,9 85,4 87,3 86,2
0,04 67,5 71,6 80,4 89,7 93,7 92,1
0,06 58,4 66,1 79,6 94,6 100,4 97,9
0,08 56,1 60,2 78,4 97,9 107,3 103,0

Данные, приведенные в таблицах 3.14, 3.15, показывают, что приближён­

ное аналитическое решение в отличие от инженерного подхода обеспечивает

уточнение расчетов в самом опасном месте сечения трубы до 7%, а в утолщён­

ном сечении при 𝜃 = 0 различия в решении достигают 58%.
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Отмеченные отличия в решении на основании приближённого аналитиче­

ского решения и на основании инженерного подхода можно объяснить тем, что в

первом случае мы имеем концентрацию напряжений при 𝜃 = 𝜋, хотя и незначи­

тельную, а во втором случае – однородное напряжённое состояние при толщине

стенки, такой же как в минимальном сечении несоосной трубы.

3.10. Выводы по главе 3

∙ Построено приближённое аналитическое решение нелинейной краевой за­

дачи установившейся ползучести для толстостенной несоосной трубы, на­

ходящейся под внутренним давлением, методом малого параметра до при­

ближения третьего порядка включительно.

∙ Показано, что при 𝛿 ≤ 4% использование приближения третьего порядка

вносит уточнение ко второму порядку приближения не более 0,5% при

𝑛 = 3,03 и 𝑛 = 10,96, а при 𝛿 = 10% уточнение составляет менее 8% при

𝑛 = 3,03 и 5% при 𝑛 = 10,96 в наиболее опасном сечении толстостенной

трубы.

∙ Разработана конечно-элементная модель толстостенной несоосной трубы

и получено численное решение задачи для анализируемых частных слу­

чаев.

∙ На основе сравнения приближённого аналитического и конечно-элемент­

ного решений проведено исследование погрешности приближённого ана­

литического решения.

∙ Анализ погрешности решения показывает, что для практического приме­

нения приближённого аналитического решения задачи о толстостенной

несоосной трубе использование третьего порядка приближения не пред­

ставляется целесообразным, поскольку погрешность между приближён­
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ным аналитическим решением до приближения второго порядка включи­

тельно и до приближения третьего порядка включительно при 𝛿 = 0,04

не превышает 0,5% по сравнению с конечно-элементным решением.

∙ Показана зависимость изменения тангенциальных и радиальных напря­

жений с возрастанием величины малого параметра 𝛿 и с возрастанием

показателя нелинейности материала 𝑛.

∙ Показано, что при 𝛿 ≤ 4% использование приближения третьего порядка

вносит уточнение ко второму порядку приближения не более 0,5% при

𝑛 = 3,03 и 𝑛 = 10,96, а при 𝛿 = 10% уточнение составляет менее 8% при

𝑛 = 3,03 и 5% при 𝑛 = 10,96 в наиболее опасном сечении толстостенной

трубы.

∙ Проведен сравнительный анализ приближённого аналитического решения

с решением на основе метода, применяемого в инженерных расчётах. Пока­

зано, что приближённое аналитическое решение обеспечивает уточнение

инженерных расчётов в опасном сечении трубы до 7%, а в утолщённом

сечении при 𝜃 = 0 различия в решениях достигают 58%.
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Глава 4

Решение задачи установившейся ползучести

толстостенной трубы с эллиптически

возмущённой внешней границей

Одним из видов возмущений внешней границы толстостенной трубы мо­

жет являться эллиптическое возмущение. При слабоэллиптической форме внеш­

ней границы в напряженно-деформированном состоянии толстостенной трубы

наблюдаются процессы, отличные от рассмотренных в главе 3. Можно пред­

положить, что наиболее напряженное место трубы будет расположено на вер­

тикальной оси симметрии эллипса (см. рисунок 4.1). Целью данной главы яв­

ляется определение полей напряжений и деформаций в толстостенной трубе

с эллиптической внешней границей под действием внутреннего давления при

установившейся ползучести.

Рисунок 4.1 — Схема трубы с эллиптически возмущённой внешней границей: 1 — внутренний
контур трубы 𝑟 = ℎ; 2 — внешний эллиптический контур трубы; 3 — внешний контур трубы
𝑟 = 𝑎 для осесимметричного случая

В данной главе решаются следующие задачи:

∙ разработка метода построения приближённого аналитического решения

для толстостенной трубы с эллиптически возмущённой внешней грани­

цей в условиях нелинейной установившейся ползучести на основе метода



101

малого параметра;

∙ проверка адекватности приближённого аналитического решения по отно­

шению к численному решению;

∙ оценка сходимости и погрешности построенного приближённого аналити­

ческого решения по отношению к численному решению методом конечных

элементов.

Изложение результатов данной главы выполнено в соответствии с работами

автора настоящего диссертационного исследования [71, 103].

4.1. Постановка задачи

При получении приближенного аналитического решения задачи установив­

шейся ползучести о толстостенной трубе с внутренним контуром в виде окруж­

ности радиуса 𝑟 = ℎ, внешним эллиптическим контуром с большой полуосью

𝑟 = 𝑎 и малой полуосью 𝑟 = 𝑏 под действием внутреннего давления 𝑞 вводятся

следующие допущения:

1) реализуется плоское деформированное состояние в трубе:

𝜀̇𝑧𝑧 = 0; (4.1)

2) выполняется гипотеза о несжимаемости материала для скоростей дефор­

маций установившейся ползучести, что находит экспериментальное подтвержде­

ние [77, 95]:

𝜀̇𝑟𝑟 + 𝜀̇𝜃𝜃 = 0; (4.2)

3) выполняется предположение о малости упругих деформаций по срав­

нению с деформациями ползучести, и, как следствие, исключение из рассмот­

рения деформации ползучести, вызванной перераспределением напряжений в

результате их кинетики от упругого состояния до состояния установившейся
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ползучести; с физической точки зрения это означает рассмотрение установив­

шихся полей напряжений и скоростей деформаций ползучести.

Эллиптичность внешнего контура характеризуется эксцентриситетом:

𝑒 =
√︀
1− 𝑏2/𝑎2.

Принимая центр эллипса за полюс, уравнение эллиптического внешнего конту­

ра трубы в полярных координатах имеет вид:

𝑟 = 𝑏
⧸︀√︀

1− 𝑒2 cos2 𝜃. (4.3)

В качестве малого параметра принимается величина сжатия окружности ради­

уса 𝑟 = 𝑎 к эллипсу по оси ординат:

𝛿 = (𝑎− 𝑏)/𝑎 = 1−
√︀
1− 𝑒2, (4.4)

причем 𝛿 ≪ 1. Выражаем эксцентриситет из последнего соотношения

𝑒 =
√︀

2𝛿 − 𝛿2

и используем полученную величину 𝑒 в соотношении (4.3):

𝑟 = 𝑎(1− 𝛿)
⧸︀√︀

1 + (𝛿2 − 2𝛿) cos2 𝜃. (4.5)

Раскладываем уравнение для эллиптического контура (4.5) в степенной

ряд по малому параметру, ограничиваясь членами второго порядка включи­

тельно:

𝑟 = 𝑎(1− 𝛿)
[︁
1− 1

2
(𝛿2 − 2𝛿) cos2 𝜃 +

3

8
(𝛿2 − 2𝛿)2 cos4 𝜃

]︁
= 𝑎
[︁
1 + (cos2 𝜃 − 1)𝛿+

+
3

2
(cos4 𝜃 − cos2 𝜃)𝛿2

]︁
= 𝑎+

𝑎

2
(cos 2𝜃 − 1)𝛿 +

3𝑎

16
(cos 4𝜃 − 1)𝛿2. (4.6)



103

Разложение тензора напряжений 𝜎𝑖𝑗, тензора скоростей деформаций пол­

зучести 𝜀̇𝑖𝑗 и вектора скоростей перемещений 𝑢̇𝑖 по малому параметру до членов

второго порядка определяется в соответствии с (2.1).

Постановка задачи включает в себя уравнения равновесия:

𝜕𝜎
(𝑘)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
= −1

𝑟

𝜕𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝜃
−
𝜎
(𝑘)
𝑟𝑟 − 𝜎

(𝑘)
𝜃𝜃

𝑟
, (4.7)

𝜕𝜎
(𝑘)
𝜃𝜃

𝜕𝜃
= −𝑟

𝜕𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2𝜎

(𝑘)
𝑟𝜃 , (4.8)

которые выполняются для каждого приближения ввиду их линейности относи­

тельно компонент напряжений, 𝑘 = 1, 2 – номера приближений.

Также для каждого приближения выполняются соотношения типа Коши­

Эйлера:

𝜀̇(𝑘)𝑟𝑟 =
𝜕𝑢̇

(𝑘)
𝑟

𝜕𝑟
,

𝜀̇
(𝑘)
𝜃𝜃 =

1

𝑟

𝜕𝑢̇
(𝑘)
𝜃

𝜕𝜃
+
𝑢̇
(𝑘)
𝑟

𝑟
,

𝜀̇
(𝑘)
𝑟𝜃 =

1

2

(︁1
𝑟

𝜕𝑢̇
(𝑘)
𝑟

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢̇

(𝑘)
𝜃

𝜕𝑟
−
𝑢̇
(𝑘)
𝜃

𝑟

)︁
,

(4.9)

𝑘 = 1, 2 – номера приближений.

В качестве определяющих используются соотношения теории установив­

шейся ползучести со степенным законом:

𝜀̇𝑖𝑗 =
3

2
𝐴𝜎𝑛−1

𝑒 𝑆𝑖𝑗, (4.10)

где 𝑛, 𝐴— постоянные характеристики нелинейного поведения материала, 𝑆𝑖𝑗 =

𝜎𝑖𝑗− 1
3𝜎𝑘𝑘 — девиатор напряжений, 𝜎𝑒 — интенсивность напряжений для случая

плоской деформации

𝜎𝑒 =

√
3

2

[︁(︀
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

)︀2
+
(︀
4𝜎𝑟𝜃

)︀2]︁1/2
.

Учитывая разложение (2.26), определяющие соотношения для первого прибли­
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жения представимы в виде:

Δ𝜎(1) =
4

𝑛𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(1)𝑟𝑟 , 𝜎

(1)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 ; (4.11)

соотношения для второго приближения:

𝜀̇(2)𝑟𝑟 = −𝜀̇(2)𝜃𝜃 =
1

4
𝐿𝑟𝑠
[︂
𝑛Δ𝜎(2) +

𝑛− 1

2
·
𝑛[Δ𝜎(1)]2 + 4[𝜎

(1)
𝑟𝜃 ]

2

Δ𝜎(0)

]︂
,

𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 = 𝐿𝑟𝑠

[︂
𝜎
(2)
𝑟𝜃 +

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)

]︂
.

(4.12)

Постановка задачи о трубе с эллиптически возмущенной внешней границей

соответствует условиям более общей задачи о толстостенной трубе с возмущен­

ной внешней границей, рассмотренной в главе 2. При построении решения для

трубы с эллиптическим внешним контуром можно воспользоваться полученны­

ми во второй главе результатами, а также использовать решение для нулевого

приближения (классическое решение для толстостенной трубы с невозмущен­

ными границами) в напряжениях (2.19), где невозмущенным внешним контуром

является радиус 𝑟 = 𝑎, внутренним — радиус 𝑟 = ℎ:

𝜎(0)𝑟𝑟 = 𝑄

[︂
1−

(︂
𝑎

𝑟

)︂𝑝]︂
, 𝜎

(0)
𝜃𝜃 = 𝑄

[︂
1−

(︀
1− 𝑝

)︀(︂𝑎
𝑟

)︂𝑝]︂
,

𝜎(0)𝑧𝑧 = 𝑄

[︂
1−

(︀
1 + 𝑝

)︀(︂𝑎
𝑟

)︂𝑝]︂
.

(4.13)

Здесь 𝑄 =
𝑞

(𝑎/ℎ)𝑝 − 1
, 𝑝 = 2/𝑛.

Обратимся к рассмотрению граничных условий. Разложение внешнего кон­

тура (4.6) в степенной ряд позволяет определить коэффициенты в общем урав­

нении возмущённой границы (2.33), учитывая обозначение (2.34):

𝑟0 = 𝑎, 𝑟1 =
𝑎

2
(cos 2𝜃−1), 𝑟2 =

3𝑎

16
(cos 4𝜃−1), 𝑆1 = 𝑟1/𝑟0 =

1

2
(cos 2𝜃−1),

𝑆2 = 𝑟2/𝑟0 =
3

16
(cos 4𝜃 − 1), 𝑆1 = − sin 2𝜃, 𝑆2 = −3

4
sin 4𝜃. (4.14)
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Тогда граничные условия на внешнем эллиптически возмущённом контуре при

𝑟 = 𝑎 для первого приближения рассматриваемой задачи с использованием

(4.11) принимают вид:

𝜎(1)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= −𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 = −𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
· 𝑎
2
(cos 2𝜃 − 1) =

𝑄𝑝

2
−
𝑄𝑝

2
cos 2𝜃,

𝜎
(1)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= −Δ𝜎(0)𝑆̇1 = Δ𝜎(0) sin 2𝜃 = −𝑄𝑝 sin 2𝜃.
(4.15)

В граничных условиях для второго приближения при 𝑟 = 𝑎, опираясь в

вычислениях на (2.44), используется нулевое приближение (4.13) и соотношения

(4.14):

𝜎(2)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= −𝑑𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟1 −

𝑑2𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑟21
2
− 𝑑𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
𝑟2 +Δ𝜎(0)𝑆2

1 + 2𝜎
(1)
𝑟𝜃 𝑆1 =

= −𝑑𝜎
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

𝑎

2

(︀
cos 2𝜃 − 1

)︀
− 𝑑2𝜎

(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟2
𝑎2

8

(︀
cos 2𝜃 − 1

)︀2 − 𝑑𝜎
(0)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

3𝑎

16

(︀
cos 4𝜃 − 1

)︀
+

+Δ𝜎(0) sin2 2𝜃 − 𝜎
(1)
𝑟𝜃 2 sin 2𝜃 = −𝑑𝜎

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

𝑎

2
(cos 2𝜃 − 1)− 𝜎

(1)
𝑟𝜃 2 sin 2𝜃+

+
𝑄𝑝(𝑝+ 1)

16

(︀
cos 4𝜃 − 4 cos 2𝜃 + 3

)︀
− 3

16
𝑄𝑝
(︀
cos 4𝜃 − 1

)︀
+

+
𝑄𝑝

2

(︀
cos 4𝜃 − 1

)︀
= −𝑑𝜎

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

𝑎

2
(cos 2𝜃 − 1)− 𝜎

(1)
𝑟𝜃 2 sin 2𝜃+

+
𝑄𝑝(𝑝+ 6)

16
cos 4𝜃 − 𝑄𝑝(𝑝+ 1)

4
cos 2𝜃 +

𝑄𝑝(3𝑝− 2)

16
, (4.16)

𝜎
(2)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= −Δ𝜎(0)(𝑆2 − 𝑆1𝑆1)−Δ𝜎(1)𝑆1 −
𝑑𝜎

(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
𝑟1 −

𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟
𝑆1𝑟1 =

= Δ𝜎(0)
1

2

(︀
sin 2𝜃 + sin 4𝜃

)︀
+Δ𝜎(1) sin 2𝜃 −

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟

𝑎

2
(cos 2𝜃 − 1)+

+
𝑑Δ𝜎(0)

𝑑𝑟

𝑎

2

(︀
cos 2𝜃 − 1

)︀
sin 2𝜃 = Δ𝜎(1) sin 2𝜃 −

𝑑𝜎
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟

𝑎

2

(︀
cos 2𝜃 − 1

)︀
+

+
𝑄𝑝(𝑝− 2)

4
sin 4𝜃 − 𝑄𝑝(𝑝+ 1)

2
sin 2𝜃. (4.17)
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Линеаризованные граничные условия при 𝑟 = ℎ для первого и второго

приближений определяются согласно условию задания постоянного давления 𝑞

на внутреннем радиусе трубы:

𝜎(𝑘)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=ℎ

= 0, 𝜎
(𝑘)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=ℎ

= 0, (4.18)

𝑘 = 1, 2 –номера приближений.

4.2. Построение первого приближения методом малого

параметра

Уравнения (4.1), (4.2), (4.7)–(4.9), (4.11) для первого приближения с гра­

ничными условиями (4.15), (4.18) образуют краевую задачу для нахождения

первого приближения в напряжениях.

Коэффициент при первой степени малого параметра в уравнении внешнего

эллиптического контура (4.6) содержит слагаемые, одно из которых зависит от

угла 2𝜃. Кроме того, в граничных условиях для первого приближения при 𝑟 = 𝑎

содержатся слагаемые, зависящие от угла 2𝜃 и радиуса 𝑟, и слагаемые, которые

не зависят от угла 𝜃. Следовательно, для решения поставленной задачи можно

ввести предположение, что скорость радиальных перемещений 𝑢̇(1)𝑟 является

суммой двух составляющих, одно из которых зависит от радиуса 𝑟 и угла 2𝜃,

а второе – только от радиуса 𝑟; скорость тангенциальных перемещений 𝑢̇
(1)
𝜃

зависит и от радиуса 𝑟, и от угла 2𝜃. Тогда справедливо представление

𝑢̇(1)𝑟 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝜌𝑟(𝑟, 𝜃) + ̃̇︀𝑢𝜓𝑟 (𝑟) = 𝑢̇𝜌𝑟(𝑟) cos 2𝜃 + 𝑢̇𝜓𝑟 (𝑟),

𝑢̇
(1)
𝜃 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝜌𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝑢̇𝜌𝜃(𝑟) sin 2𝜃,

(4.19)

где 𝑢̇𝜌𝑟 = 𝑢̇𝜌𝑟(𝑟), 𝑢̇𝜓𝑟 = 𝑢̇𝜓𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝜌𝜃 = 𝑢̇𝜌𝜃(𝑟) – неизвестные, подлежащие опреде­

лению, функции.

Представление для скоростей перемещений (4.19) с учетом условий сов­
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местности (4.9) позволяет удовлетворить условию несжимаемости материала

(4.2) тождественно в случае выполнения следующих равенств:

𝑑𝑢̇𝜌𝑟
𝑑𝑟

+
2

𝑟
𝑢̇𝜌𝜃 +

𝑢̇𝜌𝑟
𝑟

= 0, (4.20)

𝑑𝑢̇𝜓𝑟
𝑑𝑟

+
𝑢̇𝜓𝑟
𝑟

= 0. (4.21)

Уравнение (4.20) тождественно выполняется путем введения функции ско­

ростей перемещений

𝜁(1)(𝑟, 𝜃) = 𝐻1(𝑟) sin 2𝜃 (4.22)

такой, что ̃̇︀𝑢𝜌𝑟 = −1

𝑟

𝜕𝜁(1)

𝜕𝜃
, ̃̇︀𝑢𝜌𝜃 = 𝜕𝜁(1)

𝜕𝑟
. (4.23)

Уравнение (4.21) позволяет определить составляющую скоростей перемещений,

независящую от угла 𝜃:

𝑢̇𝜓𝑟 =
𝐾1

𝑟

и, следовательно,

𝜀̇𝜓𝑟𝑟 = −𝐾1

𝑟2
, (4.24)

где 𝐾1 – константа интегрирования.

Анализ постановки задачи для нахождения первого приближения показы­

вает, что функция 𝜁(1) полностью совпадает с функцией 𝜉(2) второго приближе­

ния задачи о несоосной трубе, приведенной в главе 3. Следовательно, изложе­

ние построения решения для второго приближения задачи о несоосной трубе

(3.39)–(3.59) можно воспроизвести для первого приближения задачи о трубе с

эллиптически возмущенным внешним контуром. Отличие состоит в том, что

определяющие соотношения для первого приближения в виде (4.11) не содер­

жат слагаемых, зависящих от предыдущих приближений, как в формулах для
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общего случая определяющих соотношений (2.56), (2.57), т. е.

𝑇
(1)
2 (𝑟) = 𝐵

(1)
2 (𝑟) = 𝐵

(1)
0 (𝑟) = 0.

Используя решение для второго приближения задачи о несоосной трубе

(3.52)–(3.57), получаем уравнение вида (3.58), где правая часть уравнения равна

нулю. Функция 𝐻1(𝑟) ≡ 𝑅2(𝑟) и однородное уравнение для нахождения 𝐻1(𝑟),

аналогичное (3.59), имеет вид:

𝐻
(𝐼𝑉 )
1 + (6− 2𝑝)𝑅

′′′

2 𝑟
−1 + (𝑝2 − 20𝑝+ 11)𝐻

′′

1𝑟
−2+

+ (15𝑝2 − 20𝑝+ 5)𝐻
′

1𝑟
−3 + (16− 12𝑝2 + 8𝑝)𝐻1𝑟

−4 = 0. (4.25)

Используя степенное представление: 𝐻1(𝑟) = 𝑟𝜈, определяем корни уравне­

ния (4.25):

𝜈1,2,3,4 =
𝑝

2
±

√︁
𝑝2 + 28𝑝− 8± 4

√︀
61𝑝2 − 36𝑝− 12

2
=
𝑝

2
± 𝑙

2
± 𝑖𝑧.

Здесь 𝑙 = 𝑙(𝑝) и 𝑧 = 𝑧(𝑝) – известные значения для конкретного материала,

такие же, как при решении уравнения (3.61). Функция 𝐻1(𝑟) имеет вид:

𝐻1(𝑟) = 𝐶11𝑟
(𝑝+𝑙)/2 cos(𝑧 ln 𝑟) + 𝐶12𝑟

(𝑝+𝑙)/2 sin(𝑧 ln 𝑟)+

+ 𝐶13𝑟
(𝑝−𝑙)/2 cos(𝑧 ln 𝑟) + 𝐶14𝑟

(𝑝−𝑙)/2 sin(𝑧 ln 𝑟),

где 𝐶11 ÷ 𝐶14 – константы интегрирования.

Окончательный вид решения задачи для первого приближения трубы с

эллиптически возмущенным внешним контуром получаем, используя формулы

(3.67), (3.69) второго приближения метода малого параметра для задачи о несо­

осной трубе:
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𝜎(1)𝑟𝑟 =
1

𝐿

∫ [︁
−𝐻 ′′

1𝑟
−𝑝+1 + (4𝑝+ 1)𝐻

′

1𝑟
−𝑝 − (4𝑝+ 4)𝐻1𝑟

−𝑝−1
]︁
𝑑𝑟 cos 2𝜃 +𝐾𝜌−

− 2𝐾1

𝐿
𝑟−𝑝 +𝐾𝜓 = (𝜌(1)𝑟𝑟 +𝐾𝜌) cos 2𝜃 + (𝜓(1)

𝑟𝑟 +𝐾𝜓), (4.26)

где 𝐾𝜌 и 𝐾𝜓 — константы интегрирования,

𝜎
(1)
𝑟𝜃 =

1

2𝐿

[︁
𝐻

′′

1𝑟
−𝑝+2 −𝐻

′

1𝑟
−𝑝+1 + 4𝐻1𝑟

−𝑝
]︁
sin 2𝜃 = 𝜌

(1)
𝑟𝜃 sin 2𝜃. (4.27)

Скорости деформаций ползучести также зависят от вида функции 𝐻1:

𝜀̇(1)𝑟𝑟 = −𝜀̇(1)𝜃𝜃 = [−2𝐻
′

1𝑟
−1 + 2𝐻1𝑟

−2] cos 2𝜃 − 𝐾1

𝑟2
,

𝜀̇
(1)
𝑟𝜃 =

1

2
[𝐻

′′

1 −𝐻
′

1𝑟
−1 + 4𝐻1𝑟

−2] sin 2𝜃.
(4.28)

Уравнение для нахождения 𝜎
(1)
𝑟𝑟 из (4.26) состоит из двух частей, первая

из которых зависит от 2𝜃, а вторая – не зависит от угла 𝜃. Напряжение 𝜎(1)𝑟𝜃

согласно (4.27) зависит от угла 2𝜃. Граничным условиям (4.15), (4.18) можно

удовлетворить только тогда, когда отдельно рассматриваются слагаемые, содер­

жащие 2𝜃, и отдельно – независимые от угла 𝜃. Разделяя соотношения (4.26),

(4.27) согласно указанному принципу и подставляя в граничные условия (4.15),

(4.18) получаем шесть уравнений и семь неизвестных констант интегрирования

𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶14, 𝐾1, 𝐾𝜌, 𝐾𝜓. От угла 2𝜃 зависят 4 уравнения, которые содер­

жат 5 констант интегрирования, что позволяет без нарушения общности реше­

ния положить 𝐾𝜌 = 0. В итоге радиальная составляющая тензора напряжений

запишется в виде:

𝜎(1)𝑟𝑟 =
1

𝐿

∫ [︁
−𝐻 ′′

1𝑟
−𝑝+1 + (4𝑝+ 1)𝐻

′

1𝑟
−𝑝 − (4𝑝+ 4)𝐻1𝑟

−𝑝−1
]︁
𝑑𝑟 cos 2𝜃−

−
2𝐾1

𝐿
𝑟−𝑝 +𝐾𝜓 = 𝜌(1)𝑟𝑟 cos 2𝜃 +Ψ(1)

𝑟𝑟 . (4.29)

Тангенциальную составляющую тензора напряжений 𝜎(1)𝜃𝜃 определим, используя
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формулу (3.72) второго приближения задачи о несоосной трубе и обозначение

Δ𝜎(1) = 𝜎
(1)
𝑟𝑟 − 𝜎

(1)
𝜃𝜃 :

𝜎
(1)
𝜃𝜃 =

(︀
𝜌(1)𝑟𝑟 −Δ𝜌(1)

)︀
cos 2𝜃 +Ψ(1)

𝑟𝑟 −ΔΨ(1) =

=
1

𝐿

∫ [︁
−𝐻 ′′

1𝑟
−𝑝+1 + (4𝑝+ 1)𝐻

′

1𝑟
−𝑝 − (4𝑝+ 4)𝐻1𝑟

−𝑝−1
]︁
𝑑𝑟 cos 2𝜃−

− 4𝑝

𝐿
(−𝐻 ′

1𝑟
−𝑝+1 +𝐻1𝑟

−𝑝) cos 2𝜃 +
2(𝑝− 1)𝐾1

𝐿
𝑟−𝑝 +𝐾𝜓 =

= 𝜌
(1)
𝜃𝜃 cos 2𝜃 + 𝜓

(1)
𝜃𝜃 +𝐾𝜓 = 𝜌

(1)
𝜃𝜃 cos 2𝜃 +Ψ

(1)
𝜃𝜃 . (4.30)

Решение краевой задачи для первого приближения в виде (4.26) – (4.30) поз­

воляет определить напряжения и скорости деформаций ползучести в трубе с

эллиптически возмущенным внешним контуром с учетом первого приближения.

4.3. Построение решения для второго приближения

метода малого параметра

Краевая задача для второго приближения состоит из условия несжимае­

мости материала (4.2) при условии реализации плоского деформированного со­

стояния (4.1), уравнений равновесия (4.7), (4.8), соотношений типа Коши-Эйле­

ра (4.9) и определяющих соотношений для второго приближения (4.12) с учетом

краевых условий (4.16) – (4.18) для второго приближения.

Для преобразования граничных условий (4.16), (4.17) вводится обозначе­

ние

Δ𝜎(1) = 𝜎(1)𝑟𝑟 −𝜎
(1)
𝜃𝜃 = (𝜌(1)𝑟𝑟 −𝜌

(1)
𝜃𝜃 ) cos 2𝜃+Ψ(1)

𝑟𝑟 −Ψ
(1)
𝜃𝜃 = Δ𝜌(1) cos 2𝜃+ΔΨ(1). (4.31)

Проведем преобразования линеаризованных граничных условий (4.16), (4.17),

выделяя функции угла 𝜃:
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𝜎(2)𝑟𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= −
𝑎

2

(︁𝑑𝜌(1)𝑟𝑟
𝑑𝑟

cos 2𝜃 +
𝑑Ψ

(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟

)︁
(cos 2𝜃 − 1)− 𝜌

(1)
𝑟𝜃 2 sin

2 2𝜃+

+
𝑄𝑝(𝑝+ 6)

16
cos 4𝜃 −

𝑄𝑝(𝑝+ 1)

4
cos 2𝜃 +

𝑄𝑝(3𝑝− 2)

16
=

=
[︁
𝜌
(1)
𝑟𝜃 −

𝑎

4

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
+
𝑄𝑝(𝑝+ 6)

16

]︁
𝑟=𝑎

cos 4𝜃 +
[︁𝑎
2

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 𝑝𝐾1

𝐿𝑎𝑝
−

−
𝑄𝑝(𝑝+ 1)

4

]︁
𝑟=𝑎

cos 2𝜃 +
[︁
−
𝑎

4

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝑟

𝑑𝑟
− 𝜌

(1)
𝑟𝜃 +

𝑝𝐾1

𝐿𝑎𝑝
+
𝑄𝑝(3𝑝− 2)

16

]︁
𝑟=𝑎

,

𝜎
(2)
𝑟𝜃

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

=
(︁
Δ𝜌(1) cos 2𝜃 +ΔΨ(1)

)︁
sin 2𝜃 −

𝑎

2

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
sin 2𝜃(cos 2𝜃 − 1)+

+
𝑄𝑝(𝑝− 2)

4
sin 4𝜃 − 𝑄𝑝(𝑝+ 1)

2
sin 2𝜃 =

[︁1
2
Δ𝜌(1) − 𝑎

4

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
+

+
𝑄𝑝(𝑝− 2)

4

]︁
𝑟=𝑎

sin 4𝜃 +
[︁𝑎
2

𝑑𝜌
(1)
𝑟𝜃

𝑑𝑟
−

2𝑝𝐾1

𝐿𝑎𝑝
−
𝑄𝑝(𝑝+ 1)

2

]︁
𝑟=𝑎

sin 2𝜃.

(4.32)

Преобразуем определяющие соотношения для второго приближения (4.12),

используя решение для первого приближения (4.27), (4.29):

Δ𝜎(2) =
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 − 𝑛− 1

2
· [Δ𝜎

(1)]2

Δ𝜎(0)
+ 𝑠

[𝜎
(1)
𝑟𝜃 ]

2

Δ𝜎(0)
=

=
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 − 𝑛− 1

2
· [Δ𝜌

(1) cos 2𝜃 +ΔΨ(1)]2

Δ𝜎(0)
+ 𝑠

[𝜌
(1)
𝑟𝜃 sin 2𝜃]2

Δ𝜎(0)
=

=
2𝑝

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇(2)𝑟𝑟 − 𝐴

(2)
4 (𝑟) cos 4𝜃 − 𝐴

(2)
2 (𝑟) cos 2𝜃 − 𝐴

(2)
0 (𝑟), (4.33)

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 −

(𝑛− 1)Δ𝜎(1)𝜎
(1)
𝑟𝜃

Δ𝜎(0)
=

=
1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 −

(𝑛− 1)[Δ𝜌(1) cos 2𝜃 +ΔΨ(1)]𝜌
(1)
𝑟𝜃 sin 2𝜃

Δ𝜎(0)
=

=
1

𝐿𝑟𝑠
𝜀̇
(2)
𝑟𝜃 −𝐵

(2)
4 (𝑟) sin 4𝜃 −𝐵

(2)
2 (𝑟) sin 2𝜃. (4.34)

Здесь

𝐴
(2)
4 (𝑟) =

𝑛− 1

4Δ𝜎(0)

(︁
[Δ𝜌(1)]2 − 2𝑝[𝜌

(1)
𝑟𝜃 ]

2
)︁
, 𝐴

(2)
2 (𝑟) = (𝑛− 1)

Δ𝜌(1)ΔΨ(1)

Δ𝜎(0)
,
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𝐴
(2)
0 (𝑟) =

𝑛− 1

4Δ𝜎(0)

(︁
[Δ𝜌(1)]2 + 2𝑝[𝜌

(1)
𝑟𝜃 ]

2 + 2[ΔΨ]2
)︁
,

𝐵
(2)
4 (𝑟) =

𝑛− 1

2Δ𝜎(0)
Δ𝜌(1)𝜌

(1)
𝑟𝜃 , 𝐵

(2)
2 (𝑟) = (𝑛− 1)

𝜌
(1)
𝑟𝜃 ΔΨ(1)

Δ𝜎(0)
(4.35)

– функции, зависящие от решения нулевого и первого приближений.

Вид граничных условий (4.32), преобразованных определяющих соотноше­

ний (4.33), (4.34) и уравнения внешнего контура (4.6) задает структуру выраже­

ния для радиальных напряжений, состоящей из суммы трех слагаемых, каждое

из которых зависит от радиуса 𝑟, причем первое зависит еще и от угла 4𝜃, вто­

рое слагаемое зависит от 2𝜃, третье – не зависит от 𝜃; касательные напряжения

помимо зависимости от 𝑟 зависят от величин 4𝜃 и 2𝜃. Можно сделать пред­

положение, что скорость радиальных перемещений 𝑢̇(2)𝑟 является суммой трех

составляющих, одно из которых зависит от радиуса 𝑟 и угла 4𝜃, второе – от

радиуса 𝑟 и угла 2𝜃, третье – только от радиуса 𝑟; скорость тангенциальных пе­

ремещений 𝑢̇(2)𝜃 является суммой двух составляющих, одно из которых зависит

от радиуса 𝑟 и угла 4𝜃, а второе – от радиуса 𝑟 и угла 2𝜃, т.е.

𝑢̇(2)𝑟 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝑉𝑟 (𝑟, 𝜃) + ̃̇︀𝑢𝑊𝑟 (𝑟, 𝜃) + ̃̇︀𝑢𝑈𝑟 (𝑟) = 𝑢̇𝑉𝑟 (𝑟) cos 4𝜃 + 𝑢̇𝑊𝑟 (𝑟) cos 2𝜃 + 𝑢̇𝑈𝑟 (𝑟),

𝑢̇
(2)
𝜃 (𝑟, 𝜃) = ̃̇︀𝑢𝑉𝜃 (𝑟, 𝜃) + ̃̇︀𝑢𝑊𝜃 (𝑟, 𝜃) = 𝑢̇𝑉𝜃 (𝑟) sin 4𝜃 + 𝑢̇𝑊𝜃 (𝑟) sin 2𝜃, (4.36)

где 𝑢̇𝑉𝑟 = 𝑢̇𝑉𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝑊𝑟 = 𝑢̇𝑊𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝑈𝑟 = 𝑢̇𝑈𝑟 (𝑟), 𝑢̇𝑉𝜃 = 𝑢̇𝑉𝜃 (𝑟), 𝑢̇𝑊𝜃 = 𝑢̇𝑊𝜃 (𝑟) –

неизвестные функции, подлежащие определению.

Использование такого разложения в выражениях для скоростей деформа­

ций ползучести (2.6) позволяет тождественно выполнить условие несжимаемо­

сти при соблюдении равенств:

𝑑𝑢̇𝑉𝑟
𝑑𝑟

+
4

𝑟
𝑢̇𝑉𝜃 +

𝑢̇𝑉𝑟
𝑟

= 0, (4.37)
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𝑑𝑢̇𝑊𝑟
𝑑𝑟

+
2

𝑟
𝑢̇𝑊𝜃 +

𝑢̇𝑊𝑟
𝑟

= 0, (4.38)

𝑑𝑢̇𝑈𝑟
𝑑𝑟

+
𝑢̇𝑈𝑟
𝑟

= 0, (4.39)

Приведем краткое решение во втором приближении, так как оно является

комбинацией решений частных случаев методом, описанным во второй главе.

Положим 𝑓 = 4 в формуле для функции скоростей перемещений (2.47), что

позволяет использовать функцию вида

𝜁𝑉 (𝑟, 𝜃) = 𝑉 (𝑟) sin 4𝜃 (4.40)

для соотношения (4.36), для которой выполняется:

̃̇︀𝑢𝑉𝑟 = −1

𝑟

𝜕𝜁𝑉

𝜕𝜃
= −4

𝑟
𝑉 cos 4𝜃, ̃̇︀𝑢𝑉𝜃 =

𝜕𝜁𝑉

𝜕𝑟
= 𝑉 ′ sin 4𝜃. (4.41)

Условие (4.38) полностью совпадает с условием (4.22), применяемым в пер­

вом приближении, путем введения функции

𝜁𝑊 (𝑟, 𝜃) = 𝑊 (𝑟) sin 2𝜃 (4.42)

такой, что

̃̇︀𝑢𝑊𝑟 = −1

𝑟

𝜕𝜁𝑊

𝜕𝜃
= −2

𝑟
𝑊 cos 2𝜃, ̃̇︀𝑢𝑊𝜃 =

𝜕𝜁𝑊

𝜕𝑟
= 𝑊 ′ sin 2𝜃, (4.43)

причем 𝑊 (𝑟) ≡ 𝐻1(𝑟). Условие (4.39) выполняется при

𝑢̇𝑈𝑟 =
𝐶𝑈

𝑟
, 𝜀̇𝑈𝑟𝑟 = −𝐶

𝑈

𝑟2
, (4.44)

где 𝐶𝑈 – константа интегрирования.

Подставляем выражения для перемещений (4.41), (4.43), (4.44) в соотноше­

ния типа Коши-Эйлера (4.9); затем преобразованные соотношения используем
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в определяющих соотношениях (4.33), (4.34):

Δ𝜎(2) =
[︁8𝑝
𝐿
(−𝑉 ′

𝑟−𝑝+1 + 𝑉 𝑟−𝑝)− 𝐴
(2)
4 (𝑟)

]︁
cos 4𝜃+

+
[︁4𝑝
𝐿
(−𝑊 ′

𝑟−𝑝+1 +𝑊𝑟−𝑝)− 𝐴
(2)
2 (𝑟)

]︁
cos 2𝜃 +

[︁
−2𝑝𝐶𝑈

𝐿
𝑟−𝑝 − 𝐴

(2)
0 (𝑟)

]︁
=

= Δ𝜎𝑉 cos 4𝜃 +Δ𝜎𝑊 cos 2𝜃 +Δ𝜎𝑈 , (4.45)

𝜎
(2)
𝑟𝜃 =

[︁ 1

2𝐿
(𝑉

′′
𝑟−𝑝+2 − 𝑉

′
𝑟−𝑝+1 + 16𝑉 𝑟−𝑝)−𝐵

(2)
4 (𝑟)

]︁
sin 4𝜃+

+
[︁ 1

2𝐿
(𝑊

′′
𝑟−𝑝+2 −𝑊

′
𝑟−𝑝+1 + 4𝑊𝑟−𝑝)−𝐵

(2)
2 (𝑟)

]︁
sin 2𝜃 = 𝜎𝑉𝑟𝜃 sin 4𝜃 + 𝜎𝑊𝑟𝜃 sin 2𝜃.

(4.46)

Соотношения (4.45), (4.46) применим в уравнениях равновесия и выполним

преобразования, аналогичные проведенным при построении первого приближе­

ния, в итоге приходим к основному уравнению для нахождения функций 𝑉 (𝑟)

и 𝑊 (𝑟):

[︁
𝑟
𝜕2𝜎𝑉𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝑉𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 4
𝜕Δ𝜎𝑉

𝜕𝑟
+ 16

𝜎𝑉𝑟𝜃
𝑟

+ 4
Δ𝜎𝑉

𝑟

]︁
sin 4𝜃+

+
[︁
𝑟
𝜕2𝜎𝑊𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝑊𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 2
𝜕Δ𝜎𝑊

𝜕𝑟
+ 4

𝜎𝑊𝑟𝜃
𝑟

+ 2
Δ𝜎𝑊

𝑟

]︁
sin 2𝜃 = 0.

Данное уравнение должно выполняться при любых значениях угла 𝜃. Следова­

тельно,

𝑟
𝜕2𝜎𝑉𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝑉𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 4
𝜕Δ𝜎𝑉

𝜕𝑟
+ 16

𝜎𝑉𝑟𝜃
𝑟

+ 4
Δ𝜎𝑉

𝑟
= 0, (4.47)

𝑟
𝜕2𝜎𝑊𝑟𝜃
𝜕𝑟2

+ 3
𝜕𝜎𝑊𝑟𝜃
𝜕𝑟

+ 2
𝜕Δ𝜎𝑊

𝜕𝑟
+ 4

𝜎𝑊𝑟𝜃
𝑟

+ 2
Δ𝜎𝑊

𝑟
= 0. (4.48)

Учитывая обозначения для 𝜎𝑉𝑟𝜃, Δ𝜎
𝑉 , введенные в (4.45), (4.46), дифферен­

циальное уравнение (4.47) принимает вид

𝑉 (4) + (6− 2𝑝)𝑉
′′′
𝑟−1 + (𝑝2 − 68𝑝+ 35)𝑉

′′
𝑟−2+
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+ (63𝑝2 − 92𝑝+ 29)𝑉
′
𝑟−3 + (256− 48𝑝2 + 32𝑝)𝑉 𝑟−4 = 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌

(2)
4 (𝑟), (4.49)

где

𝑌
(2)
4 (𝑟) = 𝑟

𝑑2𝐵
(2)
4

𝑑𝑟2
+ 3

𝑑𝐵
(2)
4

𝑑𝑟
+ 16

𝐵
(2)
4

𝑟
+ 4

𝑑𝐴
(2)
4

𝑑𝑟
+ 4

𝐴
(2)
4

𝑟
.

Использование степенного представления 𝑉 (𝑟) = 𝑟𝜇 позволяет получить

уравнение для нахождения значений 𝜇:

𝜇4 − 2𝑝𝜇3 + (𝑝2 − 62𝑝+ 28)𝜇2 + (62𝑝2 − 28𝑝)𝜇+ (256− 48𝑝2 + 32𝑝) = 0,

решением которого являются корни

𝜇1,2,3,4 =
𝑝

2
±

√︁
𝑝2 + 124𝑝− 56± 4

√︀
1009𝑝2 − 900𝑝− 60

2
.

Уравнение имеет комплексные корни при

1009𝑝2 − 900𝑝− 60 < 0,

что выполняется при показателе нелинейности 𝑛 = 2/𝑝 > 2,10. Следовательно,

решение при 𝑛 > 2,10 представимо в виде:

𝜇1,2,3,4 =
𝑝

2
± 𝑚

2
± 𝑖𝑡.

Здесь 𝑚 = 𝑚(𝑝) и 𝑡 = 𝑡(𝑝) – известные значения для конкретного материа­

ла. Воспользуемся тригонометрическим представлением полученного решения

согласно [131]:

𝑉 (𝑟) = 𝑉1𝑟
(𝑝+𝑚)/2 cos(𝑡 ln 𝑟) + 𝑉2𝑟

(𝑝+𝑚)/2 sin(𝑡 ln 𝑟)+

+ 𝑉3𝑟
(𝑝−𝑚)/2 cos(𝑡 ln 𝑟) + 𝑉4𝑟

(𝑝−𝑚)/2 sin(𝑡 ln 𝑟), (4.50)
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где 𝑉1÷𝑉4 – константы интегрирования однородного дифференциального урав­

нения.

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения находится

по методу неопределенных коэффициентов. В итоге полное решение неоднород­

ного уравнения (4.49) представимо в виде

𝑉 (𝑟) = [𝑉1(𝑟) + 𝑣1]𝑟
(𝑝+𝑚)/2 cos(𝑡 ln 𝑟) + [𝑉2(𝑟) + 𝑣2]𝑟

(𝑝+𝑚)/2 sin(𝑡 ln 𝑟)+

+[𝑉3(𝑟) + 𝑣3]𝑟
(𝑝−𝑚)/2 cos(𝑡 ln 𝑟) + [𝑉4(𝑟) + 𝑣4]𝑟

(𝑝−𝑚)/2 sin(𝑡 ln 𝑟),
(4.51)

где 𝑣1 ÷ 𝑣4 – константы интегрирования неоднородного дифференциального

уравнения.

Используя в уравнении (4.48) обозначения, введенные в (4.45), (4.46), по­

лучаем неоднородное дифференциальное уравнение

𝑊 (4) + (6− 2𝑝)𝑊
′′′
𝑟−1 + (𝑝2 − 20𝑝+ 11)𝑊

′′
𝑟−2+

+ (15𝑝2 − 20𝑝+ 5)𝑊
′
𝑟−3 + (16− 12𝑝2 + 8𝑝)𝑊𝑟−4 = 2𝐿𝑟𝑝−3𝑌

(2)
2 (𝑟), (4.52)

где

𝑌
(2)
2 (𝑟) = 𝑟

𝑑2𝐵
(2)
2

𝑑𝑟2
+ 3

𝑑𝐵
(2)
2

𝑑𝑟
+ 2

𝑑𝐴
(2)
2

𝑑𝑟
+ 4

𝐵
(2)
2

𝑟
+ 2

𝐴
(2)
2

𝑟
.

Вид однородного уравнения, соответствующего (4.52), полностью совпадает с

однородным уравнением (4.25), что позволяет сразу выписать решение однород­

ного уравнения

𝑊 (𝑟) = 𝑊1𝑟
(𝑝+𝑙)/2 cos(𝑦 ln 𝑟) +𝑊2𝑟

(𝑝+𝑙)/2 sin(𝑦 ln 𝑟)+

+𝑊3𝑟
(𝑝−𝑙)/2 cos(𝑦 ln 𝑟) +𝑊4𝑟

(𝑝−𝑙)/2 sin(𝑦 ln 𝑟), (4.53)

где 𝑙 = 𝑙(𝑝) и 𝑦 = 𝑦(𝑝) – конкретные значения, определенные в первом прибли­

жении, 𝑊1÷𝑊4 – константы интегрирования однородного дифференциального

уравнения.
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Частное решение неоднородного дифференциального уравнения (4.52) на­

ходится по методу неопределенных коэффициентов. В итоге полное решение

неоднородного уравнения представимо в виде

𝑊 (𝑟) = [𝑊1(𝑟) + 𝑤1]𝑟
(𝑝+𝑙)/2 cos(𝑦 ln 𝑟) + [𝑊2(𝑟) + 𝑤2]𝑟

(𝑝+𝑙)/2 sin(𝑦 ln 𝑟)+

+ [𝑊3(𝑟) + 𝑤3]𝑟
(𝑝−𝑙)/2 cos(𝑦 ln 𝑟) + [𝑊4(𝑟) + 𝑤4]𝑟

(𝑝−𝑙)/2 sin(𝑦 ln 𝑟), (4.54)

где 𝑤1 ÷ 𝑤4 – константы интегрирования неоднородного дифференциального

уравнения.

Воспользуемся полученными решениями для функций 𝑉 (𝑟) из равенства

(4.51), для функции𝑊 (𝑟) из равенства (4.54) и для скорости деформаций ползу­

чести 𝜀̇𝑈𝑟𝑟 из соотношения (4.44) в выражениях для напряжений (4.45) и (4.46).

Затем подставляем полученные соотношения в уравнение равновесия (4.7) и,

группируя члены, содержащие одинаковые функции угла 𝜃, получаем

𝜕𝜎
(2)
𝑟𝑟

𝜕𝑟
=
𝑑𝜎𝑉𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos 4𝜃 +

𝑑𝜎𝑊𝑟𝑟

𝑑𝑟
cos 2𝜃 +

𝑑𝜎𝑈𝑟𝑟

𝑑𝑟
.

Интегрируя полученное соотношение по 𝑟, приходим к выражению для ради­

альной составляющей тензора напряжений

𝜎(2)𝑟𝑟 = (𝜎𝑉𝑟𝑟 +𝐾𝑉 ) cos 4𝜃 + (𝜎𝑊𝑟𝑟 +𝐾𝑊 ) cos 2𝜃 + (𝜎𝑈𝑟𝑟 +𝐾𝑈), (4.55)

где 𝐾𝑉 , 𝐾𝑊 и 𝐾𝑈 — константы интегрирования.

Составляющая тензора напряжений 𝜎
(2)
𝑟𝜃 определяется по формуле (4.46).

Тангенциальная составляющая тензора напряжений 𝜎(2)𝜃𝜃 определяется из (4.45)

и (4.55)

𝜎
(2)
𝜃𝜃 =

(︀
𝜎𝑉𝑟𝑟 +𝐾𝑉 −Δ𝜎𝑉

)︀
cos 4𝜃+

+
(︀
𝜎𝑊𝑟𝑟 +𝐾𝑊 −Δ𝜎𝑊

)︀
cos 2𝜃 + 𝜎𝑈𝑟𝑟 +𝐾𝑈 −Δ𝜎𝑈 . (4.56)
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Подставляем выражения (4.55),(4.45) для 𝜎(2)𝑟𝑟 , 𝜎
(2)
𝑟𝜃 соответственно в граничные

условия (4.18),(4.32). Решение должно выполняться для любого значения уг­

ла 𝜃, поэтому уравнение для нахождения радиальных напряжений распадается

на три составляющих по признаку различной зависимости от 𝜃, а уравнение

для касательных напряжений – на две составляющие. Рассматривая отдельно

граничные условия, содержащие 4𝜃 и отдельно, содержащие 2𝜃, можно уви­

деть, что четыре уравнения граничных условий для каждой функции 4𝜃 и 2𝜃

содержат пять неизвестных констант, поэтому можем принять равными нулю

следующие константы интегрирования: 𝐾𝑉 = 0 и 𝐾𝑊 = 0. Составляющую

напряжений, независящую от угла 𝜃, содержит только уравнение для 𝜎(2)𝑟𝑟 , сле­

довательно, для нахождения констант интегрирования 𝐶𝑈 и 𝐾𝑈 рассматриваем

два уравнения, которые содержат две неизвестные. Окончательно радиальные

и тангенциальные компоненты тензора напряжений приобретают следующий

вид:

𝜎(2)𝑟𝑟 = 𝜎𝑉𝑟𝑟 cos 4𝜃 + 𝜎𝑊𝑟𝑟 cos 2𝜃 + (𝜎𝑈𝑟𝑟 +𝐾𝑈),

𝜎
(2)
𝜃𝜃 = (𝜎𝑉𝑟𝑟 −Δ𝜎𝑉 ) cos 4𝜃 + (𝜎𝑊𝑟𝑟 −Δ𝜎𝑊 ) cos 2𝜃 + (𝜎𝑈𝑟𝑟 +𝐾𝑈 −Δ𝜎𝑈).

(4.57)

Анализ решения уравнений для первого и второго приближений показыва­

ет, что найденное решение применимо при параметре нелинейности материала

𝑛 > 2,42.

Таким образом, использование первого и второго приближений метода

малого параметра позволяет определить напряжения и скорости деформаций

ползучести в трубе с внешним эллиптическим контуром при величине сжатия

𝛿 = (𝑎 − 𝑏)/𝑎, принимаемого в качестве малого параметра,что соответствует

малой величине эксцентриситета.

Необходимость построения приближения третьего порядка требует допол­

нительных исследований по сходимости и погрешности полученного решения в

приближении первых двух порядков, что и является целью дальнейших пунк­

тов.
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4.4. Анализ приближённого аналитического решения

Выполним параметрический анализ построенных решений в первом и вто­

ром порядках приближения на предмет сходимости на конкретных модельных

примерах толстостенных труб, которые рассматривались и в главе 3.

В качестве модельного примера рассмотрена труба с внутренним радиусом

ℎ = 0,115 м, внешней большой полуосью эллипса 𝑎 = 0,15 м под действием

внутреннего давления 𝑞 = 22,07 МПа. Толщина стенки трубы с эллиптически

возмущенной внешней границей будет минимальна при значении угла 𝜃 = 𝜋/2,

что означает наличие максимальных напряжений в этом сечении. В качестве

материалов трубы рассмотрены углеродистая сталь [64] и жаропрочный сплав

ХН73МБТЮ (ЭИ698) [107] с реологическими характеристиками модели (пункт

3.6):
углеродистая сталь: 𝑛 = 3,03, 𝐴 = 9,04 · 10−9 МПа−𝑛ч−1;

сплав ХН73МБТЮ(ЭИ698): 𝑛 = 10, 96, 𝐴 = 4,57 · 10−33 МПа−𝑛ч−1.

В таблицах 4.1 и 4.2 приведены значения: 𝜎*𝜃𝜃 = 𝜎
(0+1)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 – при учете

приближения первого порядка на внешней границе трубы при ̃︀𝑟 = 𝑎/ℎ + 𝛿 ·

𝑎(cos 2𝜃 − 1)/2ℎ; 𝜎**𝜃𝜃 = 𝜎
(0+1+2)
𝜃𝜃

⧸︀
𝜎
(0)
𝜃𝜃 – при учете приближения второго порядка

на внешней границе трубы при ̃︀𝑟 = 𝑎/ℎ + 𝛿 · 𝑎(cos 2𝜃 − 1)/2ℎ + 𝛿2 · 3𝑎(cos 4𝜃 −

1)/16ℎ, вычисленные с шагом 0,01 для величины сжатия 𝛿 при 𝜃 = 𝜋/2 для

углеродистой стали [64] и жаропрочного сплава ХН73МБТЮ (ЭИ698) [107].

Таблица 4.1 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 на внешнем контуре трубы с эл­
липтически возмущённой границей из углеродистой стали при 𝜃 = 𝜋/2

𝛿 · 100,% 0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0
𝜎*𝜃𝜃 1,0 1,06 1,12 1,18 1,24 1,30 1,35 1,41 1,46 1,51 1,56
𝜎**𝜃𝜃 1,0 1,07 1,13 1,21 1,29 1,37 1,45 1,54 1,63 1,72 1,82

Из данных, приведённых в таблицах 4.1 и 4.2, можно сделать вывод, что

при возрастании величины сжатия эллипса до 0,1 внешнего радиуса трубы

тангенциальные напряжения в опасном (наиболее напряженном) сечении при

𝜃 = 𝜋/2 возрастают в 1,7–1,8 раза. Если использование решения первого поряд­
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Таблица 4.2 — Значения тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃 на внешнем контуре трубы с эл­
липтически возмущённой границей из сплава ХН73МБТЮ (ЭИ698) при 𝜃 = 𝜋/2

𝛿 · 100,% 0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0
𝜎*𝜃𝜃 1,0 1,06 1,12 1,18 1,24 1,30 1,36 1,42 1,48 1,54 1,60
𝜎**𝜃𝜃 1,0 1,06 1,13 1,20 1,27 1,34 1,42 1,49 1,56 1,63 1,70

ка приближения задачи по сравнению с нулевым дает уточнение результатов

расчета напряжений приблизительно 56-60%, то уточнение решения задачи с

использованием второго порядка приближения по сравнению с решением до

первого порядка приближения включительно составляет 6-17%.

Согласно ГОСТ [18] овальность труб, т.е. разность наибольшего и наимень­

шего значений диаметров, измеренных в одном поперечном сечении трубы, «не

должны выводить размер труб за предельные отклонения по диаметру и тол­

щине стенки». В соответствии с ГОСТ 8732-78 [18] предельные отклонения по

овальности толстостенных труб составляют не более +10,0%;−12,5% от тол­

щины трубы, для ГОСТ ISO 9329-4-2013 [20] – не более ±12,5% от толщины

трубы.

Поставим в соответствие малому параметру 𝛿 допускаемое предельное от­

клонение по толщине 𝜂 стенки модельной трубы 𝜏 = 𝛿𝑎/𝜂. В таблице 4.3 для

модельной трубы представлено соотношение геометрических характеристик: ве­

личины малого параметра 𝛿, приведённое в процентах по отношению к внешне­

му радиусу 𝑟 = 𝑎, и отклонения по толщине трубы 𝜏 , приведённое в процентах

от толщины 𝜂.

Таблица 4.3 — Соответствие величины малого параметра 𝛿 отклонению по толщине трубы с
эллиптически возмущённой внешней границей 𝜏 .

𝛿,% 1 2 3 4 5 6
𝜏,% 4,3 8,6 12,9 17,1 21,4 25,7

Из данных, представленных в таблице 4.3, следует, что значения 𝛿, пре­

вышающие уже 2,9%, являются недопустимыми по ГОСТ. Поэтому для целей

практического использования полученного приближённого аналитического ре­

шения можно ограничиться 3% величины малого параметра 𝛿.
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4.5. Конечно-элементная дискретная модель

Несмотря на большое число работ по проблеме использования метода ма­

лого параметра для построения приближённого аналитического решения (в по­

давляющем большинстве случаев – в упругой и упругопластической области),

вопросам сходимости и оценки погрешности построенных решений практически

не уделяется внимания. Восполнить оценку погрешности решений можно либо

имея точное аналитическое решение хотя бы в частном случае (а для нелиней­

ной теории ползучести это крайне редкий вариант), либо имея численное реше­

ние при частных значениях параметров решаемой задачи. Поэтому в данном

пункте поставленная задача решается численно и в последующем сравнивают­

ся численное решение с построенным приближённым решением в некоторых

частных случаях.

Для проверки результатов приближённого аналитического решения была

построена конечно-элементная модель трубы с эллиптическим внешним конту­

ром. Ввиду симметрии задачи построена геометрическая модель 1/4 трубы, вза­

имодействие с остальными 3/4 частями трубы заменено условиями симметрии

при 𝜃 = 𝜋/2 и 𝜃 = 0. Для исключения движения трубы как жесткого цело­

го была запрещена степень свободы на внутреннем контуре при 𝜃 = 𝜋/2. Для

моделирования использовался восьмиузловой элемент PLANE183, позволяющий

учитывать большие деформации, в том числе деформации ползучести. Коли­

чество элементов разбиения составляло около 20000. В расчетах при достиже­

нии значений времени в 5− 10 часов напряжения выходили на установившиеся

значения, что позволяет говорить о наступлении стадии установившейся ползу­

чести. Для иллюстрации расчётов принимались напряжения в момент времени

103 часов.
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4.6. Сравнение результатов приближённого

аналитического и конечно-элементного решений

Была проведена оценка погрешности приближённого аналитического по от­

ношению к конечно-элементному решению задачи для осесимметричной трубы

и трубы с эллиптическим внешним контуром с учетом второго порядка прибли­

жения включительно на основе значений радиальных 𝜎𝑟𝑟 и тангенциальных 𝜎𝜃𝜃

напряжений в 15 равноотстоящих точках по координате 𝑟𝑖:

ℎ ≤ 𝑟𝑖 ≤ 𝑎+ 𝛿 · 𝑎(cos 2𝜃 − 1)/2 + 𝛿2 · 3𝑎(cos 4𝜃 − 1)/16

(𝑖 = 1, 15) в наиболее опасном сечении при 𝜃 = 𝜋/2. Вычисление погрешности,

как и в главе 3, проведено по двум нормам:

𝑠 =

15∑︀
𝑖=1

⃒⃒
𝜎
(0+1+2)
𝜔𝜔𝑖 − 𝜎

ANS

𝜔𝜔𝑖

⃒⃒
15∑︀
𝑖=1

|𝜎ANS

𝜔𝜔𝑖
|

· 100% и 𝜎 =

(︃ 15∑︀
𝑖=1

[︀
𝜎
(0+1+2)
𝜔𝜔𝑖 − 𝜎

ANS

𝜔𝜔𝑖

]︀2
15∑︀
𝑖=1

[︀
𝜎ANS

𝜔𝜔𝑖

]︀2
)︃1/2

· 100%,

где 𝜔 = 𝑟, 𝜃, 𝜎
(0+1+2)
𝜔𝜔𝑖 = 𝜎

(0+1+2)
𝜔𝜔 (𝑟𝑖), 𝜎

ANS

𝜔𝜔𝑖
= 𝜎

ANS

𝜔𝜔(𝑟𝑖) – расчетные значения

для аналитического (приближение второго порядка) и численного решений со­

ответственно.

В таблицах 4.4 и 4.5 приведены оценки погрешности между приближён­

ным аналитическим и конечно-элементным расчетами в процентах для труб из

малоуглеродистой стали и сплава ЭИ698, используемых в качестве модельных

примеров. Через дробную черту приведены погрешности по двум нормам: 𝑠/𝜎.

Таблица 4.4 — Погрешность решений для труб из углеродистой стали при 𝜃 = 𝜋/2

𝛿 0 0,02 0,04 0,06
𝜎𝑟𝑟 0,14/0,32 2,01/1,94 2,61/2,55 2,98/2,91
𝜎𝜃𝜃 0,03/0,07 3,47/4,04 6,21/7,36 9,72/10,05

Таблица 4.5 — Погрешность решений для труб из сплава ХН73МБТЮ (ЭИ698) при 𝜃 = 𝜋/2

𝛿 0 0,02 0,04 0,06
𝜎𝑟𝑟 0,09/0,20 1,67/1,61 1,87/1,79 2,23/2,24
𝜎𝜃𝜃 0,01/0,02 2,55/3,24 5,11/6,11 8,98/9,04
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Графики на рисунках 4.2 – 4.4 построены для тангенциальной компонен­

ты тензора напряжений для углеродистой стали при значении угла 𝜃 = 𝜋/2,

соответствующего максимальным значениям тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃,

и величине сжатия 𝛿 = 0,02; 0,04; 0,06 соответственно.

Рисунок 4.2 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,02:
1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 4.3 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,04:
1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃



124

Рисунок 4.4 — Тангенциальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,06:
1— 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Графики на рисунках 4.5 – 4.7 построены для тангенциальной компоненты

тензора напряжений для сплава ЭИ698 при значении угла 𝜃 = 𝜋/2, соответству­

ющего максимальным значениям тангенциального напряжения 𝜎𝜃𝜃, и величине

сжатия 𝛿 = 0,02; 0,04; 0,06 соответственно.

Рисунок 4.5 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ЭИ698 при 𝛿 = 0,02, 𝜃 = 𝜋/2:
1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃
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Рисунок 4.6 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ЭИ698 при
𝛿 = 0,04, 𝜃 = 𝜋/2: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃

Рисунок 4.7 — Тангенциальные напряжения для труб из сплава ЭИ698 при
𝛿 = 0,06, 𝜃 = 𝜋/2: 1 — 𝜎

(0)
𝜃𝜃 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝜃𝜃 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝜃𝜃 , 4 — 𝜎

ANS

𝜃𝜃 .

Графики на рисунках 4.8 и 4.9 построены для радиальной компоненты

тензора напряжений 𝜎𝑟𝑟 при значении угла 𝜃 = 𝜋/2 и величине сжатия 𝛿 = 0,06

для углеродистой стали и сплава ЭИ698 соответственно.
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Рисунок 4.8 — Радиальные напряжения для труб из углеродистой стали при 𝛿 = 0,06, 𝜃 = 𝜋/2:
1 — 𝜎

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜎

ANS

𝑟𝑟 .

Рисунок 4.9 — Радиальные напряжения для труб из сплава ЭИ698 при 𝛿 = 0,06, 𝜃 = 𝜋/2:
1 — 𝜎

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜎

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜎

(0−2)
𝑟𝑟 , 4 — 𝜎

ANS

𝑟𝑟 .

Графики на рисунках 4.10 и 4.11 построены для скорости радиальной де­

формации ползучести 𝜀̇𝑟𝑟 с использованием первого и второго порядков прибли­

жений при значении угла 𝜃 = 𝜋/2, величине сжатия 𝛿 = 0,04 для углеродистой

стали и 𝛿 = 0,02 для сплава ЭИ698 соответственно.
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Рисунок 4.10 — Скорость радиальной деформации для труб из углеродистой стали при
𝜃=𝜋/2, 𝛿 = 0,04: 1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 .

Рисунок 4.11 — Скорость радиальной деформации для труб из сплава ЭИ698 при 𝛿 = 0,02,
𝜃 = 𝜋/2:
1 — 𝜀̇

(0)
𝑟𝑟 , 2 — 𝜀̇

(0−1)
𝑟𝑟 , 3 — 𝜀̇

(0−2)
𝑟𝑟 .

Величина сжатия 𝛿 = 6% для рассмотренной модельной задачи для тру­

бы в абсолютных величинах составляет 9 мм, что при толщине данной трубы

35 мм составляет 26% толщины. Тем не менее, при 𝛿 = 6% погрешность анали­
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тического решения от численного составляет около 10%. Таким образом, можно

утверждать, что приближённое аналитическое решение применимо в приклад­

ных задачах при величине сжатия эллиптического внешнего контура до 𝛿 = 6%.

4.7. Выводы по главе 4

∙ Методом малого параметра до второго порядка приближения включитель­

но построено приближённое аналитическое решение задачи установившей­

ся ползучести толстостенной трубы с эллиптически возмущённым внеш­

ним контуром, находящейся под внутренним давлением.

∙ Выполнено параметрическое исследование изменения тангенциальных и

радиальных напряжений от величины малого параметра 𝛿 и показателя

нелинейности материала 𝑛. Показано, что при 𝛿 ≤ 6% второй порядок

приближения для напряжений вносит уточнение к первому не более 7%

при 𝑛 = 3,03 и не более 4% при 𝑛 = 10,96 в наиболее опасном сечении

толстостенной трубы с эллиптически возмущённой внешней границей.

∙ Получено численное решение данной задачи с помощью программного

комплекса ANSYS при частных значениях реологических и геометрических

характеристик.

∙ Исследование погрешности приближённого аналитического решения зада­

чи о толстостенной трубе с эллиптически возмущённой внешней границей

по сравнению с конечно-элементным решением показывает, что для прак­

тического применения использование приближения третьего порядка не

представляется целесообразным, поскольку погрешность для напряжений

между приближённым аналитическим решением с учётом приближения

второго порядка включительно при 𝛿 = 0,04 составляет около 6 − 7% по

сравнению с конечно-элементным решением.
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Глава 5

Оценка надёжности несоосной трубы по

деформационному критерию отказа в условиях

ползучести при стохастически возмущённой

внешней границе

5.1. Оценка надёжности несоосной трубы на основе

приближённого аналитического решения

Обеспечение надёжности работы элементов конструкций является одной

из основных задач, стоящих в нелинейной механике и, в частности, в теории

ползучести. Рассмотрим задачу обеспечения надёжности на модельном примере

несоосной трубы со стохастически возмущённой внешней границей. Будем счи­

тать, что малый параметр 𝛿 (см. рисунок 3.1) является случайной величиной,

имеющей нормальный закон распределения. Одним из критериев работоспособ­

ности изделия (в нашем случае – толстостенная труба) является деформацион­

ный критерий отказа, при котором изделие выходит из строя, если хотя бы в

одной его точке какая-либо компонента вектора перемещений достигает неко­

торого заданного значения 𝑢*, т.е. конструктивный элемент выходит из строя

при выполнении условия

𝑢(𝑡) ≥ 𝑢*, (5.1)

где 𝑢(𝑡) – интересующая нас компонента вектора перемещений в заданной точ­

ке. Применительно к задаче о несоосной трубе в (5.1) под 𝑢(𝑡) будем понимать

радиальное перемещение в заданной точке внешнего контура. Основной коли­

чественной характеристикой надёжности элемента конструкции является веро­

ятность того, что во всех точках элемента конструкции выполняется условие
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работоспособности 𝑢(𝑡) < 𝑢*. Отметим, что критерий отказа (5.1) широко при­

меняется в инженерных прикладных задачах (процессы трения, выбор зазоров

между контактирующими деталями и т.д.), в том числе при решении задач в

условиях ползучести, где время явно входит в напряженно-деформированное

состояние [23, 35, 43, 106].

Для оценки возможности практического применения полученного в главе 3

решения для несоосной толстостенной трубы, находящейся под внутренним дав­

лением на стадии установившейся ползучести, рассмотрим стохастическую по­

становку указанной задачи, где случайной величиной является малый параметр

𝛿, определяющий величину несоосности толстостенной трубы (см. рисунок 3.1).

Одним из методов решения задач в стохастической постановке является метод

статистических испытаний (метод Монте-Карло).

Данный метод применялся в работе В.Н. Исуткиной [35] при решении зада­

чи о толстостенной трубе из стохастически неоднородного материала, в исследо­

вании В.В. Радченко, Н.Н. Попова и А.А. Должкового [24] об оценке надежно­

сти толстостенной трубы из микронеоднородного материала по деформацион­

ному критерию отказа на основании приближенного аналитического решения,

полученного методом возмущений; в работе [43], где рассмотрена стохастиче­

ская постановка задачи о пластине с круговым отверстием и других работах.

Однако, следует отметить, что в указанных работах рассматривались так

называемые внутренние стохастические задачи, когда границы области были

фиксированными, а случайными полагались свойства материала, т.е. рассмат­

ривались стохастические уравнения состояния. Класс внешних стохастических

краевых задач (со стохастически возмущенными границами) в задачах ползу­

чести практически не исследован.

Функция надёжности 𝑃 (𝑡) , описывающая вероятность безотказной рабо­

ты на отрезке [0, 𝑡] , является вероятностью того, что случайная функция 𝑢(𝑡)

принимает значения в интервале (0, 𝑢*) на этом отрезке времени [10, 11]:
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𝑃 (𝑡) = 𝑃
{︀
𝑢(𝑡) ∈ (0, 𝑢*)

}︀
.

Для реализации метода статистических испытаний рассмотрим в качестве

случайной величины малый параметр 𝛿, определяющий величину несоосности

толстостенной трубы (см. рисунок 3.1). При построении вероятностных харак­

теристик ограничимся использованием полученного в главе 3 приближённого

аналитического решения задачи методом малого параметра до второго поряд­

ка приближения включительно, поскольку, как было показано во второй главе,

третий порядок приближения не оказывает существенного влияния на реше­

ние задачи в рамках требований существующих ГОСТов по разностенности, но

создает дополнительные трудности вычислительного характера.

Приведем алгоритм решения внешней стохастической краевой задачи с

использованием построенного приближённого аналитического решения:

1) определяется закон плотности распределения случайной величины 𝛿, если

имеется соответствующая статистическая информация, либо он постули­

руется (в модельной задаче);

2) исходя из выбранного закона распределения (в настоящей задаче это нор­

мальный закон) генерируется выборка значений случайной величины 𝛿;

3) определяются точки на внешнем контуре несоосной трубы, в которых ско­

рость деформации ползучести 𝜀̇𝜃𝜃 имеет максимальное значение, что вы­

полняется для точек при 𝜃 = 𝜋, причем здесь 𝑢̇𝜃 = 0, а, следовательно, из

соотношений типа Коши-Эйлера (2.6) получаем

𝑢̇𝑟 = 𝜀̇𝜃𝜃𝑟 ⇒ 𝑢𝑟 = 𝜀̇𝜃𝜃𝑟𝑡 (5.2)

для любого 𝑟 (при 𝜃 = 𝜋), поскольку на стадии установившейся ползуче­

сти 𝜀̇𝜃𝜃 = const;

4) для каждого случайного значения величины 𝛿 определяется величина

𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑡) с использованием (5.2), реологических соотношений (3.48) для
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компоненты 𝜀̇𝜃𝜃 и приближённых решений для компонент тензора напря­

жений (3.69), (3.70), (3.72).

5) для конкретной заданной критической величины перемещения 𝑢*𝑟: 𝑢𝑟 = 𝑢*𝑟

(при 𝜃 = 𝜋, 𝑟 = 𝑏 + 𝛿 cos 𝜃 + 𝛿2(cos 2𝜃 − 1)/4𝑏, см. (3.2)) определяют­

ся моменты времени 𝑡*, при которых радиальное перемещение достигает

критического значения 𝑢*𝑟;

6) расчётные значения времени 𝑡* образуют статистическую выборку слу­

чайной величины времени отказа, для которой можно определить харак­

теристики этой выборки: математическое ожидание, дисперсию, среднее

квадратичное отклонение, доверительный интервал и т.д.

Для иллюстрации применения метода статистических испытаний рассмот­

рим модельную трубу с внутренним радиусом 𝑎 = 115 мм и возмущенным на

малую величину 𝛿 внешним радиусом 𝑏 = 150 мм, находящуюся под внутрен­

ним давлением. В главе 3 было показано, что значение 𝛿 = 0, 03 соответствует

величине разностенности трубы 10%, что является практически предельно до­

пустимым по ГОСТ 8732–78 [18].

Величина 𝛿 является случайной с нормальным законом распределения, по­

этому используем значение 𝛿 = 0,03 в качестве математического ожидания, т.е.

𝑚𝛿 = 0,03, а для среднего квадратического отклонения в дальнейших модель­

ных расчетах будем использовать величину 𝜎𝛿 = 0,009. Учитывая нормальный

закон распределения и численные значения для 𝑚𝛿 и 𝜎𝛿, можно сгенерировать

любое количество значений 𝛿 (в дальнейших расчетах генерировалось по ℎ = 30

значений), и далее при каждом 𝛿 рассчитать функцию 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑡) по (5.2) с

учетом приближенных аналитических решений для компонент тензора напря­

жений 𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝜃𝜃 и 𝜎𝑟𝜃, которые используются для расчёта 𝜀̇𝜃𝜃.

Проиллюстрируем детально изложенную выше методику на двух модель­

ных задачах для толстостенной трубы:

1) из углеродистой стали при параметрах нелинейности 𝑛 = 3,03, 𝐴 =
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9,04 · 10−9 МПа−𝑛ч−1, находящейся под внутренним давлением 𝑞 = 10 МПа,

для которой зададим критическое перемещение 𝑢*𝑟 = 0,0522 · 𝑎 = 6 мм, что

составляет 2% от наружнего диаметра трубы;

2) из сплава ЭИ698 при параметрах нелинейности 𝑛 = 10,96 𝐴 = 4,57 ·

10−33 МПа−𝑛ч−1, находящейся под внутренним давлением 𝑞 = 60 МПа, для ко­

торой зададим критическое перемещение 𝑢*𝑟 = 0,0261 ·𝑎 = 3 мм, что составляет

1% от наружнего диаметра трубы.

Графики зависимости перемещения 𝑢𝑟(𝑡) от времени для каждого значе­

ния малого параметра 𝛿 для того и другого варианта приведены на рисунках 5.1

и 5.2.

Рисунок 5.1 — Выборка радиальных перемещений 𝑢𝑟(𝑡) при 𝑚𝛿 = 0,03 и 𝜎𝛿 = 0,009 для трубы
из углеродистой стали

При решении каждой из 30 детерминированных задач установившейся пол­

зучести определяется критическое время отказа 𝑡* для трубы из углеродистой

стали и сплава ЭИ698, т.е. решается уравнение 𝑢𝑟(𝑡
*) = 𝑢*𝑟. Для значений

𝑚𝛿 = 0, 03 и 𝜎𝛿 = 0, 009 время отказа 𝑡* для каждой реализации приведено

в таблице 5.1.
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Таблица 5.1 — Выборка 𝛿𝑖 и время 𝑡*𝑖 достижения критического значения 𝑢𝑟(𝑡
*
𝑖 ) = 𝑢*𝑟 для

углеродистой стали и сплава ЭИ698 при 𝑚𝛿 = 0,03 и 𝜎𝛿 = 0,009

№ п/п, 𝛿𝑖 𝑡*𝑖 , ч 𝑡*𝑖 · 105, ч
𝑖 для 𝑛 = 3,03 для 𝑛 = 10,96
1 0,0415 109,53 1,27
2 0,0343 118,27 1,55
3 0,0074 161,60 3,78
4 0,0377 114,02 1,41
5 0,0202 138,10 2,38
6 0,0365 115,55 1,46
7 0,0297 124,27 1,76
8 0,0420 109,00 2,16
9 0,0183 141,03 2,54
10 0,0258 129,80 1,99
11 0,0236 132,97 2,13
12 0,0292 124,97 1,79
13 0,0415 109,46 1,27
14 0,0148 146,70 2,87
15 0,0329 120,00 1,61
16 0,0307 122,91 1,71
17 0,0319 121,34 1,65
18 0,0235 133,18 2,14
19 0,0362 115,90 1,47
20 0,0267 128,59 1,94
21 0,0227 134,24 2,19
22 0,0351 117,31 1,51
23 0,0369 117,47 1,44
24 0,0214 136,27 2,29
25 0,0309 122,72 1,71
26 0,0247 131,35 2,06
27 0,0374 114,42 1,42
28 0,0437 106,98 1,21
29 0,0273 127,47 1,90
30 0,0232 133,53 2,16



135

Рисунок 5.2 — Выборка радиальных перемещений 𝑢𝑟(𝑡) при 𝑚𝛿 = 0,03 и 𝜎𝛿 = 0,009 для трубы
из сплава ЭИ698

Для выборки из 30 критических времен 𝑡*𝑖 (𝑖 = 1, 30) определяются стати­

стические характеристики. Для этого в качестве оценки для математического

ожидания ̃︀𝑚𝑡 используется среднее арифметическое полученных значений кри­

тического времени 𝑡*𝑖 :

̃︀𝑚𝑡 =

30∑︀
𝑖=1

𝑡*𝑖

30
. (5.3)

Несмещённая оценка для дисперсии математического ожидания дискретной

случайной величины согласно [13] имеет вид:

̃︀𝐷𝑡 =

30∑︀
𝑖=1

(𝑡*𝑖 − ̃︀𝑚𝑡)
2

29
. (5.4)

Среднее квадратическое отклонение: 𝜎̃︀𝑚𝑡
=

√︁̃︀𝐷𝑡/30.

Определим границы доверительного интервала 𝐼𝛽 для математического

ожидания при доверительной вероятности 𝛽 = 0,95 и 𝛽 = 0,9973 для двух

рассмотренных выше модельных труб, предполагая нормальный закон для вре­
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мени отказа:

𝐼𝛽 = (̃︀𝑚𝑡 − 𝑡𝛽𝜎̃︀𝑚𝑡
, ̃︀𝑚𝑡 + 𝑡𝛽𝜎̃︀𝑚𝑡

),

где 𝑡𝛽 – количество средних квадратических отклонений 𝜎̃︀𝑚𝑡
, которое необхо­

димо отложить от центра рассеивания (т.е. математического ожидания), чтобы

достичь вероятности 𝛽. В результате проведенных расчётов в таблице 5.2 пока­

заны значения вероятностей и доверительные интервалы для математического

ожидания времени отказа 𝑚𝑡 = 125,3 ч для углеродистой стали и математиче­

ского ожидания времени отказа𝑚𝑡 = 1,87·105 ч для сплава ЭИ698 при заданном

значении математического ожидания малого параметра 𝑚𝛿 = 0,03 и 𝜎𝛿 = 0,009.

Нижняя граница доверительного интервала времени отказа и определяет время

Таблица 5.2 — Доверительные интервалы времени отказа 𝑡* при 𝑚𝛿 = 0,03 и 𝜎𝛿 = 0,09 для
труб из углеродистой стали и сплава ЭИ698

𝛽 𝑡𝛽 Труба из углеродистой стали, Труба из сплава ЭИ698,
𝐼𝛽,ч 𝐼𝛽,ч

0,95 1,96 (120,88 ; 129,71) (1,66 · 105; 2,07 · 105)
0,9973 3,0 (118,54 ; 132,05) (1,56 · 105; 2,18 · 105)

безотказной работы элемента конструкции с соответствующей вероятностью.

Таким образом, для двух данных модельных задач время отказа по де­

формационному критерию отказа для трубы из углеродистой стали составляет

𝑡* = 120,88 ч при доверительной вероятности 𝛽 = 0,95 и 𝑡* = 118,54 ч при

𝛽 = 0,9973 (трехсигмовый интервал), а для трубы из сплава ЭИ896 эти вели­

чины соответственно 𝑡* = 1,66 · 105 ч при 𝛽 = 0,95 и 𝑡* = 1,56 · 105 ч при

𝛽 = 0,9973.

5.2. Статистический анализ времени отказа

В предыдущем пункте 𝑎́ 𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟𝑖 принято и использовано предположение

о нормальном законе распределения времени отказа. Далее сделана попытка

обосновать эту гипотезу.
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Для проверки гипотезы о нормальности распределения случайной величи­

ны 𝑡* воспользуемся критерием согласия Шапиро-Уилка, который применяется

при небольших объемах выборок (порядка 8 ÷ 50 случайных величин), и яв­

ляется надежным критерием выбора или отклонения гипотезы о нормальном

распределении [41, 46].

Критерий основан на получении статистики вида

𝑊 =
1

𝑠2

[︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎ℎ−𝑖+1(𝑡
*
ℎ−𝑖+1 − 𝑡*𝑖 )

]︂2
; где 𝑠2 =

ℎ∑︁
𝑖=1

(𝑡*𝑖 −𝑚𝑡)
2, 𝑚𝑡 =

1

ℎ

ℎ∑︁
𝑖=1

𝑡*𝑖 .

Индекс 𝑘 изменяется от 1 до ℎ/2 или от 1 до (ℎ−1)/2 при чётном и нечётном ℎ

соответственно, т.е. при ℎ = 30 𝑘 = 15. Коэффициенты 𝑎𝑖 приведены в ГОСТ Р

ИСО 5479-2002 «Статистические методы. Проверка отклонения распределения

вероятностей от нормального распределения» [19].

Нулевая гипотеза нормальности отклоняется при значениях статистики

𝑊 < 𝑊 (𝛼) на уровне значимости 𝛼 (т.е. допустимой для данной задачи ве­

роятности ошибки). Критические значения статистики 𝑊 (𝛼) приведены в мо­

нографии [41] в табл. 66 (с. 240). Принимая 𝛼 = 0,01 табличное значение

𝑊30(0,01) = 0,900.

При 𝑛 = 3,03 (труба из углеродистой стали) получаем значение статистики

𝑊 = 0,9505, что больше табличного значения, следовательно, «нулевая» гипо­

теза о нормальном распределении статистического ряда, состоящего из значе­

ний времени до достижения перемещением 𝑢𝑟 критического значения, не отвер­

гается. Для трубы из сплава ЭИ698 (𝑛 = 10,96) значение статистики𝑊 = 0,916,

таким образом, «нулевая» гипотеза о нормальности распределения не отверга­

ется и для сплава ЭИ698.

Для определения числовых характеристик нормального распределения вре­

мени до отказа необходимо сгруппировать выборку из 30 времён по разрядам,
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количество которых 𝑙 определяется по правилу Старджена [46]:

𝑙 = 1 + 3,3 lg 30 ≈ 6.

Для указанных рядов определяются статистические характеристики:

- статистическое среднее ̂︀𝑚𝑡, которое согласно закону больших чисел при уве­

личении числа опытов сходится к математическому ожиданию:

̂︀𝑚𝑡 =

30∑︀
𝑖=1

𝑡𝑖

30
; (5.5)

- статистическая дисперсия:

̂︀𝐷𝑡 =

30∑︀
𝑖=1

(𝑡*𝑖 − ̂︀𝑚𝑡)
2

30
; (5.6)

- статистическое среднее квадратичное отклонение:

̂︀𝜎𝑡 =√︁̂︀𝐷𝑡. (5.7)

Приравнивая полученные статистические характеристики распределения ма­

тематическому ожиданию и среднему квадратичному отклонению, определим

плотность нормального закона для времени отказа:

𝑓(𝑡) =
1

𝜎𝑡
√
2𝜋
𝑒
− (𝑡−𝑚𝑡)

2

2𝜎𝑡
2 . (5.8)

Статистический ряд времени отказа и плотность нормального закона для рас­

сматриваемых модельных задач представлены в виде гистограммы и кривой

распределения 𝑓(𝑡) для трубы из углеродистой стали на рисунке 5.3 и для спла­

ва ЭИ698 на рисунке 5.4. Результаты расчета величины ̂︀𝑚𝑡, ̂︀𝐷𝑡 и ̂︀𝜎𝑡 для обоих

модельных примеров приведены в таблице 5.3.
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Рисунок 5.3 — Гистограмма и плотность нормального распределения для времени отказа
трубы из углеродистой стали при 𝑚𝛿 = 0,03

Рисунок 5.4 — Гистограмма и плотность нормального распределения для времени отказа
трубы из сплава ЭИ698 при 𝑚𝛿 = 0,03
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Таблица 5.3 — Характеристики нормального распределения времени отказа для трубы из
углеродистой стали и сплава ЭИ698 при 𝑚𝛿 = 0,03

Материал трубы ̂︀𝑚𝑡,ч ̂︀𝐷𝑡,ч2 ̂︀𝜎𝑡,ч
углеродистая сталь 125 147, 1 12, 1

сплав ЭИ698 1,85 · 105 3,13 · 109 5,60 · 104

5.3. Расчёт работоспособности толстостенной трубы с

возмущёнными границами на основе функции

надёжности

Рассмотренный в пункте 5.1 «лобовой» метод оценки надёжности на основе

«экспериментальной» информации, полученный расчётом времени отказа для

каждой реализации, требует при моделировании существенных временных за­

трат, поскольку для каждого значения 𝑢* требуется статистический ряд времён

отказа для всей совокупности сгенерированных реализаций функции 𝑢 = 𝑢(𝑡)

в заданной точке. Рассмотрим приближённый аналитический подход для оцен­

ки работоспособности толстостенной трубы с возмущёнными границами но ос­

нове функции надёжности.

Определим вероятность безотказной работы через функцию надёжности

𝑃 (𝑡) на отрезке времени (0, 𝑡) с использованием функции распределения 𝐹 (𝑡):

𝑃 (𝑡) = 𝐹 (𝑢*(𝑡))− 𝐹 (𝑢*(0)) =

𝑢(𝑡)∫
0

𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

=
1

𝜎𝑢(𝑡)
√
2𝜋

𝑢*∫
0

exp−[𝑥−𝑚𝑢(𝑡)]
2
⧸︀
2[𝜎𝑢(𝑡)]

2

𝑑𝑥. (5.9)

Здесь 𝑓(𝑥, 𝑡) – плотность функции распределения 𝐹 (𝑡). Уравнение (5.9) для

вероятности безотказной работы при нормальном законе распределения прини­
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мает интегральный вид:

𝑃 (𝑡) =
1

𝜎𝑢(𝑡)
√
2𝜋

𝑢*∫
0

exp−[𝑥−𝑚𝑢(𝑡)]
2
⧸︀
2[𝜎𝑢(𝑡)]

2

𝑑𝑥 (5.10)

или может быть выражена с использованием функции Лапласа:

𝑃 (𝑡) = Φ

[︂
𝑢* −𝑚𝑢(𝑡)

𝜎𝑢(𝑡)

]︂
+ Φ

[︂
𝑚𝑢(𝑡)

𝜎𝑢(𝑡)

]︂
, (5.11)

где Φ(𝑥) =
1

√
2𝜋

𝑥∫
0

𝑒−𝑧
2/2𝑑𝑧 — функция Лапласа.

Из формул (5.10), (5.11) следует, что если известны аналитические зави­

симости для математического ожидания 𝑚𝑢(𝑡) и среднеквадратического откло­

нения 𝜎𝑢(𝑡), то при заданном значении вероятности 𝑃 (𝑡) и известном значении

критической величины перемещения 𝑢* время до разрушения можно найти из

решения интегральных уравнений (5.10) или (5.11).

В связи с вышеизложенным можно предложить следующую методику оцен­

ки надёжности толстостенной трубы с возмущёнными границами, используя

метод Монте-Карло. Аналогично методике, изложенной в пункте 5.1, генери­

руются значения случайной величины 𝛿 и рассчитывается спектр случайных

функций 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝛿). Имея выборку случайных функций 𝑢 = 𝑢(𝑡), можно най­

ти оценки случайных функций математического ожидания 𝑚𝑢(𝑡) и среднего

квадратического отклонения 𝜎𝑢(𝑡), а затем положить

𝑚𝑢(𝑡) ∼= ̂︀𝑚𝑢(𝑡), 𝜎𝑢(𝑡) ∼= ̂︀𝜎𝑢(𝑡) (5.12)

и использовать их при решении интегральных уравнений (5.10) или (5.11) для

определения времени безотказной работы.

Применим изложенную методику к двум рассматриваемым модельным

примерам. В каждой задаче генерировалось по 30 реализаций для перемеще­
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ний 𝑢 = 𝑢(𝑡) (см. рисунки 5.1 и 5.2). Далее в каждом случае были построены

оценки математического ожидания и среднего квадратического отклонения, ко­

торые имеют линейный характер

̂︀𝑚𝑢(𝑡) = 𝐶𝑚𝑡, ̂︀𝜎𝑢(𝑡) = 𝐶𝜎𝑡, (5.13)

где 𝐶𝑚, 𝐶𝜎 – коэффициенты, определяемые для каждой из задач исходя из

статистического анализа выборок 𝑢 = 𝑢(𝑡). Так, для труб из углеродистой стали

уравнения зависимости математического ожидания и среднего квадратического

отклонения от времени имеют вид:

̂︀𝑚𝑢(𝑡) = 4,167 · 10−4𝑡, ̂︀𝜎𝑢(𝑡) = 7,227 · 10−6𝑡,

для труб из сплава ЭИ698 соответственно

̂︀𝑚𝑢(𝑡) = 1,500 · 10−7𝑡, ̂︀𝜎𝑢(𝑡) = 6,787 · 10−9𝑡.

Далее величины ̂︀𝑚𝑢 и ̂︀𝜎𝑢 в соответствии с (5.12) использовались в соотношениях

(5.10) или (5.11) . Из приведенных данных следует

̂︀𝑚𝑢(𝑡)/̂︀𝜎𝑢(𝑡) = 𝐶𝑚/𝐶𝜎 >> 1.

Поэтому для второго слагаемого в правой части уравнения (5.11) с использова­

нием табличного значения Φ(𝑥) имеем

Φ

[︂
𝑚𝑢(𝑡)

𝜎𝑢(𝑡)

]︂
= Φ

[︂
𝐶𝑚
𝐶𝜎

]︂
= 0,4999 ≈ 0,500. (5.14)

Определим критическое время 𝑡*, за которое с вероятностью 𝑃 (𝑡) переме­

щение 𝑢𝑟(𝑡) достигнет значения 𝑢*. Из (5.11) следует, что время безотказной
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работы определяется из решения уравнения

𝑃 (𝑡) = Φ

[︂
𝑢* −𝑚𝑢(𝑡)

𝜎𝑢(𝑡)

]︂
+ Φ

[︂
𝐶𝑚
𝐶𝜎

]︂
= Φ

[︂
𝑢*

𝜎𝑢(𝑡)
− 𝐶𝑚
𝐶𝜎

]︂
+ 0,500 (5.15)

относительно времени 𝑡.

Выполненные расчеты времени безотказной работы для труб из углероди­

стой стали при 𝑢*𝑟 = 6 мм и для труб из сплава ЭИ698 при 𝑢*𝑟 = 3 мм сведены

в таблице 5.4.

Таблица 5.4 — Время безотказной работы для труб из углеродистой стали и из сплава ЭИ698
(при 𝑚𝛿 = 0,03), определённое с использованием функции Лапласа и уравнения (5.15).

Время безотказной работы 𝑡*, чВероятность 𝑃 (𝑡)
труба из труба изуглерод. стали сплава ЭИ698

0,95 121,79 1,62 · 105
0,9973 119,47 1,54 · 105

В ряде случаев необходимо прямое интегрирование соотношения (5.10),

которое можно рассматривать как интегральное уравнение относительно пара­

метра 𝑡. Результаты численного решения интегрального уравнения (5.10) пред­

ставлены в таблице 5.5.

Таблица 5.5 — Время безотказной работы для трубы из углеродистой стали и сплава ЭИ698
(при 𝑚𝛿 = 0, 03), определённое путем интегрирования уравнения (5.10).

Время безотказной работы 𝑡*, чВероятность 𝑃 (𝑡)
труба из труба изуглерод. стали сплава ЭИ698

0,95 121,79 1,619 · 105
0,9973 119,50 1,545 · 105

Анализ данных из таблиц 5.2, 5.4 и 5.5 о вероятности безотказной работы

несоосной трубы из модельных материалов при 𝑚𝛿 = 0, 03 в соответствии с де­

формационным критерием отказа показывает, что время безотказной работы по

обеим методикам даёт практически одно и тоже значение. Расхождения связа­

ны, по-видимому, с погрешностью вычисления интегралов и ограниченным объ­

емом выборки. Осредняя данные таблиц 5.2, 5.4 и 5.5, можно констатировать
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в данных модельных примерах, что для трубы из углеродистой стали время

безотказной работы составляет:

- с вероятностью 𝑃 (𝑡) = 0,95 𝑡* = 121,5 ч,

- с вероятностью 𝑃 (𝑡) = 0,9973 𝑡* = 119,2 ч;

а для трубы из сплава ЭИ698 время безотказной работы составляет:

- с вероятностью 𝑃 (𝑡) = 0,95 𝑡* = 1,63 · 105 ч,

- с вероятностью 𝑃 (𝑡) = 0,9973 𝑡* = 1,55 · 105 ч.

Графически изложенный метод определения времени отказа через функ­

цию надёжности проиллюстрирован на рисунке 5.5. Здесь построена (протабу­

лирована) с использованием (5.10) функция 𝑃 = 𝑃 (𝑡) для трубы из сплава

ЭИ698 при заданном 𝑢* = 3 мм. Тогда, задавая численные значения вероят­

ности 𝑃1 = 0,95 и 𝑃2 = 0,9973, графически можно определить время отказа

𝑡* = 1,63 · 105 ч и 𝑡* = 1,55 · 105 ч соответственно. Однако, нужно учитывать,

что функцию надёжности нужно перестраивать с изменением критической ве­

личины 𝑢*.

Рисунок 5.5 — Функция надёжности 𝑃 (𝑡) для труб из сплава ЭИ698 при 𝑚𝛿 = 0,03
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Таким образом, при наличии приближённых аналитических решений для

компонент тензора напряжений решение краевой задачи для несоосной трубы

сводится к табулированию функций и алгебраических выражений, а в зада­

чах надёжности добавляются простейшие математические операции осредне­

ния для получения математического ожидания 𝑚𝑢 и среднего квадратического

отклонения 𝜎𝑢. При численных же подходах требуется каждый раз решать эту

задачу, например, методом конечных элементов при любом изменении парамет­

ров. А задачи табулирования функции и численного решения краевой задачи в

полной постановке – это совершенно разные задачи по трудоёмкости.

5.4. Выводы по главе 5

∙ Разработана методика расчета на надёжность толстостенной трубы с воз­

мущённым внешним контуром, находящейся под внутренним давлением,

при установившейся ползучести, по деформационному критерию отказа.

В методике используется построенное приближённое аналитическое реше­

ние задачи о несоосной толстостенной трубе методом малого параметра

до второго порядка приближения включительно.

∙ Выполнен вариативный параметрический анализ оценки надёжности несо­

осной толстостенной трубы с возмущёнными границами в зависимости от

показателя нелинейности установившейся ползучести, различной величи­

ны предельно допустимого перемещения, различной доверительной веро­

ятности, разных внутренних давлениях.
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Заключение

Сформулируем основные результаты выполненных в настоящей диссерта­

ции исследований:

1. Предложен аналитический метод построения приближённого решения для

толстостенной трубы, находящейся под внутренним давлением на стадии

установившейся ползучести, с произвольно возмущённой внешней грани­

цей методом малого параметра до третьего порядка приближения включи­

тельно и предложена методика решения задачи для каждого приближения

для случая плоского деформированного состояния.

2. Для двух видов возмущения внешней границы толстостенной трубы, на­

ходящейся под внутренним давлением, построены приближённые анали­

тические решения нелинейной краевой задачи установившейся ползучести

методом малого параметра: в случае несоосности трубы – до приближения

третьего порядка включительно; для случая эллиптически возмущённого

внешнего контура – до приближения второго порядка включительно.

3. Проведено исследование зависимости изменения тангенциальных и ради­

альных напряжений в модельных задачах для труб из углеродистой стали

и жаропрочного сплава ХН73МБТЮ (ЭИ698) в зависимости от величины

малого параметра 𝛿. Показано, что при 𝛿 ≤ 4% (это соответствует нор­

мативным ГОСТовским требованиям на максимально допустимую разно­

стенность при изготовлении труб) третий порядок приближений вносит

уточнение ко второму не более 0,5% при 𝑛 = 3,03 и 𝑛 = 10,96, а при

𝛿 = 10% уточнение составляет менее 8% при 𝑛 = 3,03 и 5% при 𝑛 = 10,96

в наиболее опасном сечении несоосной толстостенной трубы. В наиболее

опасном сечении толстостенной трубы с эллиптически возмущённой внеш­

ней границей при 𝛿 ≤ 4% второй порядок приближений вносит уточнение

к первому не более 4% при 𝑛 = 3,03 и не более 2% при 𝑛 = 10,96.

4. Разработаны две конечно-элементные математические модели толстостен­



147

ной трубы: для несоосностой трубы и для трубы с эллиптически возму­

щённым внешним контуром и получены численные решения задач для

анализируемых частных случаев.

5. Проведено исследование погрешности приближённого аналитического ре­

шения по сравнению с конечно-элементным решением для модельных при­

меров несоосной трубы и трубы с эллиптическим внешним контуром. По­

казано, что погрешность приближённого аналитического решения к чис­

ленному для модельных примеров несоосных труб при 𝛿 = 0,04 составляет

не более 2%; для модельных примеров трубы с эллиптически возмущённой

внешней границей – не превышает 7%.

6. Разработана методика расчета на надёжность толстостенной трубы с воз­

мущённым внешним контуром, находящейся под внутренним давлением,

в условиях установившейся ползучести по деформационному критерию

отказа. В методике используется построенное приближённое аналитиче­

ское решение данной задачи методом малого параметра до второго поряд­

ка приближения включительно. Выполнен вариативный параметрический

анализ показателей надёжности несоосной толстостенной трубы с возму­

щёнными границами в зависимости от показателя нелинейности устано­

вившейся ползучести, различной величины предельно допустимого пере­

мещения, различных значений доверительной вероятности и внутренних

давлений.
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Приложение А

Константы интегрирования

Таблица А.1 — Константы интегрирования для несоосной трубы и трубы
с эллиптически возмущённой внешней границей из модельных материалов

Несоосная труба
№ приближения Константы Углеродистая сталь

I 𝐶1𝑖, 𝑖 = 1, 4 −6,5 · 10−11 1,3 · 10−11 −0,021 0,004
II 𝑐2𝑖, 𝑖 = 1, 4 −0,107 0,654 0,079 0,044

𝐶; 𝐾𝜓 0,153 1636,49
III 𝑘3𝑖, 𝑖 = 1, 4 0,235 −0,672 −0,116 −62,617

𝑐3𝑖, 𝑖 = 1, 4 −8,25 · 109 25,51 109,11 −2,31
Сплав ЭИ698

I 𝐶1𝑖, 𝑖 = 1, 4 5,0 · 10−9 −2,53 · 10−9 −8,185 0,202
II 𝑐2𝑖, 𝑖 = 1, 4 147,25 0,63 −138,49 −316,42

𝐶; 𝐾𝜓 36,96 1,53 · 105
III 𝑘3𝑖, 𝑖 = 1, 4 −15,64 5,83 18,09 61,12

𝑐3𝑖, 𝑖 = 1, 4 −6,62 · 1011 917,14 993,10 −1803,16
Труба с эллиптически возмущённым внешним контуром

Углеродистая сталь
I 𝐶1𝑖, 𝑖 = 1, 4 0,005 −0,015 0,0017 0,0022

𝐾1; 𝐾𝜓 0,022 236,20
II 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 4 −0,087 0,024 −0,051 1,342

𝑤𝑖, 𝑖 = 1, 4 0,018 −1,332 −0,025 0,016
𝐶𝑈 , 𝐾𝑈 0,240 1651,43

Сплав ЭИ698
I 𝐶1𝑖, 𝑖 = 1, 4 −0,157 −0,719 0,077 −0,085

𝐾1; 𝐾𝜓 2,129 8563,95
II 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 4 −1,838 −0,613 0,141 538,34

𝑤𝑖, 𝑖 = 1, 4 69,779 −84,854 27,773 2,681
𝐶𝑈 , 𝐾𝑈 617,12 1,03 · 106
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