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Введение 

Для динамики многих систем в природе характерна генерация определенных повторяющихся событий; при этом именно моменты их появления являются носителями информации о режиме функционирования системы [1–9]. Последовательность соответствующих моментов времени 
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 удобно представить в виде набора точек на временной оси, что позволяет использовать терминологию точечных процессов, хорошо известных в статистической радиофизике [10–18]. К числу примеров таких процессов можно отнести моменты генерации одиночных импульсов пороговыми устройствами, когда входной сигнал превышает заданный уровень; моменты времени, в которые электроны вылетают из нагретого катода электронной лампы, приводя к появлению дробового шума анодного тока; процесс Пуассона и т.д. В динамике биологических систем примерами являются характерные осцилляторные паттерны, которые генерируются при эпилепсии, и «зажигания» отдельных нейронов [19–22]. Особый интерес точечные процессы вызывают в нейродинамике, когда анализируются события, соответствующие потенциалам действия нервных клеток или «спайкам» напряжения. Задача их исследования носит междисциплинарный характер. Применительно к радиофизике данная задача связана с изучением принципов кодирования информации нервными клетками и ансамблями нейронов. 

К настоящему времени проведены обширные исследования процессов передачи информации, которая содержится в меняющемся во времени сигнале на входе сенсорного нейрона, выходными последовательностями спайков [23–26]. В работах [27, 28] была обоснована возможность восстановления входных стимулов по точечным процессам, генерируемым нейронами. Однако менее понятно, каким образом характерные свойства нейронов влияют на соответствующую передачу информации. Эти свойства включают временное интегрирование, расстояние от потенциала покоя до порогового уровня, тип порога, пейсмекерную активность и т.д. Понимание данного влияния могло бы способствовать установлению общих принципов обработки информации нейронными ансамблями, применимыми для разных классов нейронов, как сенсорных, так и нервных клеток других типов.

С точки зрения теории динамических систем, эволюция во времени переменных, характеризующих состояние нейрона (мембранный потенциал, ионная проводимость и другие), за счет наличия порогового уровня отображается в точечный процесс (последовательность времен генерации спайков) и характеризуется такими величинами, как межспайковые (или межимпульсные) интервалы (МИ). При некоторых условиях МИ можно представить в качестве новой переменной состояния, которая позволяет охарактеризовать временную динамику нейрона. В частности, в серии  работ [29–46] обсуждалась задача преобразования входного хаотического сигнала в выходную последовательность спайков с помощью различных моделей пороговых устройств. При этом рассматривалась возможность реконструкции хаотического аттрактора [47–68] на входе порогового устройства по выходному точечному процессу и обобщения на этот случай теоремы Такенса [48], доказанной для динамических систем с дискретным и с непрерывным временем. Применительно к точечному процессу данная реконструкция могла бы осуществляться, например, путем применения метода задержки к последовательности МИ.

Такие рассуждения послужили начальной идеей одной из ключевых работ по рассматриваемой теме [29], в которой на примере простейшей модели нейрона «накопление-сброс» (НС) (в зарубежной литературе используется название “integrate-and-fire”, в дословном переводе “интегрируй и стреляй”) было показано, что применение традиционного метода задержки к последовательности МИ действительно позволяет осуществить реконструкцию хаотического аттрактора, соответствующего сигналу на входе. Таким образом, для простейшей динамики нейрона была строго обоснована возможность восстановления аттрактора и расчета его метрических и динамических характеристик по точечному процессу.

Основываясь на полученных строгих математических результатах, таких как теорема Зауэра [29], являющаяся обобщением классической теоремы Такенса на случай точечных процессов, в последующих исследованиях осуществлялись попытки расширить и обобщить основные выводы статьи [29] на более сложные нейронные модели, чтобы выявить границы применимости методов реконструкции и понять, какое влияние на реконструкцию оказывают различия между нейронами разных типов, отличающихся по таким параметрам как потенциал покоя, пороговый уровень, пейсмекерная активность, амплитуда входного сигнала, рефрактерность. В частности, в работе [32] были рассмотрены четыре нейронных модели, представляющих модификации стандартной модели НС, каждая из которых позволяет учитывать одну или несколько перечисленных характерных особенностей нейрона. С использованием количественных критериев, применяемых в нелинейной динамике и характеризующих сложную геометрию и предсказуемость хаотических процессов, было изучено влияние этих особенностей на реконструкцию аттрактора, соответствующего входному сигналу.

Основной вывод работы [32] состоял в том, что для трех исследуемых модифицированных моделей НС было установлено соответствие между аттракторами, восстановленными по входному и выходному сигналам, но это соответствие наблюдается только при высокой частоте генерации спайков и в том случае, когда «зажигания» нейрона происходят в широком диапазоне амплитуд входного сигнала. Если эти условия выполняются, существует однозначная взаимосвязь между входной и выходной динамикой нейронной модели, и входной сигнал может быть восстановлен путем нелинейного преобразования выходного процесса. Было установлено, что реконструкция аттрактора является значительно более чувствительной к средней частоте генерации импульсов, чем к распределению МИ. С точки зрения теории динамических систем это означает, что амплитуда входного сигнала является более важным параметром, чем степень хаотичности, так как при малой амплитуде, приводящей к редким спайкам, может быть потеряна  информация о входной динамике, и не будет выполняться однозначное соответствие между входом и выходом нейронной модели. Степень хаотичности влияет в меньшей степени, и провести реконструкцию можно как для режимов слабого (фазо-когерентного хаоса), так и для режимов развитого хаоса, для которых отсутствует четко выраженная базовая частота в спектре мощности. При низкой частоте генерации спайков, когда МИ превышают время предсказуемости динамики, или если сама динамика не позволяет осуществить гладкое обратимое отображение между аттракторами, соответствующими процессам на входе и выходе нейронной модели, информация будет потеряна. Таким образом, установлено, что информацию о динамике на входе нейронной модели трудно восстановить при низкой частоте генерации, и этот вывод может быть обобщен на динамические системы разных типов, генерирующие характерные повторяющиеся события.

Вывод о необходимости рассмотрения высокой частоты генерации спайков моделью НС непосредственно следует из теоремы Зауэра [29], доказательство которой было получено именно в этом приближении. Однако не приводится критерия, насколько высокой должны быть частота генерации, и каковы границы применимости метода реконструкции аттрактора по точечному процессу НС-модели. В ходе численных исследований, выполненных в статье [41], было установлено, что для систем со слабым (фазо-когерентным) хаосом, когда можно ввести в рассмотрение величину базового периода колебаний, средний МИ не должен превышать 1/4 этого периода. Соответствующие оценки были проведены для разных источников хаотических колебаний на входе НС-модели, позволив ввести количественный критерий, который может использоваться для проверки качества реконструкции.

Более сложной является задача реконструкции аттрактора по точечному процессу модели «пересечение порога» (ПП), в рамках которой генерация спайков проводится при превышении сигналом порогового значения. Этот вариант модели нейронной активности имеет тесную аналогию с введением секущей Пуанкаре для аттрактора динамической системы. Особенностью подхода является задание секущей плоскости в виде 
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 – динамическая переменная, то есть ограниченный выбор уравнения секущей плоскости (тогда как для хаотического аттрактора в теории колебаний секущая поверхность может задаваться произвольным образом, при условии, что все фазовые траектории пересекают ее трансверсально). Еще одной из особенностей является то, что пороговый уровень 
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 может быть задан большим, и в течение некоторых осцилляций сигнала 
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 пересечения данного уровня не будет происходить. С точки зрения теории динамических систем это означает, что секущая Пуанкаре задана некорректно (то есть введенная плоскость не является секущей Пуанкаре). С точки зрения нейронной модели ситуация не столь однозначна. Если рассмотреть задачу о динамике модели ПП с порогом 
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, на вход которой поступает хаотический сигнал, то в зависимости от амплитуды данного сигнала в выходном точечном процессе отражаются сведения либо обо всех осцилляциях, либо только о какой-то части. И для того, чтобы охарактеризовать входной сигнал, важно извлечь максимально возможную информацию о нем по имеющимся данным. В связи с этим задача определения характеристик сигнала на входе нейронной модели остается актуальной даже при некорректном задании секущей Пуанкаре, и для ее рассмотрения целесообразно использовать терминологию точечных процессов ПП-модели, а не времен возврата в секущую Пуанкаре, чтобы избежать необходимости ограничивать диапазон пороговых уровней. Если же априори задается условие сравнительно малых пороговых уровней, то допустимо применять терминологию времен возврата наряду с точечными процессами ПП-модели.

Возможность проведения реконструкции по временам возврата обсуждалась в ряде публикаций [35, 41, 44]. С одной стороны, было отмечено сходство фазовых портретов аттракторов, реконструированных по временам возврата, с множествами точек в сечении Пуанкаре хаотического режима динамики на входе модели ПП. Кроме того, расчеты метрических характеристик, например, корреляционной размерности, подтверждают сходство геометрической структуры данных множеств. С другой стороны, отсутствуют строгие математические результаты, которые могли бы служить доказательством реконструкции динамической системы. В работе [36] был предложен подход, позволяющий предложить приближенное обоснование возможности восстановления аттрактора по временам возврата. В основе данного подхода была рассмотрена идея восстановления усредненной мгновенной частоты хаотических колебаний [69–72]. Формально, переход к мгновенной частоте сохраняет метрические и динамические характеристики хаотических режимов колебаний. Сложность анализа времен возврата состоит в том, что они позволяют оперировать только с усредненной мгновенной частотой, и время усреднение (то есть размер временного окна, в пределах которого проводится усреднение) меняется во времени. Тем не менее, полученная зависимость позволяет проводить расчеты фрактальных размерностей аттракторов и показателей Ляпунова [73–86]. В частности, расчеты старшего показателя Ляпунова по временам возврата могут быть выполнены с хорошей точностью (с ошибкой, не превышающей 10% – 15%), что соответствует допустимой погрешности метода расчета показателей Ляпунова по временным рядам [75]. Более того, было установлено [41], что если часть фазовых траекторий будет пропущена (некорректное задание секущей Пуанкаре хаотического аттрактора или большой пороговый уровень для модели ПП), то старший ляпуновский показатель по-прежнему может быть вычислен, если только средний МИ модели ПП не превышает время предсказуемости [87–89], в качестве количественной оценки которого может быть выбрана величина, обратная старшему показателю Ляпунова.

Метод [75] позволяет проводить расчеты двух старших показателей, в связи с чем были проведены исследования, направленные на диагностику гиперхаотических режимов автоколебаний по точечным процессам. Эти исследования не позволили сделать однозначный вывод о возможности корректной оценки показателей Ляпунова по последовательностям времен возврата. Было показано [44], что если для связанных автоколебательных систем рассматривается секущая плоскость вида 
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 то соответствующие последовательности времен возврата позволяют вычислить только старший показатель Ляпунова, а второй показатель определяется неправильно (получается нулевое значение в режиме гиперхаоса). Для диагностики переходов между хаотическими и гиперхаотическими режимами в этом случае необходимо использовать, по крайней мере, две последовательности времен возврата в разные секущие плоскости [44]. В исследованиях [90–92] рассмотрены другие варианты диагностики переходов «хаос–гиперхаос» по временным рядам, но они требуют большей статистики времен возврата, необходимой для аппроксимации распределений последовательностей МИ.

Несмотря на многочисленные исследования и большое количество результатов, полученных как численно, так и аналитически, многие аспекты проблемы реконструкции динамических систем по точечным процессам изучены недостаточно детально. Мало изучен вопрос о границах применимости теоремы Зауэра при низкой частоте генерации спайков. Из общих соображений можно ожидать увеличение погрешности вычисления характеристик хаотических режимов автоколебаний и ошибочную диагностику режимов с одним и двумя положительными показателями Ляпунова. Детальное исследование границ применимости метода реконструкции позволило бы перейти к количественным критериям, позволяющим судить о качестве реконструкции. Недостаточно внимания уделено проблеме верификации результатов численных исследований – если метод [75] приводит к ложной диагностике режимов, при которой хаотический процесс идентифицируется как гиперхаотический и наоборот, то можно ли осуществить дополнительную проверку, которая позволила бы убедиться в достоверности сделанных выводов?

Нет достаточной ясности в эффективности оценок динамических характеристик сложных режимов колебаний по точечным процессам при рассмотрении режимов развитого хаоса, характеризующихся большими значениями показателей Ляпунова. Не получен однозначный ответ на вопрос о возможности диагностики переходов «хаос–гиперхаос» по одной последовательности времен возврата в секущую Пуанкаре и проведения расчетов двух положительных показателей Ляпунова по точечным процессам при условии малого объема выборки. Почти не изучены границы применимости методов реконструкции при вычислении второго показателя Ляпунова по точечным процессам. Не рассмотрена проблема влияния артефактов на качество определения характеристик входной динамики.

Не проведено изучения влияния флуктуаций во входном сигнале на решение задачи реконструкции динамических систем по точечным процессам. Несмотря на то, что стандартный алгоритм расчета показателей Ляпунова [75] предусматривает возможность введения порогового значения, устраняющего дополнительное разбегание траекторий в реконструированном фазовом пространстве за счет наличия аддитивных флуктуаций (так называемого измерительного шума), верификация результатов вычислений динамических характеристик зашумленных точечных процессов остается неизученной задачей. Ее решение осложняется также тем, что оценка уровня шума, присутствующего в экспериментальных данных, остается сложной проблемой для точечных процессов, так как применение методов спектрального анализа для определения отношения сигнал/шум часто не позволяет надежно разделить спектр флуктуаций и спектр информационного сигнала. Проведение более детальных исследований, направленных на решение проблемы реконструкции динамических систем по точечным процессам, определяет актуальность диссертационной работы.

Цель диссертационной работы состоит в выявлении возможностей и ограничений анализа сложных режимов колебаний по точечным процессам на основе показателей Ляпунова и развитии подходов, позволяющих повысить точность их вычисления. 

Для достижения указанной цели необходимо решить следующие основные задачи:

1. Установить границы применимости реконструкции динамических систем по точечным процессам модели «накопление-сброс» при уменьшении частоты генерации импульсов. Выявить возможности повышения надежности расчета показателей Ляпунова по выходной последовательности межимпульсных интервалов.

2. Изучить возможность диагностики гиперхаотических режимов автоколебаний по последовательностям времен возврата в секущую Пуанкаре. Исследовать влияние объема выборки и способа задания секущей плоскости на надежность диагностики переходов «хаос – гиперхаос».

3. Изучить вопрос о влиянии аддитивного шума на расчет показателей Ляпунова хаотических режимов колебаний по точечным процессам. Разработать метод анализа надежности проводимых оценок для зашумленных точечных процессов.

Научная новизна работы состоит в следующем:
1. Продемонстрирована возможность диагностики режимов гиперхаотических колебаний по последовательности времен возврата в секущую Пуанкаре при наличии небольшого объема выборки (300–500 отсчетов).

2. Предложен критерий достоверности оценки старшего показателя Ляпунова хаотического режима колебаний по зашумленным точечным процессам.

3. Установлены закономерности зависимости величины старшего показателя Ляпунова от задания верхней границы линейного приближения.

4. Продемонстрированы принципиальные различия точности вычисления первого и второго показателей Ляпунова по последовательностям времен возврата хаотических и гиперхаотических режимов колебаний в зависимости от задания секущей Пуанкаре.

Научно-практическое значение результатов работы:
1. Предложенная модернизация метода расчета показателей Ляпунова по последовательностям времен возврата позволяет повысить надежность идентификации динамического режима и избежать ошибочной идентификации, вызванной наличием артефактов.

2. Разработанная модификация метода расчета показателей Ляпунова, предусматривающая построение зависимости оцениваемой величины от ошибки ориентации, позволяет расширить возможности диагностики хаотических режимов колебаний по зашумленным процессам и предложить критерии достоверности вычисления количественных мер предсказуемости экспериментальных данных.

3. Результаты диссертации могут применяться в учебном про​цессе при подготовке студентов радиофизических специальностей. В настоящее время результаты используются в лабораторной работе «Анализ точечных процессов» спецпрактикума для студентов магистратуры физического факультета Саратов​ского государственного университета.

Достоверность научных выводов работы базируется на применении апробированных методов анализа структуры сигналов, устойчивости применяемых алгоритмов к изменениям параметров счета, непротиворечивости результатов и выводов диссертационной работы известным теоретическим представлениям.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Верхняя граница линейного приближения при расчете старшего показателя Ляпунова по точечным процессам модели «накопление–сброс» является наиболее важным параметром, влияющим на точность проводимых расчетов, по сравнению с параметрами реконструкции, такими как временная задержка и размерность пространства вложения. Наибольшая точность расчетов достигается в малой окрестности максимума зависимости оцениваемого старшего показателя Ляпунова от верхней границы линейного приближения.

2. Режим гиперхаоса в динамике связанных автоколебательных систем диагностируется по последовательностям времен возврата в секущую Пуанкаре, составляющим несколько сотен отсчетов, если уравнение секущей плоскости задано таким образом, что соответствующие последовательности времен возврата отражают сопоставимый вклад динамики каждой системы. Наличие близких значений положительных показателей Ляпунова приводит к недооценке второго показателя, но не препятствует диагностике переходов между хаотическими и гиперхаотическими режимами динамики при изменении управляющих параметров. 

3. Наличие максимума зависимости оцениваемого старшего показателя Ляпунова от допустимой ошибки ориентации векторов при проведении перенормировок вектора возмущения в реконструированном фазовом пространстве является индикатором корректности проводимых расчетов. Изменение наклона этой зависимости в области больших ошибок ориентации позволяет диагностировать наличие шума в точечном процессе при условии высокой частоты преобразования входного аналогового сигнала в выходную последовательность импульсов.

Апробация работы и публикации. Материалы диссертации были представлены на международных научных конференциях: «Dynamics and Fluctuations in Biomedical Photonics XIII» (Сан-Хосе, США, 2016), «Saratov Fall Meeting» (Саратов, СГУ, 2015), Всероссийской молодежной конференции «Методы компьютерной диагностики в биологии и медицине» (Саратов, СГУ, 2014, 2015), 5-й научно-практической конференции “Presenting Academic Achievements to the World” (Саратов, СГУ, 2014). Результаты диссертации обсуждались на научных семинарах кафедры радиофизики и нелинейной динамики Саратовского государственного университета и Потсдамского института исследований влияния климата (Германия).

По теме диссертации опубликовано 8 работ: 5 статей в журналах, входящих в перечень ВАК РФ или в перечень изданий, включенных в  международные системы Scopus и Web of Science, и 3 статьи в сборниках трудов конференций. Результаты работы использовались при выполнении гранта Российского научного фонда № 14-12-00224.

Личный вклад автора. Результаты исследований, представленные в диссертации, были получены лично автором. Автором проводились численные исследования на основе методов реконструкции динамических систем. Объяснения полученных результатов и подготовка научных статей были проведены совместно с соавторами и научным руководителем.

Структура и объем диссертации. Диссертация включает введение, три главы, в которых обсуждается основное содержание работы, заключение и список цитированной литературы, содержащий 133 источника, изложена на 121 странице, содержит 41 рисунок.

Во введении обсуждается актуальность темы диссертации, приводятся формулировки цели и задач выполненного исследо​вания, изложены научная новизна и научно-практическое значение результатов диссертации, сформулированы положения и результаты, выносимые на защиту.

В первой главе диссертации решается задача реконструкции динамических систем по точечным процессам, которые регистрируются на выходе модели «накопление-сброс». Рассматривается проблема оценки динамических характеристик хаотических режимов автоколебаний на входе данной модели по последовательности МИ. Анализируются возможности и ограничения метода реконструкции в зависимости от параметров модели, в частности, от частоты генерации импульсов. Предложен метод повышения точности расчета старшего показателя Ляпунова, основанный на построении зависимости оцениваемой величины от максимального расстояния между точками в фазовом пространстве, которое задает границы линейного приближения.

В разделе 1.1 рассматривается общая постановка задачи о восстановлении входного сигнала по точечному процессу НС-модели. Обсуждаются ограничения реконструкции аттрактора динамической системы при низкой частоте генерации импульсов. Отмечается, что отсутствие сведений о пороговом значении не препятствует решению данной задачи.

В разделе 1.2 описан общий принцип вычисления двух максимальных показателей Ляпунова по восстановленному сигналу. Дискутируются различные варианты перенормировок векторов в фазовом пространстве, позволяющие повысить точность расчетов. Представлены краткие сведения о способе вычисления второго показателя.

В разделе 1.3 приведены основные результаты расчета динамических характеристик режимов хаотических автоколебаний по последовательностям МИ модели НС. В качестве базовой системы, генерирующей хаотические автоколебания, выбрана система Ресслера. Показано, что если средний МИ превышает 1/4 базового периода автоколебаний, то наряду с недооценкой старшего показателя Ляпунова происходит ошибочное определение второго показателя (вычисляется положительная величина вместо нулевого значения), что приводит к ложной интерпретации хаотического режима колебаний как гиперхаотического. Показано, что результаты вычислений незначительно зависят от стандартных параметров реконструкции (задержки, размерности пространства вложения), если их выбор проводится на основе достаточно общих рекомендаций. При этом наблюдается существенная зависимость вычисляемых величин от задания границ экспоненциального разбегания траекторий. Обсуждаются пути повышения надежности вычислений. Показано, что достоверная диагностика режима динамики может быть проведена по сравнительно небольшой выборке. Достоверность сделанных выводов подтверждена в ходе рассмотрения других базовых моделей систем с хаотическим поведением: системы Лоренца и генератора с инерционной нелинейностью.

В разделе 1.4 обсуждается возможность применения рассмотренного подхода для диагностики состояния организма в различных физиологических условиях по сигналам электрокардиограмм. 

Основные выводы по первой главе диссертационной работы изложены в разделе 1.5.

Во второй главе диссертации исследуется задача диагностики переходов «хаос – гиперхаос» по последовательностям времен возврата в секущую Пуанкаре. В отличие от ранее проводившихся работ в данной области, эта задача решается по сравнительно малой выборке при рассмотрении одной последовательности времен возврата. Рассматриваются случаи сравнительно близких и сильно отличающихся показателей Ляпунова. Предложен модифицированный метод расчета ляпуновских показателей по временам возврата, который предусматривает проверку точечных процессов на наличие артефактов. Обсуждается влияние выбора секущей плоскости и длительности последовательности МИ.

В разделе 2.1 приводится краткое описание методов определения переходов «хаос – гиперхаос» по сигналам автоколебательных систем со сложной динамикой.

В разделе 2.2 изложены основы подхода, предусматривающего расчет старшего показателя Ляпунова по последовательностям времен возврата, который базируется на идее аппроксимации усредненной мгновенной частоты колебаний. Показано, что если последовательность МИ содержит артефакты, то старший показатель Ляпунова может быть корректно определен в более широком интервале значений порогового уровня по сравнению со вторым показателем. Отмечается, что результаты диагностики гиперхаотического режима по временам возврата демонстрируют существенную зависимость от задания секущей плоскости. При «неудачном» задании секущей может потребоваться наличие двух последовательностей времен возврата в разные секущие плоскости. Предложен метод повышения точности расчетов показателей Ляпунова по временам возврата.

В разделе 2.3 исследуется, как выбор секущей Пуанкаре влияет на результаты диагностики динамического режима по точечным процессам. Показано, что второй показатель является более чувствительным к заданию секущей плоскости. В динамике связанных автоколебательных систем для его корректной оценки нужно задавать секущую таким образом, чтобы вклад обеих подсистем в суммарном сигнале был сопоставимым. Изучены зависимости оцениваемых величин от объема выборки.

В разделе 2.4 суммируются основные выводы по второй главе диссертационной работы.

В третьей главе диссертации обсуждается проблема вычисления старшего показателя Ляпунова хаотических режимов колебаний по точечным процессам при наличии измерительного шума, не влияющего на динамику системы. Предложен метод верификации результатов вычислений, основанный на построении зависимости оцениваемого значения показателя от максимальной допустимой ошибки ориентации векторов возмущений в фазовом пространстве. Метод тестируется на разных моделях пороговых систем и на разных источниках хаотических колебаний (система Ресслера, генератор с инерционной нелинейностью).

В разделе 3.1 обсуждается общая постановка задачи анализа динамических характеристик сложных режимов колебаний при наличии флуктуаций.

В разделе 3.2 изложены особенности расчета старшего показателя Ляпунова по точечным процессам при наличии шума. Рассматриваются проблемы, связанные с заданием порогового уровня для начального расстояния между фазовыми траекториями. Обсуждается модификация стандартного метода расчета показателя Ляпунова по временным рядам и причины, приводящие к появлению максимума зависимости его значения от величины допустимой ошибки ориентации векторов возмущений.

В разделе 3.3 представлены результаты проведенных численных исследований. Выявлены характерные особенности зависимости показателя Ляпунова от ошибки ориентации при наличии шума. Показано, что при высокой частоте генерации импульсов наклон данной зависимости в области больших ошибок может служить индикатором наличия шума в точечном процессе. Отмечены общие закономерности зависимости показателя Ляпунова от ошибки ориентации для моделей НС и ПП. Проведено сопоставление полученных результатов для системы Ресслера и генератора с инерционной нелинейностью в хаотическом режиме.

В разделе 3.4 приводятся краткие выводы по результатам исследований, которые были выполнены в третьей главе диссертационной работы.

В заключении диссертации суммируются основные результаты и выводы работы.

Глава 1 

Реконструкция динамических систем по точечным процессам модели накопление-сброс
1.1 Восстановление входного сигнала по точечному процессу модели накопление-сброс

Рассмотрим процесс преобразования моделью НС [93–95] некоторого хаотического сигнала S(t), генерируемого системой с малоразмерной динамикой. В соответствии с этой моделью, входной сигнал интегрируется, начиная с момента времени T0. В моменты времени Ti, i=1, 2, …, n, когда интеграл достигает определенное значение (пороговый уровень θ), происходит генерация стереотипного одиночного импульса (спайка), после чего интеграл обнуляется (рисунок 1.1). Соответствующая процедура описывается уравнением
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а временные интервалы между последовательными импульсами задаются выражением
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Анализ динамических характеристик сигнала S(t) может быть проведен по выходной последовательности межимпульсных интервалов (МИ) при условии высокой частоты генерации импульсов, то есть малых значений 
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. В этом случае можно воспользоваться приближенным методом численного интегрирования – методом прямоугольников. Применительно к интегралу (1.1) это позволит записать следующее приближенное равенство
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	Рисунок 1.1 – Преобразование входного хаотического сигнала в последовательность импульсов
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	Рисунок 1.2 – Восстановление входного сигнала по последовательности МИ при высокой частоте генерации импульсов
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С учетом формулы (1.1) можно определить значения сигнала S(t), восстановленные по выходной последовательности МИ:
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Следует отметить, что точность восстановления входного сигнала (см. рисунок 1.2, пунктир) возрастает с уменьшением 
[image: image15.wmf]i
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. 
Очевидные ограничения рассматриваемого подхода проявляются при низкой частоте генерации, когда ошибка аппроксимации (1.4) возрастает. В соответствии с теоремой о среднем, можно ввести в рассмотрение моменты времени 
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, в которые выполняется точное равенство
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Так как проводится анализ точечных процессов, и информация о динамике между импульсами отсутствует, появляется неопределенность δ нахождения соответствующих значений 
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Эта неопределенность возрастает при больших 
[image: image20.wmf]i

I

, которые ассоциируются с большими пороговыми уровнями θ (рисунок 1.3).


Увеличение неопределенности δ приводит к росту ошибок восстановления выборочных значений 
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. Далее будут более детально рассмотрены ограничения реконструкции динамических характеристик аттракторов на основе последовательностей МИ модели НС с ростом порогового уровня. Поскольку временные интервалы между выборочными значениями 
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 не являются постоянными, чтобы применять стандартный метод реконструкции [48], эти выборки интерполируются гладкой функцией.
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	Рисунок 1.3 – Восстановление входного сигнала по выходной последовательности МИ при уменьшении частоты генерации. Стрелками показаны неопределенности δ нахождения моментов времени 
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, и эти неопределенности увеличиваются с ростом порогового значения θ.


С этой целью могут применяться, например, кубические сплайны. Проводимая интерполяция увеличивает число точек в реконструированном фазовом пространстве, позволяя снизить ошибки ориентации и обеспечить возможность проведения расчетов показателей Ляпунова с применением стандартного алгоритма их вычислений по временному ряду [75].
При использовании на практике формулы (1.4) возникает сложность в задании величины θ, которая является неизвестной при анализе точечных процессов. Однако это не препятствует решению рассматриваемой задачи. Более того, в качестве θ можно выбрать любую константу, например, θ=1. В этом случае будет получено линейное преобразование входного сигнала kS(t), и величина k=1/θ не влияет на дальнейшую реконструкцию и определение показателей Ляпунова. Для практических целей даже удобно проводить линейное преобразование, приводя сигнал к единичному интервалу [0;1], так как в этом случае все параметры алгоритма [75] можно задавать независимо от амплитуды хаотических колебаний. Это упрощает дальнейший анализ характеристик экспоненциального разбегания фазовых траекторий в реконструированном фазовом пространстве.
1.2 Метод расчета показателей Ляпунова по восстановленному входному сигналу
В проводимых исследованиях в качестве количественных характеристик сложной динамики на входе модели НС рассматривались показатели Ляпунова, для расчета которых применялся стандартный подход [75]. Несмотря на то, что известны и другие методы вычисления данных характеристик по временным рядам [76–81], предпочтение было отдано методу [75]. Это связано не только с тем, что данный метод чаще всего применяется для решения аналогичных задач, но также и с тем, что в предыдущих работах [36, 41, 44] он был детально протестирован, и его применение для анализа хаотической динамики по точечным процессам позволяло обеспечивать высокую точность расчетов. В рамках данного подхода старший показатель Ляпунова вычисляется путем оценки средней скорости экспоненциального разбегания близких в начальный момент времени траекторий. Процедура расчета предусматривает выбор «базовой» траектории и задание малого отклонения от нее (возмущения). В линейном приближении рост возмущения описывается формулой 

	
[image: image25.wmf][

]

,

)

)(

(

exp

)

(

0

0

1

0

t

t

t

r

t

r

-

=

l


	(1.7)


которая учитывает, что локальная скорость разбегания траекторий отличается в разных областях хаотического аттрактора, и это обстоятельство учитывается за счет рассмотрения значений 
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. В данном случае предусматривается, что в разных точках аттрактора (и для соответствующих им начальных моментов времени) величина локального показателя варьируется. Длина вектора возмущения 
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 представляет собой расстояние между базовой траекторией и некоторой ближайшей траекторией в момент времени 
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. Искомая величина старшего показателя Ляпунова 
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 характеризует усредненную по всему аттрактору скорость экспоненциального разбегания близлежащих траекторий. Важно отметить, что зависимость (1.7) справедлива только в линейном приближении, то есть для малых 
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. Если значения 
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 уже не удовлетворяют условию линейного приближения (экспоненциального разбегания траекторий), требуется проводить перенормировки, которые предусматривают выбор нового вектора возмущения, имеющего меньшую длину. В общем случае, можно ввести максимальное расстояние l между траекториями. Если 
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, проводятся перенормировки. Обычно величина l принимает значение 5% – 10% от размера аттрактора (в случае однородных аттракторов). Далее будет показано, что этот параметр является очень важным при расчетах показателей Ляпунова по точечным процессам. Кроме того, перенормировки могут проводиться (и часто проводятся) через фиксированный временной промежуток, что позволяет обеспечивать высокую точность вычислений в случае однородных аттракторов. В данной диссертационной работе использовался именно такой вариант перенормировок; при этом величина указанного временного промежутка выбиралась приближенно соответствующей характерному периоду колебаний (в случае слабого хаоса он ассоциируется с базовой частотой в спектре мощности).

Метод [75] позволяет проводить расчеты двух старших показателей Ляпунова. Чтобы вычислить второй показатель, задается еще один вектор возмущения, ортогонально первому вектору, и оценивается скорость экспоненциального разбегания малого элемента площади, которая меняется во времени (в линейном приближении) по экспоненциальному закону с показателем, равным сумме двух максимальных показателей Ляпунова 
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+
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. Вычислив первоначально первый показатель, таким образом можно получить оценку второго показателя. Следует отметить, что точность расчета значения 
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 меньше, так как в большей степени сказываются ошибки ориентации векторов возмущения при проведении перенормировок.
1.3 Результаты вычисления динамических характеристик хаотического режима динамики по точечным процессам модели накопление-сброс
Для анализа возможностей количественного описания динамики на основе последовательностей МИ рассмотрим систему Рёсслера [96–98] в качестве источника хаотических колебаний на входе модели НС
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при следующих значениях управляющих параметров: 
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 которые соответствуют хаотическому режиму автоколебаний с показателем Ляпунова 
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=0.087 (рисунок 1.4). Чтобы избежать отрицательных значений входного сигнала, осуществим линейное преобразование координаты 
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 следующим образом: 
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. Пороговый уровень θ определяет частоту генерации импульсов моделью НС. В соответствии с теоретическими представлениями (1.3)–(1.6), с ростом θ ожидается увеличение ошибки вычисления метрических и динамических характеристик хаотического аттрактора по точечным процессам. На рисунке 1.5 показаны характерные последовательности МИ при разных θ.

При большой частоте генерации импульсов, значения показателей Ляпунова, вычисленные по последовательностям МИ модели НС, должны приближаться к величинам, вычисленным по координате 
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 методом [75] или с помощью стандартного способа расчета ляпуновских показателей по уравнениям динамической системы [73, 74]. Рисунок 1.6 подтверждает соответствие между показателями Ляпунова, вычисленными с применением трех рассмотренных подходов в широком диапазоне значений порогового уровня. До значений порогового уровня, составляющих примерно θ=60, ошибка вычисления показателей Ляпунова по точечным процессам НС-модели является сравнительно малой.

Данное значение порогового уровня ассоциируется со средним МИ (
[image: image44.wmf]I

), составляющим примерно 25% базового периода хаотических колебаний 
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 (рисунок 1.7) (говоря о базовом периоде, рассматривается случай слабого или фазо-когерентного хаоса, где соответствующий период соответствует периоду предельного цикла, на базе которого возник хаотический режим в результате каскада удвоений периода). 
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	Рисунок 1.4 – Проекция фазового портрета анализируемого хаотического аттрактора в системе Ресслера (1.8).
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	Рисунок 1.5 – Последовательности МИ модели НС хаотического режима колебаний системы Ресслера для θ=5 (а), θ=60 (б) и θ=80 (в).
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	Рисунок 1.6 – Расчеты двух старших показателей Ляпунова по последовательностям МИ модели НС при различных значениях порогового уровня θ. Пунктирная линия обозначает ожидаемое значение 
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=0.087, вычисленное с помощью стандартного метода [73]. Точками обозначено значение 
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=0.089, вычисленное по координате 
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 методом [75].
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	Рисунок 1.7 – Зависимость среднего значения МИ модели НС для рассматриваемого сигнала модели Ресслера (выраженного в % от характерного периода хаотических колебаний) от порогового уровня.


Если 
[image: image55.wmf]I

 превышает соответствующую величину, то оба показателя, 
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 и 
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, вычисляются некорректно. В соответствии с рисунком 1.6, второй показатель Ляпунова принимает положительные значения в диапазоне θ>60.

Это приводит к ошибочной идентификации анализируемого динамического режима. Аналогичные результаты были получены для других источников хаотических колебаний в режиме фазо-когерентного хаоса (некоторые примеры приводятся далее). Таким образом, условие 
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 может рассматриваться как критерий, обозначающий границы применимости метода анализа хаотической динамики по последовательностям МИ, где 
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 – характерный период колебаний, то есть период, который ассоциируется с базовой частотой в спектре мощности. В случае развернутого хаоса это условие может быть скорректировано.


Независимо от выбора порогового уровня θ, показатели Ляпунова, вычисленные по последовательностям МИ, не демонстрируют существенных изменений при вариации стандартных параметров реконструкции, таких как задержка по времени (τ) или размерность пространства вложения (d) (рисунки 1.8 и 1.9). Из-за небольших флуктуаций значений старшего показателя Ляпунова представляется целесообразным проводить усреднение величины 
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 для разных τ и d. Это позволит снизить погрешность вычисления 
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, вызванную случайным выбором данных параметров. В соответствии с рисунком 1.9, при больших пороговых уровнях (θ≥60) наблюдается недооценка старшего показателя Ляпунова, и варьирование параметров реконструкции не обеспечивает существенного улучшения данных результатов.


Рисунки 1.10 и 1.11 иллюстрирует зависимость значения 
[image: image63.wmf]2
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 от тех же самых параметров реконструкции. Отметим, что в области θ≥60 анализируемый хаотический режим ошибочно диагностируется как гиперхаотический. 
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	Рисунок 1.8 – Значения старшего показателя Ляпунова, вычисленного по последовательности МИ модели НС для малых θ в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. Кругами показаны значения, относящиеся к размерностям пространства вложения 
[image: image66.wmf]].
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 Рассматриваемый диапазон τ соответствует примерно 8%–33% характерного периода хаотических колебаний. Значения θ=5 и 20 соответствуют частотам генерации примерно 50 и 12 импульсов на характерный период колебаний. Пунктиром обозначено теоретически ожидаемое значение показателя.  
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	Рисунок 1.9 – Значения старшего показателя Ляпунова, вычисленного по последовательности МИ модели НС для больших θ в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. Значения θ=60 и 80 соответствуют частотам генерации примерно 4 и 3 импульса на характерный период колебаний. 
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	Рисунок 1.10 – Значения второго показателя Ляпунова, вычисленного по последовательности МИ модели НС для малых θ в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. 
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	Рисунок 1.11 – Значения второго показателя Ляпунова, вычисленного по последовательности МИ модели НС для больших θ в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. 


В данном случае выбор времени задержки τ и размерности пространства вложения d не оказывает существенного влияния на полученный результат (несмотря на то, что 
[image: image73.wmf]2

l

 меняется при изменении τ и d, при θ≥60 получается значение 
[image: image74.wmf]2

l

>0).
Выбор параметров алгоритма становится более важным, когда рассматривается зависимость 
[image: image75.wmf]1

l

 от максимального размера вектора возмущения l, который определяет условия линейного приближения, ассоциирующегося с экспоненциальным ростом возмущений в окрестности базовой траектории. В соответствии с рисунком 1.12, значение l должно тщательно выбираться для корректной оценки 
[image: image76.wmf]1

l

.
Рассмотрим особенности зависимостей, изображенных на рисунке 1.12, начиная со случая θ=5 (отмечена звездочками). Для данного порогового уровня частота генерации является высокой (около 50 импульсов на характерный период хаотических колебаний), поэтому неопределенность δ очень мала, и в данном случае ей можно пренебречь, проводя восстановление входного сигнала по точечному процессу.

Существуют две основные причины, ограничивающие значение 
[image: image77.wmf]1

l

 в области малых и больших l, соответственно. Для малых l, недооценка значений старшего показателя Ляпунова связана с ошибками ориентации, возникающими при перенормировках векторов возмущений в реконструированном фазовом пространстве [75]. Чем меньше l, тем чаще проводятся перенормировки, и соответствующая ошибка может накапливаться в ходе усреднения скорости экспоненциального разбегания траекторий.
Для больших l, значение 
[image: image78.wmf]1

l

 ограничено условием линейного приближения. Если расстояние между базовой траекторией и соседней траекторией увеличивается примерно до 10% от размера аттрактора, их разбегание перестает быть экспоненциальным.
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	Рисунок 1.12 – Расчеты старшего показателя Ляпунова по последовательности МИ модели НС в зависимости от максимального размера вектора возмущения. Пунктирная линия обозначает теоретически ожидаемое значение показателя.


Это приводит к недооценке значений 
[image: image80.wmf]1

l

, так как длина вектора до перенормировки обычно меньше чем ожидаемое значение. Такие ограничения можно приближенно описать зависимостью
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где 
[image: image82.wmf]*
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 – время между перенормировками, A и B – некоторые постоянные величины, A
[image: image83.wmf]>>

B. Зависимость (1.9) проиллюстрирована на вставке 2 на рисунке 1.12. Соответствующее ограничение всегда возникает при расчете показателей Ляпунова по временному ряду с применением метода [75]. Наличие двух отмеченных ограничений приводит к снижению 
[image: image84.wmf]1
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, и полученная величина может оказаться существенно меньше ожидаемого значения показателя Ляпунова.

Если последовательности МИ модели НС рассматриваются при больших значениях порогового уровня θ, появляется дополнительный фактор, ограничивающий значение 
[image: image85.wmf]1

l

 в диапазоне малых l. В этой области размер вектора возмущения 
[image: image86.wmf]0
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 становится сопоставимым с величиной δ, характеризующей неопределенность идентификации моментов времени, которые ассоциируются с выборочными значениями сигнала S(t) (рисунок 1.3). В первом приближении, при рассмотрении одинаковой неопределенности для перенормированного вектора и вектора возмущения до перенормировки, значение 
[image: image87.wmf]1
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 можно приближенно вычислить следующим образом
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Эта зависимость ограничивает величину 
[image: image89.wmf]1

l

, и результирующий показатель Ляпунова уменьшается при больших δ, соответствующих большим пороговым уровням θ, что проиллюстрировано на вставке 1 рисунка 1.12. На данной вставке изображена зависимость множителя, ограничивающего 
[image: image90.wmf]1

l

 для разных l  и двух значений δ.


Чтобы количественно охарактеризовать функцию 
[image: image91.wmf]1

l

(l) (рисунок 1.12), предлагается оценить ее ширину 
[image: image92.wmf].
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 В данном случае ширина оценивалась как расстояние между двумя значениями l, относящимися к уровню 80% от максимума 
[image: image93.wmf]1
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(l), то есть значениями 
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≈0.07. Отметим, что ширина 
[image: image95.wmf]l
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 зависимости 
[image: image96.wmf]1
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(l) уменьшается с ростом порогового уровня (рисунок 1.13), обеспечивая возможность количественного описания влияния неопределенностей δ на недооценку показателей Ляпунова. Таким образом, вычисление зависимостей 
[image: image97.wmf]1
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(l) позволяет проводить более точную оценку ляпуновских показателей (путем определения максимальных значений) и характеризовать эффекты низкой частоты генерации по уменьшению ширины 
[image: image98.wmf]l

D

.

В целях исключения из рассмотрения возможных ограничений, связанных с малой выборкой, расчеты показателей Ляпунова на предыдущих рисунках проводились по последовательностям, содержащим 10 000 МИ. Проводя более детальные численные исследования, было обнаружено, что для корректного определения показателей Ляпунова и диагностики режима динамики по точечному процессу достаточно ограничиться существенно меньшей выборкой. На рисунке 1.14 представлены зависимости двух старших показателей Ляпунова 
[image: image99.wmf]1
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 и 
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 от длительности n последовательности МИ модели НС. 

Оба показателя Ляпунова при больших n близки к ожидаемым значениям, отмеченным пунктирными линиями. Хорошая точность определения 
[image: image101.wmf]1
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 (с ошибкой менее 10%) достигается для n>1500 МИ, что соответствует примерно 125 характерным периодам хаотических колебаний (
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	Рисунок 1.13 – Ширина зависимости 
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 для разных пороговых уровней. Величина 
[image: image105.wmf]l

D

 определяется по уровню 80% от максимума 
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	Рисунок 1.14 – Расчеты двух старших показателей Ляпунова по последовательности МИ модели НС в зависимости от длительности последовательности n для θ=20. 


Если расчеты показателей Ляпунова проводятся в целях диагностики переходов «хаос-гиперхаос» и выявления различий хаотических и гиперхаотических режимов автоколебаний, то объем выборки целесообразно увеличить примерно до 4500 МИ. 

Рассмотрим другие примеры систем, демонстрирующих хаотические режимы автоколебаний, в качестве источников входных сигналов для модели НС, что позволит проверить достоверность основных результатов и выводов данной работы. В качестве одной из них была выбрана классическая модель Лоренца [99]
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при значении управляющих параметров 
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. На рисунке 1.15 приведены проекция фазового портрета и фрагмент временной реализации одной из переменных состояния рассматриваемого режима динамики.
В ходе проведенных исследований в качестве входного сигнала НС-модели была выбрана координата x(t) системы Лоренца (1.11) после ее линейного преобразования 
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.  Выбирались несколько значений порогового уровня θ. На рисунках 1.16 и 1.17 приведены результаты расчетов старшего показателя Ляпунова в зависимости от временной задержки для разных значений размерности пространства вложения (
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). Когда выполняется условие 
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 (см. рисунок 1.16, приведенный для случая θ=5, что соответствует примерно 11 импульсам на характерный период), оценка старшего показателя Ляпунова может быть осуществлена с хорошей точностью. 
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(б)[image: image117.jpg]




	Рисунок 1.15 – Проекция фазового портрета (а) и фрагмент временной реализации переменной y(t) хаотического режима динамики системы Лоренца.
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	Рисунок 1.16 – Значения старшего показателя Ляпунова, вычисленного по последовательности МИ модели НС для θ=5 в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. Кругами показаны значения, относящиеся к размерностям пространства вложения 
[image: image119.wmf]].
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 Пунктиром обозначено теоретически ожидаемое 
значение показателя [73].  Расчеты проводились по 2000 МИ.
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	Рисунок 1.17 – Значения старшего показателя Ляпунова, вычисленного по последовательности МИ модели НС для θ=15 в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. 


В отличие от модели Ресслера, при аналогичном объеме выборки наблюдается несколько более заметный разброс вычисляемых величин относительно ожидаемого значения (λ1=0.845), но в результате усреднения результатов вычислений, проведенных для разных алгоритмических параметров, получается величина λ1, приближенная к ожидаемой.

Если условие 
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 не выполняется (см. рисунок 1.17, приведенный для случая θ=15, что соответствует примерно 3 импульсам на характерный период), то происходит недооценка значения старшего показателя, которая не может быть устранена за счет варьирования основных параметров алгоритма вычислений.
Аналогичные исследования были выполнены для модифицированного генератора с инерционной нелинейностью [100–103], математическая модель которого задается следующей системой обыкновенных дифференциальных уравнений:
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Значения управляющих параметров были выбраны следующими 
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, что соответствует режиму хаотических автоколебаний, характеризующемуся значением старшего показателя Ляпунова λ1=0.264. В качестве входного сигнала НС-модели рассматривалась смещенная координата x(t) этой модели: 
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. Проекция фазового портрета хаотического аттрактора генератора с инерционной нелинейностью изображена на рисунке 1.18а, а на рисунке 1.18б приведен небольшой фрагмент временной реализации динамической переменной x(t).
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(б)[image: image128.jpg]




	Рисунок 1.18 – Проекция фазового портрета (а) и фрагмент временной реализации переменной x(t) хаотического режима динамики генератора с инерционной нелинейностью.
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	Рисунок 1.19 – Значения старшего показателя Ляпунова режима динамики генератора с инерционной нелинейностью, вычисленного по последовательности МИ модели НС для θ=15 в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. Кругами показаны значения, относящиеся к размерностям пространства вложения 
[image: image130.wmf]].
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 Пунктиром обозначено теоретически ожидаемое 
значение показателя.  Расчеты проводились по 2000 МИ.
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	Рисунок 1.20 – Значения старшего показателя Ляпунова режима динамики генератора с инерционной нелинейностью, вычисленного по последовательности МИ модели НС для θ=50 в зависимости от задержки τ между последовательными координатами реконструированного вектора. 


Полученные результаты подтверждают ранее сделанные выводы. Как и для других рассмотренных систем, выполнение условия 
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 позволяет провести расчеты старшего показателя Ляпунова по точечному процессу с хорошей точностью, и, осуществив усреднение результатов при варьировании алгоритмических параметров, можно убедиться в том, что рассматриваемый подход позволяет характеризовать режим хаотических автоколебаний (рисунок 1.19).

Отметим, что режим динамики, изображенный на рисунке 1.18, существенно отличается, например, от хаотических колебаний, представленных на рисунке 1.15. Теперь мы имеем дело не с фазо-когерентным режимом, фазовый портрет которого напоминает «размазанный» предельный цикл, а с более развитым хаотическим процессом. Это накладывает определенный отпечаток на последующую процедуру определения границ применимости метода. В частности, для развитого хаоса может отсутствовать характерный временной масштаб в спектре мощности (базовая частота хаотических колебаний), и в этом случае нужно скорректировать условие, задающее ограничения метода. В данном случае в качестве 
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 целесообразно рассматривать среднее время между локальными максимумами сигнала x(t) (см. рисунок 1.18б). Проведенные исследования для разных режимов хаотических автоколебаний продемонстрировали, что выбор такого способа задания ограничений метода является достаточно эффективным. В некоторой окрестности значения 
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/4 точность может снижаться (и достаточно сложно определить границу применимости подхода для режимов развитого хаоса), но при движении от данного значения в сторону его увеличения расчеты перестают быть достоверными, а если задать 
[image: image136.wmf]I

<
[image: image137.wmf]4

/

b

T

 (например, 
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), то хорошая точность определения λ1 достигается и в случае развитого хаоса. Характерный пример корректного расчета старшего показателя Ляпунова по последовательности МИ для генератора с инерционной нелинейностью приведен на рисунке 1.19 (θ=15, что соответствует около 12 импульсам на средний период). Случай недостоверных оценок λ1 представлен на рисунке 1.20 (θ=50, что соответствует примерно 3 импульсам на средний период).
1.4 Пример применения метода расчета показателей Ляпунова по точечным процессам для анализа экспериментальных данных
В качестве примера применения обсуждаемого подхода рассмотрим задачу об анализе экспериментальных данных. Однако при этом нужно заранее обратить внимание на несколько особенностей. Прежде всего, должна проводиться аккуратная интерпретация полученных результатов. В частности, для систем, функционирующих в условиях различных внешних воздействий, флуктуаций и т.д., мы не можем быть уверенными в экспоненциальном разбегании траекторий в реконструированном фазовом пространстве (из-за шума, нестационарности и т.п.). По этой причине значения 
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 и 
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 лучше интерпретировать как количественные меры, характеризующие сложность (неустойчивость) анализируемого режима. Кроме того, пороговое значение является неизвестной величиной при анализе точечных процессов. Однако последнее обстоятельство не является критичным для оценки показателей Ляпунова по последовательностям МИ, и значения 
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, 
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 могут быть вычислены, если частота генерации является достаточно высокой.
Выберем в качестве экспериментального сигнала запись электрокардиограммы (ЭКГ) и проведем расчеты 
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, 
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 как по исходной ЭКГ (рисунок 1.21), так и по последовательности интервалов времени между сердечными сокращениями, то есть по набору RR-интервалов [104, 105]. 
	[image: image146.png]0.5

0.0






	Рисунок 1.21 – Пример анализируемого сигнала ЭКГ (небольшой фрагмент). Значения x представлены в произвольных единицах изменения. 


С этой целью были записаны ЭКГ пяти молодых (20-22 года) здоровых людей в нормальных условиях. В случае полных записей ЭКГ были получены следующие значения (среднее ± стандартная ошибка среднего): 
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=0.49±0.12, 
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=0.28±0.09. 

Применение рассматриваемого подхода для последовательностей из 1000 RR-интервалов, представляющих пример выходного точечного процесса, позволило получить близкие значения: 
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=0.46±0.14, 
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=0.23±0.12. Таким образом, рассмотрение точечных процессов приводит к близким по величине количественным мерам сложности, как и при анализе полных записей ЭКГ. Эти величины могут использоваться для количественного описания состояния организма в различных физиологических условиях.

1.5 Заключение по 1-й главе

В данной главе рассмотрены возможности и ограничения метода анализа динамических характеристик хаотических автоколебаний на входе модели НС по выходной последовательности МИ. Несмотря на то, что эта проблема может быть легко решена при высокой частоте генерации импульсов, ее решение существенно усложняется, если данная частота снижается. В результате диагностируемый хаотический режим на входе модели НС может быть ошибочно охарактеризован как гиперхаотический, если средний МИ превышает значение 
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 – средний период колебаний в режиме фазо-когерентного хаоса.

Были охарактеризованы особенности зависимости 
[image: image153.wmf]1
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 от максимального расстояния между траекториями в реконструированном фазовом пространстве  (l), которое ассоциируется с границей линейного приближения. При этом было показано, что ширина данной зависимости уменьшается с ростом θ. С одной стороны, данная зависимость обеспечивает возможность выбора оптимального параметра l, приводящего к более точным оценкам показателей Ляпунова. Таким образом, принимая во внимание ограничения, возникающие для малых и больших l, наилучший выбор этого параметра ассоциируется с максимумом зависимости 
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(l). С другой стороны, уменьшение ширины зависимости 
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(l) характеризует эффекты неопределенностей, возникающие при низкой частоте генерации. Малые значения 
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могут служить индикатором недооценки показателей Ляпунова при их вычислении на основе стандартного метода [75]. 

В отличие от случая, когда уравнения, описывающие анализируемый динамический режим, являются неизвестными, расчеты показателей Ляпунова по временным рядам с применением техники реконструкции сопровождаются ошибками ориентации при проведении перенормировок векторов возмущений в реконструированном фазовом пространстве. Эти ошибки имеют тенденцию к существенному накоплению для каждого последующего показателя Ляпунова. По этой причине в данной диссертационной работе проводится ограничение случаем только двух старших показателей Ляпунова, которые могут быть вычислены с приемлемой точностью.

На основе полученных результатов можно сделать вывод о том, что для корректной диагностики режима динамики на входе порогового устройства, которое описывается моделью НС, можно ограничиться сигналом сравнительно небольшой длительности. В частности, если требуется вычислить только старший показатель Ляпунова по точечному процессу модели НС, то соответствующие расчеты могут быть проведены с ошибкой не более 10% по входному сигналу, содержащему 120-150 характерных периодов колебаний. Если требуется осуществить достоверную идентификацию хаотических и гиперхаотических режимов по последовательности МИ модели НС, то длительность входного сигнала должны быть увеличена до 350-400 характерных периодов. Этот подход может быть использован в качестве альтернативы другим методам количественного описания переходов хаос-гиперхаос. Он также может применяться к экспериментальным данным, чтобы охарактеризовать состояние системы в различных условиях.

Сделанные выводы были подтверждены на разных моделях динамических систем, демонстрирующих хаотическое поведение: системах Ресслера, Лоренца, генераторе с инерционной нелинейностью. При этом было показано, что диагностика режима хаотической динамики по точечному процессу может быть проведена как в случае слабого (фазо-когерентного хаоса), так и в случае развитого хаоса, когда в качестве характерного временного масштаба целесообразно выбирать средний временной интервал между локальными максимумами хаотического колебательного процесса.
Глава 2 

Диагностика переходов «хаос – гиперхаос» по последовательностям времен возврата в секущую Пуанкаре

2.1 Предварительные замечания
Переходы между хаотическими и гиперхаотическими режимами автоколебаний в сложных нелинейных системах сравнительно легко можно идентифицировать, если математическая модель рассматриваемой системы известна. В частности, для систем, которые описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями, на основе стандартных методов вычисления показателей Ляпунова [73, 74] можно определить значения управляющих параметров, которые ассоциируются с появлением двух и более положительных ляпуновских показателей. Спектр ляпуновских характеристических показателей (
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) обеспечивает четкое количественное описание возрастающей сложности, ассоциирующейся с гиперхаотическим состоянием по сравнению с хаотическими колебаниями, которые описываются единственным положительным показателем Ляпунова. Более высокая сложность данного состояния вызвана бифуркациями неустойчивых периодических циклов, вложенных в хаотический аттрактор [106]. Однако, охарактеризовать эту возрастающую сложность более проблематично, если неизвестны динамические уравнения, как это часто бывает при рассмотрении систем в физиологии, геофизике и т.д.
В последние годы был предложен эффективный метод определения переходов «хаос – гиперхаос» на основе возвратных отображений (“reccurence plots”, RP) [90, 91, 107], который может применяться даже для относительно небольших объемов выборки, и были продемонстрированы его приложения для модельных и экспериментальных систем [91]. Метод позволяет выявлять различия между рассматриваемыми динамическими режимами на основе нескольких мер, введенных для RP. Однако, несмотря на то, что возможность диагностировать гиперхаос по временным рядам была продемонстрирована во многих исследованиях, по-прежнему остается открытым вопрос о том, каково минимальное количество информации, необходимое для корректной идентификации сложных динамических режимов с двумя или более положительными показателями Ляпунова.
В отличие от метода [90, 91], в данной диссертационной работе рассматривается идея восстановления усредненной мгновенной частоты сложных колебаний для определения двух положительных показателей Ляпунова с использованием ограниченной информации о сложных динамических режимах. Обсуждается проблема анализа гиперхаотической динамики в сложных нелинейных системах на основе времен возврата в секущую Пуанкаре [108–111], которая имеет отношение к более общей проблеме количественного описания динамики систем по точечным процессам и, в частности, реконструкции динамических систем. В течение последних десятилетий эта проблема обсуждалась для нескольких типов простых нейронных моделей, включая модели ПП и НС [29–36]. Модель ПП описывает генерацию импульсов, когда входной сигнал пересекает некоторое пороговое значение Θ в одном направлении, например, снизу вверх. Существует аналогия между МИ модели ПП и временами возврата в секущую Пуанкаре, заданную равенством 
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 – динамическая переменная.

Возможный вариант вычисления динамических характеристик по временам возврата был предложен в [36], и было показано, что усредненная мгновенная частота сложных колебаний, восстановленная по последовательности времен возврата, позволяет вычислить старший показатель Ляпунова даже в том случае, когда пересечения плоскости  
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 не происходят в течение некоторых вращений фазовой траектории [41]. Необходимым условием является то, что среднее время возврата не должно превышать время предсказуемости анализируемого динамического режима [41]. Однако метод [36] может приводить к ошибочной идентификации динамического режима, вызванной присутствием артефактов. По этой причине в диссертации рассматривается обобщенный метод, позволяющий проводить корректное определение хаотических и гиперхаотических режимов колебаний. Далее будет показано, что этот обобщенный метод позволяет диагностировать переходы «хаос – гиперхаос» по одной последовательности времен возврата в секущую Пуанкаре, если последняя выбрана подходящим образом. Будет также продемонстрировано, что вычисленные показатели Ляпунова близки к значениям, полученным с использованием математической модели рассматриваемой системы, если анализируемый динамический режим характеризуется существенно различными значениями 
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, диагностика переходов «хаос – гиперхаос» по-прежнему будет осуществляться, несмотря на недооценку второго показателя Ляпунова.
2.2 Вычисление показателей Ляпунова по временам возврата
Основная идея метода [36] состоит в следующем. Рассмотрим систему, демонстрирующую хаотические колебания, и выберем в качестве динамической переменной координату 
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. Зададим секущую Пуанкаре в виде 
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 – времена пересечения данной секущей плоскости в одном направлении, и 
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 – времена возврата, 
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которые соответствуют выборкам мгновенной частоты хаотических колебаний, вычисленной на основе преобразования Гильберта и усредненной за время возврата 
[image: image174.wmf]i

I

. Значения 
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 можно интерпретировать как результат усреднения мгновенной частоты в пределах временного окна с меняющимся размером [112]. Эти выборки известны только в дискретные моменты времени 
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. Чтобы анализировать динамические характеристики рассматриваемого режима, необходимо ввести постоянный шаг по времени между соответствующими точками. Это может быть выполнено путем интерполяции значений 
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 гладкой функцией, например, кубическим сплайном. Несмотря на то, что при этом не удается точно воспроизвести временную зависимость мгновенной частоты, полученный временной ряд 
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 позволяет провести приближенную реконструкцию хаотического аттрактора с использованием стандартного метода задержки [48] и, следовательно, охарактеризовать динамические и метрические свойства восстановленного аттрактора. Высокое качество определения показателей Ляпунова с применением данного подхода (с ошибкой порядка 10%) было продемонстрировано в работах [41, 44] с использованием различных базовых моделей систем с хаотической динамикой.

Для вычисления показателей Ляпунова по интерполированному временному ряду 
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 будем использовать метод расчета, предложенный в работе [75]. Несмотря на то, что подход [75] позволяет проводить расчеты двух показателей Ляпунова, до сих пор не изучалась возможность его применения для анализа гиперхаотических режимов колебаний по одной последовательности времен возврата. Однако прежде важно выяснить возможности и ограничения данного подхода для более простого случая – хаотической динамики автоколебательных систем. С этой целью была выбрана модель Ресслера (1.8) при тех же значениях управляющих параметров, как и в 1-й главе диссертации. Пороговое значение 
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 варьировалось в широком диапазоне, включая случай, когда при каждом обороте фазовой траектории происходит пересечение секущей плоскости (
[image: image181.wmf]Q

<5.3) и случай, когда в течение некоторых вращений фазовой траектории пересечения секущей не происходит (
[image: image182.wmf]Q

>5.3), при этом в зависимости от порогового уровня будет пропущено разное количество осцилляций (рисунок 2.1). С точки зрения терминологии сечения Пуанкаре первый вариант можно интерпретировать как корректный вариант задания секущей плоскости, а второй – как некорректный. При анализе пороговых устройств с заданным уровнем данная терминология несколько модифицируется, так как определяющую роль начинает играть амплитуда входного сигнала – малая амплитуда означает, что часть информации теряется, а большая амплитуда позволяет сохранять максимально полные сведения о динамике, которые может предоставить точечный процесс.

На рисунке 2.2 показана зависимость старшего показателя Ляпунова от введенного порогового уровня ПП модели. Существенные отклонения от теоретически ожидаемой величины λ1 (изображенной пунктиром) наблюдаются только при Θ>12.5, когда превышается время предсказуемости динамического режима, которое можно приближенно оценить как значение, обратное величине старшего показателя Ляпунова. Этот вывод хорошо согласуется с результатами ранее проводившихся исследований [41], в ходе которых было установлено, что даже если часть фазовых траекторий пропущена, последовательность МИ модели ПП позволяет вычислить значение λ1 с погрешностью, как правило, не превышающей 10%–12%. Аналогичный вывод сделан с использованием разных базовых моделей систем с хаотическим поведением, включая системы Лоренца, генератор с инерционной нелинейностью, а также модели биологических осцилляторов [41]. Были отмечены одинаковые закономерности, что свидетельствует об их универсальности и позволяет проводить более детальные исследования на одной системе, используя другие для верификации результатов и выводов.
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	Рисунок 2.1 – Примеры последовательностей МИ модели ПП для хаотического режима колебаний системы Ресслера при 
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=0 (а) и 
[image: image186.wmf]Q

=5.4 (б).
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	Рисунок 2.2 – Зависимость старшего показателя Ляпунова от порогового уровня модели ПП для хаотического режима динамики модели Ресслера.
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	Рисунок 2.3 – Зависимость второго показателя Ляпунова от порогового уровня модели ПП для хаотического режима динамики модели Ресслера.


В ранее проводившихся исследованиях не тестировалась возможность проведения оценок второго показателя Ляпунова в зависимости от задания порогового уровня, несмотря на то, что второй показатель является более чувствительным к заданию параметров алгоритма. Это связано с тем, что он принимает меньшие значения (в случае гиперхаотической динамики автоколебательных систем) или равен нулю (для режима динамического хаоса). Данное обстоятельство приводит к тому, что различные ошибки оценки скорости разбегания траекторий будут оказывать более сильное влияние на λ2, и проблема задания оптимальных параметров алгоритма является, несомненно, более актуальной. В частности, пропуски части фазовых траекторий будут сильно влиять на ориентацию векторов возмущений в фазовом пространстве, приводя к появлению проекций в направлении максимального показателя Ляпунова. Вследствие этого вместо нулевого значения может быть получено положительное значение λ2, и анализируемый режим динамики будет ошибочно диагностирован как гиперхаотический. Наличие пропусков части фазовых траекторий будет приводить к появлению сильно отличающихся по величине текущих значений МИ, которые могут интерпретироваться как артефакты. В их присутствии расчеты становятся недостоверными. Так, на рисунке 2.3 показана зависимость второго показателя Ляпунова от порогового уровня. Пока Θ<5.3, точность можно считать приемлемой (минимальная ошибка достигается для Θ≈0). Но если начинаются пропуски фазовых траекторий (Θ>5.3), ошибка резко возрастает.

Чтобы количественно охарактеризовать динамические свойства гиперхаотических режимов динамики по последовательностям времен возврата в секущую Пуанкаре, рассмотрим следующую модель двух связанных систем Рёсслера [113, 114]
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В модели (2.2) параметры 
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 и 
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 характеризуют режим динамики каждой подсистемы, а параметр 
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 – коэффициент связи. Базовые частоты 
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 имеют малую расстройку 
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, которая обеспечивает различия динамики подсистем. В проводимых исследованиях был выбран следующий набор параметров: 
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=0.2, 
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=0.02, 
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w

=1.0, Δ=0.0093. Параметр 
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 менялся в диапазоне [6.8, 8.0], включая области как хаотической, так и гиперхаотической динамики. 
Основной вывод ранее проводившихся исследований [44], направленных на диагностику переходов «хаос – гиперхаос», состоял в том, что одной последовательности времен возврата в секущую Пуанкаре недостаточно для корректной оценки двух старших показателей Ляпунова, вследствие чего гиперхаотический режим будет ошибочно диагностирован как хаотический. Рассмотрим в качестве примера секущую плоскость 
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 и проанализируем изменения двух старших показателей Ляпунова от управляющего параметра 
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. Переход к гиперхаосу проиллюстрирован на рисунке 2.4.
Старший показатель Ляпунова λ1 принимает положительные значения во всем рассмотренном диапазоне с, подтверждая наличие экспоненциальной неустойчивости траекторий, ассоциирующейся с хаотическими колебаниями. Второй показатель Ляпунова λ2  принимает положительные значения при 
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, характеризуя возникновение более сложного режима динамики. 
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	Рисунок 2.4 – Зависимости двух старших показателей Ляпунова от управляющего параметра модели двух связанных систем Рёсслера. Кругами обозначены результаты расчета по уравнениям модели, квадратами – по последовательности времен возврата в секущую плоскость [image: image208.wmf]0
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.


Данный вывод можно сделать, если анализировать «истинные» значения показателей Ляпунова, вычисленные по известным уравнениям динамической системы (2.2) с помощью стандартного метода Бенеттина [73] (круги на рисунке 2.4). Если же расчеты проводить по временам возврата в секущую плоскость 
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 (рисунок 2.4, квадраты), то окажется, что только показатель λ1 оценивается правильно, а вместо ожидаемых положительных значений λ2  в области 
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 будет получено нулевое значение. Еще более сложной является ситуация, изображенная на рисунке 2.5, когда секущая плоскость задается в виде 
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. В этом примере в качестве максимального показателя Ляпунова оценивается величина, приближенная к λ2, а не к λ1, а в диапазоне параметра 
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 вычисляется положительное значение показателя. 
Таким образом, проведенные расчеты подтверждают основной вывод работы [44] о том, что рассмотрение одной последовательности времен возврата в секущую плоскость (на примере плоскостей 
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 или ) недостаточно для корректной оценки двух старших показателей Ляпунова и, следовательно, для диагностики переходов между хаотическими и гиперхаотическими режимами динамики.
Вместо того, чтобы проводить анализ последовательностей времен возврата в секущие плоскости [image: image217.wmf]0
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 с дальнейшим применением метода [75], может быть проведена реконструкция аттрактора методом задержки с использованием двух сигналов. В этом случае реконструированный аттрактор будет содержать половину координат, введенных на основе метода задержки для одной подсистемы (то есть по временной зависимости усредненной мгновенной частоты, восстановленной по временам возврата в секущую плоскость [image: image219.wmf]0

1

=

x


), а вторая половина координат восстанавливается по временной зависимости  усредненной мгновенной частоты, полученной по временам возврата в секущую плоскость [image: image221.wmf]0
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	Рисунок 2.5 – Зависимости двух старших показателей Ляпунова от управляющего параметра модели двух связанных систем Рёсслера. Кругами обозначены результаты расчета по уравнениям модели, квадратами – по последовательности времен возврата в секущую плоскость [image: image224.wmf]0

2

=

x


.


Таким образом, реконструкция аттрактора и определение двух старших показателей Ляпунова проводится один раз. Данная модификация рассмотренного подхода уменьшает время вычислений, но при этом не происходит уменьшения используемой информации о динамике модели (2.2). По-прежнему необходимо знать две последовательности времен возврата в две разные секущие плоскости. В отличие от результатов, приведенных на рисунках 2.4 и 2.5 (обозначенных кругами), данный подход допускает более четкую и корректную интерпретацию полученных результатов  (рисунок 2.6). Теперь метод [75] обеспечивает возможность определения двух положительных показателей Ляпунова, и оба показателя сравнительно близки к ожидаемым значениям. В этом случае диагностика перехода «хаос – гиперхаос» проводится правильно, что подтверждает преимущества реконструкции на основе двух переменных. В данной диссертационной работе анализ проводился по сравнительно коротким последовательностям времен возврата (примерно 2000 значений), чтобы проиллюстрировать возможности метода, когда дополнительная сложность анализа связана со сравнительно небольшим объемом выборки. 
Возникает вопрос – действительно ли наличие двух последовательностей времен возврата является необходимым условием для оценки двух показателей Ляпунова, или с этой целью можно использовать одну последовательность времен возврата при условии подходящего задания секущей плоскости.

Чтобы охарактеризовать гиперхаотическую динамику на основе одной последовательности времен возврата, необходимо ввести секущую плоскость таким образом, чтобы она в большей степени учитывала динамику обеих подсистем. На рисунке 2.7 приведены результаты для секущей плоскости, заданной уравнением 
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 (аналогичные результаты достигаются для плоскости [image: image227.wmf]0
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	Рисунок 2.6 – Зависимости двух старших показателей Ляпунова от управляющего параметра модели двух связанных систем Рёсслера. Кругами обозначены результаты расчета по уравнениям модели, ромбами – по двум последовательностям времен возврата (в секущие плоскости [image: image230.wmf]0
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	Рисунок 2.7 – Зависимости двух старших показателей Ляпунова от управляющего параметра модели двух связанных систем Рёсслера. Кругами обозначены результаты расчета по уравнениям модели, треугольниками – по последовательности времен возврата в секущую плоскость [image: image235.wmf]0
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В этом случае используется одна последовательность времен возврата, которой достаточно для корректного определения двух положительных показателей Ляпунова, характеризующих гиперхаотический режим. Получение такой последовательности временных интервалов можно интерпретировать как прохождение суммарным сигналом 
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 порогового устройства с величиной порога, равной нулю. В последнем случае регистрируются моменты времени перехода суммарного сигнала через ноль, и по полученной последовательности решается задача определения динамических характеристик сложного режима динамики на входе порогового устройства. Рассмотрение предыдущих вариантов секущей плоскости можно интерпретировать как прохождение через ноль сигнала, например, 
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, при условии, что 
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, то есть мы учитываем динамику лишь одной подсистемы (вторая подсистема, тем не менее, оказывает влияние, которое определяется коэффициентом связи, но это влияние существенно слабее, чем при задании секущей в виде 
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Рисунок 2.7 наглядно иллюстрирует, что по одной последовательности времен возврата в секущую плоскость оба показателя Ляпунова надежно диагностируются как для случая хаотической, так и для случая гиперхаотической динамики. На рисунке 2.7 приведен пример применения метода расчета показателей Ляпунова по последовательности времен возврата, когда оба показателя существенно отличаются друг от друга. Если второй показатель приближается к первому (рисунок 2.8), то возрастают ошибки, связанные с ориентацией векторов в реконструированном фазовом пространстве при проведении процедуры перенормировок векторов. Соответствующие ошибки имеют тенденцию к накоплению для второго показателя Ляпунова, если направления разбеганий траекторий, характеризующиеся величинами λ1 и λ2, становятся достаточно близкими. 
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	Рисунок 2.8 – Зависимости двух старших показателей Ляпунова от управляющего параметра модели двух связанных систем Рёсслера для случая, когда показатели принимают близкие значения. Кругами обозначены результаты расчета по уравнениям модели, треугольниками – по последовательности времен возврата в секущую плоскость 
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Данная проблема хорошо известна в литературе [75]: если положительные показатели становятся близкими, то ошибка их вычисления растет, и провести оценку второго показателя Ляпунова можно гораздо точнее, когда рассматриваются показатели с сильно различающимися значениями. Однако, несмотря на то, что с ростом λ2 может произойти недооценка второго показателя Ляпунова (рисунок 2.8), переход к гиперхаотической динамике правильно диагностируется, и рассматриваемый подход позволяет разделить хаотические и гиперхаотические колебания по одной последовательности времен возврата.
Чтобы избежать ложной идентификации динамических режимов, в данной диссертационной работе предложена модернизация метода [75], включающая следующие основные моменты:

1) Выходная последовательность 
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 должна быть проверена на наличие артефактов, включая генерацию дополнительных импульсов (когда суммирование двух динамических переменных приводит к появлению пары импульсов вместо одного) или пропуски части импульсов при больших пороговых уровнях Θ. Такие артефакты часто усложняют анализ нейронных систем [115, 116]. Если возникают пропуски импульсов, выходная последовательность 
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 содержит временные интервалы, близкие к значениям 
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 – характерный период колебаний, то есть период, соответствующий базовой частоте в спектре мощности (в режиме фазо-когерентной динамики). В этом случае выборки усредненной мгновенной частоты 
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 выбирается из условия медленных изменений 
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. Это позволяет избежать некорректных выборок 
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, вызванных неправильным заданием секущей плоскости. Генерация дополнительных импульсов, когда появляются близко расположенные импульсы, сумма интервалов между которыми близка к значению 
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, также приводит к некорректным выборкам 
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. Без устранения данных артефактов возникают существенные проблемы вычисления показателей Ляпунова, вызванные неоднородностью аттрактора, реконструированного по временам возврата. В результате вычисляемые значения могут существенно отличаться от ожидаемых значений. В частности, при наличии артефактов обычно возникают сложности правильной оценки второго показателя Ляпунова, и хаотический режим ошибочно диагностируется как гиперхаотический.
2) При анализе последовательностей времен возврата с широким распределением значений 
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 целесообразно проводить дополнительные оценки показателей Ляпунова в зависимости от способа интерполяции (сплайны, полиномы и т.п.). Если различие значений λ1, вычисленных для двух гладких функций (с применением разных методов интерполяции)  превышает 10%, это служит индикатором высокой вариабельности полученных результатов. Данная проверка особенно важна при анализе режимов развитого хаоса. При высокой вариабельности результатов расчеты показателей Ляпунова необходимо проводить в зависимости от основных параметров реконструкции, чтобы получить достоверные характеристики исследуемого динамического режима и, в частности, переходов «хаос – гиперхаос».
Отметим также, что расчеты показателей Ляпунова по временным рядам с использованием метода реконструкции сопровождаются ошибками ориентации, которые имеют тенденцию накапливаться для каждого последующего показателя. По этой причине в данной главе мы  ограничиваемся только случаем расчета двух максимальных показателей.

Рассматриваемый подход также может применяться при наличии аддитивного шума малой интенсивности, когда индуцированное шумом дополнительное разбегание траекторий много меньше масштаба линейного приближения (обычно 5% – 10% от размера аттрактора).
2.3 Влияние выбора секущей плоскости и длины последовательности времен возврата
На рисунке 2.8 были приведены результаты расчета ляпуновских показателей по последовательности времен возврата в секущую Пуанкаре 
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, то есть для случая примерно равного вклада обеих подсистем модели (2.2). Если вклад одной из подсистем превосходит вклад другой в суммарном сигнале, результаты могут существенно отличаться от ожидаемых. Чтобы проиллюстрировать данное обстоятельство, рассмотрим пересечения нулевого уровня сигналом на входе ПП-модели, заданного следующим образом: 
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. Полученные результаты представлены на рисунке 2.9. В зависимости от 
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 можно выбрать секущую плоскость, для которой отсутствуют артефакты, вызванные генерацией дополнительных импульсов (по этой причине для разных 
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 на рисунке 2.9 рассмотрены разные секущие плоскости). Правильные результаты для обоих показателей будут получены в том случае, когда вклады обеих подсистем сопоставимы (
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). Если сигнал одной из подсистем доминирует, может произойти некорректная диагностика гиперхаотического режима. Отметим, что максимальный показатель Ляпунова правильно вычисляется в более широком диапазоне значений 
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 по сравнению со вторым показателем. Это подтверждает, что расчеты второго показателя Ляпунова представляют собой более сложную задачу. Если в последовательностях МИ присутствуют артефакты, погрешность вычислений резко возрастает (рисунок 2.10).
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	Рисунок 2.9 – Расчеты двух старших показателей Ляпунова в зависимости от выбора секущей плоскости. Пунктирные линии отмечают ожидаемые значения (вычисленные по уравнениям модели (2.2)).


	[image: image268.png]0.12

0.08

0.04

0.00
0

4 2 3n/4 T





	Рисунок 2.10 – Расчеты старшего показателя Ляпунова в зависимости от выбора секущей плоскости (для разных вариантов задания секущей) при наличии артефактов в последовательности МИ, приводящих к появлению существенных погрешностей при некоторых значениях 
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	Рисунок 2.11 – Зависимости двух старших показателей Ляпунова от количества времен возврата в секущую плоскость [image: image272.wmf]0

1

2

=

+

y

x


.


	[image: image273.jpg]0.02 T T T

0.01

0.00

_0-01 1 Il 1
0 500 1000 1500 2000





	Рисунок 2.12 – Зависимость абсолютной ошибки вычисления значения λ2
 от количества времен возврата в секущую плоскость [image: image275.wmf]0
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Более детальные исследования свидетельствуют о том, что рассматриваемый подход применим и для меньшего объема выборки, чем рассмотренные 2000 отсчетов. Использование большого объема выборки позволяет снизить ошибки вычисления и возможные флуктуации значений λ1 и λ2, связанные с неподходящим выбором параметров реконструкции. Однако для диагностики перехода «хаос – гиперхаос» достаточно сравнительно небольшой выборки. Рисунок 2.11 иллюстрирует, как значения λ1 и λ2 зависят от числа времен возврата. В соответствии с этим рисунком, даже последовательности, содержащие 500 отсчетов, позволяют вычислить два старших показателя Ляпунова, которые близки к ожидаемым значениям. В качестве иллюстрации, на рисунке 2.12 приведена ошибка расчетов показателя λ2 от числа времен возврата. В зависимости от требуемой точности можно провести более аккуратную оценку требуемого объема выборки. Так, для вычисления λ2 с абсолютной ошибкой, не превышающей 0.005, нужно рассмотреть последовательности, содержащие не менее 1200 времен возврата.

2.4 Заключение по 2-й главе

В ходе проведенных исследований была предложена модернизация метода расчета показателей Ляпунова по последовательностям времен возврата [36], позволяющая избежать ошибочной идентификации динамического режима, вызванной наличием артефактов. Предложенный обобщенный метод позволяет проводить корректное определение двух положительных показателей Ляпунова, характеризующих динамику связанных автоколебательных систем. Соответствующие оценки значений λ1 и λ2 могут быть проведены по очень коротким последовательностям времен возврата в случае динамических режимов, характеризующихся существенно различающимися значениями двух старших показателей Ляпунова. 

Важным обстоятельством является выбор секущей плоскости при анализе связанных автоколебательных систем. Если секущая задана таким образом, что она учитывает динамику всех подсистем, то последовательность времен возврата в эту секущую позволяет проводить корректную оценку положительных показателей Ляпунова и, следовательно, осуществлять диагностику переходов «хаос – гиперхаос». В случае рассмотрения гиперхаотических колебаний с близкими значениями положительных показателей Ляпунова, определение перехода «хаос – гиперхаос» также корректно проводится, несмотря на недооценку значения второго показателя Ляпунова.
Переходы к гиперхаосу ранее изучались на основе статистики времен возврата и отображений Пуанкаре. В частности, в статье [117] установлены степенные законы для данных переходов с использованием проекций отображений Пуанкаре, полученных для динамики двух связанных генераторов  Ван-дер-Поля с хаотическим внешним воздействием. В работе [118] были охарактеризованы различные свойства переходов «хаос – гиперхаос» с использованием статистики отображений Пуанкаре. Достаточно перспективным инструментом изучения соответствующих переходов является применение мер на основе RP. В частности, в статьях [90, 91] обсуждаются некоторые количественные критерии, которые позволяют идентифицировать переход к гиперхаосу. Однако, данные подходы обычно рассматривают больший объем выборки по сравнению с методом, который был использован в данной диссертационной работе, и это одно из его важных преимуществ.
Глава 3 

Расчет старшего показателя Ляпунова хаотических режимов колебаний по точечным процессам при наличии шума
3.1 Предварительные замечания
Ранее проводившиеся исследования, результаты которых были представлены в предыдущих главах, акцентировали внимание исключительно на детерминированных режимах динамики на входе НС- и ПП-моделей. Случай наличия шума во входных сигналах не был рассмотрен, несмотря на то, что шум может оказывать существенное влияние на вычисляемые характеристики [119–125]. Стандартный метод расчета показателей Ляпунова по временным рядам [75] позволяет частично игнорировать влияние шума за счет задания минимального допустимого расстояния между фазовыми траекториями, которое уменьшает эффект их дополнительного  разбегания за счет случайных флуктуаций. Обоснованное задание такого порога для точечных процессов представляет более сложную задачу вследствие того, что при анализе последовательностей межспайковых интервалов спектральные методы не всегда позволяют четко разделить компоненты, связанные с детерминированной динамикой и с флуктуациями.

В данной главе диссертационной работы изучается проблема расчета старшего показателя Ляпунова (λ1) хаотических режимов автоколебаний по точечным процессам при наличии измерительного шума, не влияющего на динамику системы. Такая задача позволяет, например, смоделировать ситуацию, когда на вход порогового устройства поступает сумма полезного сигнала и шума сравнительно небольшой интенсивности, и детерминированная динамика является доминирующей. Обсуждается возможность вычисления λ1 по коротким последовательностям межспайковых интервалов, и предлагается метод проверки корректности проводимых вычислений.
3.2 Особенности расчета старшего показателя Ляпунова по точечным процессам при наличии шума

Оценки показателей Ляпунова по временным рядам обычно проводятся на основе метода [75], который предусматривает реконструкцию фазового портрета с применением стандартного метода задержек [48], хотя могут использоватьсч и другие подходы. Если 
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с номером j, дискретизованную с шагом 
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где m – размерность пространства вложения. В случае слабого хаотического режима с выраженным характерным периодом P временная задержка 
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 выбирается приближенно равной P/4. Обычно параметры реконструкции m и 
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 не оказывают существенного влияния на результат расчета показателей Ляпунова, если их выбор проводится на основе достаточно общих рекомендаций [49]. Однако точность расчета показателей Ляпунова будет выше, если провести усреднение результатов при вариации данных параметров, снизив тем самым погрешности, которые могут возникнуть при случайном задании параметров алгоритма реконструкции.
После проведения реконструкции оценивается средняя скорость экспоненциального разбегания траекторий. Для начальной точки 
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 «базовой» траектории, которая ассоциируется с моментом времени 
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 малой (но конечной) длины 
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 [75]. В направлении максимального разбегания траекторий его длина меняется во времени по экспоненциальному закону
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Зависимость (3.3) характеризует линейное приближение, справедливое для малых r(t). Когда возмущение нарастает, и вектор 
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 преобразуется в вектор 
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, для которого нелинейность системы (3.1) ограничивает скорость разбегания траекторий, должны быть проведены перенормировки. Оптимальный способ перенормировок состоит в выборе нового возмущения в том же самом направлении, но меньшей длины. При рассмотрении конечного числа точек 
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 отсутствует возможность точно сохранить направление, вследствие чего возникает ошибка ориентации, которая влияет на точность вычисления старшего ляпуновского показателя. Эта ошибка означает, что перенормированный вектор 
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 для последующих возмущений) имеет компоненту, ортогональную направлению максимального разбегания траекторий. Эта компонента не увеличивается в соответствии с зависимостью (3.3) и, следовательно, первоначальная длина вектора становится больше, чем в случае, когда направление остается неизменным. В результате происходит уменьшение локального значения старшего показателя Ляпунова.

В общем, алгоритм [75] предусматривает компромисс между минимизацией длины вектора возмущения и ошибки, ассоциирующейся с изменениями ориентации в фазовом пространстве. Эти цели нельзя достичь одновременно, в частности, уменьшение угла α между перенормированным вектором 
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 и вектором возмущения до перенормировки (
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) ограничивает возможности выбора подходящей длины вектора 
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. Данное ограничение возникает из-за уменьшения числа подходящих точек в реконструированном фазовом пространстве, которые могут быть выбраны в качестве начальных точек для нового возмущения, приводя к ошибке ориентации меньше чем значение α. Это обычно сопровождается ростом длины перенормированного вектора и более частыми перенормировками, которые необходимо осуществлять для сохранения условий линейного приближения. Частые перенормировки приводят к накоплению ошибок ориентации и, как следствие, к недооценке значения λ1, характеризующего скорость разбегания траекторий, усредненную вдоль всего реконструированного аттрактора. Если применяется алгоритм перенормировок через фиксированное время, то обычно проводится минимизация ошибок ориентации. С этой целью проводится поиск перенормированного вектора с длиной 
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 и минимизация угла α, где 
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 задает условие линейного приближения, то есть экспоненциального разбегания траекторий, а 
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 – пороговое значение, вводимое для того, чтобы избежать дополнительного расхождения близких траекторий, вызванного наличием аддитивного шума. В случае детерминированной динамики выбор принципа перенормировок является менее критичным, и похожие результаты получаются в обоих вариантах: минимизации ошибки ориентации и минимизации длины перенормированного вектора.
Присутствие шума во временном ряде создает сложности вычисления значения λ1. Для непрерывных функций времени, например, временной зависимости переменной состояния 
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, генерируемой моделью (3.1), уровень шума можно оценить путем проведения спектрального анализа. После этого можно задать пороговое значение 
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 таким образом, что обусловленное шумом разбегание фазовых траекторий будет исключено (или, по крайней мере, оно не будет оказывать существенного влияния). В этом случае можно адаптировать диапазон 
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, где разбегание траекторий вызвано динамикой анализируемой системы. При анализе точечных процессов, например, последовательностей времен возврата в секущую Пуанкаре с добавлением шума, оценка уровня шума является более сложной задачей, и обычно не является очевидным, как можно корректно ввести подходящий уровень 
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. Вследствие этого возникает задача проверки корректности проведения оценок старшего показателя Ляпунова по точечному процессу.
Метод [75] может использоваться при анализе точечных процессов. Для НС-модели он применяется к последовательности отсчетов S(Ti) после ее интерполяции с постоянным шагом Δt [41]. В случае ПП-модели используется подход, основанный на аппроксимации усредненной мгновенной частоты [36]. Такой подход позволяет проводить корректную диагностику режимов хаотической и гиперхаотической динамики.

В данной диссертационной работе предлагается модификация метода расчета старшего показателя Ляпунова по точечным процессам при наличии шума. Рассмотрим случай, когда шум добавляется к последовательности МИ. Такой шум может иметь различную природу, включая зашумленный входной сигнал (сумму полезного сигнала и сравнительно слабых помех) и флуктуирующий пороговый уровень. Как будет показано далее, достаточно информативной характеристикой, подтверждающей корректность расчета старшего показателя Ляпунова, является зависимость λ1 от максимально допустимой ошибки ориентации α, т.е. угла между векторами возмущения до и после перенормировки, при условии, что новое возмущение выбирается путем минимизации длины вектора в диапазоне [lmin, lmax]. Из общих соображений мы ожидаем, что большие ошибки ориентации приводят к недооценке величины λ1. Кроме того, очень малые значения α существенно уменьшают возможность выбора подходящего вектора возмущения, что приводит к выходу за границы линейного приближения. Обычно это приводит к уменьшению длины вектора 
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 и недооценке λ1. Если условие 
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 не выполняется для доступного множества векторов в реконструированном фазовом пространстве при малых α, выбор нового возмущения может проводиться достаточно произвольно, что также приводит к недооценке λ1. Как будет далее показано, оптимальное значение α, соответствующее максимуму зависимости λ1(α), позволяет осуществлять более точную оценку старшего показателя Ляпунова по точечным процессам, а характер данной зависимости позволяет характеризовать уровень шума, присутствующего в анализируемой последовательности МИ.
3.3 Результаты исследований
3.3.1 Модель «накопление-сброс»

В качестве примера системы, демонстрирующей хаотическую динамику, была выбрана модель Ресслера (1.8). Для проведения исследований был рассмотрен режим фазо-когерентного хаоса, наблюдающийся при следующих значениях управляющих параметров 
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. В целях обеспечения высокой частоты генерации импульсов в качестве входного сигнала модели НС выбиралось линейное преобразование первой координаты 
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. Эффект шума учитывался путем добавления нормально распределенного случайного процесса с интенсивностью 
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Расчет старшего показателя Ляпунова проводился на основе метода [75] с использованием следующего варианта перенормировок: вектор возмущения выбирался с ошибкой ориентации, не превышающей α, при условии минимизации его длины в диапазоне [lmin, lmax]. Рисунок 3.1 демонстрирует характерные зависимости λ1(α) для порогового значения θ=10 и различных интенсивностей шума 
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	Рисунок 3.1 – Зависимости старшего показателя Ляпунова хаотического режима динамики системы Ресслера (1.8), вычисленные по последовательностям МИ модели НС при θ=10, от максимальной ошибки ориентации векторов возмущений при разных значениях интенсивности аддитивного шума. Пунктир обозначает значение показателя, вычисленное по уравнениям системы (1.8) методом [73]. Здесь и далее расчеты проводились при значениях параметров алгоритма lmin=0.01,  lmax=0.1 по последовательностям, содержащим 2000 МИ.


Если 
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=0, зависимость λ1(α) демонстрирует максимум вблизи значения 
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 уменьшение λ1 вызвано частыми перенормировками. Малые α приводят к малой вероятности выбора подходящего перенормированного вектора, длина которого близка к 
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. Увеличение размера векторов приводит к необходимости сокращать интервал времени между перенормировками. Если этот интервал времени оставить без изменения, возмущения превысят lmax, что приведет к недооценке старшего ляпуновского показателя. Рассмотрение более коротких интервалов между перенормировками означает возрастание числа перенормировок и накопление ошибок ориентации. Если α очень мало, может возникнуть ситуация, когда не удается выбрать соседнюю траекторию из-за отсутствия точек в реконструированном фазовом пространстве, удовлетворяющих сформулированным принципам перенормировок, и условие 
[image: image317.wmf]]

,

[

max

min

0

l

l

r

Î

 придется менять, чтобы продолжить расчет старшего показателя. Как правило, это приводит к уменьшению его величины.
В области 
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 значения λ1 уменьшаются с ростом 
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 из-за возрастающих ошибок ориентации, что приводит к меньшим отношениям  
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. Соответствующая зависимость λ1(α) характеризуется отрицательным наклоном в диапазоне 
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 (рисунок 3.2а). Для оптимального значения угла 
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 вычисленный старший ляпуновский показатель принимает значение, близкое к ожидаемой величине, вычисленной по уравнениям системы Ресслера. Это значение проиллюстрировано горизонтальной линией на рисунке 3.1. Наличие оптимума в области сравнительно малых углов может интерпретироваться как индикатор корректности проведенных вычислений λ1. Характер зависимости λ1(α) (рисунок 3.1, круги) является типичным для детерминированных последовательностей МИ модели НС.
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	Рисунок 3.2 – Наклоны зависимостей λ1(α) (см. рисунок 3.1) в диапазоне 

[π/3, π/2] (a) и средняя длина перенормированного вектора для 
[image: image325.wmf]D

=0 (б). При расчетах использовались следующие параметры: m=5, τ≃P/4, lmin=0.01, lmax=0.1.


При добавлении слабого шума зависимость λ1(α) приобретает другую форму (рисунок 3.1, треугольники). В области больших α ее наклон становится положительным (рисунок 3.2а), начиная с некоторого значения α*, которое зависит как от интенсивности шума, так и от параметров алгоритма, таких как пороговое значение 
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, которое определяет минимальное расстояние между траекториями в фазовом пространстве. 

Однако наличие оптимума в точке 
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 по-прежнему позволяет проводить корректную оценку старшего показателя Ляпунова. Если интенсивность шума возрастает, то α* приближается к 
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, и локальный максимум зависимости λ1(α) в точке 
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 исчезает. В этом случае отсутствует возможность проверки корректности вычисления старшего показателя Ляпунова, и полученная величина λ1 может существенно отличаться от ее ожидаемого значения. Таким образом, характер зависимости λ1(α) представляет собой индикатор корректности вычислений старшего ляпуновского показателя. Дополнительно эта зависимость может использоваться для оценки уровня шума, присутствующего в анализируемой последовательности МИ, так как возрастающая интенсивность шума приводит к увеличению наклона λ1(α) в области 
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 (рисунок 3.2а) и уменьшению значений 
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. Несмотря на то, что значение 
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 может варьироваться в зависимости от параметров алгоритма, таких как минимальное расстояние между траекториями 
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, в случае зашумленных данных сохраняется переход от отрицательного к положительному наклону зависимости λ1(α).
Отметим дополнительные особенности зависимости λ1(α) при наличии шума в последовательности МИ. Если интенсивность шума возрастает, вычисленное значение λ1, относящееся к оптимальному углу 
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, может уменьшаться, хотя значения старшего ляпуновского показателя при 
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 больше, чем в случае детерминированной последовательности МИ. Это обстоятельство, возможно, объясняется различными длинами перенормированных векторов (рисунок 3.2б). В области 
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 малые углы снижают вероятность выбора подходящих векторов возмущений. В результате средняя длина перенормированного вектора может приблизиться к границе линейного подхода. Для больших векторов эффекты шума состоят в сравнительно малых изменениях ориентации и в возрастании компонент вектора в направлениях, которые не ассоциируются с максимальным разбеганием траекторий. Кроме того, условие линейного подхода между перенормировками не выполняется. Эти две причины приводят к уменьшению значения λ1. Для больших углов средняя длина перенормированного вектора существенно снижается. В этом случае обусловленное шумом разбегание траекторий при перенормировках может превосходить их разбегание, обусловленное динамикой. При проведении минимизации возмущения возрастает вероятность выбора точки соседней траектории, которая становится ближе из-за наличия случайных флуктуаций. Как следствие, длина перенормированного вектора уменьшается по сравнению с детерминированным случаем,  старший ляпуновский показатель возрастает.
Аналогичные результаты были получены при других значениях порогового уровня. В частности, на рисунке 3.3 представлены расчеты, проведенные при выборе порогового уровня 
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. По-прежнему наблюдается четко выраженный максимум в области сравнительно небольших значений α. в отсутствие шума, слева и справа от которого происходит уменьшение значений старшего показателя Ляпунова в связи с частыми перенормировками и возрастающей ошибки ориентации, соответственно. Снова можно сделать вывод о том, что наличие оптимума зависимости λ1(α) в области небольших значений α и последующий спад данной зависимости является маркером корректных оценок показателя Ляпунова λ1 по точечным процессам НС-модели.
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	Рисунок 3.3 – Зависимости старшего показателя Ляпунова хаотического режима динамики системы Ресслера, вычисленные по последовательностям МИ модели НС при θ=5, от максимальной ошибки ориентации векторов возмущений при разных значениях интенсивности аддитивного шума. Значения α представлены в градусах, пунктир обозначает значение показателя, вычисленное по уравнениям системы (1.8) методом [73]. 


Данные выводы справедливы при высокой частоте генерации. В соответствии с ранее проводившимися исследованиями [41], если среднее значение МИ (
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) становится меньше 
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 – характерный период колебаний, то соответствующая последовательность МИ не позволяет проводить расчеты динамических характеристик колебательного режима на входе модели НС.

Отметим, что данные выводы сделаны для случая, когда средний межспайковый интервал Ii не превышает 1/4 характерного периода хаотических колебаний в соответствии с ограничениями, рассмотренными в работах [41, 44]. Полученные результаты качественно не зависят от таких параметров алгоритма, как lmin, lmax и объема выборки, однако варьирование этих параметров влияет на точность проводимых оценок, в частности, на величину α*. Тем не менее, общие закономерности, представленные на рисунках 3.1–3.3, сохраняются.

Рассмотрим пороговый уровень 
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, который соответствует случаю, когда не выполняется требование 
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. Большие МИ означают, что входной сигнал восстанавливается со значительными ошибками, аналогичными добавлению шума к точечному процессу. По этой причине даже в случае детерминированной динамики (
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) зависимость λ1(α) (рисунок 3.4) становится похожей на зависимости, полученные для зашумленных входных сигналов. Отсутствие оптимального значения α не позволяет проводить верификацию проводимых вычислений старшего ляпуновского показателя. Слабый шум (
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) не меняет характер соответствующей зависимости, так как значения S(t) больше по сравнению со случаем порогового уровня 
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 (рисунок 3.1а). При возрастании интенсивности шума наклон зависимости λ1(α) становится больше (по аналогии с рисунком 3.1а). Таким образом, малая частота генерации имеет аналогию с зашумленной последовательностью МИ при вычислении старшего показателя Ляпунова.
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	Рисунок 3.4 – Зависимости λ1(α), вычисленные по последовательности МИ модели НС для разных интенсивностей шума при выборе порогового уровня 
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, приводящего к частоте генерации примерно 4 импульса за характерных период колебаний.


Для тестирования предложенного подхода была рассмотрена также другая модель системы с хаотической динамикой – генератор с инерционной нелинейностью. На рисунке 3.5 приведены результаты, полученные для детерминированной динамики и слабого шума (D=0.0001). Они подтверждают сделанные выводы. Отметим, что при добавлении шума с интенсивностью D=0.0001 происходят изменения наклона зависимости λ1(α) только в области больших углов. Если уровень шума увеличивается, характер зависимости λ1(α) существенно меняется, демонстрируя аналогию с результатами, полученными для системы Ресслера (рисунок 3.6). При добавлении шума с интенсивностью D=0.001 достигается граница применимости рассмотренного подхода – более сильный шум приводит к исчезновению максимума зависимости λ1(α), после чего расчеты старшего показателя Ляпунова становятся недостоверными.
3.3.2 Модель «пересечение порога»

Анализ межспайковых интервалов ПП-модели, отражающих динамику хаотических колебаний, также проводился для модели (1.8) при условии, что в качестве входного сигнала была выбрана координата x(t), а порог задан равенством θ=0. Для исследования эффекта влияния шума к последовательности межспайковых интервалов добавлялся нормально распределенный случайный процесс с интенсивностью D. Вычисленные зависимости λ1(α) приведены на рисунке 3.7. 
В отсутствие шума зависимости λ1(α), вычисленные по последовательности МИ модели ПП, похожи на соответствующие зависимости, представленные на рисунке 3.1. Для них также существует оптимальное значение угла αmax, при котором наблюдается максимум зависимости λ1(α). Значения старшего показателя Ляпунова, ассоциирующееся с углом  αmax, приближаются к теоретически ожидаемой величине λ1, показанной горизонтальной линией на рисунке 3.1. 
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	Рисунок 3.5 – Зависимости λ1(α), вычисленные по последовательности МИ модели НС для хаотических колебаний генератора с инерционной нелинейностью при выборе порогового уровня 
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, приводящего к частоте генерации примерно 12 импульсов за характерных период колебаний.
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	Рисунок 3.6 – Зависимости λ1(α), вычисленные по последовательности МИ модели НС для хаотических колебаний генератора с инерционной нелинейностью при выборе порогового уровня 
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, приводящего к частоте генерации примерно 12 импульсов за характерных период колебаний.


Слева и справа от оптимума наблюдается спад показателя по аналогии с результатами, полученными для НС-модели. 
Добавление шума к последовательности МИ модели ПП приводит к изменению характера соответствующей зависимости λ1(α). Как и для НС-модели, с ростом интенсивности шума появляется положительный наклон данной зависимости при больших углах α, и этот наклон увеличивается с ростом интенсивности шума. Кроме того, значения λ1 уменьшаются в области αmax по сравнению с результатами, полученными в случае детерминированной динамики, несмотря на то, что вычисленный старший показатель Ляпунова возрастает при больших α. Возможное объяснение аналогично случаю НС-модели, поскольку зависимость средней длины перенормированного вектора от угла (рисунок 3.8) похожа на кривую, приведенную на рисунке 3.2б. 

При малых углах α разбегание траекторий, относящееся к динамике системы, превосходит изменения, вызванные шумом. Напротив, при больших α обусловленные шумом изменения длины вектора являются более значительными. По аналогии с моделью НС, это приводит к меньшим начальным возмущениям и большим значениям старшего показателя Ляпунова. По-прежнему, характер зависимости λ1(α) позволяет подтвердить корректность расчетов λ1 при наличии оптимального значения α, а также охарактеризовать эффекты шума на основе наклона функции λ1(α) при больших α. Увеличение интенсивности шума приводит к увеличению данного наклона. Отсутствие оптимального α в последнем случае не позволяет подтвердить правильность проводимых оценок λ1.
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	Рисунок 3.7 – Зависимости старшего показателя Ляпунова хаотического режима динамики системы Ресслера, вычисленные по последовательностям МИ модели ПП, от максимальной ошибки ориентации векторов возмущений при разных значениях интенсивности аддитивного шума.
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	Рисунок 3.8 – Зависимость средней длины перенормированного вектора для интенсивности шума D=0.01.


3.4 Заключение по 3-й главе

В данной главе диссертационной работы исследовалась возможность расчета старшего показателя Ляпунова хаотических колебаний на входе пороговых устройств (модели НС и ПП) по выходным последовательностям межспайковых интервалов в присутствии шума. Для НС-модели, старший показатель сравнительно легко вычисляется при высокой частоте генерации спайков в случае детерминированной динамики. При наличии шума задача оценки величины показателя становится более сложной. В диссертации предложен подход для проверки корректности проводимых вычислений в случае зашумленных данных, который предусматривает расчет зависимости λ1 от максимально допустимой ошибки ориентации (максимального угла между векторами возмущения до и после перенормировки). Наличие четко выраженного максимума соответствующей зависимости λ1(α) является индикатором корректности проводимых расчетов. Аналогичный эффект наблюдается при расчете старшего показателя Ляпунова по точечным процессам ПП-модели. По-прежнему, обнаруживаются два информативных маркера: наличие оптимума зависимости λ1(α) в области сравнительно небольших углов и изменение наклона λ1(α) с ростом α при наличии шума в точечном процессе. Таким образом, предложенная модификация метода расчета старшего показателя Ляпунова может применяться для верификации проводимых оценок при анализе различных типов точечных процессов при наличии шума.

Отметим, что в данной работе представлены результаты исследований, детально проведенных на модели Ресслера. Однако, основываясь на данных предыдущих исследований [41, 44] с использованием различных систем с хаотическим поведением (включая режимы развернутого хаоса и режимы хаотических и гиперхаотических колебаний в связанных автоколебательных системах), где в случае детерминированной динамики была показана эффективность методов реконструкции по точечным процессам, мы ожидаем, что для других моделей предложенная модификация метода также позволит проводить диагностику того, что исследуемая система является детерминированной маломерной системой с шумом, влияющим только на наблюдаемый точечный процесс (измерительный шум или шум наблюдений). Тестовые примеры, рассмотренные для систем Лоренца и генератора с инерционной нелинейностью, это подтверждают.
Заключение 

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следующем: 
1. Показано, что зависимость старшего показателя Ляпунова от максимального расстояния между траекториями в реконструированном фазовом пространстве позволяет проводить выбор оптимального значения верхней границы линейного приближения, приводящего к более точным оценкам старшего показателя.

2. Установлено, что для корректной диагностики режима динамики на входе порогового устройства, которое описывается моделью НС или ПП, достаточно сравнительно небольшой выборки точечного процесса (менее 500 отсчетов).

3. Предложена модернизация метода расчета показателей Ляпунова по последовательностям времен возврата, позволяющая избежать ошибочной идентификации динамического режима, вызванной наличием артефактов. Предложенный обобщенный метод позволяет проводить корректное определение двух положительных показателей Ляпунова, характеризующих динамику связанных автоколебательных систем. 

4. Показано, что расчеты второго показателя Ляпунова по последовательности времен возврата демонстрирую более сильную зависимость от выбора секущей плоскости по сравнению с расчетами максимального показателя Ляпунова.

5. Предложена модификация метода расчета показателей Ляпунова, предусматривающая построение зависимости оцениваемой величины от ошибки ориентации, которая позволяет расширить возможности диагностики хаотических режимов колебаний по зашумленным процессам и предложить критерии достоверности вычисления количественных мер предсказуемости экспериментальных данных.
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