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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, ðåàëè-

çóþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ýëåêòðîííîé ïðèðîäû è âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñè-

ñòåì, àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè (ïåðè-

îäè÷åñêèõ, êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ, õàîòè÷åñêèõ è ãèïåðõàîòè÷åñêèõ), ðåàëèçóþùèõñÿ â

àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ è ñèñòåìàõ ïîä âíåøíåì âîçäåéñòâèåì, à òàêæå èçó÷åíèå óñòà-

íîâëåíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ, ñâÿçàíûõ îäíîíàïðàâëåííî

è âçàèìíî.

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ çà÷àñòóþ ïîäðàçóìåâàåò ïîñòðîå-

íèå èõ íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé

èññëåäóåìîãî îáúåêòà è ñïåöèôèêè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïîäîáíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-

äåëè ìîãóò áûòü äîâîëüíî ðàçíîîáðàçíû (ãðàôû, äèñêðåòíûå îòîáðàæåíèÿ [1], ñèñòåìû

ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì [2]). Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü, îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû, à ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìîäå-

ëè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè, îïðåäåëÿþùèì èçìåíåíèå ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ñ òå÷å-

íèåì âðåìåíè.

Ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼í-

íûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷-

íîé ïðèðîäû [3]. Îïåðàòîð ýâîëþöèè òàêèõ ñèñòåì èìååò âèä ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), à ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì

(x1(t
∗), . . . , xN(t

∗))T â N�ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñîîòâåò-

ñòâóþò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ çíà÷åíèÿì äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.
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Íàðÿäó ñ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì

÷èñåë, äëÿ îïèñàíèÿ âåñüìà øèðîêîãî êëàññà ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, íåîáõîäèìî èñïîëü-

çîâàòü ôóíêöèè, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæåò ýâîëþöèîíèðî-

âàòü âî âðåìåíè â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ ñèñòåìû ïî-ðàçíîìó [4]. Â ÷àñòíî-

ñòè, ñîñòîÿíèå ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ïðèáîðû è óñòðîéñòâà ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè, ÷àñòî

çàäà¼òñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E,

îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà ρ, ïîòåíöèàëà φ è ò.ä. [5,6]. Ïîäîáíûå äèíàìè÷å-

ñêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûìè, èõ ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ

â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à îïåðàòîð ýâîëþöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäå-

ë¼ííûå ñèñòåìû ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå òèïû äèíàìèêè � îò ñòàöèîíàð-

íûõ ñîñòîÿíèé è ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñòà-

öèîíàðíûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè âî âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿìè,

äî êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ, õàîòè÷åñêèõ è ãèïåðõàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ, êîòîðûì ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëîæíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ìîäå-

ëÿìè äëÿ øèðîêîãî êðóãà ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ ðàäèîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (íàïðèìåð,

ðåàëüíûõ ïðèáîðîâ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè), èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè â íèõ ñëîæ-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ è óïðàâëåíèÿ èìè ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ñî-

âðåìåííîé ðàäèîôèçèêè, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ñâîå ïðèìåíåíèå â çàäà-

÷àõ ðàçðàáîòêè ñèñòåì ðàäèîëîêàöèè, ñâÿçè, ñêðûòîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è ò.ï [7�10].

Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, èçó÷åíèå ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ è çàêîíîìåðíîñòåé (âêëþ-

÷àÿ àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ), íàáëþäàåìûõ â ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

äëÿ àíàëèçà ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû è ïîäõîäû,

ðàçðàáîòàííûå äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

ïàðàìåòðàìè. Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òàêèõ ìåòîäîâ íå âñåãäà ó÷èòûâàåò îñî-

áåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ïðèðîäîé èññëåäóåìûõ ñèñòåì

è â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê íåïîëíûì èëè íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì. Òàêèì

5



îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà óñòîé÷è-

âîñòè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ.

Ñðåäè èíñòðóìåíòîâ, ïðèìåíÿåìûõ êàê äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì, òàê è äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñëîæíûõ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ,

íàèáîëåå èçâåñòíûì è øèðîêî èñïîëüçóåìûì ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà. Äàííûé èíñòðóìåíò àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè ñè-

ñòåì ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ íàóêè, òàêèõ êàê ôèçèêà [11], ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà [12], àñòðîíîìèÿ [13],

ìåäèöèíà [14], ýêîíîìèêà [15] è äð.

Îäíèì èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ ïðèëîæåíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ èõ èñ-

ïîëüçîâàíèå äëÿ îáíàðóæåíèÿ êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â äèíàìèêå ñèñòåìû ïðè âàðüè-

ðîâàíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïåðåõîäà îò õàîòè÷å-

ñêîãî ðåæèìà ê ãèïåðõàîñó [16], äëÿ âûÿâëåíèÿ íàëè÷èÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòî-

ðà [11,17], äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ îáîáù¼ííîé ñèíõðîíèçàöèè [18,19] èëè èíäóöèðîâàííîé

øóìîì ñèíõðîíèçàöèè [20�22]).

Äèíàìèêà äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïå-

íåé ñâîáîäû, ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êîòîðîé ðàâíà N , ìîæåò áûòü îõàðàê-

òåðèçîâàíà ñ ïîìîùüþ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN . Â òîì ñëó÷àå,

åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, îäèí èëè íåñêîëü-

êî ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, è ïî èõ êîëè÷åñòâó

õàîòè÷åñêèå ðåæèìû êëàññèôèöèðóþò êàê �õàîñ�, êîãäà òîëüêî ñàìûé ñòàðøèé ïîêàçà-

òåëü Ëÿïóíîâà λ1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, èëè �ãèïåðõàîñ�, êîãäà ïîâåäåíèå ñèñòåìû

õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñêîëüêèìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà. Ñóùåñòâóþò

òàêæå ìëàäøèå îòðèöàòåëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùèå íàïðàâëåíèÿ

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïî êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñáëèæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.

Ïðè ýòîì îäèí ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà âñåãäà ðàâåí íóëþ, îí îòâå÷àåò çà âîçìóùåíèÿ

âäîëü òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû.

Íàëè÷èå â ñïåêòðå íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îïðåäå-

ë¼ííûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïåðèîäè÷å-

ñêîãî îñöèëëÿòîðà ýòîò ïîêàçàòåëü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî âåëè÷èíå. Ñëåäîâàòåëüíî,

â òàêèõ ñèñòåìàõ, óïðàâëÿåìûõ âíåøíèì ñèãíàëîì (äåòåðìèíèðîâàííûì èëè ñëó÷àé-
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íûì), ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì â àâòîíîìíîì ñëó÷àå)

ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíûì, ÷òî ïðèâåäåò ê ñèíõðîíèçàöèè. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî â ñâÿ-

çàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ ïåðåõîä íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â îáëàñòü îò-

ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé òåñíî ñâÿçàí ñ óñòàíîâëåíèåì ðåæèìà ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè

(ñì. [23,24]). Íàêîíåö, íóëåâîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæåò îáîçíà÷àòü íàëè÷èå ñïåöè-

ôè÷åñêîãî ðåæèìà â äèíàìèêå ñèñòåìû, òàêîãî êàê íåïîëíàÿ èíäóöèðîâàííàÿ øóìîì

ñèíõðîíèçàöèÿ [25].

Äëÿ ñèñòåì ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, äåìîíñòðèðóþùèõ ðåæèìû ñëîæíîé

äèíàìèêè, àíàëèòè÷åñêè íàéòè çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óäàñòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî

ðåäêî. Êàê ïðàâèëî, äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, â

îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ðàññìîòðåíèå ýâîëþöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà âåêòîðîâ âîç-

ìóùåíèÿ âäîëü ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì, åñëè

íå ïðåäïðèíèìàòü ñïåöèàëüíûõ ìåð, òî â êàæäîì âåêòîðå âîçìóùåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâ-

ëåíà ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ìàêñèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, êîòîðàÿ áóäåò äîìèíèðî-

âàòü íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, è êîððåêòíî îöåíèòü îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè íå óäàñòñÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñè-

ñòåì ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà

ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà Áåíåòòèíà, âêëþ÷àþùèé ïðîöåäóðó ïåðèîäè÷åñêîé îðòîãîíàëè-

çàöèè è íîðìèðîâêè âîçìóùåíèé [26]. Îðòîãîíàëèçàöèÿ âîçìóùåíèé, â ñâîþ î÷åðåäü,

îñíîâàíà íà ïðîöåäóðå Ãðàìà-Øìèäòà [2] ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà äëÿ àíàëèçà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìè-

êè âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì äèñêðåòèçîâàíû â ïðî-

ñòðàíñòâå [27�29], íàïðèìåð ê ìàññèâàì ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èëè îòîáðàæåíèÿì.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷¼òà ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,

ê íåïðåðûâíûì ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûì ñèñòåìàì ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïðîáëå-

ìàòè÷íûì [29] è íåíàäåæíûì [27, 30]. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âîç-

ìóùåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íå

âåêòîðîì, êàê â ñëó÷àå ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèñòåì, à ñ ïîìîùüþ íàáîðà ôóíêöèé, êî-

òîðûå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ÷òî òðåáóåò ìîäèôèêàöèè ïðîöåäóð

7



îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìàëèçàöèè, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà [16,25,28,31,32].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà äèíà-

ìèêè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, ñâîäÿòñÿ â êîíå÷íîì èòîãå,

ê èñïîëüçîâàíèþ òåõ æå ñàìûõ ñïîñîáîâ ðàñ÷¼òà, ÷òî è äëÿ ñèñòåì ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè

ïàðàìåòðàìè.

Â ÷àñòíîñòè, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëåíèå ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ ïî âðåìåííîé

ðåàëèçàöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèãíàë, ðåãèñòðèðóåìûé â îäíîé èç òî÷åê ïðîñòðàí-

ñòâà ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [33]). Ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ òàê-

æå äëÿ àíàëèçà ñèñòåì ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè [34]. Îäíàêî, òàêîé ñïîñîá

ðàñ÷¼òà íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì è èìååò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ. Àíàëèç, îñíîâàí-

íûé íà çíà÷åíèè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, íå ïîçâîëÿåò äèàãíîñòèðîâàòü êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêèå è ãèïåðõàîòè÷åñêèå êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû, à òàêæå óñòàíîâëåíèå ñèí-

õðîííûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè ñâÿçàííûõ ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàò

ìîæåò ñèëüíî çàâèñåòü îò âûáîðà òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

Ïðè ðàñ÷åòå ïî âðåìåííîé ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ñëåäóþùèõ â ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿåòñÿ âñå ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ. Èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ ðàçëî-

æåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ óëó÷øàåò êà÷åñòâî îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà [35,36] ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì, îäíàêî, ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðÿä îñî-

áåííîñòåé, òàêèõ êàê (1) òðåáîâàíèå ìàëîãî óðîâíÿ øóìà â ñèñòåìå, (2) ñóùåñòâîâàíèå

ïðåäåëà ïî ÷èñëó îïðåäåëÿåìûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïî âðåìåííîìó ðÿäó êîíå÷íîé

äëèíû è (3) âîçíèêíîâåíèå ëîæíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Êðîìå òîãî, äàí-

íûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé è

ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê, òàêèõ êàê ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà è âåêòîðà Ëÿ-

ïóíîâà. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà çíà÷åíèé ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïî âðåìåííîìó

ðÿäó ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé è âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé.

Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ êàê îäíîãî ñòàðøåãî [37], òàê è íåñêîëüêèõ ñòàðøèõ ïîêàçà-

òåëåé [16, 38] Ëÿïóíîâà ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû â ðÿäå ñëó÷àåâ èñïîëüçóþò ìåòîäû,

îñíîâàííûå íà ðàññìîòðåíèè ïîâåäåíèÿ èçíà÷àëüíî áëèçêèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû Y0(x, t)

è Y0(x, t) + Ỹ (x, t) è îòñëåæèâàíèè ïðè ýòîì äèíàìèêè èçíà÷àëüíî ìàëîãî îòêëîíåíèÿ
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Ỹ (x, t0) âî âðåìåíè. Îäíàêî, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-

äû, âåëè÷èíà Ỹ (x, t0) äîëæíà áûòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáàìè

íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå [2].

Ïîìèìî ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îïèñàíèåì ýâîëþöèè âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-

ìû, ïðè ðàñ÷åòå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ

ñèñòåì ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ïîñòðîåíèè íàáîðà îðòîãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Â ðÿäå ðàáîò äëÿ ðàñ÷¼òà íåñêîëüêèõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ðàñïðåäå-

ë¼ííûõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Áåíåòòèíà [26]. Îäíàêî, ïðè ýòîì, èññëåäóå-

ìàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñèñòåìà çàìåíÿåòñÿ äèñêðåòíîé ìîäåëüþ, êîòîðàÿ

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîíå÷íîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíî-

ñòüþ [39]. Ïîäîáíàÿ èñêóññòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà

ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, êîòîðûå òàêæå õàðàêòåðèçó-

þòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì [40]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ïîä-

õîäà â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò öåëûé ðÿä îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ áîëüøîé

ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîé äèñêðåòèçîâàííîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî,

ìåòîä íå ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ïðè-

ðîäîé èñõîäíîé ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñ÷¼òå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî

ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì âîçíèêàåò öåëûé ðÿä ñëîæíîñòåé, ðåøåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâ-

ëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ðàçëè÷íûõ îòðàñëåé ñîâðåìåííîé íàóêè, è, ïðåæäå âñåãî,

ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ, äëÿ ðàäèîôèçèêè. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîé èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ñëîæíîé äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñè-

ñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ óñòðîéñòâ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè, ïðè ïîìîùè ñïåê-

òðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, âêëþ÷àÿ àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ,

ïåðåõîä îò ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ê õàîòè÷åñêèì è ãèïåðõàîòè÷åñêèì,

à òàêæå äèàãíîñòèêó óñòàíîâëåíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â ñâÿçàííûõ ðàñïðåäåë¼ííûõ

ñèñòåìàõ.
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Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêèõ

ðåæèìîâ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ýëåêòðîííîé ïðèðîäû,

âêëþ÷àÿ àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîãî â ïðîñòðàíñòâå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ êîëëåêòèâíóþ äèíàìèêó íîñè-

òåëåé çàðÿäà â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, à òàêæå èçó÷åíèå ðåæèìîâ

íåñòàöèîíàðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè (ïåðèîäè÷åñêèõ, êâàçèïåðèîäè-

÷åñêèõ, õàîòè÷åñêèõ, ãèïåðõàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ) äàííûõ ñèñòåì ïðè ïîìîùè ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, çàêëþ÷àåòñÿ,

ãëàâíûì îáðàçîì, â îáíàðóæåíèè çàêîíîìåðíîñòåé ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ýëåêòðîííîé ïðèðîäû, âêëþ÷àÿ ïåðåõîä îò

ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ê íåñòàöèîíàðíûì ðåæèìàì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äè-

íàìèêè (ïåðèîäè÷åñêèì, êâàçèïåðèîäè÷åñêèì, õàîòè÷åñêèì è ãèïåðõàîòè÷åñêèì (â ñëó-

÷àå àâòîíîìíîé è íåàâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåì)), à òàêæå óñòàíîâëåíèå ñèíõðîííûõ

ðåæèìîâ â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ, ñâÿçàííûõ îäíîíàïðàâëåííî è

âçàèìíî.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âïåðâûå ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âîïðîñû:

• Èññëåäîâàíà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà íàáîðà âîçìóùåíèé ñòàöèî-

íàðíîãî íåîäíîðîäíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèÿ ìîäåëüíîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñè-

ñòåìû, îïèñûâàåìîé â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ãäå íåëèíåéíàÿ

çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò ïàäàþùèé ó÷àñòîê è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýñàêè-Òñó,

è ðàññ÷èòàíû çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ èõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è êîýôôèöèåí-

òîâ íàðàñòàíèÿ/çàòóõàíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà

ê êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíå, ñîîòâåòñòâóþùåé âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâîñòè.
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• Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿíèå

êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ

âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå êàê òîëüêî îò âðåìåíè, òàê è îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé

êîîðäèíàòû.

• Ðàññìîòðåí âîïðîñ î âûáîðå îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðàñ÷¼-

òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó,

â ñèëó îñîáåííîñòåé êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, âîçìîæíî èñêëþ÷åíèå

èç ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

• Ïðè ïîìîùè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðîâåäåíà äèàãíîñòèêà óñòàíîâ-

ëåíèÿ ðåæèìà îáîáù¼ííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè â ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåìàõ (äèîäàõ Ïèðñà), ñâÿçàííûõ îä-

íîíàïðàâëåííî è âçàèìíî.

• Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðîâåäåíà äèàãíîñòèêà êîëåáà-

òåëüíûõ ðåæèìîâ â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå ýëåêòðîííîé ïðèðî-

äû, â êîòîðîé íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà îò

íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò ïàäàþùèé ó÷àñòîê è îïèñûâàåòñÿ

ôîðìóëîé Ýñàêè-Òñó, ñâÿçàííîé ñ ñèñòåìîé ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ëè÷íûé âêëàä

Îñíîâó äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî ñîèñêàòåëåì. Èì âûïîë-

íåíû âñå ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû. Ïîñòàíîâêà çàäà÷, ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ

èõ ðåøåíèÿ, îáúÿñíåíèå è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ áûëè îñóùåñòâëåíû ëèáî ëè÷íî

àâòîðîì, ëèáî ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû, îáóñëîâëåíà ðåøåíèåì âàæíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìû ðàäèîôèçèêè è

íåëèíåéíîé äèíàìèêè, ñâÿçàííîé ñ èçó÷åíèåì ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â
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ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ýëåêòðîííîé ïðèðîäû. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷è-

ìîñòü ðàáîòû ñâÿçàíà, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ è ðàçðàáîòàííûõ ïîäõîäîâ äëÿ àíàëèçà øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ, ýëåêòðîííî-âîëíîâûõ è òâåðäîòåëü-

íûõ óñòðîéñòâ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè, ÷òî ìîæåò íàéòè øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè

ñëîæíûõ ðåæèìîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè, ðåàëèçóþùèõñÿ â ðåàëüíûõ

ïðèáîðàõ, ãäå èññëåäóåìûå ñèñòåìû ïîäâåðãàþòñÿ âëèÿíèþ âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ

ïîëåé, ðåçîíàíñíûõ êîíòóðîâ è âîëíîâåäóùèõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â ñâÿçàííûõ ðàñïðåäåëåííûõ

ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ â êîíòåêñòå ðàçðàáîòêè ñèñòåì ñêðûòîé ïåðå-

äà÷è èíôîðìàöèè, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïàõ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.

Îñíîâíûå íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñè-

ìûå íà çàùèòó

1. Â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé àêòèâíîé ñðåäå, ãäå íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïè-

ñûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýñàêè-Òñó, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ

ðåàëèçóåòñÿ áëèçêîå ê îäíîðîäíîìó ïî ïðîñòðàíñòâó ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, êî-

òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð áëèçêèõ ïî çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïðè

óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ

îòëè÷íûì îò îäíîðîäíîãî è çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â ñïåêòðå íà÷èíàþò

ðàçëè÷àòüñÿ. Ïðè ýòîì, êàê â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè, òàê è â ðåæèìå ãåíåðà-

öèè, â ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îñòàþòñÿ ïîïàðíî îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ,

÷òî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì âîçìóùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ îäèíàêîâûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè çàòóõàíèÿ/íàðàñòàíèÿ è ÷àñòîòàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì,

íî îäèíàêîâîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé.

2. Ïðè âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè çíà÷åíèÿ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ, â

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå, â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè

íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò ïàäàþùèé ó÷à-

ñòîê, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè â ñèñòåìå âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ êâàçè-
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ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ìîäóëÿöèåé ñêîðîñòè âîçíèêàþùèõ

â íåé íåñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîííûõ ñòðóêòóð, è õàîòè÷åñêàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñòðóêòóðàì, ïîÿâëÿþùèìñÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè è äâèæóùèìñÿ ñ ðàçëè÷-

íûìè ñêîðîñòÿìè.

3. Â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå, ãäå çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè íîñèòåëåé

çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Ýñàêè-

Òñó, à çàêîí èíæåêöèè íîñèòåëåé çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ýìèòòåðà,

ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäèíàêîâûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé-

÷èâûìè, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ýìèòòåðà.

4. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñèñòåìà ñâÿçàíà ñ êîíå÷íîìåð-

íîé ïîäñèñòåìîé, äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â îïîðíîå ñîñòîÿíèå

íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü âñå âåëè÷èíû (êðîìå òåõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû

÷åðåç îñòàëüíûå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå îïåðàòîðîâ

èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå), îïðå-

äåëèâ ïðè ýòîì äèíàìèêó çàâèñÿùèõ òîëüêî îò âðåìåíè âåëè÷èí âî âñåõ òî÷êàõ

ðàññìàòðèâàåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îíà ñîäåðæèò

121 ñòðàíèöó òåêñòà, âêëþ÷àÿ 42 èëëþñòðàöèè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 126 íà-

èìåíîâàíèé.

Ââåäåíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îòðàæàåò àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû èññëå-

äîâàíèÿ, ñîäåðæèò öåëü ðàáîòû, îïèñàíèå íàó÷íîé íîâèçíû è ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, à òàêæå ñâå-

äåíèÿ îá àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ.

ÂÏåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêà-

çàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì ýëåêòðîííîé ïðèðîäû,

îñíîâàííûé íà íåïðåðûâíîì â ïðîñòðàíñòâå îïèñàíèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è åãî âîç-

ìóùåíèé. Àïðîáàöèÿ ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé ìîäåëè ðàñïðåäåë¼í-
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íîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé íîñèòåëè çàðÿäîâ, îñíîâàííîé íà ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå

óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè è Ïóàññîíà è èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñêîðî-

ñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùåé ïàäàþùèé

ó÷àñòîê è îïèñûâàþùåéñÿ ôîðìóëîé Ýñàêè-Òñó.

Â ðåæèìå àâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðè èçìåíåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà, íà îñíîâàíèè êîòîðî-

ãî èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è âîçìîæíîñòü ðåàëè-

çàöèè â íåé ñëîæíûõ ðåæèìîâ íåñòàöèîíàðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè.

Ïîìèìî àâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè-

÷åñêèå ðåæèìû, íàáëþäàþùèåñÿ â èññëåäóåìîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå ïîä âëèÿíèåì

âíåøíèõ ôàêòîðîâ. Â êà÷åñòâå âíåøíèõ ôàêòîðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå âíåøíå-

ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó÷èòûâàþùååñÿ â äàííîé ìîäåëè ïðè ïîìîùè ìîäèôèöèðîâàííîé

çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà, è ïåðèîäè÷åñêàÿ ìîäóëÿöèÿ çíà÷åíèÿ ïðèëî-

æåííîãî ê ñèñòåìå íàïðÿæåíèÿ. Ïðè ïîìîùè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â äàííîì

ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, íàáëþäàþùèõñÿ â ñèñòåìå ïðè èçìå-

íåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ. Âìåñòå ñ ðàññìîòðåíèåì ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â ðÿäå ñëó÷àåâ èññëåäóþòñÿ âðåìåííûå ðÿäû è ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííûå çàâèñèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìèêå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàñ÷¼òå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ êàê äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííû-

ìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò âðåìåíèXi(t), òàê è ïåðåìåííûìè, çàâèñÿùèìè è îò âðåìåíè,

è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû, Yj(x, t). Â ðàìêàõ äàííîé ãëàâû ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä

ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ òàêèõ ñèñòåì è ïðîâîäèòñÿ åãî àïðîáàöèÿ íà

ïðèìåðå àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû ýëåêòðîí-

íîé ïðèðîäû ñ âíåøíèì RLC-êîíòóðîì. Ïðè ïîìîùè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, íàáëþäàþùèõñÿ â äàííîé ñè-

ñòåìå ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ êîíòóðà.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé äèíàìèêè âîçìóùåíèé íåîäíîðîäíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó ñòàöèîíàðíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ìîäåëüíîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû, îïèñàííîé â ïåðâîé ãëàâå, è âûÿâëåíèþ

íåëèíåéíî-äèíàìè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â ïîâåäåíèè íàáîðà âîçìóùåíèé ïðè ïðè-
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áëèæåíèè çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ê òî÷êå áèôóðêàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé

âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâîñòè.

Â ðàìêàõ äàííîé ãëàâû ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîé àíàëèòè÷åñêîé îöåí-

êè êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèÿ îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû è

ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì äàííàÿ îöåíêà îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé. Ïîìè-

ìî ïðèáëèæ¼ííîé îöåíêè âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèÿ, â ðàáîòå

ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä àíàëèçà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè âñåãî íàáîðà âîçìó-

ùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, íå òðåáóþùèé èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ âðåìåííîé äèíàìèêè ñèñòåìû è å¼ âîçìóùåíèé. Â äàííîé ãëàâå äåìîíñòðèðóåòñÿ

ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çàòóõà-

íèÿ/íàðàñòàíèÿ, ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîôèëåé âîçìóùåíèé äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèå êàê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ èññëåäóå-

ìîé ñèñòåìû, òàê è ñëó÷àþ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè. Äëÿ ñëó÷àÿ íåñòàöèîíàðíîãî

ïîâåäåíèÿ ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòèê âîçìóùåíèé ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

êîëåáàíèé, ðåàëèçóþùèõñÿ â ñèñòåìå, è îáñóæäàåòñÿ èõ âçàèìîñâÿçü. Íà îñíîâàíèè

ðàññìîòðåíèÿ äèíàìèêè ìàëûõ âîçìóùåíèé â ðàìêàõ äàííîé ãëàâû ïðîâîäèòñÿ àíàëèç

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò òèïà õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùåé çàêîí èíæåêöèè íîñè-

òåëåé çàðÿäà.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà

ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëü-

òàòîâ àíàëèçà äèíàìèêè âîçìóùåíèé ñî çíà÷åíèÿìè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà,

ðàññ÷èòàííûìè äëÿ äàííîé ñèñòåìû â ïåðâîé ãëàâå.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìî-

ùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà ñëîæ-

íûõ ðåæèìîâ íåñòàöèîíàðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ýòàëîííûõ ðàñïðå-

äåë¼ííûõ ñèñòåì ýëåêòðîííîé ïðèðîäû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ðàññìîòðåíû äèîä Ïèðñà â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è ëàìïà îáðàòíîé âîëíû ñ

ïîïåðå÷íûì ïîëåì, ÿâëÿþùèåñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ óñòðîéñòâ ýëåê-

òðîíèêè ÑÂ× [5,6].
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Â ðàìêàõ äàííîé ãëàâû îïèñàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà äëÿ ñëó÷àÿ àâòîíîìíîé äèíàìèêè èññëåäóåìûõ ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì. Ðàñ-

ñìîòðåíû ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû, íàáëþäàþùèåñÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñè-

ñòåìàõ ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ êàê

âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè, òàê è ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêîé è ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíà-

ìèêå.

Ïîìèìî àâòîíîìíîé äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì â ðàìêàõ

òðåòüåé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èçó÷åíû òàêæå äèíàìè÷åñêèå ðå-

æèìû, ðåàëèçóþùèåñÿ â ñâÿçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ ïðè âà-

ðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè. Äëÿ ýòèõ öåëåé áûëè ðàññìîòðåíû ñâÿçàííûå ïó÷êîâî-

ïëàçìåííûå ñèñòåìû, íàõîäÿùèåñÿ â ðåæèìå õàîòè÷åñêîé ãåíåðàöèè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíî-

íàïðàâëåííîé è âçàèìíîé ñâÿçè áûëè ðàññ÷èòàíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ñïåêòðû ïîêà-

çàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Â çàêëþ÷åíèå òðåòüåé ãëàâû ðàññìîòðåí âîïðîñ âûáîðà íàáîðà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â

ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåíî ñèñòåìû, äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàñ÷åòà ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî âûáîðà âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ

äàííîå ñîñòîÿíèå. Ðàçðàáîòàííàÿ êîíöåïöèÿ ïðèìåíåíà äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòå-

ëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ýòàëîííûõ ñèñòåì ýëåêòðîííîé ïðèðîäû.

Â Çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû èòîãè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû è íàìå÷åíû íàïðàâëåíèÿ âîçìîæíûõ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â

äàííîì íàïðàâëåíèè.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìå-

òîäû, ðàçðàáîòàííûå â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ, òàê æå, êàê àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå

ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå â í¼ì, áàçèðóþòñÿ íà èçâåñòíûõ ðàíåå çàêîíàõ íåëèíåéíîé

äèíàìèêè è ðàäèîôèçèêè è àïðîáèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ àëãîðèò-

ìàõ. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ

è ñîîòâåòñòâèåì èõ îáùåïðèçíàííûì è îïóáëèêîâàííûì ðàíåå äàííûì. Ïîëó÷åííûå

16



â ðàáîòå ðåçóëüòàòû íå ïðîòèâîðå÷àò ðåçóëüòàòàì, îïóáëèêîâàííûì â ðàáîòàõ äðóãèõ

àâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ è ïóáëèêàöèè

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ôèçèêè îòêðûòûõ ñèñòåì

ôàêóëüòåòà íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ è â ÎÔÍÑ ÍÈÈ ÅÍ ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

áþäæåòíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

�Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî�.

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èñïîëüçîâàëèñü ïðè âûïîëíåíèè íàó÷íî�èññëå-

äîâàòåëüñêèõ ðàáîò ïî ãðàíòàì:

• �Õàîòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì (ýòàëîí-

íûå ìîäåëè òåîðèè âîëí, óñòðîéñòâà ÑÂ× è ÒÃö ýëåêòðîíèêè)�, ãðàíò Ïðåçèäåí-

òà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ

ó÷¼íûõ -� êàíäèäàòîâ íàóê ÌÊ-672.2012.2, 2012-2013, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �-

ê.ô.-ì.í., äîöåíò Î.È. Ìîñêàëåíêî.

• �Îñíîâû òåîðèè íåëèíåéíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÿâëåíèé â íî-

âûõ âàêóóìíûõ è òâåðäîòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ òåðàãåðöîâîãî äèàïàçîíà è èõ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå íà áîëåå íèçêèõ ÷àñòîòàõ�, ãðàíò Ïðåçèäåíòà Ðîñ-

ñèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ

ÍØ-1430.2012.2, 2012-2013, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �- ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîð

Ä.È. Òðóáåöêîâ.

• �Ìåòîäû èíòåãðèðîâàííûõ òåõíîëîãèé, îñíîâàííûå íà ïîäõîäàõ íåëèíåéíîé äè-

íàìèêè, äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ (íàíîóñòðîéñòâà äëÿ ãå-

íåðàöèè ñóáòåðàãåðöîâîãî è òåðàãåðöîâîãî èçëó÷åíèÿ è èõ èñïîëüçîâàíèå â

èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåìàõ, â ìåäèöèíñêèõ è èññëåäîâà-

òåëüñêèõ öåëÿõ äëÿ àíàëèçà áèîëîãè÷åñêèõ è êîãíèòèâíûõ ïðîöåññîâ)�, Ôåäå-

ðàëüíàÿ öåëåâàÿ ïðîãðàììà �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöè-

îííîé Ðîññèè íà 2009�2013 ãîäû� â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèÿ 1.1 �Ïðîâåäåíèå íàó÷-

íûõ èññëåäîâàíèé êîëëåêòèâàìè íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûõ öåíòðîâ�, ñîãëàøåíèå
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� 14.B37.21.0059, 2012-2013, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �� ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð À.Å.

Õðàìîâ.

• �Èññëåäîâàíèå ïîëóïðîâîäíèêîâîé íàíîñòðóêòóðû è âîçìîæíîñòè å¼ ïðèìåíå-

íèÿ â èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ â òåðàãåðöîâîì äèàïàçîíå�, Ôåäåðàëüíàÿ öåëå-

âàÿ ïðîãðàììà �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè

íà 2009�2013 ãîäû� â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèÿ 1.5 �Ïðîâåäåíèå íàó÷íûõ èññëåäîâà-

íèé êîëëåêòèâàìè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðèãëàøåííûõ èññëåäîâàòåëåé�, ñîãëàøåíèå

� 14.B37.21.1207, 2012-2013, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �- ê.ô.-ì.í., ñ.í.ñ. À.Ã. Áàëà-

íîâ.

• �Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è õàîñ â ñèñòåìå âñòðå÷íûõ ýëåêòðîííûõ ïîòîêîâ ñ âèð-

òóàëüíûìè êàòîäàìè�, Ðîññèéñêèé ôîíä ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (12-02-

31035 ìîë_à), íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �- ê.ô.-ì.í., Ð.À. Ôèëàòîâ.

• �Àíàëèç íåëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ìîùíûõ ýëåêòðîííûõ ÑÂ× ïðè-

áîðàõ ãèãàåðöîâîãî è òåðàãåðöîâîãî äèàïàçîíà (ëàçåðû íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-

íàõ, ãèðîïðèáîðû, âèðêàòîðû)�, Ðîññèéñêèé ôîíä ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé (13-02-90406 Óêð_ô_à), íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð À.À.

Êîðîíîâñêèé.

• �Óñèëåíèå, ãåíåðàöèÿ è îáðàáîòêà ñèãíàëîâ ñóáòåðàãåðöîâîãî è òåðàãåðöîâîãî äèà-

ïàçîíîâ â ïåðñïåêòèâíûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåìàõ è ïîëóïðîâîäíèêîâûõ íà-

íîñòðóêòóðàõ�, Ðîññèéñêèé íàó÷íûé ôîíä, êîíêóðñ 2014 ãîäà �Ïðîâåäåíèå ôóí-

äàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé è ïîèñêîâûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé îòäåëü-

íûìè íàó÷íûìè ãðóïïàìè�, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �- ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð À.Å.

Õðàìîâ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, íåîäíîêðàòíî äî-

êëàäûâàëèñü íà ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ è îòðàæåíû â òåçèñàõ

äîêëàäîâ 20-é Ìåæäóíàðîäíîé Êðûìñêîé êîíôåðåíöèè �ÑÂ×-òåõíèêà è òåëåêîììó-

íèêàöèîííûå òåõíîëîãèè� (Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà, 2010) [41, 42], 22-é Ìåæäóíàðîäíîé

Êðûìñêîé êîíôåðåíöèè �ÑÂ×-òåõíèêà è òåëåêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè� (Ñåâàñòî-

ïîëü, Óêðàèíà, 2012) [43], 23-é Ìåæäóíàðîäíîé Êðûìñêîé êîíôåðåíöèè �ÑÂ×-òåõíèêà
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è òåëåêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè� (Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà, 2013) [44,45], 24-é Ìåæ-

äóíàðîäíîé Êðûìñêîé êîíôåðåíöèè �ÑÂ×-òåõíèêà è òåëåêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëî-

ãèè� (Ñåâàñòîïîëü, Ðîññèÿ, 2014) [46, 47], ÕIII Âñåðîññèéñêîé øêîëû-ñåìèíàðà �Ôèçè-

êà è ïðèìåíåíèå ìèêðîâîëí� (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2011) [48], ÕIII Âñåðîññèéñêîé øêîëû-

ñåìèíàðà �Âîëíîâûå ÿâëåíèÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ� (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2012) [49, 50],

XIV Âñåðîññèéñêîé øêîëû-ñåìèíàðà �Ôèçèêà è ïðèìåíåíèå ìèêðîâîëí� (Ìîñêâà, Ðîñ-

ñèÿ, 2013) [51, 52], XIV Âñåðîññèéñêîé øêîëû-ñåìèíàðà �Âîëíîâûå ÿâëåíèÿ â íåîäíî-

ðîäíûõ ñðåäàõ� (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2014) [53], IX Ìåæäóíàðîäíîé øêîëû �Õàîòè÷åñêèå

àâòîêîëåáàíèÿ è îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð� (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ, 2010) [54], X Ìåæäóíàðîä-

íîé øêîëû �Õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ è îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð� (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ,

2013) [55, 56], ÕÓ Ìåæäóíàðîäíîé çèìíåé øêîëû-ñåìèíàðà ïî ýëåêòðîíèêå ñâåðõâûñî-

êèõ ÷àñòîò è ðàäèîôèçèêå (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ, 2012) [57, 58], Ìåæäóíàðîäíîé Íàó÷íî-

Òåõíè÷åñêîé Êîíôåðåíöèè, ïðèóðî÷åííîé ê 50-ëåòèþ ÌÐÒÈ-ÁÃÓÈÐ (Ìèíñê, Áåëà-

ðóñü, 2014) [59] (âñåãî 19 îïóáëèêîâàííûõ òåçèñîâ äîêëàäîâ).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ æóðíàëàõ, òàêèõ êàê �Physical Review Letters� [60], �Physical Review B� [61],

�Applied Physics Letters� [62], �Europhysics Letters� [63], �Physics of Plasmas� [64], �Physics

of Wave Phenomena� [65], �Ïèñüìà â Æóðíàë Òåõíè÷åñêîé Ôèçèêè� [66], �Âåñòíèê Òàì-

áîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà� [67], �Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ïðèêëàäíàÿ íåëèíåéíàÿ

äèíàìèêà� [68�70], �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ôèçè÷åñêàÿ� [71�75], (âñåãî 16 ñòàòåé â æóð-

íàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ

äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê). Ïî ìàòåðèàëàì

äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû 2 ñâèäåòåëüñòâà î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ

ÝÂÌ [76,77].

Èññëåäîâàíèÿ, âîøåäøèå â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó, áûëè ïîääåðæàíû ñòèïåíäè-

àëüíîé ïðîãðàììîé Ôîíäà íåêîììåð÷åñêèõ ïðîãðàìì Äèíàñòèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè-

êîâ (2012), ãðàíòîì Ôîíäà íåêîììåð÷åñêèõ ïðîãðàìì �Äèíàñòèÿ� äëÿ àñïèðàíòîâ è

ìîëîäûõ ó÷¼íûõ áåç ñòåïåíè (2014) ñòèïåíäèàëüíîé ïðîãðàììîé Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ

ìîëîäûõ ó÷¼íûõ, îñóùåñòâëÿþùèõ ïåðñïåêòèâíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè

ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ìîäåðíèçàöèè ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè (2015).
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Ãëàâà 1

Àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ

òðàíñïîðòà çàðÿäà â

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìå, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ

íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè

íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæåííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

[60�63,67,70,74,75]

Â íàñòîÿùåé ãëàâå îïèñàí àëãîðèòì ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ

íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðåæ-

äå âñåãî, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì) è ïðîâîäèòñÿ åãî àïðîáàöèÿ íà

ïðèìåðå ìîäåëüíûõ ñèñòåì. Ðàçäåë 1.1 ñîäåðæèò îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà, âêëþ-

÷àÿ ìîäèôèöèðîâàííóþ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìèðîâêè Ãðàìà-Øìèäòà äëÿ

ïîñòðîåíèÿ íàáîðà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé. Â ðàçäåëå 1.2
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ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ ìåòîäà íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé íåëèíåéíîé àêòèâíîé ðàñïðåäåë¼í-

íîé ñðåäå, ñîäåðæàùåé íîñèòåëè çàðÿäà. Äàííûé ðàçäåë ñîäåðæèò îïèñàíèå èñïîëüçó-

åìîé ìîäåëè è ðåçóëüòàòû àíàëèçà àâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû ïðè âàðüèðîâàíèè

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Ðàçäåë 1.3 ïîñâÿù¼í ðàñ÷¼òó è ïîñëåäóþùåìó ïðèìåíåíèþ

ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà íåàâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû ïðè èçìå-

íåíèè ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Â ðàçäåëå 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü

ðàñ÷åòà è ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû, ñîñòîÿíèå

êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ÷àñòü èç êîòîðûõ çàâèñèò

òîëüêî îò âðåìåíè, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå çàâèñÿò êàê îò âðåìåíè, òàê è îò ïðî-

ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1.5.

1.1 Àëãîðèòì ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìåòîä ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå àíàëèçèðóåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû îïðåäå-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé U(x, t) (â îáùåì ñëó÷àå, âåêòîðíîé), çàâèñÿùåé îò âðåìåíè t è ïðî-

ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x1. Ýâîëþöèÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

L̂(U(x, t)) = 0, (1.1)

êîòîðûé äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, èìååò âèä ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì ÷èñëî ïîêàçà-

òåëåé Ëÿïóíîâà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-

íîâà, î÷åâèäíî, ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàñ÷¼òîì ïåðâûõ N ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé.

Â ýòîì ñëó÷àå U(x, t) âûñòóïàåò â êà÷åñòâå îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî

1Â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ âûáîð íàáîðà âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå ñèñòåìû, â êà÷åñòâå

ñîñòîÿíèÿ, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Áîëåå

òîãî, íåóäà÷íîå îïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì. Áîëåå

ïîäðîáíî äàííûé âîïðîñ ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 3.4 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
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ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå N ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå òîæå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ-

ìè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ N ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ

íàáîð âîçìóùåíèéVi(x, t), i = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþùèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè

(Vi,Vj) =

 1, i = j

0, i ̸= j
(1.2)

ãäå (U,V) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû

îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì èç N äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

U = (X1(x, t) . . . XN(x, t))
T ,

V = (Y1(x, t) . . . YN(x, t))
T ,

(1.3)

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò âèä

(U,V) =
N∑
i=1

∫ 1

0

(Xi(x)Yi(x))dx. (1.4)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà â ðîëè ñîñòîÿíèÿ âûñòóïàåò äåéñòâèòåëüíàÿ

èëè êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ (êàê â ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [78] èëè [16]), íå

âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, åñëè

ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî èíûì îáðàçîì (÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîá-

õîäèìûì â öåëîì ðÿäå ôèçè÷åñêèõ çàäà÷), òî è îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â ýòîì ñëó÷àå òàêæå äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî ïî-èíîìó. Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå âûáî-

ðà ñîñòîÿíèÿ, íåïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû

òàêæå ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì.

Äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (1.2) âñå âîçìóùåíèÿ Vi(x, t) äîëæíû

òàêæå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íîðìèðîâêè

||Vi(x, 0)|| = 1. (1.5)
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Íàáîð âîçìóùåíèé Vi(x, t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.2) è (1.5) ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà

Vi =
Ṽi(x, 0)

||Ṽi(x, 0)||
=

Ṽi(x, 0)√
(Ṽi(x, 0), Ṽi(x, 0))

Ṽ1(x, 0) = φ1(x)

Ṽi+1(x, 0) = φi+1(x)−
i∑

k=1

(Vk, φi+1)Vk(x, 0), (i = 1, 2, . . . , N − 1),

(1.6)

ãäå φ1(x), φ2(x), . . . , φN(x) � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé,

îïðåäåëåííûõ íà äëèíå L ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìû íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè êàê ñîñòîÿíèÿ U(x, t) èññëå-

äóåìîé ñèñòåìû, òàê è âñåõ âîçìóùåíèé Vi(x, t). Ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèÿ Ũ(x, t) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.1), â òî âðåìÿ êàê ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé Vi(x, t) áóäåò îïðå-

äåëÿòüñÿ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè

∂L̂(U(x, t),Vi(x, t)) = 0, (1.7)

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ëèíåàðèçàöèè îïåðàòîðà (1.1) â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ

U(x, t).

Ïî èñòå÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè äëèòåëüíîñòüþ T ïîëó÷åííûé íàáîð âîçìóùåíèé

Vi(x, T ) íåîáõîäèìî ñíîâà ïîäâåðãàòü ïðîöåäóðå îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìàëèçàöèè ïî

Ãðàìó�Øìèäòó, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íàáîðà ôóíêöèé φi(x) âûñòóïàåò ðàññìàòðèâàåìîå

ìíîæåñòâî âîçìóùåíèé Vi(x, T ), èíûìè ñëîâàìè,

φi(x) = Vi(x, T ). (1.8)

Îïèñàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïîâòîðÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç

M , ïðè ýòîì ïî õîäó âû÷èñëåíèé ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ñóììû

Si =
M∑
j=1

ln ||Ṽi(x, jT )||, (1.9)

â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ âîçìóùåíèÿ äî ïåðåíîðìèðîâêè, íî ïîñëå îðòîãîíàëèçàöèè.

Îöåíêà çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Λi =
Si

MT
. (1.10)
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1.2 Àíàëèç àâòîíîìíîé äèíàìèêè ðàñïðåäåë¼ííîé ñè-

ñòåìû

Äëÿ àïðîáàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàñ÷¼òà è äîêàçàòåëüñòâà åãî ýôôåêòèâíîñòè ðàñ-

ñìîòðèì ýòàëîííóþ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé àêòèâíîé ñðåäû, êîòîðàÿ

îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (1.11) è óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (1.12).

Ïîäîáíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðàíñïîð-

òà çàðÿäà â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ýòàëîííûìè ìî-

äåëÿìè ðàçëè÷íûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ è òâåðäîòåëüíûõ óñòðîéñòâ ÑÂ× ýëåêòðîíè-

êè [79�87]. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà îáú¼ìíîé

ïëîòíîñòè (êîíöåíòðàöèè) íîñèòåëåé çàðÿäà n′(x′, t′) îáóñëàâëèâàåò èçìåíåíèå âî âðå-

ìåíè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F ′(x′, t′)

(çäåñü è äàëåå øòðèõè îêîëî ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àþò ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, òîãäà êàê

ïåðåìåííûå áåç øòðèõîâ ñîîòâåòñòâóþò áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, êîòîðûå, â îñíîâíîì,

è èñïîëüçóþòñÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå):

∂n′

∂t′
= − 1

e′
∂J ′

∂x′
, (1.11)

∂F ′

∂x′
=

e′

ϵ′0ϵ
′
r

(n′ − n′
0). (1.12)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.11) - (1.12) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàñ-

ïðåäåë¼ííûõ àêòèâíûõ ñðåä ñ îòíîñèòåëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ϵ′r è

ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèé íîñèòåëåé çàðÿäà n′
0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè òîêà J ′(x′, t′) â äàííîé ìîäåëè, â ñëó÷àå, êîãäà

äâèæåíèå íîñèòåëåé çàðÿäà, îáóñëîâëåííîå äèôôóçèåé, íåçíà÷èòåëüíî, èñïîëüçóåòñÿ

äðåéôîâîå ïðèáëèæåíèå [84,88]

J ′(x′, t′) = e′n′(x′, t′)v′d(F
′(x′, t′)). (1.13)

Çäåñü v′d(F
′(x′, t′)) ñîîòâåòñòâóåò çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿ-

æ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âèä äàííîé çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿåò ìàêðîñêîïè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû è çàâèñèò îò å¼ õàðàêòåðè-

ñòèê, âêëþ÷àþùèõ çîííóþ ñòðóêòóðó, ïëîòíîñòü ïëàçìû (â ñëó÷àå àíàëèçà ïó÷êîâî-
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ïëàçìåííûõ ïðèáîðîâ), ðàññåÿíèå íîñèòåëåé çàðÿäà è äðóãèå íåëèíåéíûå ýôôåêòû,

ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè ñòðîåíèÿ âåùåñòâà.

Â óñòðîéñòâàõ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè äàííàÿ çàâèñèìîñòü, êàê ïðàâèëî ëèíåéíàÿ, ÷òî

ñâÿçàíî ñ áîëüøîé äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà íîñèòåëåé çàðÿäà [5,6]. Â òâåðäîòåëüíûõ

óñòðîéñòâàõ, çàâèñèìîñòü v′d(F
′) ìîæåò èìåòü êàê ëèíåéíûé õàðàêòåð, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç îìè÷åñêèå îáëàñòè (òåîðèÿ Äðóäå), òàê è íåëèíåéíûé,

íàáëþäàþùèéñÿ â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ [89�93].

Áîëüøîé ôóíäàìåíòàëüíûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû, â êî-

òîðûõ âåëè÷èíà ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà çàâèñèò îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ íåìîíîòîííî, èíûìè ñëîâàìè, êîãäà íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ äèôôåðåíöèàëü-

íàÿ ïðîâîäèìîñòü [84,94�98].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè

ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ðàçëè÷íûìè ôàêòîðàìè, ñðåäè êîòîðûõ � îñîáåííîñòè çîííîé

ñòðóêòóðû, ðàññåÿíèå íîñèòåëåé çàðÿäà, Áëîõîâñêèå êîëåáàíèÿ ýëåêòðîíîâ è äð. [88,99].

Îäíàêî, â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âëèÿíèå äàííûõ ôàêòîðîâ íå ó÷èòûâàåòñÿ

è íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, à èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü v′d(F
′).

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíà çàâèñèìîñòü v′d(F
′), ñîäåðæàùàÿ ó÷àñòîê

îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè è îïèñûâàþùàÿñÿ ïðè ïîìîùè ñîîò-

íîøåíèÿ Ýñàêè-Òñó [100]

v′d(F
′(x′, t′)) = α′ µ′F ′(x′, t′)

1 + (µ′F ′(x′, t′))2
, (1.14)

ãäå çíà÷åíèÿ α′ = 5.6 × 104 ì/ñ è µ′ = 3.15 × 10−6 ì/Â ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì

ñðåäû [101].

Äëÿ óäîáñòâà âñå èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå îñóùåñòâëÿëèñü â áåçðàç-

ìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Çàïèñàííûå âûøå óðàâíåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

∂n

∂t
= −β∂J

∂x
(1.15)

∂F

∂x
= ν(n− 1). (1.16)

J(x, t) = n(x, t)vd(F (x, t)) (1.17)

vd(F (x, t)) =
F (x, t)

1 + (F (x, t))2
, (1.18)

25



 0.0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  2  4  6  8  10

vd(F)

F

Ðèñ. 1.1: Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ (1.18), ïîñòðîåííàÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

ãäå β = 0.03 è ν = 15 � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå èññëåäóåìóþ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ íîñèòåëÿ çàðÿäà.

Íà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà vd

îò áåçðàçìåðíîé íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F , êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðè

âû÷èñëåíèÿõ. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñêîðîñòü

íîñèòåëåé çàðÿäà âîçðàñòàåò è ïðè F = Fm = 1 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Äàëüíåéøåå

óâåëè÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà è, ñîîò-

âåòñòâåííî, ê îáðàçîâàíèþ ó÷àñòêà îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñóíêå 1.1). Ïîäîáíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè vd(F ) ìîæåò áûòü

ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîé ðàñïðå-

äåë¼ííîé ñèñòåìû, îáóñëîâëåííûõ ãðóïïèðîâêîé íîñèòåëåé çàðÿäà.

Ðàññìîòðåííûå óðàâíåíèÿ (1.15), (1.16), (1.17), (1.18) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïåðàòîð

ýâîëþöèè èññëåäóåìîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïðè ýòîì, îïðåäå-

ëÿåòñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè êîíöåíòðàöèè

íîñèòåëåé çàðÿäà n(x), íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F (x) è ïëîòíîñòè òîêà J(x).

Óðàâíåíèÿ (1.15), (1.16), (1.17), (1.18) äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

J(0, t) = sF (0, t), (1.19)

V =

∫
F (x)dx, (1.20)

ñîîòâåòñòâóþùèìè äâèæåíèþ íîñèòåëåé çàðÿäà íà âõîäå â ñèñòåìó (â äàííîì ñëó÷àå

ðàññìàòðèâàåòñÿ îìè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ãäå s� ïðîâîäèìîñòü) è ðàçíîñòè ïîòåí-
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öèàëîâ, ïðèëîæåííîé ê åå ãðàíèöàì. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé è ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåò-

ðà.

Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåí-

íîå ìîäåëèðîâàíèå. Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíî ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû ðàç-

áèâàåòñÿ íà N ñëîåâ øèðèíîé ∆x.

Îáîçíà÷èâ êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ â ñëîå ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì m êàê nm, óðàâ-

íåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà â ñëîå m ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äèñêðåòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (1.15) [84, 102].

∆x
dnm

dt
= β(Jm−1 − Jm), m = 1 . . . N, (1.21)

ãäå Jm−1 è Jm � ïëîòíîñòè òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöó m-ãî

ñëîÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîòíîñòü òîêà Jm îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Jm = nmvd(Fm), (1.22)

ãäå vd(Fm) îïèñûâàåò ñêîðîñòü ýëåêòðîíà â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ Fm â ñëîå m [101].

Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ m ñïðàâåäëèâî äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèå Ïóàññîíà

Fm+1 = ν (nm − 1) + Fm, m = 1 . . . N. (1.23)

Ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ V â äàííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.20), â êîòîðîì èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì N

ñëîÿì äèñêðåòèçîâàííîé ìîäåëè

V =
∆x

2

N∑
m=1

(Fm + Fm+1). (1.24)

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè íî-

ñèòåëåé çàðÿäà, ïîëó÷åííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V ,

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.2. Ðèñóíêè 1.2, à, á, â èëëþñòðèðóþò ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿ-

æ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (1.2, à), ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà
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Ðèñ. 1.2: Ñòàöèîíàðíûå âî âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (à), êîíöåí-

òðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà (á ) è ñèëû òîêà (â) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ íà

ñòðóêòóðå (êðèâàÿ 1 � V = 0.401, êðèâàÿ 2 � V = 0.603, êðèâàÿ 3 � V = 1.028).

Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ã) è êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé

çàðÿäà (ä) â ìîìåíò çàðîæäåíèÿ äîìåíà t1, åãî ðîñòà ïî ìåðå äâèæåíèÿ ê êîëëåêòî-

ðó ñòðóêòóðû t2 è â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ êîëëåêòîðà t3 â ðåæèìå ãåíåðàöèè ÑÂ× �

êîëåáàíèé. (å) Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñèëû òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç ñèñòåìó, äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ.
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(1.2, á ) è çàâèñèìîñòü ñèëû òîêà îò âðåìåíè (1.2, â). Êðèâûå 1, 2, 3 ïîëó÷åíû ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ (êðèâàÿ 1 � V = 0.401, êðèâàÿ 2 �

V = 0.603, êðèâàÿ 3 � V = 1.028). Ñîãëàñíî ðèñóíêó (1.2, â) ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â

äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.

Íà ðèñóíêàõ 1.2, ã, ä, å ïðîäåìîíñòðèðîâàí êîëåáàòåëüíûé ðåæèì. Êðèâûå íà ðè-

ñóíêàõ (1.2, ã, ä ) ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿì íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è

êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíî-

ìó ïåðèîäó êîëåáàíèé òîêà. Âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà â

äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ îáðàçîâàíèåì îáëàñòè ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèè íîñè-

òåëåé çàðÿäà, ïðè ýòîì, äàííàÿ îáëàñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

ôîðìèðóþùàÿñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà äâèæåòñÿ âäîëü ðàñïðåäåë¼í-

íîé ñèñòåìû è óâåëè÷èâàåòñÿ â ðàçìåðå (1.2, ã). Ïîäîáíàÿ äèíàìèêà êîíöåíòðàöèè íî-

ñèòåëåé çàðÿäà îáóñëàâëèâàåò íåñòàöèîíàðíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ äèíàìèêó

ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (1.2, ã).

Ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì îáúåêòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

ðåæèìîâ (ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ) ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè è

áèôóðêàöèîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè. Äëÿ ðàñ÷¼òà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðàññìàò-

ðèâàåìîé ìîäåëüíîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîé õàðàêòå-

ðèñòèêîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ îïðåäåëèì îïîðíîå ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñè-

ñòåìû êàê

U(x, t) = (F (x, t), J(x, t), n(x, t))T . (1.25)

Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà, îïðåäåëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ äèíàìèêó, â äàííîì

ñëó÷àå âûñòóïàåò ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.15), (1.16) (1.17) (1.18) ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.19) (1.20).

Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû (1.25) ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

V(x, t) = (F̃ (x, t), J̃(x, t), ñ(x, t))T . (1.26)
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Ýâîëþöèÿ äàííîãî âîçìóùåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîãëàñíî îïåðàòîðó

∂ñ

∂t
= −β∂J̃

∂x
,

∂F̃

∂x
= νñ

J̃ = ñvd(F ) + n
dvd(F )

dF
F̃

J̃(0, t) = sF̃ (0, t)∫
F̃ (x)dx = 0,

(1.27)

ïîëó÷åííîìó ïðè ïîìîùè ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé èñõîäíîé ìîäåëè â îêðåñòíîñòè

îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàñ÷¼òà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, äè-

íàìèêà âîçìóùåíèÿ ÷àñòî ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàññìîòðåíèÿ ñîñåäíèõ ôàçîâûõ

òðàåêòîðèé, ïîðîæä¼ííûõ êîïèÿìè èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, è îöåíêè èç-

ìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå [16]. Äàííûé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè, îäíàêî, îí îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì òîëüêî äî

òåõ ïîð, ïîêà äèíàìèêà âîçìóùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ýâîëþöèè, ÷òî

îïðåäåëèòü â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âåñüìà íåòðèâèàëüíî. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, èñïîëü-

çîâàíèå ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ

ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ñèñòåìû áó-

äåì èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ìîäåëü, îïèñàííóþ âûøå. Äèíàìèêà âîçìóùåíèé

áóäåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé

ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà (1.27)

∆x
∂ñn

∂t
= −β

(
J̃m − J̃m−1

)
,

F̃m+1 = νñm + F̃m,

J̃m = ñmvd(Fm) + nm
dvd(Fm)

dF
F̃m,

∆x

2

N∑
m=1

F̃m + F̃m+1 = 0,

J̃0 = sF̃0.

(1.28)

Â êîíòåêñòå àïðîáàöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàñ÷¼òà, âû÷èñëèì ñòàðøèé ïîêàçà-

òåëü Ëÿïóíîâà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, à òàêæå

äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêîé íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè. Äëÿ ýòîãî áóäåì îòñëåæèâàòü
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Ðèñ. 1.3: ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü âîçìóùåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ F̃ (x, t) â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé (a) è íåñòàöèîíàðíîé (á ) äèíàìèêè ñèñòåìû.

Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íîðìû (â,ã) âîçìóùåíèÿ (1.29) äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ

èçìåíåíèå íîðìû îñíîâíîãî (ïåðâîãî) âîçìóùåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

||V|| =
√
(V,V), (1.29)

ãäå
√
(V,V) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(V,V) =

∫ 1

0

(F̃ (x, t)F̃ (x, t) + J̃(x, t)J̃(x, t) + ñ(x, t)ñ(x, t))dx. (1.30)

Íà ðèñóíêå 1.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèíàìèêè âîç-

ìóùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíîé (a) è íåñòàöèîíàðíîé (á ) äèíàìèêè îïîðíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ñèñòåìû. Âèäíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå âîçìóùåíèå çàòóõàåò ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íîðìû äàííîãî âîçìóùåíèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå
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Ðèñ. 1.4: Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå çàâèñèìîñòè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ F (x, t) â ñòàöèîíàðíîì (a) è íåñòàöèîíàðíîì (á ) ðåæèìå. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé

ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, îïðåäåëåííîãî íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, îò äëè-

òåëüíîñòè ýòîãî èíòåðâàëà (â, ã) äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ

1.3, â. Íîðìà âîçìóùåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå óìåíüøàåòñÿ âî âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöèàëü-

íîìó çàêîíó. Â ðåæèìå ãåíåðàöèè, ñîãëàñíî ðèñóíêó (ã) íîðìà âîçìóùåíèÿ ýâîëþöèî-

íèðóåò ïî ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé, îïðåäåëÿåìîé ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêîé

îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì îíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé âî âðåìåíè, ÷òî, î÷åâèäíî,

ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà.

Äëÿ ÷èñëåííîé îöåíêè ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â ýòîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøå-

íèÿìè (1.9) è (1.10). Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ çíà÷å-

íèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿì, ïðèâåäåííûì íà ðèñóíêå 1.3,

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.4. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû

íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (1.4, a), ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà èìååò îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèå (1.4, â). Â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ñèñòåìû (1.4, â) ïîêàçàòåëü Ëÿ-

ïóíîâà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ (1.4, ã).

Ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòà-

öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âàæíî äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ óïðàâ-

ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäó îò ñòàöèîíàðíûõ âî âðåìåíè ê íåñòà-

32



-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 50  150  250  350  450

Λ1

V' (mV)

-0.5

V' 
*

Ðèñ. 1.5: Çàâèñèìîñòü ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà (çíà-

÷åíèÿ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ), ðàññ÷èòàííàÿ ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.

Ñòðåëêîé ïîêàçàíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçíèêíîâå-

íèþ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå.

öèîíàðíûì äèíàìè÷åñêèì ðåæèìàì. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìîäåëüíîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ñòàðøåãî ïîêàçàòå-

ëÿ Ëÿïóíîâà îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîãî ê ñèñòåìå íàïðÿæåíèÿ. Äàííàÿ çàâèñèìîñòü

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.5. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà âîç-

ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ñèñòåìå è ñòàíîâèòñÿ ðàâ-

íûì íóëþ â ñëó÷àå, êîãäà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Ïîâåäåíèå ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ V ′∗, íàéäåííîå

÷èñëåííî, ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.5 ñòðåëêîé.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 1.5 (âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè, èçëîæåííûìè â

ãëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû), ñâèäåòåëüñòâóþò î êîððåêòíîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà

ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà è îá ýôôåêòèâíîñòè åãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

ðåæèìîâ, ðåàëèçóþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îïèñàííóþ â ðàçäåëå 1.1. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íàáîð
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Ðèñ. 1.6: Çàâèñèìîñòü ïÿòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò çíà÷åíèÿ ïðèëîæåííîãî

íàïðÿæåíèÿ V ′

âîçìóùåíèé Vi, i = 1 . . . 6, ãäå

Vi(x, t) = (F̃i(x, t), J̃i(x, t), ñi(x, t))
T . (1.31)

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìèðîâêè (1.6), ðàññ÷èòàåì ñïåêòð ïîêà-

çàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V ′. Ïîëó÷åííûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðåäñòàâëåí

íà ðèñóíêå 1.6. Çàâèñèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâà, îòìå÷åíû êàê

Λ1 . . .Λ5. Âèäíî, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèåì ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ êðèòè÷å-

ñêîé âåëè÷èíû, â ñïåêòðå ïîÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà. Â ýòîò ìîìåíò âòî-

ðîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà òàêæå ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò

âîçíèêíîâåíèþ áèôóðêàöèè â ñèñòåìå è íàáëþäàåòñÿ òàêæå â ñèñòåìàõ ñî ñîñðåäîòî÷åí-

íûìè ïàðàìåòðàìè. Îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè â ñïåêòðå ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè è ñî-

îòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, âäîëü êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò ñáëèæåíèå �òðàåêòîðèé�. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå ïðèëîæåííîãî

íàïðÿæåíèÿ íå ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ äèíàìèêè ñèñòåìû. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò

íàëè÷èå â ñïåêòðå íóëåâîãî ñòàðøåãî è îòðèöàòåëüíûõ âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ïîêà-

çàòåëåé Ëÿïóíîâà â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà.
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Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî â èññëåäóåìîé ñèñòåìå â ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè

âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ áîëåå ñëîæ-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ è èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-

íîâà äëÿ èõ êëàññèôèêàöèè â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà íåàâòîíîìíàÿ

äèíàìèêà ñèñòåìû.

1.3 Àíàëèç íåàâòîíîìíîé äèíàìèêè ðàñïðåäåë¼ííîé

ñèñòåìû

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåí-

íûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, â ðàññìàòðè-

âàåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå â ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè âîç-

ìîæíà ðåàëèçàöèÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû ìîäèôèêàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè,

âêëþ÷àþùèå èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñëîæíîãî âèäà íåëèíåéíîé ôóíêöèè vd(F ) è íàëè÷èå

ïåðèîäè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âíåøíåå âîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò, à çàâèñè-

ìîñòü ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ vd(F ) èìååò

áîëåå ñëîæíûé âèä. Èñïîëüçóåìàÿ çàâèñèìîñòü vd(F ) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.7, a

øòðèõîâîé ëèíèåé. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ íà ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü vd(F ),

îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé Ýñàêó-Òñó (1.18). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûì îò-

ëè÷èåì ìåæäó äàííûìè çàâèñèìîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ïèêà è, ñî-

îòâåòñòâåííî, äîïîëíèòåëüíîãî ó÷àñòêà îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìî-

ñòè. Ïîäîáíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè vd(F ) ìîæåò áûòü îáóñëîâëåí öèêëîòðîííûìè

ðåçîíàíñàìè, íàáëþäàþùèìèñÿ ïðè âîçäåéñòâèè ìàãíèòíûõ ïîëåé íà êîëëåêòèâíóþ

äèíàìèêó íîñèòåëåé çàðÿäà. Â äàííîì ñëó÷àå áûëà èñïîëüçîâàíà çàâèñèìîñòü vd(F ),

ðàññ÷èòàííàÿ è ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå [103].

Äëÿ ðàñ÷¼òà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íåîáõîäèì ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð ýâîëþ-

öèè (2.12), äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî âìåñòå ñ çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà

vd(F ) íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïðîèçâîäíóþ dvd(F )/dF . Äàííàÿ çàâèñèìîñòü,

ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ vd(F ), ïðåäñòàâëåíà íà ðè-
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Ðèñ. 1.7: (a) çàâèñèìîñòè vd(F ), è èõ (á ) ïðîèçâîäíûå dvd(F )/dF äëÿ ñëó÷àÿ àâòîíîì-

íîé äèíàìèêè íîñèòåëåé çàðÿäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìîäèôèöèðîâàííîé çàâèñèìîñòè

çàâèñèìîñòè vd(F ), ñîäåðæàùåé äîïîëíèòåëüíûé ó÷àñòîê îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöè-

àëüíîé ïðîâîäèìîñòè (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)

ñóíêå 1.7, á (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü dvd(F )/dF ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ, âû÷èñëåííîé ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (1.18). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

êîëëåêòèâíàÿ äèíàìèêà íîñèòåëåé çàðÿäà, îïèñûâàåìàÿ ïðè ïîìîùè çàâèñèìîñòè (1.7,

a), ñîäåðæàùåé äîïîëíèòåëüíûé ó÷àñòîê îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäè-

ìîñòè, îáåñïå÷èò âîçíèêíîâåíèå áîëåå ñëîæíûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â èññëåäóåìîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå, âêëþ÷àÿ ðåæèìû äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå áûëè ðàññ÷èòàíû ïÿòü ñòàð-

øèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïðèëî-

æåííîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ V ′.

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.8. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî, ïî

ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íåóñòîé÷èâîñòü âîçíèêà-

åò ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ. Îäíàêî, ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ ñîñòîÿíèå

ñèñòåìû òàêæå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàðøèì íóëåâûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, ÷òî ñâèäå-

òåëüñòâóåò î ïåðèîäè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêå.
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Ðèñ. 1.8: Çàâèñèìîñòè ïÿòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ïðèëîæåííîãî íàïðÿæå-

íèÿ â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå (1.7, a)

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè íî-

ñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ðèñ. 1.7), õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ

íåñêîëüêèìè ó÷àñòêàìè îòðèöàòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè, íå ïðèâîäèò

ê óñëîæíåíèþ ðåæèìîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè èññëåäóåìîé ðàñïðåäå-

ë¼ííîé ñèñòåìû.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåä-

ëîæåííîãî ìåòîäà ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé íåïðåðûâíîñòè è Ïóàññîíà â ñîâîêóïíîñòè ñ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè

íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà áóäåì èñïîëüçîâàòü

çàâèñèìîñòü, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå (ðèñ. 1.7). Ïðè ýòîì, òàêæå ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå ïåðèîäè÷åñêîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå

V (t) = V0 +∆V0cos(ωet) (1.32)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âëèÿíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (1.32) â ñîâîêóïíîñòè ñ

íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ ïðèâåäåò ê óñëîæíåíèþ õàðàêòåðà êîëåáàòåëüíîé äèíàìèêè â ðàññìàòðèâàåìîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå.
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Ðèñ. 1.9: çàâèñèìîñòü ÷èñëà âðàùåíèÿ ρ îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. îáëàñòè I è

VI ñîîòâåòñòâóþò îêðåñòíîñòÿì ïåðâîãî è øåñòîãî ÿçûêà ñèíõðîíèçàöèè

Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà òàêîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì ÷àñòîòó âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ ωe. Íà ðèñóíêå 1.9 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà âðàùåíèÿ, õàðàêòåðè-

çóþùåãî îòíîøåíèå ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ÷àñòîòû êîëåáàíèé â ñèñòåìå, îò

âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà (òàê íàçûâàåìàÿ �÷åðòîâà ëåñòíèöà�). �Ñòóïåíüêè�

íà çàâèñèìîñòè ρ(fe) ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìàì ñèíõðîíèçàöèè êîëåáàíèé â èññëåäóåìîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïåðâîé è øåñòîé îá-

ëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè (äàííûå îáëàñòè ïîêàçàíû ñåðûì öâåòîì íà ðèñóíêå 1.9). Äëÿ

äàííûõ ñëó÷àåâ ïîñòðîèì è ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü íåñêîëüêèõ ñòàðøèõ ïîêàçà-

òåëåé Ëÿïóíîâà îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ2.

Íà ðèñóíêå 1.10 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè òðåõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (à) è

÷èñëà âðàùåíèÿ (á ) îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè I. Âèä-

íî, ÷òî îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå îòðèöàòåëüíîãî ñòàðøåãî óñëîâ-

íîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçó-

þùèåñÿ íóëåâûì è ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì ñòàðøåãî óñëîâíîãî ïîêàçàòåëÿ.

Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè äëÿ îáëàñòè VI ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.11. Â äàííîì

ñëó÷àå îáëàñòè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îòðèöàòåëüíûì è íóëåâûì ñòàðøåì óñëîâíûì ïî-

2Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè. Â ïîëíîì

ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äîëæíû òàêæå ïðèñóòñòâîâàòü ïîêàçàòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå âíåøíåìó

âîçäåéñòâèþ
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êàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, òàêæå íàáëþäàþòñÿ, à âîò õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ïîëîæèòåëüíûì

çíà÷åíèåì � îòñóòñòâóþò.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ïîëó÷åííûå äëÿ èññëåäóåìîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû ïîä âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâè-

åì, ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èå òð¼õ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

Ñ ïîçèöèé àíàëèçà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ïîëó÷åííûå ðåæèìû ìîãóò áûòü

îõàðàêòåðèçîâàíû êàê

• êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå íóëåâîãî ñòàðøåãî

óñëîâíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà;

• õàîòè÷åñêèé ðåæèì, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî ñòàðøåãî

óñëîâíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà;

• ïåðèîäè÷åñêè ðåæèì, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå îòðèöàòåëüíîãî ñòàðøåãî

óñëîâíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òèïîâ äèíàìèêè ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ñëó÷àÿì, ðàñ-

ñìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî îáëàñòü I (ðèñóíîê 1.12), êîòîðàÿ ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ óïðàâ-

ëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì íàáëþäàåìûì òèïàì äèíàìèêè. Äèàïàçîí

èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîñòàâëÿþùèé ðàññìîòðåííóþ îáëàñòü,

ïîêàçàí ñåðûì öâåòîì íà ðèñóíêå 1.10. Äëÿ äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âûáåðåì çíà÷åíèÿ

÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ f ′
e1, f

′
e2, f

′
e3, ñîîòâåòñòâóþùèå êà÷åñòâåííî-ðàçëè÷íûì

ðåæèìàì êîëåáàíèé. Äàííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàíû ñòðåëêàìè íà ðèñóíêå 1.12. Ðàññìîò-

ðèì äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû, ðåàëèçóþùèåñÿ â äàííûõ ñëó÷àÿõ, áîëåå ïîäðîáíî.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ V0 = 16.691, ∆V0 = 2.736 è

ωe = 3.299× 10−2 (V ′
0 = 610 ìÂ, ∆V ′

0 = 100 ìÂ è f ′
e1 = ω′

e/2π = 21.0 ÃÃö) (ñòðåëêà 1

íà ðèñóíêå 1.12), âåëè÷èíà I(t) ýâîëþöèîíèðóåò âî âðåìåíè ïî ïåðèîäè÷åñêîìó çà-

êîíó (ðèñóíîê 1.13 a), è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, âîññòàíîâëåííûì ïî ìåòîäó

çàäåðæåê Òàêêåíñà [104], â âèäå ïðåäåëüíîãî öèêëà (ðèñóíîê 1.13 á ). Ïåðèîäè÷åñêèì

êîëåáàíèÿì òîêà ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ

êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà n(x, t) (ðèñóíîê 1.13 â).

Ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè

I(t) ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Ê ïðèìåðó, åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ óâåëè÷èò-
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Ðèñ. 1.10: (a) Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé òðåõ óñëîâíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è (á ) ÷èñ-

ëà âðàùåíèÿ îò çíà÷åíèé ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâîìó

�ÿçûêó ñèíõðîíèçàöèè�

ñÿ äî ωe = 3.691× 10−2 (f ′
e2 = 23.5 ÃÃö) (ñòðåëêà 2 íà ðèñóíêå 1.12), ìîæíî âèäåòü,

÷òî îãèáàþùàÿ êîëåáàíèé òîêà íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ ïî ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó (ðèñó-

íîê 1.14 à), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêå ñèñòåìû (ðèñóíîê 1.14 á ).

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êîëåáàíèé êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà

n(x, t) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1.14 â, ãäå êâàçèïåðèîäè÷åñêèé õàðàê-

òåð ïðîÿâëÿåòñÿ â ìîäóëÿöèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îáëàñòåé ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèè

íîñèòåëåé çàðÿäà (äîìåíîâ).

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ äî ωe = 2.906× 10−2

(f ′
e3 = 18.5 ÃÃö) (ñòðåëêà 3 íà ðèñóíêå 1.12), íàáëþäàåòñÿ íåðåãóëÿðíûé õàðàêòåð êî-

ëåáàíèé âåëè÷èíû I(t) (ðèñóíîê 1.15 à). Íà ðèñóíêå 1.15 á, èçîáðàæåíà ïðîåêöèÿ àò-
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Ðèñ. 1.11: (a) Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé òðåõ óñëîâíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è (á ) ÷èñ-

ëà âðàùåíèÿ îò çíà÷åíèé ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ øåñòîìó

�ÿçûêó ñèíõðîíèçàöèè�

òðàêòîðà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ (I ′(t′), I(t′ + ∆t′)), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîìó

ðåæèìó. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êîëåáàíèé ïëîòíîñòè çàðÿäà òàêæå

íåðåãóëÿðíà (ðèñóíîê 1.15 â). Âèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñòðóê-

òóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîêîé êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà, ïîÿâëÿþòñÿ è èñ÷åçà-

þò ñëó÷àéíûì îáðàçîì è èìåþò ðàçíûå ñêîðîñòè. Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ çàâèñèìîñòåé

ïîêàçûâàåò, ÷òî íàáëþäàåìûé ðåæèì òðàíñïîðòà çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì.

Òàêèì îáðàçîì, äåòåêòèðîâàíèå âîçíèêíîâåíèÿ ñëîæíûõ ðåæèìîâ òðàíñïîðòà çà-

ðÿäà â èññëåäóåìîé ñèñòåìå è èõ êëàññèôèêàöèÿ áûëè óñïåøíî âûïîëíåíû ïðè ïîìî-

ùè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Àíàëèç èññëåäóåìîé ìîäåëè ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòå-

ìû ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ðàäèîôèçèêè, ïîñêîëüêó ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü
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Ðèñ. 1.12: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ïÿòè óñëîâíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ÷àñòîòû âíåø-

íåãî âîçäåéñòâèÿ (îáëàñòè ïåðâîãî �ÿçûêà ñèíõðîíèçàöèè�). ñòðåëêàìè ïîêàçàíû çíà-

÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðèöàòåëüíîìó (1), íóëåâîìó (2) è

ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì

âîçäåéñòâèåì, ìîæåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óïðîù¼ííàÿ ýòàëîííàÿ ìîäåëü, îïè-

ñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû ýëåêòðîííî-âîëíîâîé ïðèðîäû ñ

âíåøíåé ðåçîíàíñíîé ñèñòåìîé.

Â òîæå ñàìîå âðåìÿ, çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñïðåäåë¼í-

íûõ ñèñòåì ñ âíåøíèìè êîíòóðàìè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ñîâðåìåííîé ôèçèêå è,

êàê ïðàâèëî, íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîíàïðàâëåííîãî âëèÿíèÿ âíåøíåé

ñèëû íà äèíàìèêó ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàñ÷¼òà ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ îäíîâðåìåííî

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííóþ àêòèâíóþ ñðåäó è ïîäñèñòåìó ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè

ïàðàìåòðàìè. Äàííûé âîïðîñ ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
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Ðèñ. 1.13: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñèëû òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó (à), ôàçîâûé ïîðòðåò êîëåáàíèé òîêà, ïîñòðîåííûé ïî ìå-

òîäó Òàêêåíñà (á ), è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé

çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó, ðåàëèçóþùåìóñÿ ïðè V ′
0 = 610 ìÂ,

∆V ′
0 = 100 ìÂ è f ′

e1 = ω′
e/2π = 21.0 ÃÃö
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Ðèñ. 1.14: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñèëû òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó (à), ôàçîâûé ïîðòðåò êîëåáàíèé òîêà, ïîñòðîåííûé ïî ìåòîäó

Òàêêåíñà (á ), è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿ-

äà, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó, ðåàëèçóþùåìóñÿ ïðè V ′
0 = 610 ìÂ,

∆V ′
0 = 100 ìÂ è f ′

e2 = 23.5 ÃÃö
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Ðèñ. 1.15: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñèëû òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó (à), ôàçîâûé ïîðòðåò êîëåáàíèé òîêà, ïîñòðîåííûé ïî ìå-

òîäó Òàêêåíñà (á ), è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè íîñèòå-

ëåé çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùèå õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó, ðåàëèçóþùåìóñÿ ïðè V ′
0 = 610 ìÂ,

∆V ′
0 = 100 ìÂ è f ′

e3 = 18.5 ÃÃö
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1.4 Àíàëèç äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ ñèñòåìîé ñ êîíå÷íîìåðíûì

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå ïðè ïîìîùè ïåðåìåííûõ, çàâèñÿùèõ êàê òîëüêî

îò âðåìåíè Xi(t), òàê è îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû Yj(x, t), ÿâëÿþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè øèðîêîãî êëàññà ðåàëüíûõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäìåòîì

èçó÷åíèÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Â ÷àñòíîñòè, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðàñïðåäåë¼ííîé è

êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìàìè âñòðå÷àåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàç-

ëè÷íûõ ïðèðîäíûõ è òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñèòñÿ,

íàïðèìåð, ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèõ æèäêîñòåé ñàìîñîãëàñîâàííî ñ äè-

íàìèêîé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå îðãàíèçìà [105,106].

Â ðàäèîôèçèêå çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ðàñïðåäåë¼ííûõ è êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì ìî-

ãóò âîçíèêàòü ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ìîäåëåé

óñòðîéñòâ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âíåøíèìè ðåçîíàòîðàìè, âîëíîâå-

äóùèìè ñèñòåìàìè è ò.ï. [60].

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû, ïðèâåä¼ííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñâèäåòåëüñòâóþùèå îá

óñëîæíåíèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå ïîä äåéñòâèåì âíåø-

íåãî âîçäåéñòâèÿ, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå äàííîé ðàñïðåäåë¼ííîé

ñèñòåìû ñ êîíå÷íîìåðíûì âíåøíèì ðåçîíàíñíûì êîíòóðîì ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ

õàîòè÷åñêîé (èëè äàæå ãèïåðõàîòè÷åñêîé) äèíàìèêè. Â äàííîé ñèòóàöèè ðàçðàáîòêà

ìåòîäà ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ïðèìåíåíèå åãî äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè

ñëîæíîñòè âîçíèêàþùèõ ðåæèìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è èíòåðåñíîé çàäà÷åé.

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàñ÷¼ò ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-

íîâà ðàññìîòðåí íà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êîëåáà-

òåëüíûé RLC-êîíòóð, ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó. Ñõåìàòè÷åñêè èññëåäóåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóí-

êå 1.16. Â äàííîì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà I(VTED) (â)

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîãî ýëåìåíòà (á ) ÿâëÿåòñÿ åãî ìàêðîñêîïè÷åñêîé õàðàê-

òåðèñòèêîé, îïðåäåëÿþùåé åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì (à).
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Äèíàìèêà èññëåäóåìîãî RLC-êîíòóðà ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé

Êèðõãîôà, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå èìåþò ñëåäóþùèé âèä

dV1
dt

=
I(VTED)− I1

C
,

dI1
dt

=
V1 +RI1

L
,

VTED = V0 − V1.

(1.33)

Äàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîñòàòî÷íî îáùàÿ ìîäåëü äëÿ àíàëèçà

óñòðîéñòâà ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ðåçîíàòîðîì, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà

êîòîðîãî fQ è äîáðîòíîñòü Q îïðåäåëÿþòñÿ êàê fQ = 1/(2π
√
LC) è Q = (1/R)

√
L/C, ñî-

îòâåòñòâåííî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé

ñèñòåìû ñ êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

äèíàìèêó çàðÿäà â ðàñïðåäåë¼ííîé àêòèâíîé ñðåäå, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, îáóñëàâëèâàåò

èçìåíåíèå çàâèñèìîñòè I(VTED).

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû âîñïîëüçóåìñÿ ìîäå-

ëüþ, îïèñàííîé ðàíåå â ðàçäåëå 1.2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ãäå VTED =
∫
F (x)dx, a

I = J ′A′, ãäå A′ = 5×10−10ì2 � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû.

Äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðè ïîìîùè ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â

íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îïðåäåëèì ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îòìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå äàííîé ñèñòåìû îïðå-

äåëÿåòñÿ íàáîðîì âåëè÷èí

Φ1(x, t),Φ2(x, t), . . . ,ΦN−1(x, t),ΦN(x, t), x ∈ [0, L], (1.34)

çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàòû x è âðåìåíè t (îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû), è çàâèñÿùèõ òîëüêî îò âðåìåíè

Θ1(t),Θ2(t), . . . ,ΘM−1(t),ΘM(t), (1.35)

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò êîíå÷íîìåðíóþ ïîäñèñòåìó (ñîñòîÿíèå êîíòóðà).

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (1.34) è (1.35), îïðåäåëèì ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-

ìû êàê

U(x, t) = (Φ1(x, t), . . . ,ΦN(x, t),Ψ1(x, t), . . . ,ΨM(x, t))T , (1.36)
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Ðèñ. 1.16: Ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà (à), ñîäåðæàùåãî

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûé íåëèíåéíûé ýëåìåíò (á ) è âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà (â) ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû

ãäå

Ψi(x, t) = Θi(t), x ∈ [0, L]. (1.37)

Ïðè ýòîì, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ

îïåðàòîðîì

L̂(U(x, t) = 0, (1.38)

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.33) è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.15), (1.16) (1.17)

(1.18).

Íàáîð âîçìóùåíèé äàííîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, íåîáõîäèìûé äëÿ ðàñ÷¼òà

ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò èìåòü âèä

Vi(x, t) = (ϕ̃i
1(x, t), . . . , ϕ̃

i
N(x, t), ψ̃

i
1(x, t), . . . , ψ̃

i
M(x, t))T , i = 1, K (1.39)
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Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âîçìóùåíèÿ (1.39) èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð, ñîäåðæàùèé ëèíå-

àðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà (1.33) è ãèäðîäèíàìèêè (1.15), (1.16) (1.17) (1.18).

dṼi
dt

=
Ĩ(ṼTED)− Ĩi

C

dĨi
dt

=
Ṽi −RĨi

L

ṼTED = −Ṽi

∂ñi

∂t
= −β∂J̃i

∂x

∂F̃i

∂x
= νñi

J̃i = eñivd(F ) + en
dvd(F )

dF
F̃i

L∫
0

F̃i dx = ṼTED,

(1.40)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ýâîëþöèè, ñ îïåðàòîðîì (1.27), ñîîòâåòñòâóþùèì

ñëó÷àÿì, ðàññìîòðåííûì ðàíåå (ðàçäåë 1.2) â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíèì óðàâíåíèè ñèñòåìû èíòåãðàë îò âîçìóùåíèÿ íàïðÿæ¼í-

íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âçÿòûé íà äëèíå ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû, íå ðàâåí íóëþ.

Äàííîå óðàâíåíèå îòîáðàæàåò îáðàòíóþ ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äè-

íàìèêîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû è äèíàìèêîé êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, âìå-

ñòå ñ ñèñòåìîé (1.40) è âûïîëíÿÿ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà, áûë ðàñ-

ñ÷èòàí ñïåêòð èç òðåõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîé ñèñòåìû â çàâèñèìî-

ñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà V0. Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.17.

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Vcrit, ïðè êîòîðîì äèíàìèêà ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ

íåñòàöèîíàðíîé, ïîêàçàíî ñòðåëêîé. Âèäíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèþ íåñòàöèîíàðíîé äèíà-

ìèêè ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèå â íîëü ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì, íåïî-
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Ðèñ. 1.17: Ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (à) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî

ïàðàìåòðà V0 (îáëàñòü õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ïîêàçàíà ïîäðîáíî íà âðåçêå), ñïåêòðû

ìîùíîñòè è ôàçîâûå ïîðòðåòû êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ â êîíòóðå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïå-

ðèîäè÷åñêîé (á ) (V 1
0 = 0.82) è õàîòè÷åñêîé (â) (V 2

0 = 0.83) äèíàìèêå.

ñðåäñòâåííî â ìîìåíò áèôóðêàöèè, âòîðîé ïîêàçàòåëü òàêæå ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì, òîãäà

êàê òðåòèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îñòà¼òñÿ îòðèöàòåëüíûì. Íàëè÷èå íóëåâîãî ñòàðøåãî

ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â ñïåêòðå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ âòîðîãî è áîëåå ìëàäøèõ

ïîêàçàòåëåé ñâèäåòåëüñòâóþò î ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêå. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïåðèîäè-

÷åñêîãî ðåæèìà íà ðèñóíêå 1.17, (á ) ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ñïåêòð ìîùíîñòè è ôàçîâûé

ïîðòðåò êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ â êîíòóðå, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ óïðàâëÿþùåãî

ïàðàìåòðà V 1
0 = 0.82, ïðè êîòîðîì ñòàðøèé ïîêàçàòåëü èìååò íóëåâîå çíà÷åíèå, à âòî-

ðîé ïîêàçàòåëü � îòðèöàòåëüíîå.
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Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà V0 íàáëþäàåòñÿ óñëîæíåíèå äèíàìèêè ñèñòåìû, êîòîðîå

ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà V0, õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîÿâëåíèåì â ñïåêòðå ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè çíà÷åíèÿõ V0 > 0.823

â ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé ïîêàçàòåëü (ïðè

ýòîì âòîðîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ). Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåàëèçàöèè â ñèñòåìå õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà êî-

ëåáàíèé. Íà ðèñóíêå 1.17, (â) ïðåäñòàâëåíû ñïåêòð ìîùíîñòè è ôàçîâûé ïîðòðåò õàî-

òè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ, ðåàëèçóþùèõñÿ ïðè V 2
0 = 0.83.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðåòü äèíàìèêó ñèñòåìû, â îñî-

áåííîñòè, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ äèíàìèêó çàðÿäà â ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå â

ñëó÷àÿõ ïåðèîäè÷åñêîãî è õàîòè÷åñêîãî ðåæèìîâ. Ðåçóëüòàòû òàêîãî ðàññìîòðåíèÿ

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.18.

Íà ðèñóíêå 1.18, (à, á, â) èçîáðàæåí ðåæèì, êîòîðûé, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðà ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, áûë îïðåäåëåí êàê ïåðèîäè÷åñêèé. Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, îò äëèíû ýòîãî èíòåðâàëà äëÿ

ýòîãî ñëó÷àÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 1.18, (à). Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòå-

ëåé äîñòèãàþò êîíå÷íîé òî÷íîñòè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè áîëüøîãî ÷èñëà

èòåðàöèé Ãðàììà-Øìèäòà. Ïðè ýòîì, ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îêàçûâàåòñÿ ðàâ-

íûì íóëþ. Ïîäîáíûé ðåæèì õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì õàðàêòåðîì êîëëåêòèâ-

íîãî òðàíñïîðòà çàðÿäà â ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå (á ) è ïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè

íàïðÿæåíèÿ â êîíòóðå ((â)).

Íà ðèñóíêå 1.18, (ã, ä, å) ïðåäñòàâëåí õàîòè÷åñêèé ðåæèì, òîãäà êàê íà ðèñóíêå

1.18, (ã) ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íîì èí-

òåðâàëå âðåìåíè, îò äëèíû ýòîãî èíòåðâàëà. Âèäíî, ÷òî ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à âòîðîé � ðàâíûì íóëþ. Ïîäîáíûé ðåæèì õàðàêòåðèçó-

åòñÿ íåðåãóëÿðíûì õàðàêòåðîì êîëëåêòèâíîãî òðàíñïîðòà çàðÿäà (ä) è õàîòè÷åñêèìè

êîëåáàíèÿìè íàïðÿæåíèÿ â êîíòóðå ((å)).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåð äèíàìèêè, íàáëþäàþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì, îòëè÷íî ñî-

ãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïðè ïîìîùè ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå âíåøíåãî êîíòóðà, ìîäåëèðóåìîãî ïðè ïîìîùè êîíå÷-
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Ðèñ. 1.18: Çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå

âðåìåíè, îò äëèíû ýòîãî èíòåðâàëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêîé (à) è õàîòè÷åñêîé

(ã) äèíàìèêå ñèñòåìû, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè íîñèòå-

ëåé çàðÿäà (á, ä ) è âðåìåííûå ðåàëèçàöèè êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ â êîíòóðå (â, ã) äëÿ

ýòèõ ñëó÷àåâ

íîìåðíîé ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè, ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ äèíàìè-

êè ýòîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, íà ðèñóíîêå 1.19 ïðîèëëþñòðèðîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåò-

ðîâ êîíòóðà íà äèíàìèêó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïàðàìåòðà

â äàííîì ñëó÷àå âûáðàíà ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà fQ. Âèäíî, ÷òî

âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ RLC-êîíòóðà ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì â äèíà-

ìèêå ñèñòåìû. Îñíîâûâàÿñü íà ðàññìîòðåíèè ïîëó÷åííîãî, äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ìîæíî âèäåòü, ÷òî êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû â èññëåäóåìîé ñèñòå-

ìû, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà âíåøíåãî êîíòóðà, ìîãóò íîñèòü êàê ðåãóëÿðíûé, òàê

è õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð.
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Ðèñ. 1.19: Ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, äëÿ èññëåäóåìîé ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû,

ñâÿçàííîé ñ RLC-êîíòóðîì, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà fQ, õàðàêòåðèçóþùåãî êîëå-

áàòåëüíûé êîíòóð. Îáëàñòè õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ïîêàçàíû çàòåìíåíèåì. Ñòðåëêîé

ïîêàçàíî çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùèå RLC-êîíòóðó, ðàññìîòðåííîìó ïîäðîáíî â ýòîì

ðàçäåëå

1.5 Âûâîäû ê ïåðâîé ãëàâå

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåí ìåòîä ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà íåïðåðûâíîì â ïðîñòðàíñòâå

îïèñàíèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è åå âîçìóùåíèé. Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëî-

æåííîãî ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâíà íà ïðèìåðå ýòàëîííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà êîëëåê-

òèâíóþ äèíàìèêó íîñèòåëåé çàðÿäà â ïðèëîæåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû ïîä

äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñèñòåìå âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ òîëüêî

ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â òîæå âðåìÿ, âëèÿíèå âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåé-

ñòâèÿ âìåñòå ñ ïðèëîæåííûì ìàãíèòíûì è ýëåêòðè÷åñêèì ïîëÿìè îêàçûâàåò ñóùå-

ñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó äàííîé ñèñòåìû. Ïðè ïîìîùè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ äèíàìèêà ñèñòåìû

ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, êâàçèïåðèîäè÷åñêîé è õàîòè÷åñêîé.

Áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðàñ÷åòå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì, îïè-

ñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðàñïðåäåëåííîé àêòèâíîé ñðåäîé è êîíå÷íîìåðíîé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñîñòîÿíèå

òàêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ êàê äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò
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âðåìåíè Xi(t), òàê è îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû Yi(x, t) ìîæåò áûòü

îïèñàíî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ

ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìå-

ðà â ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ýëåêòðîííîé ïðèðî-

äû, ñâÿçàííàÿ ñ âíåøíèì RLC-êîíòóðîì. Ïðè ïîìîùè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ êîíòóðà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ õà-

îòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, ÷òî íå ðåà-

ëèçóåìî íè â ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû, íè ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì

âîçäåéñòâèè, ðàññìîòðåííîì â äàííîé ðàáîòå.
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Ãëàâà 2

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà

íàáîðà âîçìóùåíèé íåîäíîðîäíîãî ïî

ïðîñòðàíñòâó ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ

ñèñòåì

[65, 69,72]

Èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêæå êàê è

ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè ðåæèìîâ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ãëàâíûì îáðàçîì

îñíîâàíû íà ðàññìîòðåíèè ïîâåäåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Èçâåñò-

íî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ëþáîå âîçìóùåíèå

çàòóõàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî âî âðåìåíè êîëåáàòåëüíîãî ðåæè-

ìà ñóùåñòâóåò íåçàòóõàþùåå âîçìóùåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ìàëûì

÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû äâèæåíèþ èçîáðàæàþùåé òî÷êè âäîëü ïðåäåëüíîãî öèêëà â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, â ñâîþ î÷åðåäü, îáÿçàòåëüíî õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ íàëè÷èåì âîçìóùåíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðîãî ñî âðåìåíåì íàðàñòàåò.

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïðåäåëåíî â N -ìåðíîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, âîçìóùåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N -ìåðíûé âåêòîð. Ïðè ýòîì, ïîêàçàòåëè
55



Ëÿïóíîâà ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì Λi çàâèñèìîñòè Xi ∼ eΛit, îïèñûâàþùåé èç-

ìåíåíèå äëèí Xi êàæäîãî èç N îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò

ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x, âîçìóùåíèå áîëüøå íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, è íàðÿäó

ñ åãî âðåìåííîé äèíàìèêîé íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü åãî ýâîëþöèþ â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè ýòîì, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îðòîãîíàëüíîìó íàáîðó âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû è âûâîä

çàêîíîìåðíîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ èõ ýâîëþöèþ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíîå ïî ïðî-

ñòðàíñòâó ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì1. Ïðè ýòîì,

îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ è çàêîíîìåðíîñòåé,

îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêó ìàëûõ âîçìóùåíèé äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò ñòàöè-

îíàðíîãî ðåæèìà ê íåñòàöèîíàðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêå. Â êà÷åñòâå

îáúåêòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííàÿ

ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿñÿ â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (1.15 )-(1.18),

ðàññìîòðåííàÿ â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Â ðàçäåëå 2.1 ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ âîçìó-

ùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ðàçäåëå 2.2 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä àíàëèçà äèíàìè-

êè âñåãî íàáîðà âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü èõ êîýôôèöèåíòû íàðàñ-

òàíèÿ/çàòóõàíèÿ è îïèñàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðå-

ìåíè. Â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè àíàëèçå äèíàìèêè ìà-

ëûõ âîçìóùåíèé, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû (1.15 )-(1.18). Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿù¼í àíàëèçó

ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

1Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, âîçìóùåíèå

ýâîëþöèîíèðóåò êàê âî âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èè îò íåñòàöèîíàðíîé äèíà-

ìèêè, äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, â ðÿäå ñëó÷àåâ, âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå åãî äèíàìèêè.
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2.1 Ïðèáëèæ¼ííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà óñòîé÷èâî-

ñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ðàñïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó (1.15 )-(1.18), îïèñàííóþ ïîäðîáíî â

ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ÷èñ-

ëåííîãî ðàñ÷¼òà è àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, â äàííîé ñèñòå-

ìå â ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ñòàöèîíàðíîãî âî âðåìåíè ñî-

ñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿì óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V < V ∗, ãäå V ∗ � êðè-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçâèòèþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

íåóñòîé÷èâîñòè. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè

ðàñïðåäåëåíèÿìè n(x), F (x), J(x), îïðåäåëÿþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè íîñè-

òåëåé çàðÿäà, íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,

ñëåäîâàòåëüíî

∂n

∂x
= 0,

∂F

∂x
= 0,

∂J

∂x
= 0. (2.1)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2.1) â óðàâíåíèÿ (1.15), (1.17), îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ñèñòå-

ìû, ìîæíî ïîëó÷èì

nvd(F ) = J0 = const. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ àíàëèçèðóåìîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò

ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x), n0(x), òàêèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òîêà â ïðîñòðàíñòâå

îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì J0(x) = J0, ∀x ∈ [0, 1]. Íà ðèñóíêå 2.1 èçîáðàæåíà çàâèñè-

ìîñòü âåëè÷èíû ñèëû òîêà J0 îò çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V (âîëüò-àìïåðíàÿ

õàðàêòåðèñòèêà ðàññìàòðèâàåìîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû). Ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ

ñîîòâåòñòâóåò ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, íåñòàöèîíàðíîìó � øòðèõîâàÿ. Âåëè÷èíû J∗
0 è V

∗ îïðå-

äåëÿþò êðèòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü òîêà è ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçâè-

òèþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â ñòàöèîíàð-

íîì ñîñòîÿíèè ìåæäó âåëè÷èíîé ïëîòíîñòè òîêà è çíà÷åíèåì ïðèëîæåííîãî íàïðÿæå-

íèÿ óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà J0 ìîæåò

èãðàòü ðîëü óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà.
57



 0.0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.0  0.5  1.0  1.5  2.0  2.5  3.0  3.5

J0

V

J*0

V *

Ðèñ. 2.1: Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ñèëû òîêà J0 îò çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V .

Ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, íåñòàöèîíàðíîìó � øòðèõî-

âàÿ. Âåëè÷èíû J∗
0 è V

∗ îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü òîêà è ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òèï ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è êîí-

öåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà â èññëåäóåìîé ñèñòåìå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿ-

þùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. Äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.2 äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ:

V = 0.4 (êðèâàÿ 1), V = 0.6 (êðèâàÿ 2), V = 1.0 (êðèâàÿ 3). Ðèñóíîê 2.2, à ñîîòâåòñòâóåò

ðàñïðåäåëåíèÿì íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, 2.2, á � êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé

çàðÿäà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà âå-

ëè÷èíà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F (x) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ñ

óâåëè÷åíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû è äàëåå îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé. Êîíöåíòðà-

öèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â îáëàñòè x = 0,

êîòîðîå áûñòðî óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x äî íåêî-

òîðîãî çíà÷åíèÿ, îñòàâàÿñü äàëåå ïîñòîÿííîé íà áîëüøåé ÷àñòè äëèíû ñèñòåìû.

Ñ ó÷¼òîì îáíàðóæåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåñêîíå÷íî äëèí-

íóþ ñòðóêòóðó. Íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå ñèñòåìû â òàêîì

ñëó÷àå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

f = lim
x→∞

F (x). (2.3)

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ðàçëîæèì çàâèñèìîñòü vd(F ) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè

òî÷êè F = f . Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî, ïîëó÷èì çàâèñè-
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Ðèñ. 2.2: Ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F (x) (à) è êîíöåíòðà-

öèè íîñèòåëåé çàðÿäà n(x) (á ), ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà

V = 0.4 (êðèâàÿ 1), V = 0.6 (êðèâàÿ 2), V = 1.0 (êðèâàÿ 3)

ìîñòü

vd(F ) ≈ a0 + a1(F − f) +O((F − f)2),

a0 =
f

1 + f 2
a1 =

1− f 2

(1 + f 2)2
.

(2.4)

Ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ (2.4), óðàâíåíèå Ïóàññîíà (1.16) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

dF

dx
≈ ν

(
J0

a0 + a1(F − f)
− 1

)
, (2.5)

ãäå J0 îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü òîêà. Ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.5) ìî-

æåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî àíàëèòè÷åñêè. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì àíà-

ëèòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
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ïîëÿ F (x)

F (x) =
1

a1

[
a1f + J0 − a0 + J0W

(
1

J0
exp

(
−1 +

a0 − a1(f + νx) + a1C

J0

))]
, (2.6)

ãäå W (z) � W - ôóíêöèÿ Ëàìáåðòà, çíà÷åíèå J0 ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ó÷¼òîì óñëî-

âèÿ (1.19)

lim
x→∞

F (x) = f +
J0 − a0
a1

= f, (2.7)

êàê J0 = a0. Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

(1.19) êàê

C =
a0
s

+
a0
a1

log

(
a1(a0 − sf)

s

)
. (2.8)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.7) è (2.8) ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé âèä çàâèñèìîñòè (2.6)

F (x) = f + f
1 + f 2

1− f 2
×

×W
(
(f 2 − 1)(s− 1 + sf 2)

(f 2 + 1)2s
exp

(
(f 2 − 1)(sνx+ sf 3 + sνxf 2 + f(s− 1))

(f 2 + 1)2sf

))
,

(2.9)

îïèñûâàþùåé ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñòàöèîíàðíîì ñî-

ñòîÿíèè èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âèä çàâèñèìîñòè F (x) îïðåäåëÿ-

åòñÿ çíà÷åíèåì f , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V .

Íà ðèñóíêå 2.3, à ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå çàâèñèìîñòè F (x), ðàññ÷èòàííîé ïî ôîð-

ìóëå (2.9) (ñïëîøíûå ëèíèè íà ãðàôèêå) ñ çàâèñèìîñòüþ, ïîëó÷åííîé ÷èñëåííî (òî÷-

êè) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ V , ïðèëîæåííîãî ê ñòðóêòóðå (êðèâàÿ 1 �

V = 0.315, êðèâàÿ 2 � V = 0.409, êðèâàÿ 3 � V = 0.529, êðèâàÿ 4 � V = 0.699). Âèäíî,

÷òî çàâèñèìîñòè ñîâïàäàþò òåì ëó÷øå, ÷åì ìåíüøå îêàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ïðèëîæåí-

íîãî íàïðÿæåíèÿ (êðèâûå 1 è 2 íà ðèñóíêå 2.3, à). Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç ðèñóíêà,

âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áûñòðî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïðî-

ñòàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x è îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà áîëüøåé ÷àñòè äëèíû ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (2.3) âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî. Â òî æå ñàìîå âðå-

ìÿ, ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ V ôóíêöèÿ F (x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà âñåé äëèíå

ñèñòåìû è óñëîâèå (2.3) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîòåðÿ òî÷íîñòè ñâÿçàíà òàêæå ñ òåì, ÷òî
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Ðèñ. 2.3: (a) ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ

ðàçëè÷íûé çíà÷åíèé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöàõ ñèñòåìû (êðèâàÿ 1 � V = 0.315,

êðèâàÿ 2 � V = 0.409, êðèâàÿ 3 � V = 0.529, êðèâàÿ 4 � V = 0.699). Òî÷êàìè ïîêà-

çàíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî, ñïëîøíûìè ëèíèÿìè � çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.9). (á ) ó÷àñòîê çàâèñèìîñòè vd(F ) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è

àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóþùèåñÿ ïðè ðàñ÷¼òå çàâèñèìîñòè F (x) â ëèíåéíîé òåîðèè

èñïîëüçóåìàÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè vd(F ) ãîðàçäî ëó÷øå ñîâïàäàåò ñ

ðåàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Íà ðèñóí-

êå 2.3, á èçîáðàæåí ó÷àñòîê çàâèñèìîñòè vd(F ) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ëèíåéíûå àïïðîê-

ñèìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì íàïðÿæåíèÿ (êðèâàÿ 1 � V = 0.315,

êðèâàÿ 2 � V = 0.409, êðèâàÿ 3 � V = 0.529, êðèâàÿ 4 � V = 0.699).

Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü F (x) ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (1.12) ïîëó÷èòü

âûðàæåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäîâ n(x), ïîëíîñòüþ îïèñàâ òàêèì îáðàçîì

ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

n(x) = 1 +
1

ν

∂F

∂x
(2.10)

n(x) =

(
1 +W

(
(f 2 − 1)(f 2s+ s− 1)

(f 2 + 1)2s
exp

(
f(f 2 − 1)(f 2s+ s− 1) + sxν(f 4 − 1)

(f 2 + 1)2sf

)))−1

.

(2.11)

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òðàäèöèîííî ââîäÿòñÿ

â ðàññìîòðåíèå âîçìóùåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ ñ(x, t), F̃ (x, t), J̃(x, t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé

çàðÿäà, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,

âîçìóùåíèÿ ýâîëþöèîíèðóþò êàê âî âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå. Çàêîí ýâîëþöèè

âîçìóùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì îïåðàòîðîì

∂ñi

∂t
= −β∂J̃i

∂x
,

∂F̃i

∂x
= νñi,

J̃i = ñivd(F ) + n
dvd(F )

dF
F̃i.

(2.12)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.12) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ

∂ñ

∂t
= −vd(f)β

∂ñ

∂x
− dvd(f)

dF
βνñ (2.13)

îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà. Â äàííîì óðàâíåíèè áûëî

èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â

ñèñòåìå F (x) = f, ∀x ∈ [0, 1]. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñòàöèî-

íàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, îäíàêî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðèáëèæ¼ííîé îöåíêè

çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà.

Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íàéäåì ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ

(2.13) â âèäå ïëîñêîé âîëíû ñ ≈ exp[j(ωt+kx)], ãäå j =
√
−1. Ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøååñÿ

äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

ω = −vd(f)βk + j
dvd(f)

dF
βν. (2.14)

Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ (2.14), çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê

Λ = − ln||ñ(x, t)||
t

= −dvd(f)
dF

βν. (2.15)

Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ f îò óïðàâ-

ëÿþùåãî ïàðàìåòðà V 2, íà ðèñóíêå 2.4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿ-

ïóíîâà îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Çàòåìí¼ííîé îáëàñòüþ ïîêàçàíû çíà-

÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêå, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

2Â ðàññìîòðåííîì ïðèáëèæåíèè V = Lf , ãäå L = 1.
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Ðèñ. 2.4: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè çíà÷åíèÿ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, âû÷èñëåí-

íîãî àíàëèòè÷åñêè ïî ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìóëå (2.15), îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîãî íàïðÿ-

æåíèÿ. Âåëè÷èíà V ′
appr ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì

ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Âåëè÷èíà V ′
cr � êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè, îïðåäåëåííî-

ìó ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû

íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè, îáîçíà÷åíî, êàê V ′
cr (äàííîå

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå áûëî îïðåäåëåíî ÷èñëåííî). Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà óâåëè÷èâàåòñÿ è äîñòèãàåò

íóëÿ ïðè çíà÷åíèè íàïðÿæåíèÿ V ′
appr = 320 ìÂ. Ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè àíàëèçà ïî-

êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ

ñ ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ V ′
cr = 360 ìÂ. Íåñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèé ñâÿ-

çàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè äðåéôîâîé ñêîðîñòè îò

íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñèñòåìå. Äàííûå ïðèáëèæåíèÿ, îêàçûâàþùèåñÿ ñïðàâåäëèâûìè

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, òåðÿþò òî÷íîñòü ïðè åãî ïðèáëèæåíèè

ê êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (2.15) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ω è

k, õàðàêòåðèçóþùèõ âîçìóùåíèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ

ëþáîãî âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ äàííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñïåêòðîì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ðàññ÷èòàííûõ â ïåðâîé ãëàâå

íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.
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Ðèñ. 2.5: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, âû-

÷èñëåííàÿ àíàëèòè÷åñêè ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (2.15) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), ñîïîñòàâ-

ëåííàÿ ñî çíà÷åíèåì ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ðàññ÷èòàííûõ ÷èñëåííî â ïåðâîé

ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Íà ðèñóíêå 2.5 ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè çíà÷å-

íèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñ ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà. Çàâèñèìîñòü, ðàññ÷èòàí-

íàÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (2.15), ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé.

Âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ (V ′ < 150 ìÂ) çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåò-

ðà çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ðàññ÷èòàííûå ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîãî â ïåðâîé

ãëàâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ïî÷òè ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì è õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðå-

çóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè. Ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèÿ V ′ ê áèôóðêàöèîííîìó

çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà÷èíàþò âñå áîëüøå ðàçëè÷àòüñÿ (õîòÿ è îñòàþòñÿ

áëèçêèìè) è ïîëó÷åííàÿ ïðèáëèæ¼ííàÿ çàâèñèìîñòü (2.15) ñòàíîâèòñÿ íåòî÷íîé â ñèëó

íåâûïîëíåíèÿ ââåä¼ííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé.

Äåòàëüíûé àíàëèç ðèñóíêà 2.5 ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî â ïðåäãåíåðàöèîííîì ðåæèìå

çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîïàðíî ñîâïàäàþò âïëîòü äî âîçíèêíîâåíèÿ â ñèñòå-

ìå ãåíåðàöèè. Äàííûé ýôôåêò íå íàõîäèò îáúÿñíåíèÿ â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé ïðè-
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áëèæ¼ííîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè è òðåáóåò áîëåå òî÷íîãî àíàëèçà äèíàìèêè íàáîðà

âîçìóùåíèé.

2.2 Àíàëèç äèíàìèêè íàáîðà âîçìóùåíèé ñòàöèîíàð-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû

Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè íàáîðà âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ïî àíà-

ëîãèè ñ ïðåäûäóùåì ðàçäåëîì, ðàññìîòðèì îïîðíîå ñîñòîÿíèå (2.1), (2.2).

Âûðàæàÿ êîíöåíòðàöèþ íîñèòåëåé çàðÿäà ÷åðåç ïëîòíîñòü òîêà, óðàâíåíèå Ïóàññî-

íà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

dF0

dx
= ν

(
J0(1 + F 2

0 )

F0

− 1

)
, J0 = const. (2.16)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñèñòåìå äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè òîêà J0, ïîñêîëüêó ïëîò-

íîñòü òîêà, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îêàçûâàåòñÿ íå

çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû è ìîæåò èãðàòü ðîëü óïðàâëÿþùåãî ïàðà-

ìåòðà.

Èñïîëüçóÿ âåëè÷èíó J0 â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ðàññìîòðèì âîçìóù¼í-

íîå ñîñòîÿíèå (F0 + F̃ , n0 + ñ), ãäå F0, n0 � îïîðíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, F̃ < F0,

ñ < n0 � ìàëûå âîçìóùåíèÿ, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ êîòîðûõ îïèñûâà-

åòñÿ ëèíåàðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè íåïðåðûâíîñòè

∂(n0 + ñ)

∂t
= −β ∂

∂x
((n0 + ñ)(vd(F0) + v′d(F0)F̃ )) (2.17)

è Ïóàññîíà

∂(F0 + F̃ )

∂x
= ν(n0 + ñ− 1). (2.18)

Óïðîùàÿ óðàâíåíèÿ (2.17) è (2.18) è âûðàæàÿ F̃ ÷åðåç ñ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

∂2F̃

∂t∂x
− β

∂

∂x

((
1 +

dF0

dx

)
v′d(F0)F̃ + vd(F0)

∂F̃

∂x

)
= 0, (2.19)

îïèñûâàþùåå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ýâîëþöèþ âîçìóùåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ çàäàííîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ F0(x).
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Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó F̃ (x, t) = F̆ (x)eσt,

ãäå σ = λ + jω, j =
√
−1. Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå (2.19) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â

âèäå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâåííîå

ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

A(F0(x))
d2F̆

dx2
+B(σ, F0(x))

dF̆

dx
+ C(F0(x))F̆ = 0, (2.20)

ãäå êîýôôèöèåíòû A, B, C îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé

A(F0(x)) = vd(F0),

B(σ, F0(x)) =
σ

β
+ v′d(F0)

dF0

dx
+

(
1 +

dF0

dx

)
v′d(F0),

C(F0(x)) =
d2F0

dx2
v′d(F0) +

(
1 +

dF0

dx

)
v′′d(F0)

dF0

dx
.

(2.21)

Óðàâíåíèå (2.20) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé F̆ (x) è dF̆/dx íà ëåâîé ãðàíèöå ñèñòåìû (x = x0). Çíà÷åíèå F̆ (x0) ìîæåò

áûòü çàäàíî ñëó÷àéíî, à dF̆ /dx äîëæíî áûòü âû÷èñëåíî ïðè ïîìîùè ëèíåàðèçîâàííûõ

óðàâíåíèé (1.19) è (1.17) êàê

sF̆e = n̆(x0)vd(Fe) + n0(x0)
dvd(F )

dF
(Fe)F̆e, (2.22)

ãäå Fe = F0(x0), F̆e = F̆ (x0), n0(x0) è n̆(x0) ìîãóò áûòü âûðàæåíû èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

è åãî ëèíåàðèçîâàííîãî àíàëîãà êàê

n0(x0) =
1

ν

∂F0

∂x
(x0) + 1 (2.23)

è

n̆(x0) =
1

ν

∂F̆

∂x
(x0), (2.24)

ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ó÷¼òîì ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé (2.23) è (2.24), ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.22) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

dF̆

dx
(x0) =

ν

vd(Fe)

[
s− v′d(Fe)−

v′d(Fe)

ν

∂F0

∂x
(x0)

]
F̆ (x0). (2.25)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (2.20) è (2.21) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

(2.25) îïðåäåëÿþò ðåøåíèå F̆ (x) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà σ è çàäàííîãî

ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x), îïèñûâàåìîãî ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (2.16).
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Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.20), ñîîòâåòñòâóþùåå ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè ïîòåíöè-

àëîâ, ïðèëîæåííîé ê ñèñòåìå, ðàññìàòðèâàåìîå âîçìóùåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äîëæ-

íî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ŬSL = 0, ãäå

ŬSL =

1∫
0

F̆ (x)dx. (2.26)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåãî íàáîðà âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

èññëåäóåìîé ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ çíà÷åíèåì ïëîòíîñòè òîêà J0, íåîáõîäèìî

ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

ŬSL(ω, λ, J0) = 0 (2.27)

è èñêàòü åãî êîðíè íà ïëîñêîñòè (ω, λ).

Íà ðèñóíêå 2.6 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ŬSL(ω, λ) äëÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïëîò-

íîñòè òîêà J0: (a) J0 = 0.52, (b) J0 = 0.5286, (c) J0 = 0.545. Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ŬSL(ω, λ)

îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèÿõ ω è λ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì

è êîýôôèöèåíòàì çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Àíàëèç ðèñóíêà 2.6 ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ñóùå-

ñòâóþò ïàðû âîçìóùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà

íàðàñòàíèÿ/çàòóõàíèÿ è ÷àñòîòàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, íî îäèíàêîâîé àáñî-

ëþòíîé âåëè÷èíîé. Íà ðèñóíêå 2.6, a ïðîèëëþñòðèðîâàí ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèå ïëîò-

íîñòè òîêà J0 îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî3. Ïðè ýòîì, âñå âîçìóùåíèÿ õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè λ.

Óâåëè÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà äî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-

íèþ âîçìóùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì íàðàñòàíèÿ/çàòóõàíèÿ

(ñì. ðèñóíîê 2.6, á ). Â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå J0 ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, â ñè-

ñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì λ (ñì.

ðèñóíîê 2.6, â).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ è ìàëûõ

çíà÷åíèé λ, êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà âîçìóùåíèÿ. Ïî-

3Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè òîêà J∗
0 = 0.5286 ñîîòâåòñòâóåò ïðèëîæåííîìó íàïðÿæåíèþ, ïðè

êîòîðîì â ñèñòåìå ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü
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Ðèñ. 2.6: Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ŬSL(ω, λ, J0) â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà íàðàñòà-

íèÿ/çàòóõàíèÿ λ è ÷àñòîòû ω äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè òîêà (a) J0 = 0.52,

(á ) J0 = 0.5286, (â) J0 = 0.545. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ λ = 0.

ëó÷åííûé ðåçóëüòàò õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêîé îöåíêîé ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ

Ëÿïóíîâà, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû çíà÷åíèé (ω, λ) â óðàâíåíèå (2.20) ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé.

Íà ðèñóíêå 2.7 ïðåäñòàâëåíû ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ òð¼õ âîçìó-

ùåíèé íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àÿ J0 = 0.555. Ïîðÿäêîâûé íîìåð

âîçìóùåíèé áûë îïðåäåëåí èç óñëîâèÿ λ1 > λ2 > λ3.

Èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä, â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëè âû-

÷èñëåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ λ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì øåñòè

âîçìóùåíèÿì (ω1, λ1), (−ω1, λ1), . . . , (ω3, λ3), (−ω3, λ3), îò çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöè-
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Ðèñ. 2.7: Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû. Êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâó-

þò ïåðâîìó, âòîðîìó è òðåòüìó âîçìóùåíèÿì, ñîîòâåòñòâåííî.

àëîâ, ïðèëîæåííîé ê ñèñòåìå â ïðåäãåíåðàöèîííîì ðåæèìå4. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.8. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ íà äàííîì ðèñóíêå ïðèâåäåíû çàâè-

ñèìîñòè øåñòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ðàññ÷èòàííûå ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè

ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ïåðâîé ãëàâå äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Âèäíî, ÷òî

ïîëó÷åííûå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ λ, õàðàêòåðèçóþùèå âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíî-

ãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà,

ðàñ÷èòàííûõ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Áåíåòòèíà. Ïðè ýòîì, ïîïàðíîå ðàâåíñòâî çíà-

÷åíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îáúÿñíÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì â äàííîé ñèñòåìå âîçìóùå-

íèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êîìïëåêñíîñîïðÿæåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ

(îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ è ÷àñòîòàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, íî

îäèíàêîâîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé).

Ñîãëàñíî ðèñóíêó 2.6, â, ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå

âîçìóùåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêîå. Íà

ðèñóíêå 2.9 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè (a) êîýôôèöèåíòà íàðàñòàíèÿ λ è (á ) ÷àñòîòû

(ω > 0) âîçìóùåíèé îò ïëîòíîñòè òîêà J0 (J0 > J∗
0 ). Íà ðèñóíêå 2.9, á òàêæå ïîêàçà-

íà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (òî÷êè), ðàññ÷èòàííàÿ

÷èñëåííî. Âèäíî, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïåðâîãî âîçìóùåíèÿ òî÷íî ñî-

îòâåòñòâóåò ÷àñòîòå êîëåáàíèé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ

ãåíåðàöèè è îñòà¼òñÿ áëèçêîé ê íåé ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðà-

4Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â äàííîì ñëó÷àå áûë

îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê óïðàâëÿþùåìó ïàðàìåòðó V ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (2.16) è (1.20)
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Ðèñ. 2.8: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ (λ1 . . . λ6) ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì øåñòè

âîçìóùåíèÿì, ÷àñòîòû êîòîðûõ ëåæàò êàê â ïîëîæèòåëüíîé, òàê è â îòðèöàòåëüíîé îá-

ëàñòÿõ (ω1,−ω1 . . . ω3,−ω3), (Λ1 . . .Λ6) � çíà÷åíèÿ øåñòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíî-

âà, ðàññ÷èòàííûõ ïðè ïîìîùè ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû.

ìåòðà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ñóäèòü î òîì, ÷òî â ïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìå

âðåìåííàÿ äèíàìèêà ïåðâîãî âîçìóùåíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ äèíàìèêîé îïîðíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñèñòåìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà ðåçóëüòàòû àíàëèçà äèíàìè-

êè âîçìóùåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîãî â

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû è, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó äèíàìèêîé

âîçìóùåíèé è äèíàìèêîé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ, � äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ïà-

ðàìåòðîâ íà ÷àñòîòó âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìå êîëåáàíèé òîêà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî óðàâíåíèÿ (2.20) è (2.21) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâè-

åì (2.25). Èç óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà âîçìóùåíèé

îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F0(x) è âåëè÷è-

íîé s, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîâîäèìîñòè êîíòàêòà (1.19). Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà
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Ðèñ. 2.9: Çàâèñèìîñòü (a) êîýôôèöèåíòà íàðàñòàíèÿ λ è (á ) ÷àñòîòû (ω > 0)ïåðâûõ

÷åòûðåõ âîçìóùåíèé îò ïëîòíîñòè òîêà J0 â ðåæèìå ãåíåðàöèè

ýìèòòåðà çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

J0 = R(Fe), (2.28)

ãäå Fe � íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà ýìèòòåðå, J0 � ïëîòíîñòü òîêà, ãðàíè÷íîå óñëîâèå

(2.25) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

dF̆

dx
(x0) =

ν

vd(Fe)

[
dR

dF
(Fe)− v′d(Fe)−

v′d(Fe)

ν

∂F0

∂x
(x0)

]
F̆ (x0). (2.29)

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî îäèíàêîâîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè Fe è J0 ìî-

æåò äîñòèãàòüñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ çàâèñèìîñòè (2.28), ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F0 ìîæåò áûòü ðàçëè÷íà â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè (2.28) â òî÷êå Fe. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ íà ðèñóíêå 2.10, (a) ðàññìîòðåíû õàðàêòåðèñòèêè ýìèòòåðîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ dR/dF (Fe) = 0.5 (1), dR/dF (Fe) = 0.3 (2), dR/dF (Fe) = 0.1 (3), dR/dF (Fe) = 0.0

(4). Äàííûå çàâèñèìîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (F ∗
e , J

∗
0 ). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîå

ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ýìèòòåðîâ îäèíàêîâîå

(òèï ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàí íà âðåçêå). Íà ðèñóíêå 2.10, (á ) ïîêàçàíû êîýôôèöèåí-
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Ðèñ. 2.10: (a) õàðàêòåðèñòèêè ýìèòòåðà (2.28), ãäå dR/dF (Fe) = 0.5 (1), dR/dF (Fe) = 0.3

(2), dR/dF (Fe) = 0.1 (3), dR/dF (Fe) = 0.0 (4), (á ) êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ λ è ñîá-

ñòâåííûå ÷àñòîòû ω âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàññìîòðåííûì ýìèòòåðàì. Íà âðåçêå ïîêàçàíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ F0(x), ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèÿì (F ∗
e , J

∗
0 ) (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õàðàê-

òåðèñòèê).

òû çàòóõàíèÿ λ è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-

ìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìîòðåííûì ýìèòòåðàì. Âèäíî, ÷òî, íå ñìîòðÿ íà îäèíàêîâîå

ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âåëè÷èíû λ è ω, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàçëè÷íûì ýìèòòåðàì, ðàçëè÷àþòñÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî

ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå â äàííîé ñèñòåìå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ îäèíàêîâûì ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâûì, òàê è

íåóñòîé÷èâûì, â çàâèñèìîñòè îò òèïà õàðàêòåðèñòèêè ýìèòòåðà. Íà ðèñóíêå 2.11 èçîá-

ðàæåíû ëèíèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ dR/dF (Fe) = 0.0 (1) è dR/dF (Fe) = 0.5 (2)

íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (Fe, J0) (a) è (V, J0) (á ). Âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïà-

ðàìåòðîâ (îáëàñòü, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó êðèâûìè 1 è 2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿíèÿì

ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé÷èâûìè.
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Ðèñ. 2.11: Ëèíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå, êîãäà dR/dF (Fe) = 0.0 (1) è

dR/dF (Fe) = 0.5 (2) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (Fe, J0) (a) è (V, J0) (á )

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñîâà-

íèè ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, ïðèâåä¼ííîé â ðàçäåëå

(2.1) è ÿâëÿþòñÿ èõ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûå â õîäå èññëåäî-

âàíèé, îïèñàííûõ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, çàâèñèìîñòè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷íûå ïðî-

ñòðàíñòâåííûå ïðîôèëè âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ è îïèñàòü èõ ýâîëþöèþ.

Â ðåçóëüòàòå ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà äèíàìèêè íàáîðà âîçìóùåíèé ñòà-

öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ðåçóëüòàòîì ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûëà ïîä-

òâåðæäåíà êîððåêòíîñòü ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû.

Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âîçìóùåíèé ïðè çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿ-

þùåãî ïàðàìåòðà, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêîå, áûëà îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó ÷àñòî-

òîé êîëåáàíèé ïåðâîãî âîçìóùåíèÿ ñ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå â êîíòåêñòå ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ, ïîç-

âîëÿþùèõ îöåíèâàòü íå òîëüêî çíà÷åíèå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè, íî è ÷àñòîòó âîçíèêàþùèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Ïðåä-

ëîæåííûå â äàííîì ðàçäåëå ìåòîäû è ïîëó÷åííûå çàêîíîìåðíîñòè ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû äëÿ àíàëèçà øèðîêîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, îïè-
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ñûâàåìûõ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè è Ïóàññîíà è õàðàêòåðíîé

çàâèñèìîñòè äðåéôîâîé ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ.

Âìåñòå ñ òåì, äëÿ äðóãèõ ìîäåëåé ðàñïðåäåë¼ííûõ ñðåä, âûâîä àíàëîãè÷íûõ çàêî-

íîìåðíîñòåé â ðàìêàõ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì. Â äàí-

íîì ñëó÷àå äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ àíàëèçà, îñíîâàííûõ íà ðàññìîòðåíèè ïîâåäåíèÿ

íàáîðà âîçìóùåíèé, âêëþ÷àÿ ðàñ÷¼ò ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

2.3 ×èñëåííûé àíàëèç äèíàìèêè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ

ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèÿ îïîðíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ (íàðÿäó ñ îïîðíûì) ñîñåäíåãî ñî-

ñòîÿíèÿ U1(x, t) = (n0(x, t) + ñ(x, t), F0(x, t) + F̃ (x, t), J0(x, t) + J̃(x, t))T è îòñëåæèâàíèå

ïðè ýòîì äèíàìèêè èçíà÷àëüíî ìàëûõ îòêëîíåíèé F̃ (x, t0), ñ(x, t0), J̃(x, t0) âî âðåìåíè.

Îäíàêî, äàííûé ïîäõîä ñïðàâåäëèâ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñ-

ñìàòðèâàåìûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿìè îñòà¼òñÿ ìàëûì, ïðè ýòîì

â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ âîçìóùåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íåîáõîäè-

ìà åùå ëèíåéíàÿ äèíàìèêà âîçìóùåíèé. Äëÿ ñèñòåì ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû

ïîäîáíîå âîçìóùåíèå äîëæíî áûòü ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáàìè

íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå [2]. Â áîëü-

øèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âîçìóùåíèé îòäà¼òñÿ ïðåäïî÷òåíèå èñïîëüçî-

âàíèþ óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ, õîòÿ âûâîä òàêèõ óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ

äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ïðè ïîìîùè ñàìîñî-

ãëàñîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè (1.15) è Ïóàññîíà (1.16), ëèíåàðèçî-

âàííûé îïåðàòîð ýâîëþöèè áûë ïîëó÷åí â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî

èññëåäîâàíèÿ (ñì. ðàçäåë 1.2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû). Â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà ïðè

ïîìîùè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äè-

íàìèêó îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû (1.21), (1.23), (1.24) è âîçìóùåíèé
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Ðèñ. 2.12: (a) ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â

ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé ñèñòåìå F (x), (á ) ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìó-

ùåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ F̃ (x), (â) çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñèëû òîêà I ′(t′) è (ã)

ìîäóëÿ âîçìóùåíèÿ ˜|F | (øêàëà ˜|F | ïîêàçàíà â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå).

(1.28), áûë ïðîâåäåí àíàëèç ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ è èññëå-

äîâàíà ñâÿçü ìåæäó åãî äèíàìèêîé è äèíàìèêîé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Íà ðèñóíêå 2.12 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà äëÿ çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþ-

ùåãî ïàðàìåòðà V = 355 ìÂ, îêàçûâàþùåãîñÿ ìåíüøå êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ðèñóíîê

2.12 à ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ F (x), ïîñòðîåííîìó äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà â ôèêñèðî-

âàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñîãëàñíî ðèñóíêó 2.12 á, ñèëà òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç ñèñòåìó,

ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, à ñëåäîâàòåëü-

íî, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (2.12 à) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çíà÷åíèÿ ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ íà ðèñóíêå 2.12 â ïîêà-

çàíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèÿ F̃ (x, t) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà
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Ðèñ. 2.13: (a) Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ âîçìóùåíèé â ôèêñèðî-

âàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà F (x∗), x∗ = 0.83 è (á ) ìîìåíòàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äàííûõ âîçìóùåíèé. êðèâûå 1,2,3 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ óïðàâëÿþùåãî

ïàðàìåòðà V = 320 ìÂ,V = 350 ìÂ,V = 359 ìÂ

âðåìåíè. Íà ðèñóíêå 2.12 ã èçîáðàæåíà â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå çàâèñèìîñòü ìî-

äóëÿ âîçìóùåíèÿ |F̃ | îò âðåìåíè, ãäå

|F̃ | =

√∫ 1

0

F̃ 2(x)dx. (2.30)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âîçìóùåíèå ýâîëþöèîíèðó-

åò ñîãëàñíî çàêîíó F̃ (x, t) ≈ eλt, ãäå λ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò íàðàñòà-

íè/çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèÿ.

Ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ñèñòåìå, î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò

çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè äîñòèæåíèè âåëè÷èíîé

V êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 2.13 a,

ïîëó÷åííîì â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû çà-

âèñèìîñòè îò âðåìåíè àìïëèòóäû êîëåáàíèé âîçìóùåíèÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðî-

ñòðàíñòâà x∗ = 0.83. Êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïðèëîæåíîãî

íàïðÿæåíèÿ V = 320 ìÂ, V = 350 ìÂ è V = 359 ìÂ, ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî

óâåëè÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåí-

òà λ. Â ÷àñòíîñòè, âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü (3), ïîëó÷åííàÿ ïðè çíà÷åíèè íàïðÿæåíèÿ
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Ðèñ. 2.14: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåëè÷èíû ïëîòíîñòè òîêà J0 è ìîäóëÿ âîçìóùåíèÿ

F̃ (x∗) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà x∗ = 0.83 ïðè çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïà-

ðàìåòðà V = 359 ìÂ

V = 359 ìÂ, ïðàêòè÷åñêè íå çàòóõàåò, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçíèêíîâåíèè â ñèñòåìå

ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà äèíàìèêè âîçìóùåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ðàçäåëå

(2.2) íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîëåáàòåëüíàÿ äè-

íàìèêà âîçìóùåíèÿ, ïðîäåìîíñòðèðîâàííàÿ íà ðèñóíêå 2.13, îáóñëîâëåíà åãî ñîáñòâåí-

íîé ÷àñòîòîé ω, êîòîðàÿ â ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

÷àñòîòå êîëåáàíèé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â

ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ðèñóíêå 2.14 ñîïîñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò âðå-

ìåíè ïëîòíîñòè òîêà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), õàðàêòåðèçóþùåãî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, è è ìî-

äóëÿ âîçìóùåíèÿ F̃ (x∗) íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà x∗ = 0.83 ïðè çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà V = 359 ìÂ. Âèäíî,

÷òî ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàññìîòðåííûõ âåëè÷èí ñîâïàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëå-

äóåìîé ñèñòåìû è ïîäòâåðæäåíà ñâÿçü ìåæäó ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ïåðâîãî âîçìóùåíèÿ

è ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

77



2.4 Âûâîäû êî âòîðîé ãëàâå

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëà ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷åñêîìó è ÷èñëåííî-

ìó èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû è âûÿâëåíèþ çàêîíîìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

äèíàìèêè âîçìóùåíèé îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåò-

ðà ê êðèòè÷åñêîìó (áèôóðêàöèîííîãî) çíà÷åíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó âîçíèêíîâåíèþ

íåóñòîé÷èâîñòè.

Íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû áûëà ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â ñëó-

÷àå, êîãäà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ áëèçêèìè ê

îäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëåíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è êîíöåíòðàöèè

íîñèòåëåé çàðÿäà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà

(íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå) âñå âîçìóùåíèÿ, ñóùåñòâóþ-

ùèå â èññëåäóåìîé ñèñòåìå, õàðàêòåðèçóþòñÿ îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ.

Ïîìèìî ïðèáëèæ¼ííîé àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â ðàì-

êàõ äàííîé ãëàâû áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âñåãî íàáîðà âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ è âû÷èñëèòü èõ ñîá-

ñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé è êîýôôèöèåíòû íàðàñòàíèÿ/çàòóõàíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ê

÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ñèñòåìû. Â ðåçóëü-

òàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìå ñóùåñòâóþò ïàðû âîçìóùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì êî-

ýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ è ÷àñòîòàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, íî îäèíàêîâîé àá-

ñîëþòíîé âåëè÷èíîé, è, òàêèì îáðàçîì, îáúÿñíåíî íàëè÷èå ïîïàðíî ðàâíûõ çíà÷åíèé

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé

ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû áûëà îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ïåðâîãî

âîçìóùåíèÿ è ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Îá-

íàðóæåííàÿ ñâÿçü áûëà òàêæå ïîäòâåðæäåíà â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äè-

íàìèêè âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû.
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Ãëàâà 3

Àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â

ýòàëîííûõ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ

ñèñòåìàõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííîé è

ýëåêòðîííî-âîëíîâîé ïðèðîäû

[64, 66,68,71,73]

Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â êà÷åñòâå îáúåêòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñ-

ïîëüçóþòñÿ ëàìïà îáðàòíîé âîëíû (ËÎÂ), ÿâëÿþùàÿñÿ áàçîâîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþ-

ùåé ýëåêòðîííî-âîëíîâîå âçàèìîäåéñòâèå [107�111], è äèîä Ïèðñà � ýòàëîííàÿ ìîäåëü

ïó÷êîâî-ïëàçìåííîé ñèñòåìû [6, 81, 112, 113]. Ðàçäåëû 3.1 è 3.2 îïèñûâàþò ðàñ÷åò è

ïðèìåíåíèå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà àâòîíîìíîé äèíàìèêè äàííûõ ðàñïðå-

äåë¼ííûõ ñèñòåì. Â ðàçäåëå 3.3 ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

äëÿ àíàëèçà ñâÿçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì íà ïðèìåðå îäíîíà-

ïðàâëåííî è âçàèìíî ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà, íàõîäÿùèõñÿ â ðåæèìå õàîòè÷åñêîé

ãåíåðàöèè. Â çàêëþ÷åíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ âûáîðà ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.
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3.1 Àíàëèç äèíàìèêè ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì � ýòà-

ëîííîé ìîäåëè ýëåêòðîííî-âîëíîâîé ñðåäû

Ýëåêòðîííî-âîëíîâàÿ ñèñòåìà ñ îáðàòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé è êóáè÷åñêîé íåëè-

íåéíîñòüþ (ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì) [107�109] ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ìîäåëüþ ÑÂ×-

ãåíåðàòîðà ñ îáðàòíîé âîëíîé [114�117]. Äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ðåçîíàíñíîå âçàè-

ìîäåéñòâèå ýëåêòðîííîãî ïîòîêà ñ îáðàòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé â çàìåäëÿþùåé

ñèñòåìå [5].

Èçó÷åíèå íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè äàííîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èç-çà âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè â íåé ñëîæíûõ ðåæè-

ìîâ [118�123]. Â ÷àñòíîñòè, íàðÿäó ñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé, òðàíñïîðò çàðÿäà â

ËÎÂ ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü ãèïåðõàîòè÷åñêèé ðåæèì, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè-

÷èå íåñêîëüêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [16].

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà ËÎÂ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ âåëè-

÷èí F (x, t) è I(x, t), õàðàêòåðèçóþùèõ ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ è ñèëû òîêà â ïðîñòðàíñòâå âçàèìîäåéñòâèÿ.

∂F

∂t
− ∂F

∂x
= −AI, (3.1)

∂I

∂x
+ j | I |2 I = −AF. (3.2)

Óðàâíåíèÿ (3.1)�(3.2) äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

F (L, t) = 0, I(1, t) = 0. (3.3)

Äàííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü,

ïîäõîäÿùóþ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ òðàíñïîðòà çàðÿäà â øèðîêîì êëàññå ðåàëüíûõ

óñòðîéñòâ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè [117,119,122].

Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì óñëîæíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíè-

åì åå åäèíñòâåííîãî óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà A, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò áåçðàçìåðíóþ

äëèíó ñèñòåìû. Íà ðèñóíêå 3.1 ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå ðåàëèçàöèè âûõîäíîãî ïîëÿ

F (x = 0, t), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ðåæèìàì äèíàìèêè, íàáëþäàþùèìñÿ â èññëå-

äóåìîé ñèñòåìå â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Ïðè çíà÷åíèÿõ
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ïàðàìåòðà A < 1.8 â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå (ðèñ. 3.1 à), êîòîðîìó

ñîîòâåòñòâóåò íåìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå F (x).

Ïðè A > 1.8 ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è â ñèñòåìå âîçáóæäà-

åòñÿ îäíî÷àñòîòíûé ðåæèì àâòîêîëåáàíèé (ðèñ. 3.1 á ). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè

ïàðàìåòðà A äèíàìèêà ñèñòåìû óñëîæíÿåòñÿ. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü èìååò âèä ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ìîùíûõ èìïóëüñîâ ñ ìåëêèìè îñöèëëÿöèÿìè ìåæäó íèìè, âîçíèêàþùèõ

â ðåçóëüòàòå âîçíèêíîâåíèÿ ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé F (x, t) è I(x, t),

îäíàêî êîëåáàíèÿ îñòàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Íàêîíåö, ïðè A > 4.0 âîçáóæäàþòñÿ õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ. Ïðè ýòîì ðàçìåð-

íîñòü àòòðàêòîðà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà A è ñïåêòð

ïðîöåññà ñòàíîâèòñÿ øèðå [6].
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Ðèñ. 3.1: Âðåìåííûå ðåàëèçàöèè âûõîäíîãî ïîëÿ F (x = 0, t), ñîîòâåòñòâóþùèå ñòà-

öèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ A = 1.75 (à), ðåæèìó ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà A = 1.83 è A = 2.5 (á ), (â)è ðåæèìó õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé A = 4.5 (ã)

Òàêèì îáðàçîì, ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì îáüåêòîì äëÿ

èññëåäîâàíèÿ êàê ïåðèîäè÷åñêèõ, òàê è ñëîæíûõ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ, òàêèõ êàê ãè-
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ïåðõàîñ. Ïðè ýòîì ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äàííîé ñè-

ñòåìû ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé.

Ó÷èòûâàÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè (3.1)�(3.2), ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû áûëî îïðå-

äåëåíî êàê

U = (F (x, t), I(x, t))T . (3.4)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óðàâíåíèÿ (3.1)�

(3.2) ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ëàêñà-Âåíäðîôôà è ìåòîäà

Ðóíãè-Êóòòû òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåí-

íîé è âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëè âûáðàíû êàê ∆x = 0.004 è

∆t = 0.002.

Äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà âåëè÷èíà (3.4) èãðàëà ðîëü îïîðíîãî

ñîñòîÿíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðàññìàòðèâàëàñü ýâîëþöèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé

Vi = (ξFi (x, t), ξ
I
i (x, t))

T . (3.5)

Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âîçìóùåíèé áûëà ïðîâåäåíà ëèíåàðèçàöèÿ îïåðàòîðà (3.1)�

(3.2) â îêðåñòíîñòè îïîðíîé òðàåêòîðèè è ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ

∂ξFi
∂t

− ∂ξFi
∂x

= −AξIi , (3.6)

∂ξIi
∂x

+ 2j | I |2 ξI∗i + jI2ξIi = −AξFi (3.7)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

F (L, t) + ξFi (L, t) = 0, I(1, t) + ξIi (1, t) = 0. (3.8)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (3.1)�(3.2) è (3.6)�(3.7), è ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó îð-

òîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà, çíà÷åíèÿ Ëÿïóíîâñêèõ ñóìì è ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

áûëè âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.9) è (1.10) ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñóíêå 3.2 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïåðâûõ ÷åòûðåõ è äåñÿòîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿ-

ïóíîâà îò âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà A, õàðàêòåðèçóþùåãî ñòåïåíü âîçáóæ-

äåíèÿ ñèñòåìû. Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé, äèíàìèêà ËÎÂ

ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ìîæåò

õàðàêòåðèçîâàòüñÿ íåñêîëüêèìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà [64]. Îáíà-

ðóæåíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ìîæåò
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Ðèñ. 3.2: (a) Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ÷åòûð¼õ è äåñÿòîãî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è (á ) áè-

ôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà êîëåáàíèé àáñîëþòíîé âåëè÷èíû âûõîäíîãî ïîëÿ â ëàìïå

îáðàòíîé âîëíû ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì îò áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà A

áûòü äî äåñÿòè ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â ñïåêòðå, îäíàêî ïðåäñòàâëåíèå

âñåõ äåñÿòè ïîêàçàòåëåé íà ãðàôèêå óõóäøàåò âèçóàëüíîå âîñïðèÿòèå ðåçóëüòàòîâ. Ïî-

ýòîìó íà ðèñóíêå 3.2 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè òîëüêî ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà, äîñòàòî÷íûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ äèíàìèêè, è äåñÿòîãî

ïîêàçàòåëÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè A ≈ 4.75, óêàçûâàÿ íà

ñëîæíîñòü êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà.

Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñ ðåæèìàìè äèíàìèêè ñèñòåìû

íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà òàêæå áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà êîëåáàíèé ìîäóëÿ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íîé âåëè÷èíû âûõîäíîãî ïîëÿ. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿì óïðàâëÿ-
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þùåãî ïàðàìåòðà A<1.83 ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå ñòàðøåãî íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-

íîâà, â òî âðåìÿ êàê áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â äàííîé òî÷êå ñâèäåòåëüñòâóåò îá

îòñóòñòâèè êîëåáàíèé â ñèñòåìå. Äàííûé ýôôåêò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïî-

ñòîÿííûé âî âðåìåíè ìîäóëü êîìïëåêñíîçíà÷íîé âåëè÷èíû, äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ

÷àñòè ñîâåðøàþò ïðîòèâîôàçíûå êîëåáàíèÿ (ðèñ. 3.1 à). Ïðè óâåëè÷åíèè óïðàâëÿþùåãî

ïàðàìåòðà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è â ñèñòåìå âîçíèêàþò ïåðèî-

äè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ (ðèñ. 3.1 á ). Â ñïåêòðå ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé íóëåâîé ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà, îòâå÷àþùèé çà ñäâèã îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ âäîëü îñè âðåìåíè. Äàëüíåéøåå

óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà A ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â ñèñòåìå õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáà-

íèé (ðèñ. 3.1 ã). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

A â ñèñòåìå âîçìîæåí ãèïåðõàîòè÷åñêèé ðåæèì êîëåáàíèé, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå

íåñêîëüêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Íà ðèñóíêå 3.1 ã ïðèâåäåíà âðåìåí-

íàÿ ðåàëèçàöèÿ âûõîäíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïðåõàîòè÷åñêîìó ðåæèìó.

Ðèñóíîê 3.2 èëëþñòðèðóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëó÷åííûìè çíà÷åíèÿìè ñïåêòðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è òèïîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ñèñòåìû. Ïðè

ýòîì, ïîìèìî ÷åòêîãî äåòåêòèðîâàíèÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó êà÷åñòâåííî-ðàçëè÷íûìè òèïà-

ìè äèíàìèêè, â äàííîì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé âåëè÷èíîé, ñïåêòð ïîêàçà-

òåëåé Ëÿïóíîâà â ïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìå ìîæåò ñîäåðæàòü äâà íóëåâûõ ïîêàçàòåëÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàíèÿì äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîçíà÷íîé âå-

ëè÷èíû è åå ìîäóëÿ. Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà A ñóùåñòâóþò ïàðû îäèíàêîâûõ ïîêàçàòå-

ëåé, ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ êîòîðûõ áûëà îïèñàíà âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû.

3.2 Àíàëèç äèíàìèêè äèîäà-Ïèðñà � ýòàëîííîé ìîäå-

ëè ïó÷êîâî-ïëàçìåííîé ñèñòåìû

Äèîä Ïèðñà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ ôèçè÷åñêîé ýëåêòðîíèêè, êîòîðàÿ ïîçâî-

ëÿåò ïðè àíàëèçå íåêîòîðûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé â ýëåêòðîííîì ïîòîêå îãðàíè÷èòüñÿ

ãèäðîäèíàìè÷åñêèì îïèñàíèåì [6,81,112,113]. Ýòà ìîäåëü èíòåðåñíà òåì, ÷òî, íåñìîòðÿ
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íà îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó, îíà äåìîíñòðèðóåò ìíîãèå íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ

äèíàìè÷åñêèé õàîñ, êëàññè÷åñêèé ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå, ïåðå-

ñòðîéêó õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ñ èçìåíåíèåì óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñèíõðîíèçà-

öèþ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé è äð. Âñå ýòî äåëàåò äèîä Ïèðñà óäîáíîé áàçîâîé ìîäåëüþ

ïó÷êîâî-ïëàçìåííîé ñèñòåìû äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñëîæíîãî ïî-

âåäåíèÿ â ïîòîêàõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñî ñâåðõêðèòè÷åñêèì òîêîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäîâ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñ öåëüþ àíàëèçà ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ

ñëîæíûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè êîëåáàíèÿìè.

v0ρ0

L

ρ
ion

Ðèñ. 3.3: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå äèîäà Ïèðñà

Ñõåìàòè÷åñêè äèîä Ïèðñà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äâå áåñêîíå÷íûõ ïëîñêèõ ïàðàë-

ëåëüíûõ ñåòêè, ïðîíèçûâàåìûå ìîíîýíåðãåòè÷åñêèì íà âõîäå ýëåêòðîííûì ïîòîêîì

(ðèñóíîê 3.3). Ñåòêè, îãðàíè÷èâàþùèå ñèñòåìó, çàçåìëåíû è íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèå

L äðóã îò äðóãà. Ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ0 è ñêîðîñòü v0 íà âõîäå â ñèñòåìó ïîääåðæèâàþò-

ñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ñåòêàìè ðàâíîìåðíî çàïîëíåíî íåéòðàëèçóþùèì

ôîíîì íåïîäâèæíûõ èîíîâ ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà |ρi/ρ0| = 1.

Äèíàìèêà ïîäîáíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì

α =
ωpL

v0
(3.9)

íàçûâàåìûì ïàðàìåòðîì Ïèðñà (ωp � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîííîãî ïó÷êà). Ïðè

α > π â ñèñòåìå ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ïðèâîäÿùàÿ ê îáðàçîâàíèþ âèðòóàëü-

íîãî êàòîäà, îò êîòîðîãî ÷àñòü ýëåêòðîííîãî ïîòîêà îòðàæàåòñÿ îáðàòíî ê ïëîñêîñòè

èíæåêöèè. Âìåñòå ñ òåì, ïðè âåëè÷èíå α ∼ 3π âîçìîæíî ïðîõîæäåíèå ýëåêòðîííîãî

ïîòîêà ÷åðåä äèîäíûé ïðîìåæóòîê áåç îáðàçîâàíèÿ âèðòóàëüíîãî êàòîäà. Â ïîñëåäíåì
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ñëó÷àå ðîñò íåóñòîé÷èâîñòè Ïèðñà îãðàíè÷èâàåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ â ñèñòåìå, è â äèîäå

íàáëþäàåòñÿ ðåæèì ïîëíîãî ïðîõîæäåíèÿ ïîòîêà, è ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îïèñà-

íèÿ ïðîëåòíîãî ïðîìåæóòêà ñî ñâåðõêðèòè÷åñêèì òîêîì â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî

ïîäõîäà. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â ýëåêòðîííîì ïîòîêå ïðèñóòñòâóþò îòðàæåíèÿ ÷àñòèö,

ïðèìåíåíèå ïîäîáíîãî îïèñàíèÿ íåïðàâîìåðíî, îäíàêî ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, äëÿ êî-

òîðûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì è îïòèìàëüíûì.

Äèíàìèêà ýëåêòðîííîãî ïîòîêà â äèîäå Ïèðñà â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðè-

áëèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íåïðåðûâíî-

ñòè è Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ [124]

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= −∂φ

∂x
, (3.10)

∂ρ

∂t
+ v

∂ρ

∂x
+ ρ

∂v

∂x
= 0, (3.11)

∂2φ

∂x2
= −α2(ρ− 1), (3.12)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

v(0, t) = 1, ρ(0, t) = 1, φ(0, t) = φ(1, t) = 0. (3.13)

Â óðàâíåíèÿõ (3.10)�(3.12) ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè äèîäà Ïèðñà èñïîëüçîâàíû

áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ïîòåíöèàëà ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà φ, ïëîòíîñòè

çàðÿäà ρ, ñêîðîñòü ýëåêòðîííîãî ïîòîêà v, ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x è âðåìå-

íè t, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

φ′ = (v20/η)φ, ρ
′ = ρ0ρ, v′ = v0v, x′ = Lx, t′ = (L/v0)t, ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíû ðàçìåð-

íûå âåëè÷èíû, η � óäåëüíûé çàðÿä ýëåêòðîíà.

Cèñòåìà óðàâíåíèé (3.10) � (3.12) ñ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.13) îïè-

ñûâàåò äèíàìèêó ñâîáîäíîãî äèîäà Ïèðñà è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (3.11) è äâèæåíèÿ (3.12) ðåøàëèñü ñ

ïîìîùüþ ñõåìû ñ ðàçíîñòÿìè ïðîòèâ ïîòîêà, à óðàâíåíèå Ïóàññîíà (3.10) � ìåòîäîì

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âåêòîðà îøèáêè [125]. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû ÷èñëåííîé ñõåìû, òàêèå

êàê øàã ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè∆x è øàã ïî âðåìåíè∆t, áûëè âûáðàíû êàê∆x = 0.005

è ∆t = 0.003.
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Äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ äèîäà Ïèðñà èñ-

ïîëüçîâàëàñü âåêòîð-ôóíêöèÿ

U = (ρ(x, t), v(x, t), φ(x, t))T , (3.14)

Àíàëîãè÷íî, âîçìóùåíèÿ Vi äàííîãî ñîñòîÿíèÿ áûëè îïðåäåëåíû êàê

Vi = (ξρi (x, t), ξ
v
i (x, t), ξ

φ
i (x, t))

T , (3.15)

Ïðîñòðàíñòâåííî âðåìåííàÿ äèíàìèêà íàáîðà âîçìóùåíèé îïèñûâàëàñü ïðè ïîìîùè

îïåðàòîðà ýâîëþöèè

∂L̂(U,Vi) = 0, (3.16)

ïîëó÷åííîãî ïðè ïîìîùè ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé (3.10), (3.11), (3.12) èñõîäíîãî îïå-

ðàòîðà âáëèçè ñîñòîÿíèÿ U(x, t).

∂2ξφi
∂x2

= −α2ξρi ,

∂ξρi
∂t

= −ξρi
∂v

∂x
− v

∂ξρi
∂x

− ξvi
∂ρ

∂x
− ρ

∂ξvi
∂x

,

∂ξvi
∂t

= −v∂ξ
v
i

∂x
− ξvi

∂v

∂x
− ∂ξφi

∂x
.

(3.17)

Ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîâåäåíèå âîçìóùåíèé íà ãðàíèöàõ ñèñòåìû, áûëè ïî-

ëó÷åíû èç óñëîâèé

ρ(0, t) + ξρi (0, t) = 1,

v(0, t) + ξvi (0, t) = 1,

φ(0, t) + ξφi (0, t) = 0,

φ(1, t) + ξφi (1, t) = 0

(3.18)

êàê

ξρi (0, t) = 0,

ξvi (0, t) = 0,

ξφi (0, t) = 0,

ξφi (1, t) = 0.

(3.19)
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C ó÷åòîì ââåäåííûõ â ðàññìîòðåíèå ñîñòîÿíèÿ U, âîçìóùåíèé Vi, îïåðàòîðà ýâî-

ëþöèè L̂(U), â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.10)� (3.12) ñ ãðà-

íè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.13), è ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà ∂L̂(U,V),

îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèÿìè (3.17)�(3.31), ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû áûë íàéäåí ñîãëàñíî ìåòîäó, îïèñàííîìó â

ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ñî ñâåðõêðè-

òè÷åñêèì òîêîì îïðåäåëÿåòñÿ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, âñåãî îäíèì áåçðàçìåðíûì

ïàðàìåòðîì � ïàðàìåòðîì Ïèðñà α. Â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â àâ-

òîíîìíîé ìîäåëè äèîäà Ïèðñà â óçêîé îáëàñòè çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà α,

ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ïîòîêà áåç îòðàæåíèé, ñèñòåìà äåìîíñòðè-

ðóåò õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ [5]. Âîçíèêíîâåíèþ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ïðåäøåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà α îò

2.88π äî 2.862π ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ïåðåõîä îò ðåãóëÿðíîé äèíà-

ìèêè ê õàîòè÷åñêîé ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, çàâåðøàþùèéñÿ óñòà-

íîâëåíèåì ñëàáîõàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷åòêî âûðàæåííûì âðåìåííûì ìàñøòàáîì.

Ñ äàëüíåéøèì óìåíüøåíèåì âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà α ïðîèñõîäèò ïåðå-

ñòðîéêà õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå: êîëåáàíèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþòñÿ, èñ-

÷åçàåò ÷åòêî âûðàæåííûé âðåìåííîé ìàñøòàá êîëåáàíèé, óñëîæíÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûé

ñîñòàâ êîëåáàíèé ýëåêòðîííîãî ïîòîêà. Ïåðåõîä îò ðåãóëÿðíûõ ê õàîòè÷åñêèì ðåæèìàì

õîðîøî âèäåí íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ðèñ. 3.4, á ), ïîñòðîåííîé ïî âðåìåííûì

ðåàëèçàöèÿì êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà â òî÷êå x = 0.2 ïðîñòðàí-

ñòâà âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âìåñòå ñ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé íà ðèñóíêå 3.4 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè îò

óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ÷åòûðåõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Èç ïðèâåäåííîãî

ðèñóíêà îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîçâîëÿåò ÷åò-

êî äèàãíîñòèðîâàòü äèíàìè÷åñêèé ðåæèì, íàáëþäàþùèéñÿ â ñèñòåìå. Â ñïåêòðå ïîêà-

çàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà α ïðèñóòñòâóåò îäèí

íóëåâîé ïîêàçàòåëü, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ âäîëü îñè âðå-

ìåíè. Â îáëàñòè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé α . 2.862 ýòîò íóëåâîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-

âà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè â ñèñòåìå õàîòè÷åñêîé
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-2

-1

 0

-3

Λ

 1.05

 1.15

 1.25

ρ

 2.855  2.865  2.875  2.885

α/π

 2.855  2.865  2.875  2.885

α/π

Λ1Λ2

а

б

Λ3

Λ4

Ðèñ. 3.4: (à) Çàâèñèìîñòü ÷åòûðåõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà è (á ) áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà êîëåáàíèé â àâòîíîìíîì äèîäå Ïèðñà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α

äèíàìèêè. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, âèäíî, ÷òî â òî÷êàõ áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà

(íàïðèìåð, α ≃ 2.87) âòîðîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà Λ2 òàêæå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèÿõ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïîâåäåíèè ñèñòåìû

ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà α (ñì. ðèñ. 3.4) ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿ-

ïóíîâà Λ1 ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì ïåðåõîäà ê õàîòè-

÷åñêèì êîëåáàíèÿì. Âòîðîé ïî âåëè÷èíå ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ

ðàâíûì íóëþ (Λ2 = 0), à âñå îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Â îêíàõ

ïåðèîäè÷íîñòè, ãäå ðåàëèçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà ñíîâà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â ýòîì ñëó÷àå èìå-

åò íóëåâîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.
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Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ âñåãî

ëèøü îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, â îòëè÷èè îò ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì

ïîëåì, ðàññìîòðåííîé ðàíåå â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Íàëè÷èå òîëü-

êî îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íåñìîòðÿ

íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ðàñïðåäåëåííîñòü ñèñòåìû, õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ðåàëèçóþùè-

åñÿ â íåé, äîñòàòî÷íî ïðîñòû. Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó îêàçàëîñü

âîçìîæíûì ïîñòðîèòü êîíå÷íîìåðíóþ ìîäåëü äèíàìèêè ýëåêòðîííîãî ïîòîêà â äèîäå

Ïèðñà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà [125], ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñèñòåìó òðåõ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [5].

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàçäåëàõ 3.1 è 3.2 íàñòîÿùåé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòû ïîçâîëÿþò ñóäèòü î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíî-

âà äëÿ àíàëèçà êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â äèíàìèêå è êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñëîæ-

íîñòè íåðåãóëÿðíûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â àâòîíîìíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ

ýëåêòðîííîé ïðèðîäû. Îäíàêî, îáëàñòü âîçìîæíîãî ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî îäíîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìîé.

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, ñ

èõ ïîìîùüþ ìîæíî äèàãíîñòèðîâàòü âîçíèêíîâåíèå òîãî èëè èíîãî òèïà ñèíõðîííîãî

ïîâåäåíèÿ ñâÿçàííûõ ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó. Ïîýòîìó â ñëå-

äóþùåì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ

ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåì ñî ñâåðõêðèòè÷åñêèì òîêîì.

3.3 Àíàëèç ñâÿçàííûõ ðàñïðåäåëåííûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ

ñèñòåì

Â êîíòåêñòå èñïîëüçîâàíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà ñâÿçàííûõ ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ðàññìîòðèì îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûå äèîäû Ïèðñà, êîòîðûå,

êàê èçâåñòíî, ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçà-

öèè [31], îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåæèì îáîáùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñòàíîâëåíèå ñèíõðîííîãî ðåæèìà â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî íàéòè ñâîå

îòðàæåíèå â ïîâåäåíèè ñïåêòðà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðè-

çóþùèõ ïîâåäåíèå ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà [18,31].
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Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå îäíîíàïðàâëåíî ñâÿçàííûõ

ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåì, èìåþò âèä

∂2φ1,2

∂x2
= −

(
α1,2
)2

(ρ1,2 − 1), (3.20)

∂ρ1,2

∂t
= −∂(ρ

1,2v1,2)

∂x
, (3.21)

∂v1,2

∂t
= −v1,2∂v

1,2

∂x
+
∂φ1,2

∂x
, (3.22)

ãäå âåðõíèå èíäåêñû �1� è �2� îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîé è âòîðîé ïó÷êîâî-ïëàçìåííûì ñèñòå-

ìàì, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâÿçü ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè äèîäàìè Ïèðñà ââîäèòñÿ ìîäèôèêàöèåé ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé íà ïðàâîé ãðàíèöå âòîðîé (âåäîìîé) ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè â

ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòå-

ìû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.20) � (3.22) èìåþò âèä

v1,2(0, t) = 1, ρ1,2(0, t) = 1, φ1,2(0, t) = 0, (3.23)

òî â ñëó÷àå ñâÿçè, ãðàíè÷íîå óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå

âåäîìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

φ2(1, t) = ε(ρ2(x = 1, t)− ρ1(x = 1, t)). (3.24)

Â äàííîì ñëó÷àå ïåðâàÿ �1� (âåäóùàÿ) ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðåæèìå àâòîíîìíûõ

êîëåáàíèé, âîçäåéñòâóÿ íà âòîðóþ �2� (âåäîìóþ) ñèñòåìó.

Â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ äèîäîâ Ïèð-

ñà, èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð

U = (ρ1(x, t), v1(x, t), φ1(x, t), ρ2(x, t), v2(x, t), φ2(x, t))T , (3.25)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(U1,U2) =

1∫
0

(
ρ11(x, t)ρ

1
2(x, t) + v11(x, t)v

1
2(x, t) + φ1

1(x, t)φ
1
2(x, t)

)
dx+

+

1∫
0

(
+ρ21(x, t)ρ

2
2(x, t) + v21(x, t)v

2
2(x, t) + +φ2

1(x, t)φ
2
2(x, t)

)
dx,

(3.26)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåé äëèíå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ñîîòíî-

øåíèÿ (3.20)�(3.22) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.23)�(3.30) âûñòóïþò â êà÷åñòâå îïåðà-

òîðà ýâîëþöèè (1.1) äëÿ äâóõ îäíîíàïðàâëåíî ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà.

Ïî àíàëîãèè ñ (3.34), â êà÷åñòâå âîçìóùåíèé Vi äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà

âûñòóïàþò âåêòîðà

Vi = (ξ1ρi (x, t), ξ1vi (x, t), ξ1φi (x, t), ξ2ρi (x, t), ξ2vi (x, t), ξ2φi (x, t))T , (3.27)

õàðàêòåðèçóþùèå ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ U.

Äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû äâóõ îäíîíàïðàâëåíî ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà (3.20)�

(3.30) îïåðàòîð ∂L̂(U,Vi), îïðåäåëÿþùèé ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé Vi îïîðíîãî

ñîñòîÿíèÿ U, çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂2ξ1,2φi

∂x2
= −

(
α1,2
)2
ξ1,2ρi ,

∂ξ1,2ρi

∂t
= −ξ1,2ρi

∂v1,2

∂x
− v1,2

∂ξ1,2ρi

∂x
− ξ1,2vi

∂ρ1,2

∂x
− ρ1,2

∂ξ1,2vi

∂x
,

∂ξ1,2vi

∂t
= −v1,2∂ξ

1,2v
i

∂x
− ξ1,2vi

∂v1,2

∂x
− ∂ξ1,2φi

∂x
.

(3.28)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìàëûõ îòêëîíåíèé Vi, ñ ó÷åòîì ñâÿçè (3.24), èìåþò âèä

ξ1,2ρi (0, t) = 0,

ξ1,2vi (0, t)i = 0,

ξ1,2φi (0, t) = 0,

ξ1φi (1, t) = 0,

ξ2φi (1, t) = ε(ξ2ρi (1, t)− ξ1ρi (1, t)).

(3.29)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ îäíîíàïðàâëåíî ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà ðàñ÷åò ñïåêòðà

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è â ñëó-

÷àå àâòîíîìíîãî äèîäà Ïèðñà, ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû U, ìàëûå

âîçìóùåíèÿ Vi, îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (U1,U2) è îïåðàòîðû ýâîëþöèè

L̂(U) è ∂L̂(U,Vi) òåïåðü îïðåäåëåíû ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

Çàâèñèìîñòü ïÿòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äâóõ îäíîíàïðàâëåíî ñâÿ-

çàííûõ äèîäîâ Ïèðñà (3.20)�(3.22) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.23)�(3.30) îò âåëè÷èíû
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Ðèñ. 3.5: Çàâèñèìîñòü ïÿòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ε äëÿ

äâóõ îäíîíàïðàâëåíî ñâÿçàííûõ äèîäîâ Ïèðñà

ïàðàìåòðà ñâÿçè ε ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.5. Âûáîð çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ

α1 = 2.858, α2 = 2.860 îáåñïå÷èâàåò õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó êàæäîãî èç äèîäîâ Ïèðñà â

àâòîíîìíîì ðåæèìå.

Îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçè ìåæäó äèîäàìè (ε = 0) äâà ñòàðøèõ ïî-

êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíû (÷òî õàðàêòåðèçóåò õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó â êàæäîì

èç äèîäîâ Ïèðñà ïî îòäåëüíîñòè), äâà ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè (ýòè ïîêàçàòåëè ñîîòâåòñòâó-

þò âîçìóùåíèÿì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì âäîëü îñè âðåìåíè), ïÿòûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (è

âñå ïîñëåäóþùèå) îêàçûâàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè.

Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ñâÿçè çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà÷èíàþò ìåíÿòü-

ñÿ. Èç-çà îäíîíàïðàâëåííîãî õàðàêòåðà ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè äèîäàìè Ïèð-

ñà, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ âåäóùåé ñèñòåìû îò ñîñòîÿíèÿ âåäîìîãî îñöèëëÿ-

òîðà, ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà Λ1 ≥ Λ2 ≥ . . . ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè:

ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âåäóùåé ñèñòåìû Λ1
1 ≥ Λ1

2 ≥ . . . è óñëîâíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà

Λ2
1 ≥ Λ2

2 ≥ . . ., õàðàêòåðèçóþùèå äèíàìèêó âåäîìîé.

Ïîñêîëüêó äèíàìèêà âåäóùåãî äèîäà Ïèðñà ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè ε è ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî äèîäà Ïèðñà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó äèîäó Ïèðñà

ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà íå äîëæíû èçìåíÿòüñÿ ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè ñâÿçè ìåæäó

ðàññìàòðèâàåìûìè ñèñòåìàìè. ×òî æå êàñàåòñÿ âåäîìîãî äèîäà Ïèðñà, òî åãî äèíàìèêà

èçìåíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ñâÿçè (â ÷àñòíîñòè, îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ñèíõðî-
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Ðèñ. 3.6: Çàâèñèìîñòü ïÿòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ε äëÿ

äâóõ äèîäîâ Ïèðñà ñâÿçàííûõ âçàèìíî

íèçîâàííîé ñèãíàëîì ñ âåäóùåãî äèîäà Ïèðñà), è, ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

óñëîâíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ÷òî îò÷åòëèâî âèäíî íà ðèñ. 3.5. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ

ïàðàìåòðà ñâÿçè ñíà÷àëà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì âòîðîé óñëîâíûé ïîêàçàòåëü Ëÿ-

ïóíîâà Λ2
2, êîòîðûé ïðè ε = 0 îòâå÷àë çà âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî äèîäà Ïèðñà

âäîëü îñè âðåìåíè è áûë ðàâåí íóëþ, à çàòåì è ñòàðøèé óñëîâíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

Λ2
1 ïðè ε ≈ 0.09 ïåðåõîäèò èç îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé â îáëàñòü îòðèöàòåëü-

íûõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâëåíèþ ðåæèìà îáîáùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè

â ðàññìàòðèâàåìûõ äèîäàõ Ïèðñà [31].

Íàðÿäó ñî ñëó÷àåì îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

èçó÷åíèå âçàèìíîñâÿçàííûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ òàêæå ïðèìå-

íèì ðàñ÷åò ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèàãíîñòèêè ðåæèìà îáîáùåííîé õàî-

òè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè.

Â äàííîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà, çà-

ïèøóòñÿ â âèäå φ1(1, t) = ε(ρ1(x = 1, t)− ρ2(x = 1, t)),

φ2(1, t) = ε(ρ2(x = 1, t)− ρ1(x = 1, t)).
(3.30)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìàëûå âîçìóùåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, áóäóò ñëåäóþùèìè

ξ1,2ρi (0, t) = 0,

ξ1,2vi (0, t)i = 0,

ξ1,2φi (0, t) = 0,

ξ1φi (1, t) = ε(ξ1ρi (1, t)− ξ2ρi (1, t)),

ξ2φi (1, t) = ε(ξ2ρi (1, t)− ξ1ρi (1, t)).

(3.31)

Â îñòàëüíîì ìåòîäèêà ðàñ÷¼òà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ âçàèìíîñâÿçàííûõ

ñèñòåì íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè, ðàññìîòðåííîãî ðàíåå

â äàííîì ðàçäåëå.

Íà ðèñóíêå 3.6 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïÿòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ïà-

ðàìåòðà ε, õàðàêòåðèçóþùåãî ñèëó ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ñèñòåìàìè. Èç ðè-

ñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû ε äâà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ìåíÿþòñÿ ñëàáî:

îäèí ïîêàçàòåëü Λ1 âñåãäà (çà èñêëþ÷åíèåì îêîí ïåðèîäè÷íîñòè) îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì, è âñåãäà èìååòñÿ îäèí íóëåâîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà Λ3 â ñïåêòðå. Â òî æå ñàìîå

âðåìÿ, äâà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà (èçíà÷àëüíî ïîëîæèòåëüíûé Λ2 è èçíà÷àëüíî íóëåâîé

Λ4) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ñâÿçè è ïðè ïðåâûøåíèè âåëè÷èíîé ε êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

ε = 0.078 ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Ïÿòûé ðàññìîòðåííûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

îêàçûâàåòñÿ âñåãäà îòðèöàòåëüíûì, è, êàê ñëåäñòâèå, åãî äèíàìèêà (êàê è äèíàìèêà

âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëåé ñïåêòðà) îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ

èçó÷åíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñè-

ñòåì, ïåðåõîä ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-

íèé ñâÿçàí ñ âîçíèêíîâåíèåì ðåæèìà îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè âî âçàèìíî ñâÿçàí-

íûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ïðîâåðêè äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â ðàáîòå [126]

áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä �áëèæàéøèõ ñîñåäåé�, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî áûëî ïîäòâåðæäå-

íî âîçíèêíîâåíèå ðåæèìà îáîáùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè ïðè ε = 0.078.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, äåìîíñòðèðó-

þò ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèàãíîñòè-

êè óñòàíîâëåíèÿ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â ðàñïðåäåëåííûõ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòå-

ìàõ. Ìîæíî ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ âåðîÿòíîñòè óòâåðæäàòü, ÷òî äàííûé èíñòðóìåíò ìî-
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æåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ñâÿçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ

ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíîé ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà

íåñêîëüêèõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

3.4 Âîïðîñ âûáîðà ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðå-

äåëåííîé ñèñòåìû äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòå-

ëåé Ëÿïóíîâà

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðè àíàëèçå ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì âûáîð

îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ âàæíûì è çàâèñèò îò ñïåöèôèêè êîíêðåòíîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ âûáîðà ñîñòîÿíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè àíàëèçå

âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñïðåäåëåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è êîíå÷íîìåðíîé (ðàçäåë 1.4),

à òàêæå ïðè àíàëèçå ñâÿçàííûõ ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì (ðàçäåë 3.3).

Â èññëåäîâàíèÿõ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîí-

íîé ðàáîòû, ðàñ÷åò ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îñóùåñòâëÿëñÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì âñåõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïîð-

íîé òðàåêòîðèè. Íàïðèìåð, îïîðíîå ñîñòîÿíèå äèîäà Ïèðñà áûëî îïðåäåëåíî êàê

U = (φ(x, t), ρ(x, t), v(x, t))T , à ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì � êàê U = (F (x, t), I(x, t))T .

Îäíàêî, ïðè àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ âûñîêîé ñòåïåíüþ

äèñêðåòèçàöèè, òàê æå êàê è ïðè àíàëèçå ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â ñåòÿõ, ñîñòîÿùèõ

èç áîëüøîãî ÷èñëà ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, âàæíîé çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ èññëåäîâàíèå

âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíèÿ èç îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí. Â íàñòîÿùåì ðàç-

äåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äàííûé âîïðîñ áóäåò ðàññìîòðåí íà ïðèìåðå ýòàëîííûõ

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ýëåêòðîííîé ïðèðîäû.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèîä Ïèðñà (äàííàÿ ñèñòåìà áûëà ïîäðîá-

íî èññëåäîâàíà â ðàçäåëå 3.2). Ïðè àíàëèçå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå äè-

îäà Ïèðñà, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà çàâèñèò

òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Èíûìè ñëîâàìè,

äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ýâîëþöèè (3.10)�(3.12), â ïðèíöèïå, ìîæíî ïåðåïèñàòü, èñêëþ-

÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ ïîòåíöèàë φ(x, t). Ôàêòè÷åñêè, äîñòàòî÷íî çíàòü ðàñïðåäåëåíèÿ
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ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ(x, t) è ñêîðîñòè v(x, t), ÷òîáû îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçîâàòü ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû, è, îïèðàÿñü íà îïåðàòîð ýâîëþöèè L̂(U), â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàåò

ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.10)�(3.12) ñ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.13), âû÷èñ-

ëÿòü àíàëîãè÷íûå ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â ñîñòîÿíèå äîñòàòî÷íî

âêëþ÷èòü ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(x, t) è ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ ïó÷êà v(x, t)1

U = (ρ(x, t), v(x, t))T . (3.32)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîÿíèé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

(U1,U2) =

1∫
0

ρ1(x, t)ρ2(x, t) + v1(x, t)v2(x, t) dx. (3.33)

Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèé Vi áóäóò âûñòóïàòü âåêòîðà

Vi = (ξρi (x, t), ξ
v
i (x, t))

T , (3.34)

õàðàêòåðèçóþùèå ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ U, ïðè÷åì ìàëîå âîçìó-

ùåíèå ξφi (x, t) ïîòåíöèàëà φ(x, t) ñíîâà áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ(x, t) è åãî ìàëûì âîçìóùåíèåì ξρi (x, t). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îð-

òîãîíàëèçàöèÿ è íîðìàëèçàöèÿ òàêîãî íàáîðà âîçìóùåíèé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çíà÷è-

òåëüíî áûñòðåå, ÷åì â ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì ðàíåå â ðàçäåëå 3.2.

Íà ðèñóíêå 3.7 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ òðåõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ïîëó÷åí-

íûå â ðàçäåëå 3.2 (ñïëîøíûå ëèíèè) è çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè (3.32)

â êà÷åñòâå îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ (òî÷êè). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå

â òîì è â äðóãîì ñëó÷àÿõ îòëè÷íî ñîâïàäàþò ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðà-

ìåòðà.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ âîçìîæíîñòè ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â

îïîðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ËÎÂ ñ ïî-

ïåðå÷íûì ïîëåì. Â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷èì ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû òîêà I(x, t) èç

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ñèëó òîãî, ÷òî îíî ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ

1Ïîòåíöèàë φ(x, t), âõîäÿùèé â óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, íå

âêëþ÷åí â ñîñòîÿíèå U, ïîñêîëüêó îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(x, t) â ñèëó

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.12) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.13)
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Ðèñ. 3.7: Çàâèñèìîñòü òðåõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àâòîíîìíîãî äèîäà Ïèð-

ñà â çàâèñèìîñòè îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû çíà÷å-

íèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ó÷åòå â ñîñòîÿíèè ñèñòåìû âñåõ âåëè÷èí, òî÷êàìè � çíà÷åíèÿ,

ïîëó÷åííûå ïðè èñêëþ÷åíèè ïîòåíöèàëà èç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F (x, t) ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (3.2). Â ðåçóëüòàòå,

äëÿ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èñïîëüçóåì ñîñòîÿíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ òîëüêî

ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû âûñîêî÷àñòîòíîãî ïîëÿ F (x, t)

U = (F (x, t)). (3.35)

Ñîîòâåòñòâåííî, íàáîð âîçìóùåíèé òàêîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä

Vi = (ξFi (x, t)). (3.36)

Ïîëó÷åííûå â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûëè ñîïîñòàâëåíû ñî

çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðàçäåëå (3.1). Íà ðèñóíêå 3.8 ëèíèÿìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ðàñ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû U = (F (x, t), I(x, t))T

â êà÷åñòâå îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïðè èñ-

êëþ÷åíèè òîêà èç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 3.8, ïîêà-

çûâàþò, ÷òî èñêëþ÷åíèå òîêà èç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà.
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Ðèñ. 3.8: Çàâèñèìîñòü ïåðâîãî, òðåòüåãî è ïÿòîãî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ËÎÂ ñ

ïîïåðå÷íûì ïîëåì îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû çíà-

÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ó÷åòå â ñîñòîÿíèè ñèñòåìû âñåõ âåëè÷èí, òî÷êàìè-çíà÷åíèÿ,

ïîëó÷åííûå ïðè èñêëþ÷åíèè òîêà èç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåí âîïðîñ âûáîðà îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, íåîáõîäèìîãî äëÿ êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì âîçìîæíî èñêëþ÷åíèå

èç ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ðàñ÷åò è óìåíüøèòü çàòðàòû

ìàøèííîãî âðåìåíè ïðè îðòîãîíàëèçàöèè ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì, ñîêðàùåíèå ÷èñëà âå-

ëè÷èí äîëæíî áûòü îñíîâàíî íà îñîáåííîñòÿõ óðàâíåíèé îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Äðóãèìè

ñëîâàìè, èç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû âîçìîæíî èñêëþ÷åíèå òîëüêî òåõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëå-

íèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî âûðàæåíû ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèÿ äðóãèõ âåëè÷èí

(âõîäÿùèõ â ñîñòîÿíèå ñèñòåìû) ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëè. Èñêëþ÷åíèå æå äðóãèõ âåëè÷èí, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíûì

ðåçóëüòàòàì.

Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåñêàçàííîãî ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòå-

ëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèîäà Ïèðñà â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòå ñ ïîòåíöèàëîì φ(x, t) èç ñîñòî-

ÿíèÿ áûëà èñêëþ÷åíà ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ(x, t). Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.9.
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Ðèñ. 3.9: Ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèîäà Ïèðñà, ðàññ÷èòàííûé ïðè èñïîëüçî-

âàíèè âåëè÷èíû v(x, t) â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

Íåêîððåêòíîñòü äàííîãî ðàñ÷åòà ïîäòâåðæäåíà ãëàâíûì îáðàçîì îòñóòñòâèåì íóëåâîãî

ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â ñïåêòðå ïîòîêîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, íàëè-

÷èå ñòàðøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íå ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòÿì óïðàâ-

ëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,

ðåàëèçóåòñÿ õàîòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ.

3.5 Âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå ïðåäëî-

æåííîãî â ïåðâîé ãëàâå ìåòîäà ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà

íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè ðàñïðåäåë¼ííûõ ñè-

ñòåì ýëåêòðîííîé ïðèðîäû. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ áûëè ðàññìîòðåíû äèîä

Ïèðñà � ýòàëîííàÿ ìîäåëü ïó÷êîâî-ïëàçìåííîé ñèñòåìû è ëàìïà îáðàòíîé âîëíû ñ

ïîïåðå÷íûì ïîëåì � áàçîâàÿ ìîäåëü ýëåêòðîííî-âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ïî-

ìîùè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûëà ðàññìîòðåíà àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà äàííûõ ñèñòåì è

îïðåäåëåíû îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì è õàîòè÷åñêèì ðåæèìàì.

Ïîìèìî ñëó÷àÿ àâòîíîìíîé äèíàìèêè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì â ðàìêàõ äàííî-

ãî ðàçäåëà áûëè ðàññìîòðåíû äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû, ðåàëèçóþùèåñÿ â ñâÿçàííûõ
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ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåìàõ. Ïðèìåíåíèå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â äàííîì ñëó÷àå ïîç-

âîëèëî äåòåêòèðîâàòü ðåæèìû îáîáùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè â èññëåäóåìûõ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ â ñëó÷àå îäíîíàïðàâëåííîé è âçàèìíîé ñâÿ-

çè.

Â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà áûë òàêæå ðàññìîòðåí âîïðîñ âûáîðà îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ

ñèñòåìû, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì îñíîâíîå

âíèìàíèå áûëî óäåëåíî âûáîðó íàáîðà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, äëÿ êî-

òîðîãî ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Íà îñíîâàíèè ðàññìîòðåíèÿ îïåðàòîðà

ýâîëþöèè èññëåäóåìûõ ñèñòåì áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè

èñêëþ÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí èç íàáîðà, îïðåäåëÿþùåãî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Äàííîå

ïðåäïîëîæåíèå áûëî ïðîâåðåíî íà ïðèìåðå èññëåäîâàííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ýòàëîííûõ ñèñòåì. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïðà-

âèëî âûáîðà íåîáõîäèìîãî íàáîðà âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøåíà àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà ðàäèîôèçè-

êè, ñâÿçàííàÿ ñ ðàçðàáîòêîé ìåòîäà ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì è ïðèìåíåíèåì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ

àíàëèçà ñëîæíûõ ðåæèìîâ, ðåàëèçóþùèõñÿ â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ, ÿâëÿþùèõ-

ñÿ ýòàëîííûìè ìîäåëÿìè ýëåêòðîííîé ïðèðîäû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà íåïðåðûâíîì â ïðîñòðàíñòâå îïèñàíèè

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è åå âîçìóùåíèé. Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííî-

ãî ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå ýòàëîííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà

êîëëåêòèâíóþ äèíàìèêó íîñèòåëåé çàðÿäà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå àâòîíîìíîé äèíàìèêè ñèñòåìû

ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñèñòåìå âîçìîæíà ðåàëèçà-

öèÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â òîæå âðåìÿ, âëèÿíèå âíåøíåãî ïåðèî-

äè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó äàííîé ñè-

ñòåìû. Ïðè ïîìîùè ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûëî äîêàçàíî, ÷òî

â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ìîæåò áûòü

ïåðèîäè÷åñêîé, êâàçèïåðèîäè÷åñêîé è õàîòè÷åñêîé.

2. Ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðàñ÷åòå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì, îïèñûâà-

þùèõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðàñïðåäåëåííîé àêòèâíîé ñðåäîé è êîíå÷íîìåðíîé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñîñòî-

ÿíèå òàêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ êàê äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, çàâèñÿùèå
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òîëüêî îò âðåìåíè Xi(t), òàê è îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû Yi(x, t),

ìîæåò áûòü îïèñàíî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî äàåò âîçìîæ-

íîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Â êà÷å-

ñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà â ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ

ñèñòåìà ýëåêòðîííîé ïðèðîäû, ñâÿçàííàÿ ñ âíåøíèì RLC-êîíòóðîì. Ïðè ïîìîùè

ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàðüèðîâàíèå ïàðàìåò-

ðîâ êîíòóðà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ õàîòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

äèíàìèêè ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû.

3. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà äèíàìèêà âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîäåëüíîé

ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðèáëèæåíèè îäíîðîä-

íîãî â ïðîñòðàíñòâå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû âîçìîæíà àíàëèòè÷åñêàÿ

îöåíêà âåëè÷èíû ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Â ðàáîòå áûëî ïðîäåìîíñòðè-

ðîâàíî, ÷òî äàííàÿ îöåíêà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿ-

æåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Êðîìå òîãî, áûëî îáíàðóæåíî,

÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äàííîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ

îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ. Äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè íàáî-

ðà âîçìóùåíèé íåîäíîðîäíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äèñ-

ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû

çàòóõàíèÿ âñåõ âîçìóùåíèé, èõ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàí-

ñòâåííûå ïðîôèëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ÷èñëåííîå

ìîäåëèðîâàíèå âðåìåííîé ýâîëþöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è âîçìóùåíèé. Ïðè ïî-

ìîùè äàííîãî ïîäõîäà áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè â ñèñòåìå

ñóùåñòâóþò ïàðû âîçìóùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì

çàòóõàíèÿ è ÷àñòîòàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, íî îäèíàêîâîé àáñîëþòíîé

âåëè÷èíîé. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëèë îáúÿñíèòü íàëè÷èå ïîïàðíî îäèíà-

êîâûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â ñïåêòðå, ðàññ÷èòàííîì äëÿ äàííîé ñèñòåìû, ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìà Áåíåòòèíà.

4. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä àíàëèçà äèíàìèêè íàáîðà âîçìóùåíèé ïîçâîëèë òàêæå ïðî-

àíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå âîçìóùåíèé ïðè çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà,

ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêîå. Ïðè ýòîì áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé

îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïåðâîãî âîçìóùåíèÿ â
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ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è äàëåå, ïðè óâåëè÷åíèè áèôóðêàöèîííî-

ãî ïàðàìåòðà, îñòàåòñÿ áëèçêîé ê íåé. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áûë ïîäòâåðæäåí â

ðàìêàõ ÷èñëåííîãî àíàëèçà äèíàìèêè âîçìóùåíèÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ

óðàâíåíèé îïåðàòîðà ýâîëþöèè, ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè îïîðíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ.

5. Íà îñíîâàíèè àíàëèçà äèíàìèêè âîçìóùåíèé ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåîä-

íîðîäíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû,

îïèñûâàåìîé â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ãäå çàâèñèìîñòü ñêî-

ðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ñî-

îòíîøåíèåì Ýñàêè-Òñó, à çàêîí èíæåêöèè íîñèòåëåé çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ õàðàê-

òåðèñòèêîé J0(Fe), ãäå J0 � ïëîòíîñòü òîêà, Fe - íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ. Ïîêàçàíî,

÷òî â äàííîé ñèñòåìå óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè îïðåäåë¼ííûõ

çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà (ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé ýòîé õàðàêòåðèñòèêè dJ0(Fe)/dF . Ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ

ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ, ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùååñÿ îäèíà-

êîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è êîíöåíòðàöèè

íîñèòåëåé çàðÿäà ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà dJ0(Fe)/dF

îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû è íåóñòîé÷èâûìè �� ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîäíîé dJ0(Fe)/dF .

6. Áûë ïðîâåäåí àíàëèç íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ

ñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ ýòàëîííûìè ìîäåëÿìè, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññû, ïðîòåêà-

þùèå â ïðèáîðàõ ÑÂ×-ýëåêòðîíèêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áûëè ðàññìîòðåíû

ËÎÂ ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì è äèîä Ïèðñà, ÿâëÿþùèåñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, áàçîâû-

ìè ìîäåëÿìè äëÿ àíàëèçà ðåçîíàíñíîãî ýëåêòðîííî-âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ïëàçìå. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà àâòîíîìíîé äèíàìèêè äàííûõ ñèñòåì áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà â äèîäå Ïèðñà è ËÎÂ

íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîÿâëåíèþ â

ñïåêòðå ñèñòåì ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì, â ËÎÂ, ïðè óâå-

ëè÷åíèè çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò óñëîæíåíèå õàîòè÷åñêîé

äèíàìèêè, êîòîðàÿ çàòåì ïåðåõîäèò â ãèïåðõàîòè÷åñêèõ ðåæèì, õàðàêòåðèçóþ-
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ùèéñÿ íåñêîëüêèìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà. Â äèîäå Ïèðñà,

â ñâîþ î÷åðåäü, óñëîæíåíèå êîëåáàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî óâåëè÷åíèåì

çíà÷åíèÿ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà è ïåðåõîä âòîðîãî è áîëåå ìëàäøèõ

ïîêàçàòåëåé â îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé íå íàáëþäàåòñÿ.

7. Áûëî ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå ñâÿçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì

è èçó÷åíû ïðîöåññû âîçíèêíîâåíèÿ â íèõ ðåæèìà õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áûëè ðàññìîòðåíû ïó÷êîâî-ïëàçìåííûå ñèñòåìû, íàõîäÿùèåñÿ

â ðåæèìå õàîòè÷åñêîé ãåíåðàöèè è ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì êàê îäíîíàïðàâëåííî,

òàê è âçàèìíî. Äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îïèñûâàþùåãî äàí-

íîå âçàèìîäåéñòâèå, áûëà ðàññìîòðåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿíèå êîòîðîé

âêëþ÷àëî â ñåáÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ êàæäóþ èç âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì. Ïðè ïîìîùè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûëà ðàññìîòðåíà

äèíàìèêà äàííûõ ñèñòåì ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû ñâÿçè ìåæäó íèìè. Áûëî ïîêà-

çàíî, ÷òî êàê â ñëó÷àå îäíîíàïðàâëåííîé, òàê è â ñëó÷àå âçàèìíîé ñâÿçè, ïåðå-

õîä ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ñâÿçàí ñ óñòà-

íîâëåíèåì ðåæèìà îáîáùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè â ïðîñòðàíñòâåííî-

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ.

8. Ðàññìîòðåí âîïðîñ âûáîðà îïîðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðàñ-

÷åòà ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì, îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî

âûáîðó íàáîðà âåëè÷èí, ïðè êîòîðîì ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà îñòàåòñÿ êîððåêòíûì. Ïî-

êàçàíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì âîçìîæíî èñêëþ÷åíèå èç ñîñòîÿíèÿ íåêî-

òîðûõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ðàñ÷åò ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

è óìåíüøèòü çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè ïðè îðòîãîíàëèçàöèè ñîñòîÿíèé. Ïðè

ýòîì áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñîêðàùåíèå ÷èñëà âåëè÷èí äîëæíî áûòü îñíîâàíî íà îñî-

áåííîñòÿõ óðàâíåíèé îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-

ìû âîçìîæíî èñêëþ÷åíèå òîëüêî òåõ âåëè÷èí, ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ

êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî âûðàæåíû ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèÿ äðóãèõ âåëè÷èí

ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Èñêëþ÷åíèå æå

äðóãèõ âåëè÷èí, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì.
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Áëàãîäàðíîñòè

Â çàâåðøåíèå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñ÷èòàþ ñâîåé ïðèÿòíîé îáÿçàííî-

ñòüþ ïîáëàãîäàðèòü âñåõ, êòî òåì èëè èíûì îáðàçîì ïîìîãàë ìíå ïðè âûïîëíåíèè

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è îêàçûâàë ïîääåðæêó.

ß õî÷ó âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä. ô.-

ì. í., ïðîôåññîðó Àëåêñåþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Êîðîíîâñêîìó çà ïîìîùü è ïîääåðæêó íà

ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè ïîäãîòîâêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü ä. ô.-ì. í., ïðîôåññîðà êàôåäðû ýëåêòðîíèêè, êîëåáàíèé è

âîëí Àëåêñàíäðà Åâãåíüåâè÷à Õðàìîâà çà öåííûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà

ýëåêòðîííî-âîëíîâûõ è ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ ñèñòåì è âîïðîñîâ, ñâÿçàíûõ ñ ðàçðàáîò-

êîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìîäåëåé, äîêòîðà Àëåêñàíäðà Ãåííàäüåâè÷à Áàëàíîâà è äîê-

òîðà Êèðèëëà Àëåêñååâà, ëåêòîðîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Óíèâåðñèòåòà Ëàôáîðî

(Âåëèêîáðèòàíèÿ), çà ïðåäîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è öåííûå ñîâåòû

è çàìå÷àíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàçðàáîòêîé ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

ñêîðîñòè íîñèòåëåé çàðÿäà îò íàïðÿæåíííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ê. ô.-ì. í., äîöåíòà

êàôåäðû ôèçèêè îòêðûòûõ ñèñòåì Ìîñêàëåíêî Îëüãó Èãîðåâíó çà îáñóæäåíèå ðåçóëü-

òàòîâ àíàëèçà ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåìàõ, àñïèðàíòîâ êàôåäðû

ýëåêòðîíèêè, êîëåáàíèé è âîëí Âëàäèìèðà Âëàäèìèðîâè÷à Ìàêàðîâà � çà îáñóæäåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé è

÷èñëåííîé ìîäåëè àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñïðåäåëåííîé è êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåì

è Íèêèòó Ñåðãååâè÷à Ôðîëîâà � çà îáñóæäåíèå âîïðîñà èñïîëüçîâàíèÿ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ

ñèñòåì, à òàêæå êîëëåêòèâû êàôåäðû ôèçèêè îòêðûòûõ ñèñòåì, íà áàçå êîòîðîé âû-

ïîëíÿëàñü äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà, è ëàáîðàòîðèè �5 îòäåëåíèÿ ôèçèêè íåëèíåéíûõ

ñèñòåì ÍÈÈ ÅÍ ÑÃÓ.
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