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Введение

Автоколебательные системы являются важным классом нелинейных дисси-

пативных систем, демонстрирующих незатухающие колебания, характеристики

которых не зависят (по крайней мере, в некоторых пределах) от начального со-

стояния и определяются параметрами системы. Энергия, расходуемая на дисси-

пацию, компенсируется из некоторого постоянного источника. Автоколебания

возникают как в сосредоточенных, так и в пространственно распределённых

системах. В последнем случае к ним также применимо определение, данное

А.А. Андроновым [1]. Однако, требуется уточнение: колебания должны быть

незатухающими в любой точке пространства. В теории распределённых систем

широко применяется понятие активной среды. Оно является обобщением по-

нятия автоколебательной системы. Активная среда — это нелинейная диссипа-

тивная среда, в которой могут распространяться автоволны, т.е. незатухающие

волновые процессы, поддерживающиеся за счет энергии постоянных источни-

ков. Автоволновой процесс отличается от автоколебательного тем, что автоволна

может смещаться в неограниченном пространстве, и колебания в каждой точке

среды в общем случае не обязаны быть незатухающими. В случае же любого

распределённого автогенератора колебательный процесс постоянно повторяется

в точках среды в ограниченной области пространства.

Автоколебания характерны для многих распределённых систем и сред. Это

могут быть автоколебательные явления в гидродинамических и аэродинамиче-

ских потоках [2, 3], в плазме [4, 5], пространственно распределённые химиче-

ские реакции [6–9], экологические системы и эпидемиология [10, 11]. Примеры

5



пространственно распределённых автоколебаний можно найти в нейрофизиоло-

гии [12, 13]. Распределёнными автоколебательными системами являются опти-

ческие генераторы и радиоэлектронные генераторы СВЧ диапазона [14–17].

Пространственно распределённые системы могут представлять собой про-

странственно организованные ансамбли (цепочки и решетки), которые описы-

ваются дискретными пространственными координатами, и непрерывные среды,

состояние которых задается в виде функций непрерывных пространственных ко-

ординат. Сосредоточенные системы и ансамбли характеризуются конечной (хотя,

может быть, и очень большой в случае ансамблей) размерностью фазового про-

странства, тогда как непрерывные среды имеют фазовое пространство бесконеч-

ной размерности. Во многих случаях непрерывную в пространстве среду можно

представить как множество элементов. В отличие от пространственно организо-

ванного ансамбля из конечного (хотя, возможно, и большого) числа элементов,

предполагается, что на единицу длины системы приходится бесконечно много

элементов, а их размеры бесконечно малы. Цепочки и решетки, составленные из

конечного числа элементов часто служат простейшими моделями непрерывных

сред. Для распределённых систем, кроме формы колебаний во времени, важную

роль играет поведение в пространстве. В распределённых системах реализуются

режимы стоячих и бегущих волн, мгновенные пространственные профили кото-

рых могут быть как регулярными (пространственно упорядоченные структуры),

так и нерегулярными (пространственный хаос). Хаотическое поведение во вре-

мени и пространстве соответствует турбулентному состоянию среды [15,18].

Активные среды принято делить на автоколебательные, возбудимые и би-

стабильные [13, 19]. В автоколебательной среде каждый элемент представляет

собой сосредоточенный автогенератор и, следовательно, в каждой точке среды

могут наблюдаться незатухающие автоколебания. При наличии разности фаз ко-

лебаний соседних элементов в автоколебательной среде будут распространяться

фазовые волны. Возбудимая среда состоит из элементов, представляющих собой

возбудимые осцилляторы. Возбудимый осциллятор — это система с двумя состо-
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яниями: устойчивым состоянием покоя и состоянием возбуждения. В отсутствии

воздействий система находится в состоянии покоя (точке равновесия). В резуль-

тате внешнего воздействия (некоторого толчка) система приходит в состояние

возбуждения, из которого сама возвращается в состояние покоя. В среде, со-

стоящей из возбудимых элементов, будут распространяться волны возбуждения.

Наконец, элементами бистабильной среды являются бистабильные осциллято-

ры, характеризующиеся двумя устойчивыми состояниями равновесия. Внешнее

воздействие приводит к переключениям бистабильного осциллятора. В биста-

бильной среде распространяются волны переключения [13,19–21]. При исследо-

вании активных сред в качестве граничных условий часто выбираются периоди-

ческие условия, позволяющие в пространственно однородной среде реализовать

решения в виде бегущих волн. При этом должно выполняться условие: вдоль

длины системы укладывается целое число волн. Этому условию в общем случае

удовлетворяет счетное множество решений. Не все они являются устойчивыми,

однако, при определенных условиях, в системах с периодическими граничны-

ми условиями может сосуществовать несколько устойчивых волновых мод, т.е.

будет наблюдаться явление мультистабильности.

Автоколебательные среды и их пространственно дискретные модели широко

представлены в научной литературе. Классический пример модели автоколеба-

тельной среды — уравнение Гинзбурга – Ландау [22–26]:

𝜕𝑎

𝜕𝑡
= 𝛼𝑎 + 𝛽∆𝑎− 𝛾|𝑎|2𝑎, (1)

где 𝛼, 𝛽, 𝛾 — некоторые параметры системы (в общем случае комплексные), ∆ —

оператор Лапласа. Уравнение (1) дает описание поведения среды вблизи бифур-

кации Андронова – Хопфа. Среда представляется в виде совокупности локально

взаимодействующих квазигармонических генераторов. В отсутствии связи меж-

ду элементами получаем 𝛽∆𝑎 = 0, и уравнение колебаний в каждой точке про-

странства сводится к укороченному уравнению Ван дер Поля, описывающему

поведение автономного квазигармонического генератора.
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В автоколебательных средах с периодическими граничными условиями и со-

ответствующих дискретных моделях (кольцо автогенераторов) при не слишком

сильной связи элементов и периодическом характере колебаний во времени на-

блюдаются фазовые волны с различной длиной волны. Кроме того, может суще-

ствовать пространственно однородный режим, представляющий собой синфаз-

ные колебания всех элементов среды. Мультистабильность сохраняется и в ре-

жиме слабого хаоса [27–29]. При изменении параметров автоколебательной сре-

ды наблюдается эволюция сосуществующих мод, которые могут претерпевать

различные бифуркации, приводящие к усложнению как характера колебаний во

времени, так и пространственного профиля волн. При сильной нелинейности

возникает режим хаотических во времени колебаний и пространственного бес-

порядка (турбулентное состояние). Исследование эволюции пространственно-

временных режимов распределённых систем при изменении параметров и меха-

низмов развития турбулентности на сегодняшний день не является полностью

завершенным и остается в ряду актуальных задач нелинейной динамики.

Поведение модели (1) (в том числе с периодическими граничными условия-

ми) достаточно хорошо изучено [30–34]. При некоторых значениях параметров

однородный стационарный режим теряет устойчивость и в среде возникают ква-

зигармонические колебания и фазовые волны, наблюдается мультистабильность.

С ростом влияния нелинейности и неизохронности происходит развитие дина-

мического хаоса. Сложное поведение среды (1) является следствием взаимодей-

ствия большого числа автоколебательных элементов, колебания которых в от-

сутствии связи были бы гармоническими. Можно предположить существование

сред, состоящих из элементов со сложной динамикой. Такие модели сред могут,

по-видимому, возникнуть в задачах биофизики и нейрофизиологии, где отдель-

ный автоколебательный элемент способен в некоторых случаях демонстриро-

вать сложное, в том числе хаотическое, поведение. Однако, автоколебательные

среды, состоящие из элементарных генераторов с собственной сложной дина-

микой, в научной литературе практически не рассматривались. Имеется значи-
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тельное число работ, в которых исследуются пространственно организованные

ансамбли, составленные из конечного числа генераторов со сложным индивиду-

альным поведением. Например, цепочки из осцилляторов Ресслера [29, 35], си-

стем Чуа [27,36] или генераторов Анищенко – Астахова [37]. Эти модели служат

для исследования явлений синхронизации хаоса и образования пространствен-

ных структур. Однако, при фиксированном и, как правило, не очень большом

числе элементов такие модели могут качественно отражать лишь некоторые,

наиболее грубые, черты поведения распределённых систем, но не дают пол-

ной картины возможных явлений и не могут, строго говоря, рассматриваться

в качестве моделей непрерывных сред. Еще меньше соответствуют непрерыв-

ным средам цепочки и решетки отображений последования [38–42], так как в

этом случае не только пространственные координаты, но и время оказывает-

ся дискретной переменной. Таким образом, исследование модели непрерывной

во времени и пространстве автоколебательной среды со сложным поведением

элементарных ячеек является на сегодняшний день актуальной задачей нели-

нейной динамики.

Автоколебательная среда всегда реализует незатухающие колебания, облада-

ющие всеми свойствами автоколебаний. В то же время, хотя элементы возбу-

димой среды не являются автоколебательными, но при определенных гранич-

ных условиях в такой среде также могут наблюдаться локализованные в про-

странстве колебания, т.е. возбудимая среда может быть распределённым автоге-

нератором, что определяется наличием в ней постоянных источников энергии.

Простейший способ превратить возбудимую среду в автоколебательную систе-

му — «свернуть» ее в кольцо (т.е. обеспечить периодические граничные усло-

вия) [43–46]. В этом случае автоволна циркулирует в локализованном участке

среды, воздействуя на одни и те же элементы среды. Более сложный пример воз-

никновения автоколебаний в возбудимой среде — хорошо известные спиральные

волны [19,47–51].
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В возбудимой среде с периодическими граничными условиями, также как и в

автоколебательной, наблюдаются мультистабильность волновых мод [44–46, 52–

56]. По внешнему виду фазовые волны в автоколебательной среде и волны воз-

буждения в возбудимой среде могут мало различаться. На основании экспери-

ментальных наблюдений не всегда можно сделать точный вывод о том, являются

ли элементы исследуемой распределённой системы или среды возбудимыми ос-

цилляторами или автогенераторами. В то же время, такая информация может

быть важна с точки зрения создания адекватных математических моделей ис-

следуемой системы. Поэтому одной из актуальных задач является поиск мето-

дов для диагностирования типа активной среды, в которой распространяют-

ся волны. Для решения данной задачи необходимо исследовать и сопоставить

различные аспекты поведения автоколебательных и возбудимых сред с перио-

дическими граничными условиями. Хотя возникновение незатухающих волн воз-

буждения и явление мультистабильности в возбудимых средах с периодически-

ми граничными условиями хорошо известно, целенаправленное сопоставление

этих режимов с соответствующими режимами автоколебательных сред в науч-

ной литературе на сегодняшний день не встречается. Важным отличием между

автоколебательной и возбудимой средами является невозможность возникнове-

ния в последней пространственно однородных колебаний. Исчезновение данной

моды при вариации параметров может свидетельствовать об изменении харак-

тера среды. Разница в поведении возбудимых и автоколебательных сред может

проявиться также в различной зависимости характеристик бегущих волн от но-

мера моды (длины волны), а также от управляющих параметров среды. Однако,

такие исследования до настоящего времени не проводились.

В последние годы интерес к исследованию возбудимых систем и сред зна-

чительно возрос. Это связано с типичностью возбудимых режимов в задачах

биофизики [13,19,49–52,57–61]. Базовой моделью возбудимого осциллятора яв-

ляется система ФитцХью – Нагумо, также ведущая свое происхождения из био-
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физики [62, 63]. Уравнения системы имеют вид:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽,

(2)

где 𝑥 = 𝑥 (𝑡) , 𝑦 = 𝑦 (𝑡) — безразмерные вещественные динамические перемен-

ные, 𝑡 — безразмерное время, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀 — управляющие параметры системы.

При определенном выборе значений параметров система (2) может находится

как в автоколебательном, так и в возбудимом режиме. Добавление источников

шума в уравнения системы приводит к возникновению незатухающих стоха-

стических колебаний в виде последовательности спайков (коротких импульсов).

При определенных значениях интенсивности шума последовательность импуль-

сов становится почти регулярной. Это явление получило название когерентного

резонанса (КР) [64–68]. В условиях КР возбудимые системы обладают опре-

деленными чертами автоколебательных. Так, они демонстрируют явление вы-

нужденной и взаимной стохастической синхронизации в полной аналогии с эф-

фективной синхронизацией зашумленных автогенераторов, что позволяет ввести

понятие стохастических автоколебаний [69–71].

Среда с периодическими граничными условиями, элементами которой явля-

ются осцилляторы ФитцХью – Нагумо, служит удобной моделью для сопостав-

ления динамики автоколебательной и возбудимой среды, поскольку такая модель

предусматривает изменение типа среды при выборе соответствующих значений

параметров составляющих ее осцилляторов (2). Кроме того, исследования ос-

цилляторных ансамблей и сред, в основе которых лежит модель ФитцХью – На-

гумо, вызывают большой интерес в связи с задачами моделирования процессов

в нейронных волокнах [12, 49, 72, 73].

Особый круг вопросов связан с воздействием шума на активные среды. В

последние годы растет число исследований, посвященных этой теме. Можно

назвать монографию [74] и ряд статей, в которых исследуются такие вопро-

сы, как образование и разрушение пространственных структур под действием
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шума [25, 75, 76], вызванная шумом абсолютная неустойчивость [77], переход

автоколебательной среды под действием шума к хаотической динамике [78] и

синхронизация распределённых систем и сред с помощью шума [79]. Для про-

странственно дискретных моделей типа кольца автогенераторов было исследо-

вано влияние шума на мультистабильность и показана возможность переключе-

ний между сосуществующими модами [25, 28, 29, 74–79]. Имеется также боль-

шое число работ, посвященных явлению КР и стохастической синхронизации в

возбудимых распределённых системах и средах [80–84]. В целом роль шума в

распределённых системах остается еще недостаточно исследованной. Мало изу-

чено влияние шума на бифуркации в активных средах, а также не проводилось

сравнения влияния шума на разные типы активных сред. В то же время, различ-

ная реакция на внешний шум могли бы служить инструментом для диагностики

типа активной среды.

Чтобы ответить на вопрос, можно ли считать колебания в возбудимых сре-

дах разновидностью автоколебаний, необходимо выяснить, могут ли они быть

синхронизованными внешним воздействием. Как известно, одним из фундамен-

тальных свойств автоколебаний является частотная синхронизация, т.е. захват

характерных частот при внешнем воздействии или в результате взаимодействия

систем [85]. Для возбудимых распределённых систем и сред, колебания которых

индуцируются шумом, в условиях когерентного резонанса было установлено

явление стохастической синхронизации [80, 81, 86]. При этом, эффекты синхро-

низации детерминированных колебаний в возбудимых системах не были четко

установлены и изучены. Имеется ряд работ, посвященных управлению колеба-

ниями с помощью внешних импульсов в моделях сердечной мышцы, представ-

ляющих собой распределённые возбудимые системы [87–89]. Из приведенных в

них результатов видно, что локальное внешнее воздействие может изменять фа-

зу колебаний и частоту следования импульсов возбуждения. Указанные работы

не были направлены конкретно на изучение свойств синхронизации. В частно-

сти, не рассматривалось существование области синхронизации при вариации
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параметров воздействия. С точки зрения задач диагностики характера среды по

данным наблюдения важно не только установить возможность синхронизации

бегущих волн в детерминированной возбудимой среде, но и выяснить, имеются

ли какие-либо особенности синхронизации колебаний в возбудимых распределён-

ных системах и средах по сравнению с распределёнными системами и среда-

ми, состоящими из автоколебательных элементов, и не может ли реакция на

внешний периодический сигнал служить средством определения характера ис-

следуемой системы.

Все вышесказанное подтверждает актуальность исследований в выбранной

области и служит основанием для формулировки цели и задач диссертацион-

ного исследования. Целью диссертационной работы является решение акту-

альной задачи радиофизики, состоящей в установлении различий в поведении

двух типов активных сред с периодическими граничными условиями (автоколе-

бательных и возбудимых сред), в выявлении эффектов шумового и регулярного

воздействия на автоколебательные и возбудимые среды, в разработке методов,

позволяющих диагностировать характер среды на основании наблюдаемых дан-

ных и в анализе возможных сценариев развития хаоса в среде, составленной из

автоколебательных элементов со сложной динамикой динамикой.

Для достижения поставленной цели в рамках диссертационного исследова-

ния необходимо было решить следующие основные задачи:

1. Создать модель автоколебательной среды на основе элементов со сложной

динамикой. Исследовать явление мультистабильности в предлагаемой моде-

ли среды с периодическими граничными условиями и установить сценарии

эволюции колебаний и перехода к хаосу для различных сосуществующих

мод. Провести анализ влияния шума на поведение мультистабильной сре-

ды. Сравнить эффекты, наблюдаемые в непрерывной среде с особенностями

поведения дискретных аналогов.
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2. Исследовать активную среду с периодическими граничными условиями, ко-

торая, в зависимости от управляющих параметров, может быть автоколеба-

тельной или возбудимой. В качестве модели такой среды выбрать среду,

составленную из возбудимых осцилляторов ФитцХью – Нагумо. Сравнить

динамику выбранной модели среды в автоколебательном и возбудимом ре-

жимах и определить, наблюдаются ли различия в поведении бегущих волн,

в зависимости их характеристик от длины волны и параметров системы в

этих двух случаях. Исследовать бифуркационный переход от одного типа

среды к другому при изменении управляющего параметра, задающего ха-

рактер элемента среды.

3. Выяснить, как влияет шум на бифуркации волновых мод и переход к хаосу в

автоколебательной среде со сложной динамикой элементов. Проанализиро-

вать возможность управления динамическим режимом поведением среды с

помощью шумового воздействия. Исследовать влияние шума на поведение

активной среды с периодическими граничными условиями, составленной

из осцилляторов ФитцХью – Нагумо при автоколебательном и возбудимом

характере элементов среды. Установить, имеются ли различия в реакции на

шум в указанных двух случаях и можно ли их использовать для диагности-

ки типа среды.

4. Исследовать влияние внешнего локального периодического воздействия на

автоколебательную и возбудимую среду. Установить, имеются ли различия

в эффектах, наблюдаемых в твух типах сред при внешнем периодическом

воздействии. Выяснить возможна ли вынужденная синхронизация волн воз-

буждения и каковы ее особенности.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав,

заключения и списка цитируемой литературы.

Во введении обосновывается актуальность выбранной темы диссертации,

проводится краткий обзор имеющихся в научной литературе результатов по теме

14



проводимого исследования, определяются цели и задачи исследования, форму-

лируются положения и результаты, выносимые на защиту.

В первой главе диссертации исследуется динамика невозмущенных одно-

родных активных сред с периодическими граничными условиями. Конструиру-

ются и анализируются две модели среды: автоколебательная среда, элементами

которой являются генераторы Анищенко – Астахова, обладающие собственной

сложной динамикой, и среда, составленная из осцилляторов ФитцХью – На-

гумо, которые, в зависимости от значений параметров, могут находится как в

автоколебательном, так и в возбудимом режиме. В обеих моделях среды наблю-

дается мультистабильность волновых мод. В первой модели среды исследуется

переход к хаотической динамике во времени, происходящий с ростом параметра

нелинейности. Устанавливаются бифуркационные механизмы удвоения периода

колебаний и перехода к хаосу для различных сосуществующих мод. Сопостав-

ляется эволюция колебаний во времени и процесс усложнения вормы волны.

Предлагается метод идентификации волновых мод, основанный на определении

изменения фазы колебаний на длине системы, позволяющий различать моды в

условиях сложной формы волнового профиля. Во второй модели исследуется

явление мультистабилности при автоколебательном и возбудимом режиме эле-

ментов среды. Устанавливаются различия в поведении волновых мод при вариа-

ции параметров для двух типов среды. Анализируется бифуркационный переход,

связанный с изменением динамики элементов среды.

Во второй главе диссертации исследуется динамика двух моделей актив-

ной среды в присутствии шума. Описываются методы моделирования источни-

ков шума. На примере двух моделей среды исследуется воздействие шума на

автоколебательную среду в режиме периодической динамики. Рассматривают-

ся эффекты индуцированных шумом переключений между различными модами

и разрушение режима фазовых волн. Устанавливается влияние шума на стати-

стические характеристики колебаний. Для модели автоколебательной среды со

сложной динамикой элементов исследуются стохастические бифуркации удвое-
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ния периода колебаний во времени и влияние шума на переход к динамическому

хаосу. На примере модели, составленной из осцилляторов ФитцХью – Нагумо,

исследуется воздействие шума на динамику среды как в автоколебательном, так

и в возбудимом режиме. Для возбудимой среды установлен эффект разрушения

волн возбуждения и обнаружен когерентный резонанс. Исследовано влияние шу-

ма на среду в окрестности точки перехода от автоколебательной динамики эле-

ментов к возбудимой. Проводится сопоставление вызванных шумом эффектов в

двух указанных режимах и анализируются возможности диагностики типа сре-

ды на основании отклика на шумовое воздействие.

Третья глава диссертации посвящена исследованию вынужденной синхро-

низации волновых мод в среде с периодическими граничными условиями, со-

ставленной из осцилляторов ФитцХью – Нагумо, в автоколебательном и возбу-

димом режимах. Был рассмотрен случай локального гармоничекого воздействия.

Кроме того, исследовалась синхронизация модели среды, представляющей собой

единственный осциллятор ФитцХью – Нагумо с дополнительной цепочкой за-

паздывающей обратной связи. Было установленно явление синхронизации как

для автоколебательной, так и для возбудимой среды. Для трех волновых мод по-

лучены области значений частоты воздействия, в которых имеет место синхро-

низация. Показано различие в закономерностях вынужденной синхронизации в

автоколебательной и возбудимой среде. Результаты, полученные для среды, ка-

чественно соответствуют результатам, полученным на моделе с запаздывающей

обратной связью. Исследована также синхронизация различных мод в модели

автоколебательной среды со сложной динамикой элементов в квазигармониче-

ском режиме.

В заключении сформулированы основные результаты диссертационной ра-

боты.

Материал диссертационной работы изложен на 147 страницах, содержит 49

иллюстраций и список цитируемой литературы из 149 наименований.
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Научная новизна результатов диссертационной работы определяется следу-

ющим:

1. Впервые предложена и исследована модель непрерывной автоколебатель-

ной среды, элементарной ячейкой которой является автогенератор, способ-

ный сам по себе демонстрировать разнообразную динамику, включая режим

динамического хаоса, установлены бифуркационные механизмы удвоения

периода волновых мод через возникновение и эволюцию квазипериодиче-

ских колебаний.

2. Впервые установлено, что в непрерывной среде усложнение формы про-

странственного профиля волн с ростом параметра нелинейности, проявля-

ющееся в возникновении всё более мелкомасштабных осцилляций, может

проходить в условиях неизменного характера колебаний во времени.

3. Впервые в непрерывной среде установлены индуцированные шумом би-

фуркации связанности (обратные бифуркации удвоения).

4. Впервые установлен факт синхронизации волн возбуждения в детермини-

рованной возбудимой среде с периодическими граничными условиями при

локальном внешнем периодическом воздействии и показаны различия эф-

фектов синхронизации в возбудимой среде по сравнению с автоколебатель-

ной средой.

5. Впервые проведено сравнение поведения волновых мод в возбудимой и ав-

токолебательной средах с периодическими граничными условиями и рас-

смотрены возможности диагностирования типа активной среды с помощью

анализа зависимостей характеристик колебаний от параметров, а также по

отклику среды на внешние регулярное и стохастическое воздействия.

Достоверность научных выводов работы подтверждается соответствием

результатов, полученных при использовании различных методов численного мо-

делирования, включая применение различных схем интегрирования уравнений,
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а также совпадением части промежуточных результатов проведенных исследова-

ний с данными, полученными другими авторами и представленными в научных

публикациях.

На защиту выносятся следующие положения и результаты:

Положения:

1. В автоколебательной однородной среде, составленной из элементов со

сложной динамикой, возможен сценарий развития пространственной тур-

булентности, не наблюдающийся в соответствующих распределённых моде-

лях с конечным числом элементов и состоящий в постепенном усложнении

мгновенного пространственного профиля и возникновении все более мел-

комасштабных пространственных осцилляций при неизменном характере

колебаний во времени.

2. Имеются качественные различия в поведении волновых мод в возбудимой

и автоколебательной средах с периодическими граничными условиями, со-

стоящие в различной зависимости динамических характеристик режима от

параметров системы, а также в различной реакции на шумовое воздействие.

3. Возможна вынужденная синхронизация волн возбуждения в детермини-

рованной возбудимой среде с периодическими граничными условиями в

некоторой конечной области изменения частоты воздействия, причем на-

блюдается различие эффектов вынужденной синхронизации в возбудимой

и в автоколебательной средах, состоящее в различной зависимости ширины

области синхронизации от длины волны: если в автоколебательной среде

область синхронизации становится уже с ростом длины волны, то в возбу-

димой среде она возрастает.

Результаты:

1. Предложен способ, позволяющий идентифицировать различные волновые

моды в распределённой системе в условиях сложных по форме простран-
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ственных профилей (в том числе, в режиме слабого хаоса и в присутствии

шума), в основе которого лежит расчет среднего фазового сдвига колебаний

на длине системы.

2. Для модели непрерывной автоколебательной среды с периодическими гра-

ничными условиями подтверждён механизм удвоения периода колебаний

для режимов фазовых волн, ранее установленный для пространственно

неоднородных режимов в дискретных моделях распределённых систем и

предполагающий возникновение квазипериодических колебаний и их эво-

люцию, приводящую к установлению колебаний удвоенного периода.

3. Показано, что воздействие случайной силы на непрерывную автоколеба-

тельную среду приводит к переключениям системы из режимов коротко-

волновых мод в режимы длинноволновых мод и, в конечном счете, к уста-

новлению «в среднем однородного» режима, что соответствует результатам,

полученным для пространственно дискретных моделей.

4. Установленный эффект синхронизации колебаний детерминированной воз-

будимой среды с периодическими граничными условиями позволяет отне-

сти данный тип систем к распределённым автогенераторам, несмотря на то,

что элементы среды не являются автоколебательными.

Научная и практическая значимость результатов диссертации обусловлена

тем, что они существенно расширяют современные представления нелинейной

теории колебаний и статистической радиофизики о динамике активных сред и

дополняют классическую концепцию автоколебаний. Научно-практическая зна-

чимость состоит в следующем:

1. Установлен сценарий развития хаоса и пространственной турбулентности

в среде, составленной из автоколебательных элементов со сложной дина-

микой, демонстрирующих бифуркации удвоения периода во времени. По-

казан процесс усложнения пространственного профиля колебаний с ростом

19



управляющего параметра, который можно рассматривать как один из сце-

нариев развития пространственной турбулентности.

2. Показана возможность управления режимом автоколебательной среды в

условиях мультистабильности с помощью шумовых воздействий.

3. Установлен факт вынужденной синхронизации бегущих волн в детерми-

нированной возбудимой среде с периодическими граничными условиями,

позволяющий рассматривать такую среду как особый тип распределённой

автоколебательной системы.

4. Установленные в работе качественные различия в поведении автоколеба-

тельной и возбудимой сред в режиме мультистабильности при вариации

управляющих параметров, воздействии шума и периодического сигнала мо-

гут быть использованы при разработке методов диагностики типа среды на

основании результатов натурных экспериментов.

Полученные результаты могут быть применены для разработки методов диагно-

стирования характера активной среды на основании экспериментальных данных

и создании адекватных математических моделей реальных активных сред. Они

также могут быть применены при разработке новых методов управления ра-

диофизическими устройствами, основанными на использовании источников шу-

ма. Материалы диссертационного исследования частично используются в курсах

лекций по теории нелинейных колебаний, синхронизации колебаний и флукту-

ациям в колебательных системах. Предполагается дальнейшее развитие указан-

ных курсов с использованием полученных в диссертации результатов.

Апробация работы. Основные результаты научных исследований были

представлены на следующих научных семинарах и конференциях:

∙ Международная школа-семинар «Статистическая физика и информацион-

ные технологии» (StatInfo – 2009) (Саратов, 2009);
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∙ Научная школа-конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых»

(Саратов, 2009);

∙ Международная школа для студентов и молодых учёных по оптике, лазер-

ной физике и биофизике «Saratov Fall Meeting» (SFM’10) (Саратов, 2010);

∙ Всероссийская научная конференция для молодых учёных «Наноэлектро-

ника, нанофотоника и нелинейная физика» (Саратов, 2011);

∙ Международная школа для студентов и молодых учёных по оптике, лазер-

ной физике и биофизике «Saratov Fall Meeting» (SFM’11) (Саратов, 2011);

∙ Научная школа «Нелинейные волны – 2012» (Нижний Новгород, 2012);

∙ Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых

учёных «Ломоносов – 2013» (Москва, 2013);

∙ Международная конференция «Динамика, бифуркации и странные аттрак-

торы» (Нижний Новгород, 2013);

∙ Международная школа-конференция «Хаотические автоколебания и обра-

зование структур» (ХАОС – 2013) (Саратов, 2013);

∙ Научный семинар рабочей группы по стохастическим процессам, Институт

физики Гумбольдтовского университета (Берлин, 2013);

∙ Научный семинар Eugene-Wigner-Colloquium (Берлин, 2013);

∙ Международная конференция «Nonlinear Dynamics of Deterministic and

Stochastic Systems. Unraveling Complexity» (Саратов, 2014),

а также на научных семинарах кафедры радиофизики и нелинейной динамики.

Работа выполнена при частичной поддержке Министерства образования и

науки РФ (код проекта 1008).
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Личный вклад. В данной работе подавляющая часть представленных ре-

зультатов была получена лично автором в ходе численных экспериментов. Также

автор принимал активное участие в постановке задач и интерпретации получен-

ных экспериментальных данных.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 14 пе-

чатных изданиях [90–102] (5 статей в журналах, рекомендованных ВАК [91,

93, 96, 101, 102], 1 монография [95], 2 статьи в сборниках трудов конферен-

ции [90, 92] и 6 работ в сборниках тезисов конференций [94, 97–100,103]).
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Глава 1

Динамика невозмущенных

активных сред

Автоколебательные среды являются актуальным объектом исследования в

нелинейной динамике [2–10, 12–17]. Большое внимание в течении длительно-

го времени привлекала к себе задача возникновения и развития турбулентности

в автоколебательной среде. Одной из базовых моделей при решении данной за-

дачи служит уравнение Гинзбурга – Ландау (1) [22–26]. Уравнение Гинзбурга

– Ландау описывает поведение среды вблизи порога возникновения неустойчи-

вости. Данная модель может быть получена в результате предельного перехода

𝑁 → ∞ в цепочке из 𝑁 квазигармонических автоколебательных систем. При

вариации параметров в (1) наблюдается возникновение абсолютной неустой-

чивости и появление колебательных и волновых режимов. С ростом степени

взаимодействия элементов среды и влияния неизохронности колебаний в сре-

де развиваются сложные динамические режимы и происходит переход к хао-

тическим колебаниям во времени и нерегулярному поведению в пространстве.

Сложная динамика системы (1) является следствием взаимодействия большого

числа квазигармонических автогенераторов. Можно предположить, что во мно-

гих случаях элемент среды сам характеризуется сложной динамикой. Подобные

типы активных сред могут возникать в задачах биофизики при описании про-

23



цессов в клеточных тканях. Отдельные клетки, например нейроны, могут обла-

дать собственной сложной динамикой. В том числе, демонстрировать различные

бифуркации и переход к хаосу при вариации некоторых параметров, определя-

ющих их автономное поведение. Однако в целом, поведение автоколебательных

сред, составленных из элементов со сложной динамикой, изучено недостаточ-

но. В основном задачи описания таких сред решались с использованием про-

странственно дискретных моделей в виде цепочек и решеток связанных отоб-

ражений последования [38–40, 104–106] или взаимодействующих автогенерато-

ров [27, 29, 36, 37, 107–110]. С помощью дискретных моделей был установлен

и исследован ряд фундаментальных эффектов, типичных для автоколебатель-

ных сред. К ним можно отнести такие явления как мультистабильность, возник-

новение и разрушение фазовых волн, образование кластерных структур, про-

странственные бифуркации, переход к хаотической динамике и пространствен-

ной турбулентности, рост размерности хаотических множеств и формирование

гиперхаоса, частичная и глобальная синхронизация элементов среды. В рабо-

тах [27,29] исследуется мультистабильность и переход к хаосу в модели среды с

периодическими граничными условиями, представляющей собой кольцо из ав-

тогенераторов со сложным поведением. В качестве таких автогенераторов выби-

рается цепь Чуа [27] и осциллятор Рёсслера [29]. Обе системы демонстрируют

фейгенбаумовский сценарий перехода к хаосу. В отмеченных работах показа-

но, что для режимов бегущих волн при изменении управляющего параметра в

кольце наблюдается удвоение периода колебаний во времени, затем рождение

квазипериодических колебаний и переход к хаосу в результате их разрушения.

В исследованных случаях рост периода колебаний во времени не приводил к

изменениям пространственного периода. Добавление в систему шума вызывает

переключения системы с коротковолновых режимов на более длинноволновые.

Однако число элементов, составляющих кольцо, было сравнительно невелико,

что не дает возможности распространить данные результаты на непрерывную

среду без проведения соответствующих исследований.
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Для изучения процессов в распределённых возбудимых средах, в том числе

в нейронных волокнах, широко применяются модели активных сред, составлен-

ные из элементов типа осциллятора ФитцХью – Нагумо [12, 49, 72, 73]. Осцил-

лятор ФитцХью – Нагумо может находиться не только в возбудимом режиме,

но, при соответствующем выборе параметров, демонстрировать автоколебания.

Таким образом, соответствующая модель среды может описывать как возбуди-

мую среду, так и автоколебательную. Так как осциллятор ФитцХью – Нагумо

является двумерной системой, то его собственная динамика не может быть ха-

отической. В отличие от уравнения Гинзбурга – Ландау, автоколебания отдель-

ного осциллятора ФитцХью – Нагумо обычно носят релаксационный характер,

поскольку в первом уравнении системы имеется малый параметр перед произ-

водной. В среде из релаксационных осцилляторов ФитцХью – Нагумо в режиме

автогенерации при диффузионном характере взаимодействия элементов хаотиче-

ская динамика не реализуется. Однако данная модель среды позволяет исследо-

вать переход от автоколебательного режима к возбудимому. Исследование такого

перехода, а также сравнение характеристик бегущих волн ранее не проводилось

и не отражено в научной литературе.

В первой главе диссертации исследуются две модели автоколебательной сре-

ды с периодическими граничными условиями. Описываются методы числен-

ного интегрирования и расчета характеристик, используемых для диагностики

режима. Первая из исследуемых моделей воспроизводит среду, составленную

из автогенераторов со сложной динамикой. В качестве элемента среды выбран

генератор Анищенко – Астахова [111,112]. Исследуются механизмы удвоения пе-

риода колебаний во времени и развитие хаоса для различных сосуществующих

мод. Рассматривается взаимосвязь эволюции колебаний во времени и процесса

усложнения формы пространственного профиля волны. Вторая модель представ-

ляет собой среду, составленную из осцилляторов ФитцХью – Нагумо. Исследу-

ется эволюция различных волновых мод при вариации управляющих параметров

в близи перехода среды в возбудимый режим. Проводится сравнение характери-
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стик бегущих волн в автоколебательном и волновом режимах. Представленные в

первой главе диссертации результаты отражены в работах [91,93] (исследование

первой модели) и [96] (исследование второй модели).

1.1 Модели и методы их исследования

1.1.1 Автоколебательная среда со сложной динамикой элемен-

тарной ячейки

Для того, чтобы сконструировать модель автоколебательной среды со слож-

ной динамикой, в качестве элементарной ячейки среды был взят генератор с

инерционной нелинейностью Анищенко – Астахова (ГИН) [113], задаваемый

уравнениями ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑚𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑧,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑔(Φ(𝑥) − 𝑧),

Φ(𝑥) =
𝑥

2
(𝑥 + |𝑥|),

(1.1)

где 𝑚 — параметр возбуждения, пропорциональный разности вносимой и рас-

сеиваемой энергий, 𝑔 — параметр инерционности генератора. В зависимости от

значений управляющих параметров в ГИН возможны различные автоколебатель-

ные режимы от квазигармонических колебаний до развитого динамического ха-

оса. При фиксированном 𝑔 и увеличении 𝑚 переход к хаосу осуществляется по

сценарию Фейгенбаума — через бесконечную последовательность бифуркаций

удвоения периода предельных циклов (рисунок 1.1) [111].
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.1: Проекции фазового пространства ГИН при увеличении параметра

𝑚 (a — 𝑚 = 0.966, b — 𝑚 = 0.992, c — 𝑚 = 1.32, d — 𝑚 = 1.4).
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Рассмотрим цепочку из 𝑁 генераторов с инерционной нелинейностью, за-

мкнутую в кольцо (рисунок 1.2):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑚𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑧𝑖+

+𝑘(𝑥𝑖+1 + 𝑥𝑖−1 − 2𝑥𝑖) − 𝑘(𝑦𝑖+1 + 𝑦𝑖−1 − 2𝑦𝑖),
𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= −𝑥𝑖,

𝑑𝑧𝑖
𝑑𝑡

= 𝑔(Φ(𝑥𝑖) − 𝑧𝑖),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,

(1.2)

с граничными условиями

𝑥𝑁+𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑦𝑁+𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑧𝑁+𝑖 = 𝑧𝑖. (1.3)

Параметр 𝑘 характеризует взаимную резистивную связь между соседними гене-

раторами.

Если число генераторов 𝑁 , составляющих цепочку, достаточно велико, то

можно ввести непрерывную пространственную координату 𝑠 = 𝑖ℎ𝑠 и перейти к

непрерывной среде, описываемой уравнениями⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑚𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝛾

𝜕2(𝑥− 𝑦)

𝜕𝑠2
,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= −𝑥,

𝜕𝑧

𝜕𝑡
= 𝑔(Φ(𝑥) − 𝑧),

(1.4)

здесь 𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡) — динамические переменные, являющи-

еся функциями пространственной координаты 𝑠 и времени 𝑡, 𝛾 = ℎ2
𝑠𝑘 = 𝑘𝐿2/𝑁2

— коэффициент диффузии, ℎ𝑠 = 𝐿/𝑁 — размер ячейки (шаг пространственного

разбиения), 𝐿 — длина системы. Граничные условия для среды (1.4) являются

периодическими и имеют следующий вид:

∀𝑡 𝑥(0, 𝑡) = 𝑥(𝐿, 𝑡), 𝑦(0, 𝑡) = 𝑦(𝐿, 𝑡), 𝑧(0, 𝑡) = 𝑧(𝐿, 𝑡). (1.5)

Система (1.4) упрощалась либо с помощью спектрального метода, либо с

помощью метода конечных разностей, а затем интегрировалась методом Гюна.
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Рисунок 1.2: Схема цепочки ГИН с резистивной связью.
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Более подробно это будет описано в п. 1.1.3. При исследовании динамики среды

(1.4) использовались следующие методики и характеристики.

Построение мгновенных пространственных профилей. Для того чтобы

можно было сравнивать пространственные структуры в различные моменты вре-

мени и диагностировать определенную повторяемость этих структур, соответ-

ствующую установившемуся режиму, в численных экспериментах использова-

лись мгновенные пространственные профили. Мгновенный пространственный

профиль строился как зависимость значений переменной 𝑥 (или какой-либо дру-

гой переменной) от пространственной координаты 𝑠 в фиксированный момент

времени 𝑡0, который выбирался исходя из определенных условий, накладывае-

мых на точку среды 𝑠 = 0. Таким образом возможно проследить за эволюцией

одного конкретного профиля. Повторяемость профилей в режиме периодических

колебаний является свидетельством того, что режим является установившимся.

Построение пространственного распределения точек в сечении. Удобным

для исследования пространственно-временного поведения среды оказалось по-

строение пространственного распределения точек в заданном сечении. То есть в

каждой точке пространства рассматривалась траектория, задаваемая переменны-

ми 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡), и строилось сечение этой траектории некоторой секу-

щей поверхностью (одной и той же для всех точек пространства). В результате

для каждой точки пространства получается набор точек сечения. Обычно выби-

ралось сечение 𝑦(𝑠) = 0. На графиках для каждого значения 𝑠 откладывается

множество значений 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3, ..., соответствующих точкам в сечении.

Такие графики позволяют сравнивать характер колебаний в разных точках среды

и выделять различные пространственно-временные структуры.

Построение распределения сдвига фазы. Одной из основных характери-

стик режима колебаний в среде, служащей важным инструментом исследования,

является мгновенное распределение сдвига фазы колебаний вдоль длины систе-

мы. Зависимость сдвига фазы от пространственной координаты рассчитывалась
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по формуле:

𝜙(𝑠) = Φ(0) − Φ(𝑠), Φ(𝑠) = − arctg
𝑦(𝑠, 𝑡0)

𝑥(𝑠, 𝑡0)
± 𝜋𝑖,

𝑖 = 0, 1, 2..., 𝑡0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

(1.6)

где значение 𝑖 выбиралось исходя из условия непрерывности функции Φ(𝑠). С

помощью этой характеристики из условия

𝑛 =
𝜙(𝐿)

2𝜋
(1.7)

можно определить число 𝑛 в данном режиме. В случае квазигармонических ко-

лебаний, когда пространственный профиль имеет форму, близкую к синусои-

дальной, 𝑛 показывает, сколько раз длина волны укладывается вдоль длины си-

стемы, и может быть легко определено по виду мгновенного профиля. Однако

с ростом параметра возбуждения 𝑚 профиль любого из сосуществующих ре-

жимов сильно усложняется, и определить число 𝑛 по виду профиля становится

невозможным. Выражение (1.7) позволяет определять 𝑛 в любом режиме. Бу-

дем называть число 𝑛, задаваемое выражением (1.7) номером моды. С помощью

числа 𝑛 можно различать и отслеживать различные моды при любом характере

колебаний во времени и для любого вида пространственного профиля. Моде с

данным номером соответствует определенное волновое число:

𝑘 =
𝜙(𝐿)

𝐿
=

2𝜋𝑛

𝐿
(1.8)

Расчет максимального ляпуновского показателя исследуемой системы.

Чтобы исследовать экспоненциальную неустойчивость решений системы (1.4),

рассчитывались максимальные ляпуновские показатели при различных значени-

ях управляющих параметров. Для этого для (1.4) составлялась линеаризованная

система уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑚𝑢 + 𝑣 − 𝑢𝑧 − 𝑥𝑤 + 𝛾

𝜕2(𝑢− 𝑣)

𝜕𝑠2
,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝑢,

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑔(2𝑥𝐻(𝑥)𝑢− 𝑤),

(1.9)
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где 𝑢 = 𝑢(𝑠, 𝑡), 𝑣 = 𝑣(𝑠, 𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑠, 𝑡) — компоненты вектора возмущения

d(𝑠, 𝑡), вычисляемые в точках 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡); 𝐻(𝑥) — функция Хевисайда.

Решения системы (1.9) находились аналогично решениям (1.4).

Далее производился расчет максимального ляпуновского показателя по ме-

тоду Бенеттина [114], в котором величина возмущения определялась с помощью

квадратичной нормы:

𝜂(𝑡) = ‖d(𝑠, 𝑡)‖ =
(︁∫︀ 𝐿

0

[︀
𝑢2(𝑠, 𝑡) + 𝑣2(𝑠, 𝑡) + 𝑤2(𝑠, 𝑡)

]︀
𝑑𝑠
)︁1/2

≈

≈
(︁∑︀𝑁−1

𝑖=0

[︀
𝑢2(𝑖∆𝑠, 𝑡) + 𝑣2(𝑖∆𝑠, 𝑡) + 𝑤2(𝑖∆𝑠, 𝑡)

]︀)︁1/2 (1.10)

где ∆𝑠 = 𝐿/𝑁 - шаг пространственной дискретизации.

Задание начальных условий и методика отслеживание режима. При про-

ведении численных экспериментов предварительные начальные условия задава-

лись следующим образом:

𝑥(𝑠, 0) = 𝑐1 + 𝑐2 sin(2𝜋𝑖𝑠/𝐿),

𝑦(𝑠, 0) = 𝑐3 + 𝑐4 cos(2𝜋𝑖𝑠/𝐿),

𝑧(𝑠, 0) = 0.1,

𝑖 = 0, 1, 2, . . .

(1.11)

Константы 𝑐𝑘 выбирались исходя из значений амплитуды колебаний в конеч-

номерном ГИН, выбор значения 𝑖 позволял попасть на желаемый режим из

нескольких сосуществующих устойчивых мод.

Чтобы проследить за эволюцией конкретной пространственной структуры

при увеличении параметра 𝑚, применялась следующая методика. Производи-

лось интегрирование с выбранных начальных условий (1.11) и запоминалось ко-

нечное состояние системы. Затем параметр менялся на малую величину, и про-

изводилось интегрирование системы, причем конечный результат предыдущего

интегрирования брался в качестве новых начальных условий при интегрирова-

нии с новым параметром, и т.д.
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1.1.2 Активная среда с переходом от автоколебательного ха-

рактера элементов к возбудимому

В качестве элементарной ячейки активной среды был выбран осциллятор

ФитцХью – Нагумо, представляющий собой одну из простейших моделей ней-

рона [62, 63]: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽,

(1.12)

где 𝑥 = 𝑥 (𝑡) , 𝑦 = 𝑦 (𝑡) — безразмерные вещественные динамические перемен-

ные, 𝑡 — безразмерное время, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀 — управляющие параметры системы.

Зафиксируем параметры 𝛼 = 0.2, 𝛾 = 3, 𝜀 = 0.01 и будем менять значение

𝛽. При 𝛽 ∈ [0; 𝛽𝑐𝑟) осциллятор находится в автоколебательном режиме, а при

𝛽 ∈ (𝛽𝑐𝑟; 5] — в возбудимом. Значение 𝛽𝑐𝑟 = 2.988±0.001 является бифуркацион-

ным и соответствует субкритической бифуркации Андронова – Хопфа (рисунок

1.3).

Модель среды конструируется следующим образом. Объединим 𝑁 осцилля-

торов (1.12) в одномерное кольцо:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 − 𝛼𝑥3𝑖 + 𝑘(𝑥𝑖+1 − 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1),

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝛾𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝛽,
(1.13)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ; 𝑘 – коэффициент связи.

Затем используем предельный переход 𝑁 → ∞, считая размер каждого эле-

мента ℎ𝑠 в пределе бесконечно малым. Получаем следующие уравнения актив-

ной среды: ⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜀
𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3 + 𝑑

𝜕2𝑥

𝜕𝑠2
,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽.

(1.14)

Здесь 𝑥 = 𝑥 (𝑠, 𝑡) , 𝑦 = 𝑦 (𝑠, 𝑡), где 𝑠 — безразмерная пространственная коор-

дината, 𝑑 — коэффициент диффузии (характеризует взаимодействие соседних
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Рисунок 1.3: Проекции фазового пространства характерных режимов

осциллятора ФитцХью – Нагумо при увеличении параметра 𝛽 (a — 𝛽 = 2.95,

b — 𝛽 = 2.988, c — 𝛽 = 2.995, d — 𝛽 = 3.3).
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элементов). Граничные условия имеют вид:

𝑥(0, 𝑡) = 𝑥(𝐿, 𝑡), 𝑦(0, 𝑡) = 𝑦(𝐿, 𝑡), (1.15)

где 𝐿 — длина системы (пространственный период).

Модель (1.14) рассчитывалась методом конечных разностей, то есть, по су-

ти, интегрировалась система (1.13), в которой для удобства была произведена

замена 𝑘 =
𝑑

ℎ2
𝑠

, где ℎ𝑠 =
𝐿

𝑁
— пространственный шаг системы:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 − 𝛼𝑥3𝑖 + 𝑑
𝑥𝑖+1 − 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1

ℎ2
𝑠

,

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝛾𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝛽,
(1.16)

Уравнения (1.14) исследовались при фиксированных параметрах 𝛼 =

0.2, 𝛾 = 3, 𝜀 = 0.01, 𝑑 = 0.1, 𝐿 = 100, параметр 𝛽 выбирался в диапазоне

[0; 5] в соответствии с требуемым режимом. Значение 𝛽 = 𝛽𝑐𝑟 ≈ 3, как и в оди-

ночном осцилляторе (1.12), является бифуркационным и соответствует переходу

элементов среды из автоколебательного режима в возбудимый.

1.1.3 Методы численного интегрирования и достоверность

численных экспериментов

Один из методов численного интегрирования системы (1.4), применявший-

ся в проведённых исследованиях, состоял в следующем. К исходной системе

применялось преобразование Фурье:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑋

𝜕𝑡
= 𝑚𝑋 + 𝑌 − 𝐹 (𝑥𝑧) − 𝛾𝜔2(𝑋 − 𝑌 ),

𝜕𝑌

𝜕𝑡
= −𝑋,

𝜕𝑍

𝜕𝑡
= 𝑔(𝐹 (Φ(𝑥)) − 𝑍),

(1.17)

где 𝐹 — оператор прямого преобразования Фурье; 𝑋 = 𝐹 (𝑥), 𝑌 = 𝐹 (𝑦), 𝑍 =

𝐹 (𝑧). Полученные уравнения решались с помощью метода Эйлера с пересчетом
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(метода Гюна):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑋̃𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑡𝑓
𝑋(𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖),

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 + ℎ𝑡𝑓
𝑌 (𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖),

𝑍𝑖+1 = 𝑍𝑖 + ℎ𝑡𝑓
𝑍(𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖),

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 +
ℎ𝑡

2
(𝑓𝑋(𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖) + 𝑓𝑋(𝑋̃𝑖+1, 𝑌𝑖+1, 𝑍𝑖+1)),

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 +
ℎ𝑡

2
(𝑓𝑌 (𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖) + 𝑓𝑌 (𝑋̃𝑖+1, 𝑌𝑖+1, 𝑍𝑖+1)),

𝑍𝑖+1 = 𝑍𝑖 +
ℎ𝑡

2
(𝑓𝑍(𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖) + 𝑓𝑍(𝑋̃𝑖+1, 𝑌𝑖+1, 𝑍𝑖+1)),

(1.18)

где

𝑓𝑋(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑚𝑋 + 𝑌 − 𝐹 (𝑥𝑧) − 𝛾𝜔2(𝑋 − 𝑌 ),

𝑓𝑌 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = −𝑋,

𝑓𝑍(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝐹 (Φ(𝑥)) − 𝑍).

(1.19)

Затем с помощью обратного преобразования Фурье вычислялось решение ис-

ходной системы уравнений (1.4):

𝑥𝑖+1 = 𝐹−1(𝑋𝑖+1),

𝑦𝑖+1 = 𝐹−1(𝑌𝑖+1),

𝑧𝑖+1 = 𝐹−1(𝑍𝑖+1),

(1.20)

где 𝐹−1 – оператор обратного преобразования Фурье.

При проведении всех численных экспериментов фиксировалась длина систе-

мы 𝐿 = 100 безразмерных единиц, коэффициент диффузии 𝛾 = 0.1 и параметр

𝑔 = 0.2. Параметр 𝑚 изменялся от 0.9 до 1.7.

Необходимо также отметить, что в численном эксперименте использовал-

ся алгоритм быстрого преобразования Фурье. Число компонент разложения

𝑁 = 256 для него было выбрано из таких соображений, чтобы дальнейшее их

увеличение не оказывало существенного влияния на результаты расчетов. Шаг

дискретизации по времени ℎ𝑡 был выбран равным 0.001.

По результатам численного интегрирования строились проекции фазовых

траекторий в различных точках пространства, сечения фазового пространства

36



различными плоскостями, мгновенные пространственные профили, проcтран-

ственно временные диаграммы и распределения сдвига фазы колебаний вдоль

длины системы. Для диагностики хаоса проводились расчеты максимального

ляпуновского показателя.

Для подтверждения достоверности проводимых численных экспериментов, а

также для ускорения проведения расчетов на ЭВМ, среда (1.4) также интегри-

ровалась с помощью метода конечных разностей. То есть, по сути, рассматри-

валась система (1.2), в которой для удобства была произведена замена 𝑘 =
𝛾

ℎ2
𝑠

,

где ℎ𝑠 =
𝐿

𝑁
– пространственный шаг системы. Таким образом, уравнения (1.2)

примут вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑚𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑧𝑖+

+𝛾
(𝑥𝑖+1 − 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1) − (𝑦𝑖+1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖−1)

ℎ2
𝑠

,

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= −𝑥𝑖,

𝑑𝑧𝑖
𝑑𝑡

= 𝑔(Φ(𝑥𝑖) − 𝑧𝑖),

(1.21)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

Затем система (1.21) интегрировалась методом Эйлера второго порядка (ме-

тодом Гюна) аналогично (1.18). Для сравнения результатов расчётов спектраль-

ным методом и методом конечных разностей строились проекции множества

фазовых траекторий на плоскость 𝑦 − 𝑥, получаемые в различых точках среды.

Эти проекции представлены на рисунке 1.4.

Как видно из рисунка 1.4, результаты, полученные двумя методами, идентич-

ны, что позволяет говорить о достоверности результатов численных эксперимен-

тов в целом. Тестовые вычисления показали, что в случае достаточно сложно-

го вида пространственного профиля колебаний использование метода конечных

разностей позволяет существенно ускорить проведение численных эскперимен-

тов на ЭВМ.
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.4: Проекции множества фазовых траекторий на плоскость 𝑦 − 𝑥 для

всех элементов среды (1.4), полученные различными методами расчетов для

различных значений параметра 𝑚. Слева — расчет спектральным методом,

справа — методом конечных разностей, сверху — 𝑚 = 0.96, снизу — 𝑚 = 1.12.
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В данной работе часть расчетов для системы (1.4) была проведена с помощью

спектрального метода, другая часть — с помощью метода конечных разностей.

Для системы (1.14) все расчёты проводились методом конечных разностей.
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1.2 Автоколебательная среда со сложной динами-

кой элементарной ячейки

Рассмотрим сначала динамику невозмущенной автоколебательной сре-

ды (1.4), т.е. среды без какого бы то ни было внешнего воздействия. Проследим

за эволюцией периодических во времени и пространстве колебаний среды с ро-

стом управляющего параметра и переходом среды к хаотическому режиму, что

является важным в контексте изучения сценариев развития пространственной

турбулентности.

1.2.1 Среда в режиме квазигармонических колебаний. Явле-

ние мультистабильности

При 𝑚 ≤ 0.966 каждый элемент среды демонстрирует квазигармонические

колебания во времени периода 𝑇0, которым в проекции 𝑥(𝑠) − 𝑦(𝑠) для любой

точки пространства соответствует одна и та же замкнутая кривая. Выбором на-

чальных условий достигалось установление в системе одного из существующих

режимов. При 𝛾 = 0.1 в системе наблюдались следующие устойчивые моды:

пространственно однородный режим (𝑛 = 0) (рисунок 1.5) и режимы бегущих

волн 𝑛 = ±1, ±2, ±3 (рисунок 1.6). Знак перед 𝑛 показывает направление дви-

жения фронта волны (слева направо или наоборот), его значение определялось

по формуле (1.7). Поведение мод, отличающихся направлением движения, при

изменении параметра 𝑚 совершенно аналогично, так что в дальнейшем будем

рассматривать бегущие волны только с 𝑛 > 0.

Пространственно однородный режим 𝑛 = 0 соответствует колебаниям всех

точек среды в одной фазе: 𝜙(𝑠) = 0. В силу однородности самой среды

(𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) колебания во всех её точках в этом слу-

чае совершенно одинаковы. Пространственно неоднородные моды |𝑛| = 1, 2, 3

в квазигармоническом режиме колебаний во времени представляют собой бегу-
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(a)

(b)

Рисунок 1.5: Пространственно-временная диаграмма (a) и мгновенный

пространственный профиль однородной моды (b) в квазигармоническом

режиме при 𝑚 = 0.96. Здесь и далее оттенками серого на

пространственно-временных диаграммах обозначены разные значения

переменной 𝑥.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рисунок 1.6: Пространственно-временные диаграммы (a, c, e) и мгновенные

пространственные профили (b, d, f) неоднородных мод (𝑛 = 1, 𝑛 = 2, 𝑛 = 3

сверху вниз) в квазигармоническом режиме при 𝑚 = 0.96. Профили

соответствуют условию 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) > 0.
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щие волны с квазигармоническим пространственным профилем (рисунок 1.6) и

различной длиной волны 𝜆 = 𝐿/𝑛. Набег фазы линейно нарастает вдоль сре-

ды (рисунок 1.7), чему соответствует линейный вид волнового фронта (рису-

нок 1.6a,c,e). Для моды 𝑛 = 1 в квазигармоническом режиме на длине системы

укладывается одна волна («одноволновая» мода). Для 𝑛 = 2 на длине системы

укладывается две длины волны («двухволновая» мода) и т.д.
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Рисунок 1.7: Распределения сдвига фазы 𝜙(𝑠) вдоль длины системы мод

𝑛 = 1, 2, 3 при 𝑚 = 0.96.
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1.2.2 Эволюция мод при изменении управляющего параметра

В генераторе Анищенко – Астахова при 𝑔 = 0.2 значение параметра 𝑚, со-

ответствующее первой бифуркации удвоения есть 𝑚1 ≈ 0.966. При том же зна-

чении параметра происходит удвоение периода колебаний во времени для одно-

родного решения (𝑛 = 0) системы (1.4). По всем наблюдаемым характеристикам

удвоение периода данной моды аналогично бифуркации удвоения предельного

цикла в ГИН. Для однородного режима колебания в любой точке среды совер-

шенно одинаковы, и, строя 𝑥𝑦-проекции в любой точке среды, можно видеть, как

замкнутая кривая при 𝑚 > 𝑚1 начинает проделывать два витка вместо одного.

Расстояние между витками плавно увеличивается с удалением от бифуркаци-

онного значения значения 𝑚1, и наоборот, витки сливаются при приближении

к точке бифуркации. Так как удвоение периода для однородной моды проис-

ходит «обычным образом», не станем детально его рассматривать и приводить

соответствующие иллюстрации. Отметим только, что для однородной моды с

ростом 𝑚 наблюдается каскад удвоений периода. По-видимому, он является бес-

конечным. В численных экспериментах удавалось наблюдать четыре первые би-

фуркации. Бифуркационные значения параметра 𝑚 в пределах точности расче-

тов совпадают с соответствующими бифуркационными значениями для конечно-

мерного генератора. Для наблюдения дальнейших бифуркаций требуется умень-

шить шаг по времени и по параметру. При переходе через критическое значение

𝑚кр ≈ 1.375 возникает хаотическая во времени динамика, а пространственная

однородность колебаний при этом разрушается. Невозможность синфазных (в

нашем случае — пространственно однородных) хаотических колебаний в систе-

мах с бесконечной размерностью отмечалась, например, в [109].

Удвоение периода колебаний для пространственно неоднородных мод про-

исходит по иному сценарию. Для каждой из них существует своя определенная

область значений параметра 𝑚 (между первой и второй бифуркациями удвое-

ния периода), в которой колебания во времени являются квазипериодическими,
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а мгновенные пространственные профили, соответствующие одному и тому же

состоянию в точке 𝑠 = 0, в разные моменты времени оказываются неодинаковы-

ми (рисунок 1.8).

Чтобы более детально исследовать механизм удвоения периода одноволно-

вой моды, были построены распределения точек в сечении. Полученные для

нескольких значений параметра 𝑚 распределения 𝑥𝑖(𝑠) (𝑖 = 1, 2, 3, ...) приведены

на рисунке 1.9. Из представленных графиков видно, что при 𝑚 = 0.966 бифур-

кация еще не произошла и имеют место периодические колебания с исходным

периодом 𝑇0. Для любой точки среды траектории пересекают секущую плос-

кость в двух точках, что соответствует двум направлениям пересечения. Причем

эти точки одинаковы для любого значения 𝑠, так как сами колебания отличаются

только фазовым сдвигом. Поэтому на графике, представленном на рисунке 1.9a,

значения 𝑥𝑖(𝑠) ложатся на две прямые горизонтальные линии. Далее происхо-

дит бифуркация и возникают квазипериодические колебания. При 𝑚 = 0.968

на графике можно видеть две строго горизонтальные полосы постоянной ши-

рины (рисунок 1.9b), при 𝑚 = 0.984 в некоторых точках пространства сечение

состоит из двух четких линий, а в некоторых размыто (рисунок 1.9c). Причина

этого — недостаточное время построения сечения в режиме медленной модуля-

ции колебаний. При дальнейшем росте параметра 𝑚 устанавливается колебания

удвоенного периода 2𝑇0 (рисунок 1.9d). Однако колебания в различных точках

уже не будут одинаковы (с точностью до сдвига фаз). На рисунке1.9d можно

видеть, что точки в сечении зависят от координаты 𝑠. Можно также отметить

точку среды, где сечение состоит не из четырех, а только из двух точек, то есть

визуально колебаниям соответствует цикл периода 𝑇0.

Режим медленной модуляции проиллюстрирован на рисунке1.10. На пред-

ставленных на рисунке 1.10a,b графиках можно видеть, как меняется во време-

ни распределение точек в сечении, построенное для ограниченного интервала

наблюдения. Первые, начиная с некоторого момента 𝑡0, 500 точек в сечении

(для каждого 𝑠) представлены на рисунке 1.10a, а последующие 500 точек —
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.8: Переход к колебаниям удвоенного временно́го периода. Слева

направо: фрагменты сечений фазового пространства плоскостью 𝑥 = 0 и

пространственные профили режимов 𝑛 = 1 (a, b) и 𝑛 = 2 (c, d) при 𝑚 = 0.972.

Профили соответствуют условию 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) > 0.
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.9: Распределения 𝑥𝑖(𝑠) для одноволновой моды при различных

значениях параметра 𝑚: a — 𝑚 = 0.966; b — 𝑚 = 0.968; c — 𝑚 = 0.984; d —

𝑚 = 0.992.
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на рисунке 1.10b. Можно видеть смещение наблюдаемой на конечном времени

структуры. С ростом параметра 𝑚 такое смещение становится все более медлен-

ным. Указанное поведение точек сечения соответствует медленной модуляции

колебаний во времени. О характере огибающей колебаний можно судить по гра-

фикам, приведенным на рисунках 1.10c и 1.10d. С ростом параметра 𝑚 период

модуляции увеличивается, стремясь к бесконечности при некотором значении

параметра, соответствующем установлению периодических колебаний удвоен-

ного периода.

Неоднородность режима колебаний удвоенного периода в пространстве про-

иллюстрирована на рисунке 1.11 видом фазового портрета в различных точках

среды. Таким образом, после бифуркации удвоения периода в некоторых точках

пространства можно наблюдать цикл периода 𝑇0. Однако следует отметить, что

режим колебаний в различных точках среды со взаимной связью между элемен-

тами должен быть топологически эквивалентен. Соответственно, существование

в одних точках пространства колебаний удвоенного периода, а в других — ис-

ходного периода, скорее всего, только визуальным эффектом: расстояние между

витками цикла оказывается меньше погрешности построения сечения.

Полностью аналогичный сценарий, но при некотором малом смещении по

параметру 𝑚, имеет место и для двух других имеющихся устойчивых простран-

ственно неоднородных мод (𝑛 = 2 и 𝑛 = 3). Вместо «обычной» бифуркации

удвоения периода для пространственно-неоднородных мод удвоение периода ко-

лебаний во времени происходит сложным эволюционным путем, начинающимся

с бифуркации рождения квазипериодических колебаний. Результаты проведён-

ных вычислений говорят о том, что для разных мод бифуркационное значение

параметра 𝑚1, при котором возникают квазипериодические колебания, оказы-

вается неодинаковым. Они несколько возрастают с увеличением номера моды

(рисунок 1.12).

Можно отметить, что рождение квазипериодических колебаний и переход к

колебаниям удвоенного периода через резонанс на торе наблюдается для несин-
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.10: Режим медленной модуляции, возникающий для одноволновой

моды, при переходе к колебаниям удвоенного периода: a, b — распределения

𝑥𝑖(𝑠), построенные при 𝑚 = 0.968 для двух последовательных интервалов

времени, в течении которых в каждой точке пространства было получено 500

точек в сечении траектории; c, d — фрагменты зависимости переменной 𝑥 от

времени в точке 𝑠 = 25 при 𝑚 = 0.968 и 𝑚 = 0.972, соответственно. Черная

область соответствует плотно «упакованным» колебаниям на основной частоте.
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(a)

(b)

Рисунок 1.11: Фазовые портреты колебаний, полученные для 𝑛 = 1 при

𝑚 = 1.03 в двух точках среды: a — 𝑠 = 2; b — 𝑠 = 20.
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(a)

(b)

Рисунок 1.12: Бифуркационные значения параметра возбуждения для первой (a)

и второй (b) бифуркаций в зависимости от номера моды 𝑛.
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фазных режимов в системе двух взаимодействующих генераторов с бифуркаци-

ями удвоения периода [115]. Квазипериодические во времени колебания были

обнаружены для пространственно неоднородных режимов в цепочках логисти-

ческих отображений [38, 39, 105] и автогенераторов Чуа [27]. В этом отноше-

нии непрерывная среда ведет себя подобно пространственно дискретным мо-

делям. Однако дискретные модели не могут демонстрировать в полной мере

пространственно-временные структуры, возникающие в непрерывной среде по-

сле удвоения периода и нарушения квазигармоничности.

При дальнейшем увеличении параметра 𝑚, когда колебания во времени

вновь становятся периодическими, но уже с периодом 2𝑇0, пространственные

профили также начинают повторяться через период временных колебаний. Од-

нако волновой фронт теперь имеет сложную форму (рисунок 1.13), что соответ-

ствует эволюции пространственного профиля 𝑥(𝑠, 𝑡) в течение одного периода

колебаний во времени (рисунок 1.14). На этом рисунке 𝑡 = 𝑡0 (a), 𝑡 = 𝑡0 + ∆𝑡 (b),

𝑡 = 𝑡0 + 2∆𝑡 (c), 𝑡 = 𝑡0 + 3∆𝑡 (d), 𝑡 = 𝑡0 + 4∆𝑡 (e), 𝑡 = 𝑡0 + 5∆𝑡 (f), 𝑡 = 𝑡0 + 6∆𝑡

(g), 𝑡 = 𝑡0 +𝑇 (h), где 𝑇 = 7∆𝑡 — период колебаний во времени. Несмотря на та-

кое усложнение пространственных профилей, набег фазы за пространственный

период остается постоянной величиной для каждой моды в регулярных режи-

мах колебаний, что позволяет определить номер моды, когда по внешнему виду

пространственного профиля это сделать невозможно (рисунок 1.13b).

Проследим за поведением мгновенных пространственных профилей с ро-

стом параметра 𝑚 на примере одного из профилей моды 𝑛 = 1. Мгновенные

пространственные профили колебаний для 𝑛 ̸= 0 в результате удвоения перио-

да во времени искажаются и уже не являются квазигармоническими. Профиль

каждой пространственно неоднородной моды между двумя последовательными

бифуркациями удвоения периода претерпевает сложную эволюцию. Увеличивая

𝑚, можно наблюдать, как «горбы» и «впадины» на мгновенном пространствен-

ном профиле трансформируются, образуя все новые экстремумы. Возникают все

более мелкомасштабные пространственные осцилляции (рисунок 1.15).
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(a)

(b)

Рисунок 1.13: Пространственно-временная диаграмма моды 𝑛 = 1 при

𝑚 = 1.2 (a) и эволюция распределения фазы по пространственной координате с

ростом параметра 𝑚 (b).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Рисунок 1.14: Эволюция пространственного профиля 𝑥(𝑠, 𝑡) режима 𝑛 = 1 в

области колебаний удвоенного периода при 𝑚 = 1.2 в течение одного периода

колебаний во времени.
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Рисунок 1.15: Эволюция пространственного профиля 𝑥(𝑠, 𝑡) режима 𝑛 = 1 в

области колебаний удвоенного периода с ростом параметра 𝑚: a — 𝑚 = 1.03,

b — 𝑚 = 1.06, c — 𝑚 = 1.09, d — 𝑡 = 𝑚 = 1.15, e — 𝑚 = 1.21, f — 𝑚 = 1.27.

Профили соответствуют условию 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) > 0.
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Наблюдаемое в непрерывной среде (1.4) усложнение пространственного про-

филя не было зафиксировано в пространственно дискретной модели автоколе-

бательной среды с удвоениями периода колебаний во времени [27]. Возможно,

это объясняется слишком малым количеством автогенераторов в цепочке, моде-

лирующей среду.

1.2.3 Динамический хаос в автоколебательной среде

При увеличении параметра 𝑚 для однородной моды наблюдается бесконеч-

ная последовательность бифуркаций удвоения периода колебаний во времени,

приводящая к хаотической динамике в соответствии со сценарием Фейгенбау-

ма. Следует отметить, что область притяжения однородного режима с прибли-

жением к порогу хаоса постоянно уменьшается. Из ряда научных публикаций,

посвященных пространственно дискретным системам с удвоениями периода ко-

лебаний (цепочкам модельных отображений и цепочкам автогенераторов), из-

вестно, что пространственно однородный хаотический режим возможен только

в случае конечной длины цепочки [105, 109]. С увеличением числа элементов

однородный режим перестает быть устойчивым раньше, чем происходит пере-

ход к хаотической динамике. Соответственно, точки непрерывной среды не мо-

гут одновременно совершать идентичные хаотические движения. В этом смысле

однородный режим перестает существовать. Однако мы можем говорить о ха-

отической моде 𝑛 = 0, понимая под этим пространственно-временной режим,

соответствующий нулевой разности фаз на длине среды в среднем по време-

ни: ⟨𝜙(𝐿)⟩ = 0. При этом различные точки среды будут совершать во времени

различные хаотические колебания.

Для всех исследованных бегущих волн (|𝑛| = 1, 2, 3) при выбранном пара-

метре связи было обнаружено только одно удвоение периода. С ростом парамет-

ра 𝑚 из периодических колебаний удвоенного периода снова возникает квазипе-

риодический режим, который в дальнейшем разрушается, порождая хаотические
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во времени колебания. В сечении фазового портрета, построенного в фиксиро-

ванной точке пространства, можно видеть характерную картину разрушения ин-

вариантной кривой, соответствующей двумерному тору (рисунок 1.16). Данный

сценарий перехода к хаосу для пространственно неоднородных режимов описан

в литературе для пространственно дискретных моделей. В частности, для це-

почки осцилляторов Ресслера [29]. Таким образом, результат, полученный для

модели непрерывной среды (1.4) находится в полном согласии с результатами

исследования более простых моделей.

С ростом параметра 𝑚 усложняется не только форма колебаний во времени.

Для бегущих волн наблюдается эволюция волнового фронта, с увеличением 𝑚

он дробится (рисунок 1.17), что в конце концов приводит нулевому среднему

набегу фазы за длину системы, объединению всех мод (включая волны с от-

рицательными номерами 𝑛 = −1, −2, −3, бегущие в обратную сторону) при

𝑚 ≈ 1.56 (рисунок 1.18) и пространственной нерегулярности.

Рассмотрим строго однородную моду, для которой не только имеет место

равенство 𝑛 = 0, но и все точки среды ведут себя идентично. В этом случае

установившееся решение системы (1.4) принадлежит инвариантному многооб-

разию 𝑈 : 𝑥(𝑠, 𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡) = 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝑧(𝑡). До критической точ-

ки, соответствующей порогу хаотической динамики, однородная мода устойчи-

ва к малым возмущениям. За критической точкой однородная мода становится

неустойчивой, но ее легко пронаблюдать в численном эксперименте, задав од-

нородное начальное состояние системы (1.4) (𝑥(𝑠, 0), 𝑦(𝑠, 0), 𝑧(𝑠, 0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡).

Если при этом выбрать однородные начальные условия для возмущений (1.9)

(𝑢(𝑠, 0), 𝑣(𝑠, 0), 𝑤(𝑠, 0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), то можно получить максимальный ляпунов-

ский показатель 𝜆1
𝑈 , который характеризует устойчивость или неустойчивость

однородного решения относительно возмущений в инвариантном многообразии

𝑈 . Из характера уравнений (1.4) следует, что решения, принадлежащие инва-

риантному многообразию 𝑈 , полностью совпадают с режимами «элементарного

генератора» и при вариации параметра 𝑚 должны эволюционировать полностью
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.16: Вторичное возникновение квазипериодических колебаний, их

разрушение и переход к хаосу для моды 𝑛 = 1: (a, b) — 𝑚 = 1.34; (c, d) —

𝑚 = 1.39. Слева изображены проекции фазового пространства на плоскость

𝑥− 𝑦 в точке 𝑠 = 40, справа — соответствующие сечения плоскостью 𝑥 = 0.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рисунок 1.17: Эволюция волнового фронта моды 𝑛 = 1 с ростом параметра 𝑚.

Пространственно-временные диаграммы при a — 𝑚 = 1.34, b — 𝑚 = 1.39, c —

𝑚 = 1.44, d — 𝑚 = 1.49, e — 𝑚 = 1.54, f — 𝑚 = 1.59.
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Рисунок 1.18: Зависимости среднего сдвига фазы за длину системы 𝜙(𝐿) от

параметра 𝑚 для сосуществующих мод 𝑛 = 0, ±1, ±2, ±3

61



Рисунок 1.19: Зависимости максимального ляпуновского показателя 𝜆1 для

моды 𝑛 = 0 в среде (1.4) (сплошная линия) и для генератора Анищенко –

Астахова (пунктирная линия) от параметра 𝑚.
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аналогично. Проведённые численные расчеты подтверждают данный вывод: за-

висимость 𝜆1
𝑈 от параметра 𝑚 для строго однородной моды в пределах точно-

сти вычислений совпадает с соответствующей зависимостью, полученной для

отдельного генератора Анищенко – Астахова с сосредоточенными параметра-

ми (рисунок 1.19). Данный результат подтверждает корректность используемой

численной схемы интегрирования и метода расчета максимального ляпуновского

показателя.

В результате проведённых расчетов было установлено, что для мод 𝑛 =

0, ±1, ±3 переход к хаотическому режиму происходит практически при од-

ном и том же значении параметра 𝑚 ≈ 1.375, однако окно периодичности при

𝑚 > 1.54, наблюдающееся для моды 𝑛 = 0, у неоднородных мод исчезает (ри-

сунки 1.20a и 1.20b). Особо нужно отметить «двухволновые» моды 𝑛 = ±2,

для которых граница перехода к хаосу оказывается сдвинутой в сторону роста

значений параметра 𝑚, и для 𝑛 = −2 наблюдается окно периодичности, отсут-

ствующее у остальных режимов (рисунок 1.20b). По-видимому, такое отличие

от остальных мод вызвано погрешностью численных расчетов.
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(a)

(b)

Рисунок 1.20: Зависимости максимального ляпуновского показателя мод

𝑛 = 0, ±1, ±3 (a) и 𝑛 = 0, ±2 (b) от параметра 𝑚.
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1.3 Активная среда с переходом от автоколебатель-

ного характера элементов к возбудимому

Перейдем к рассмотрению невозмущенной активной среды (1.14). Особенно-

стью ее является то, что при различных значениях управляющего параметра она

может демонстрировать как автоколебательный, так и возбудимый режимы. Это

делает данную модель удобной для исследования перехода между двумя этими

режимами, а также различий в их характеристиках.

1.3.1 Мультистабильность в активной среде

При значениях параметров 𝛼 = 0.2, 𝛾 = 3, 𝜀 = 0.01 в системе (1.14) при

отсутствии шума наблюдается мультистабильность. В ней сосуществуют режи-

мы бегущих волны, отличающиеся друг от друга длиной волны и направлением

распространения (рисунки 1.21 и 1.22). Также, в автоколебательном режиме су-

ществует пространственно однородная автоколебательная мода, отсутствующая

в возбудимом режиме. В данном случае однородность означает, что все точки

среды совершают идентичные колебания в одной фазе. Введём номер моды так

же, как это было сделано для среды (1.4).

1.3.2 Характеристики поведения среды в автоколебательном

и возбудимом режиме

Проследим за изменением таких характеристик автоколебаний, как период и

фазовая скорость, в незашумленной системе при вариации управляющих пара-

метров 𝛽 и 𝑑 для различных мод, сосуществующих в рассматриваемой активной

среде, и в различных режимах элементарной ячейки. Рассмотрим сначала зави-

симости периода 𝑇 и фазовой скорости 𝑣 =
𝐿

𝑛𝑇
колебаний от параметра 𝛽 для

волновых мод 𝑛 = 1, 2, 3 при фиксированном значении коэффициента диффу-
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(a)

(b)

Рисунок 1.21: Пространственные профили (слева) и

пространственно-временные диаграммы (справа) мод 𝑛 = 1 (a) и 𝑛 = 2 (b) в

автоколебательном режиме ячейки при 𝛽 = 2.
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(a)

(b)

Рисунок 1.22: Пространственные профили (слева) и

пространственно-временные диаграммы (справа) мод 𝑛 = 1 (a) и 𝑛 = 2 (b) в

возбудимом режиме ячейки при 𝛽 = 4.
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зии 𝑑 = 0.1 (рисунок 1.23). На графиках можно выделить две области с различ-

ным поведением системы, соответствующие автоколебательному (𝛽 ∈ [0; 3)) и

возбудимому (𝛽 ∈ (3; 5]) режимам элементарной ячейки. Они разделены бифур-

кационным значением параметра 𝛽𝑐𝑟 ≈ 3. Как видно из рисунка 1.23a, период

колебаний в автоколебательном режиме ячейки одинаков для всех сосуществую-

щих мод и определяется, по-видимому, периодом колебаний самой ячейки. При

этом значение периода практически не меняется с ростом параметра 𝛽. В возбу-

димом режиме ситуация иная — здесь период колебаний неодинаков для различ-

ных колебательных мод, а если проследить за изменением периода колебаний

одной из мод, то виден значительный его рост с увеличением 𝛽.

Поведение фазовой скорости (рисунок 1.23b) оказывается противоположным

поведению периода. Так, фазовая скорость различных мод неодинакова в автоко-

лебательном режиме элементарной ячейки, а в возбудимом режиме — совпадает

для всех сосуществующих мод.

Теперь рассмотрим зависимости характеристик колебательной моды 𝑛 = 1

от коэффициента диффузии 𝑑 при фиксированных значениях параметра 𝛽 = 2

(автоколебательный режим) и 𝛽 = 4 (возбудимый режим). Как видно из рисунка

1.24, в автоколебательном режиме элементарной ячейки изменение коэффици-

ента диффузии не оказывает влияния, ни на период колебаний, ни на их фа-

зовую скорость. В отличие от возбудимого режима, в котором при увеличении

коэффициента диффузии фазовая скорость также растет, а период колебаний –

уменьшается.

1.3.3 Бифуркация перехода от автоколебательного режима к

возбудимому

В одиночном осцилляторе ФитцХью – Нагумо при значении параметра

𝛽𝑐𝑟 = 2.995 ± 0.001 и значениях остальных параметров, указанных выше, на-

блюдается бифуркация Андронова – Хопфа. Вместе с этим, в окрестности 𝛽𝑐𝑟
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(a)

(b)

Рисунок 1.23: Зависимости периода (a) и фазовой скорости (b) колебательных

мод 𝑛 = 1, 2, 3 от параметра 𝛽.
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(a)

(b)

Рисунок 1.24: Зависимости периода (a) и фазовой скорости (b) колебательной

моды 𝑛 = 1 от коэффициента диффузии 𝑑 в различных режимах элементарной

ячейки.
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проходит граница двух типов поведения осциллятора — автоколебательного и

возбудимого.

Из рисунка 1.23 видно, что период колебаний во времени и фазовая скорость

мод 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2 активной среды (1.14) претерпевают скачкообразное измене-

ние. Это позволяет говорить о некоей бифуркации в активной среде. Рассмотрим

более подробно поведение исследуемой среды в окрестности критического зна-

чения управляющего параметра 𝛽𝑐𝑟.

На рисунке 1.25 представлена эволюция формы пространственного профи-

ля и колебаний во времени моды 𝑛 = 1 с ростом параметра 𝛽. Как видно из

приведённых на рисунке кривых, при переходе от значения 𝛽 = 2.98 к значе-

нию 𝛽 = 2.99 форма пространственного профиля волны качественно меняется:

в «хвосте» волны возбуждения возникают колебания малой амплитуды. Они со-

ответствуют колебаниям вблизи состояния равновесия типа фокуса в одиночном

осцилляторе ФитцХью – Нагумо. При этом на графиках, изображающих пове-

дение среды во времени, можно видеть резкий рост периода колебаний. Бифур-

кационное значение параметра 𝛽 может быть оценено как 𝛽𝑐𝑟1 = 2.988 ± 0.001.

При дальнейшем увеличении 𝛽 осцилляции на «хвосте» волны исчезают.

Для моды 𝑛 = 2 (рисунок 1.26) наблюдается схожая картина, однако скачко-

образное изменение формы пространственного профиля и колебаний во време-

ни, а также периода колебаний во времени, происходит не при 𝛽𝑐𝑟1 = 2.988 ±

0.001, а при 𝛽𝑐𝑟2 = 2.994 ± 0.001.

Перейдём к моде 𝑛 = 3. Как видно из рисунка 1.27, ни характер простран-

ственного профиля, ни форма колебаний во времени, ни период колебаний не

претерпевают никаких резких качественных изменений с ростом параметра 𝛽.

Можно предположить, что такая разница в поведении мод 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 и моды

𝑛 = 3 наблюдается из-за того, что для моды 𝑛 = 3 волны возбуждения «плотно

упакованы» в пространстве. «Хвост» волны оказывается слишком коротким для

того, чтобы могли возникнуть осцилляции.
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Рисунок 1.25: Эволюция форм пространственного профиля (слева) и колебаний

во времени (справа) моды 𝑛 = 1 с ростом параметра 𝛽.

Пространственно-временные диаграммы при a — 𝛽 = 2.98, b — 𝛽 = 2.99,

c — 𝛽 = 3.00, d — 𝛽 = 3.4.
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Рисунок 1.26: Эволюция форм пространственного профиля (слева) и колебаний

во времени (справа) моды 𝑛 = 2 с ростом параметра 𝛽.

Пространственно-временные диаграммы при a — 𝛽 = 2.98, b — 𝛽 = 2.99,

c — 𝛽 = 3.00, d — 𝛽 = 3.4.
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Рисунок 1.27: Эволюция форм пространственного профиля (слева) и колебаний

во времени (справа) моды 𝑛 = 1 с ростом параметра 𝛽.

Пространственно-временные диаграммы при a — 𝛽 = 2.98, b — 𝛽 = 2.99,

c — 𝛽 = 3.00, d — 𝛽 = 3.4.
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Таким образом, можно говорить о бифуркационном переходе в среде (1.14),

которому соответствует интервал значений управляющего параметра. В преде-

лах этого интервала, не включающего точку бифуркации Андронова – Хопфа

для одиночного осциллятора ФитцХью – Нагумо, наблюдается качественное из-

менение характеристик старших волновых мод.

1.4 Выводы по первой главе

Для предложенных моделей активных сред были получены следующие ре-

зультаты. Для модели автоколебательной среды со сложной динамикой элемен-

тарной ячейки:

∙ Установлено сосуществование нескольких устойчивых мод (в эксперимен-

тах наблюдалось по крайней мере семь мод), различающихся фазовым сдви-

гом колебаний на длине системы. В режиме слабой хаотической динамики

мультистабильность сохраняется и можно ввести средний сдвиг фазы, кото-

рый будет различным для различных мод. Фазовый сдвиг на длине системы

может служить главным критерием диагностики моды в таких условиях,

когда форма колебаний как во времени, так и в пространстве становится

сложной.

∙ При переходе от квазигармонических колебаний к колебаниям более слож-

ной формы (квазипериодическим колебаниям, колебаниям удвоенного пери-

ода, хаотическим колебаниям), который имеет место при увеличении управ-

ляющего параметра, возникает немонотонное изменение мгновенной фазы

колебаний вдоль пространственной координаты. Имеет место сложное по-

ведение волнового фронта бегущих волн, который может менять направле-

ние движения.

∙ Механизм удвоения периода колебаний во времени различается для одно-

родной моды (𝑛 = 0) и для бегущих волн (𝑛 ̸= 0). Если для однородной мо-
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ды удвоение периода колебаний происходит аналогично бифуркациям удво-

ения периода в конечномерных системах, то для бегущих волн имеет место

сложная перестройка колебаний, включающая возникновение квазиперио-

дического режима и его эволюцию, приводящую к установлению колебаний

удвоенного периода. Данный механизм наблюдался ранее для неоднород-

ных режимов в цепочках автогенераторов и для несинфазных циклов двух

взаимодействующих генераторов, и, по-видимому, носит общий характер.

∙ В режиме колебаний удвоенного периода и других сложных (не квазигар-

монических) режимах с ростом управляющего параметра наблюдается по-

степенное усложнение мгновенного пространственного профиля бегущих

волн. Возникают все более мелкомасштабные осцилляции, что в условиях

слабой связи или большой длины системы ведет к пространственной хао-

тичности (то есть, к турбулентности). Данный процесс связан со все боль-

шим усложнением движения волнового фронта. Данный эффект связан с

непрерывностью системы в пространстве и для пространственно дискрет-

ных моделей не был установлен.

∙ Переход к хаотическому во времени поведению для однородной моды осу-

ществлялся по Фейгенбаумовскому сценарию. Для бегущих волн при вы-

бранном значении связи наблюдалось только одно удвоение периода, а пе-

реход к хаосу происходил в результате возникновения и разрушения квази-

периодического режима. В области слабого хаоса мультистабильность со-

храняется. Однако при достижении управляющим параметром некоторого

значения наблюдается кризис всех неоднородных мод и возникновение гло-

бально устойчивого режима, для которого средний сдвиг фазы на длине

системы является нулевым, но различные точки среды при этом совершают

хаотические колебания с разными фазами.

Для модели активной среды с переменной динамикой элементарной ячейки:
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∙ Проведённые исследования выявили существенные различия незатухаю-

щих колебаний, наблюдающихся в автоколебательной и возбудимой средах

при периодических граничных условиях. Эти различия касаются, прежде

всего, зависимости характеристик колебаний от номера волновой моды и

параметров среды. Так, в случае автоколебательной среды период колеба-

ний 𝑇 слабо зависел от параметра 𝛽, управляющего поведением элемента

среды и практически не зависел от коэффициента диффузии 𝑑. В то же

время, для возбудимой среды зависимость 𝑇 от 𝛽 и 𝑑 была весьма суще-

ственной. Следует отметить также, что период колебаний в случае автоко-

лебательной среды не зависит от номера волновой моды, а фазовая скорость

для различных мод существенно различается. В возбудимой среде, напро-

тив, фазовая скорость практически одинакова для всех мод, а периоды ко-

лебаний — различны.

∙ Переход через критическое значение параметра 𝛽𝑐𝑟 ≈ 3, соответствующее

смене характера элемента среды, для большинства волновых мод сопро-

вождается заметным изменением периода и фазовой скорости. Простран-

ственно однородный режим при 𝛽 > 𝛽𝑐𝑟 вообще исчезает. Таким образом, в

некотором смысле, можно говорить о бифуркационном переходе в среде.

∙ С точки зрения классического определения автоколебаний, данного

А.А. Андроновым, незатухающие колебания в возбудимой среде с перио-

дическими граничными условиями, также как и в автоколебательной сре-

де, являются автоколебательными режимами. Однако в силу перечисленных

выше различий между ними, их имеет смысл различать как два вида авто-

колебаний, характерных для активных сред. Установленные различия могут

быть использованы при определении характера элемента среды по результа-

там натурных экспериментов, что может быть существенно при построении

математических моделей реальных сред.
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Глава 2

Динамика активных сред под

действием шума

Исследование влияния шума на активные распределённые системы и среды

является на сегодняшний день актуальной задачей нелинейной динамики. Во-

просам влияния шума на распределённые системы посвящена монография [74],

а также ряд статей, в которых рассматриваются те или иные вызванные шумом

эффекты. Среди этих статей можно указать работы, посвящённые явлениям ко-

герентного резонанса в возбудимых средах [80–84] и стохастического резонанса

в бистабильных средах [116, 117], а также связанному с ними эффекту фазовой

синхронизации стохастических колебаний [80–82,118]. Имеются работы, в кото-

рых исследуется воздействие шума на неоднородную автоколебательную среду

в режиме частотных кластеров и показан эффект разрушения кластеров, сопро-

вождающийся возникновением индуцированного шумом хаоса [78,119]. В рабо-

тах [28, 29] обнаружены индуцированные шумом переключения мультистабиль-

ных режимов в кольце автогенераторов и автоколебательной среде, приводящие

к установлению моды, соответствующей отсутствию фазового сдвига колеба-

ний в среднем на длине системы. Вызванные шумом эффекты в таких сложных

нелинейных системах, какими являются активные среды и их пространствен-

но дискретные модели (цепочки и решетки из активных элементов) могут быть
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чрезвычайно разнообразны. В целом этот круг проблем ещё сравнительно мало

исследован. В то же время, важность анализа влияния случайных сил очевидна,

поскольку случайные воздействия присутствуют в любой реальной системе и

никогда не могут быть полностью устранены.

Одним из важных направлений исследования роли шума в динамических си-

стемах является анализ стохастических бифуркаций, то есть бифуркаций, про-

текающих в присутствии шума, в том числе вызванных изменениями шумовых

параметров [120–122]. Влияние шума на бифуркационные явления в распреде-

лённых системах всё ещё мало изучено. Кроме того, автоколебательная и возбу-

димая среды по-разному реагируют на шумовое воздействие. Менять параметры

реальной среды в эксперименте не всегда возможно, в то время как исследова-

ние влияния внешнего шума во многих случаях практически реализуемо. Оно

может служить инструментом для определения характера поведения элементов

реальной активной среды, что важно для создания адекватной математической

модели.

Во второй главе диссертации исследуются описанные в главе 1 модели ак-

тивных сред в присутствии случайного внешнего воздействия. Характеризуют-

ся методы моделирования источников шума в активной среде. Рассматривается

влияние шумового воздействия на активные среды в режиме периодических ко-

лебаний. Демонстрируется разрушение режимов бегущих волн с увеличением

интенсивности шума. Описывается влияние шума на характеристики колеба-

ний. Отдельно рассматриваются стохастические бифуркации удвоения и связан-

ности и влияние шума на переход к хаосу в модели автоколебательной среды

со сложной динамикой отдельного элемента, а также явление когерентного ре-

зонанса и переключения режимов вблизи точки бифуркации в модели активной

среды, составленной из осцилляторов ФитцХью – Нагумо. Проводится сравне-

ние эффектов шумового воздействия на активную среду с автоколебательным

и возбудимым характером элементарной ячейки и рассматривается возможность
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диагностики характера среды на основании наблюдения эффектов шумового воз-

действия.

Представленные во второй главе диссертации результаты отражены в работах

[91, 93, 96, 102].

2.1 Модели и методы их исследования

Добавив в модели (1.4) и (1.14) источники шума, получим следующие урав-

нения для автоколебательной среды со сложной динамикой элементарной ячей-

ки: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑚𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝛾

𝜕2(𝑥− 𝑦)

𝜕𝑠2
+
√

2𝐷𝜉,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= −𝑥,

𝜕𝑧

𝜕𝑡
= 𝑔(Φ(𝑥) − 𝑧)

(2.1)

и ⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜀
𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3 + 𝑑

𝜕2𝑥

𝜕𝑠2
,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽 +

√
2𝐷𝜉

(2.2)

для активной среды с переходом от автоколебательного характера элементов к

возбудимому. Здесь 𝜉 = 𝜉 (𝑠, 𝑡) — источник гауссова белого шума, 𝐷 — интен-

сивность шума.

2.1.1 Методы моделирования источников шума в среде

В проводимых численных экспериментах рассматривались два вида слу-

чайного воздействия на активные среды: пространственно однородный и

пространственно-некоррелированный шум. В первом случае источник шума за-

давался следующим образом:

𝜉 = 𝜉 (𝑡) ,

⟨𝜉 (𝑡)⟩ ≡ 0,

⟨𝜉 (𝑡) 𝜉 (𝑡 + 𝜏)⟩ = 𝛿 (𝜏) ,

(2.3)
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т.е. на каждую точку среды воздействует одинаковая, некоррелированная во вре-

мени случайная сила. В случае пространственно-некоррелированного шума:

𝜉 = 𝜉 (𝑠, 𝑡) ,

⟨𝜉 (𝑠, 𝑡)⟩ ≡ 0,

⟨𝜉 (𝑠, 𝑡) 𝜉 (𝑠 + 𝜌, 𝑡 + 𝜏)⟩ = 𝛿 (𝜌) 𝛿 (𝜏) ,

(2.4)

т.е. на каждую точку среды воздействует разная, некоррелированная и в про-

странстве, и во времени случайная сила.

В численном эксперименте на ЭВМ, в соотстветствии с [74], случайные при-

ращения в разностной схеме интегрирования задавались в виде

√︂
2𝐷

ℎ𝑡

ℎ𝑠
𝜉, где

ℎ𝑡 — шаг по времени, ℎ𝑠 — шаг по пространству.

При исследовании модели (2.1) рассматривался только пространственно од-

нородный шум, при исследовании модели (2.2) — и пространственно однород-

ный, и пространственно-некоррелированный шум.

2.2 Воздействие шума на автоколебательную среду

со сложной динамикой элементарной ячейки

2.2.1 Разрушение бегущих волн

В ходе данной работы было установлено, что шум вызывает переключения

с одних мод на другие и, таким образом, с помощью изменения интенсивно-

сти шума можно управлять режимами автоколебательной среды (2.1). Похо-

жие эффекты наблюдались в кольце из конечного числа периодических гене-

раторов [28]. С увеличением интенсивности шума при некотором её значении

𝐷 = 𝐷кр(𝑛) осуществляется переход с режима бегущей волны с номером 𝑛

на режим с номером 𝑛 − 1 (рисунки 2.1 и 2.2). На рисунке 2.1 представлена

эволюция пространственных профилей с увеличением интенсивности шума. Из

рисунка 2.2 видно, как сдвиг фазы за пространственный период уменьшается с
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ростом интенсивности шума и при 𝐷 = 0.015 становится нулевым. Возвраще-

ние в режим с номером 𝑛 ни с течением времени, ни при изменении начальных

условий не происходит. Таким образом, можно говорить о том, что шум подавля-

ет пространственно неоднородные моды, начиная с больших значений номера 𝑛.

При достаточно сильном шуме в кольце можно наблюдать только зашумлённый

пространственно однородный режим, которому соответствует нулевой в среднем

по времени сдвиг фазы на всей длине системы: ⟨𝜙(𝐿)⟩ = 0.

2.2.2 Стохастические бифуркации удвоения и связанности

Выберем значение интенсивности шума 𝐷 таким, чтобы все устойчивые мо-

ды, наблюдаемые без шума, ещё сохранялись, и рассмотрим, как влияет шум на

удвоения периода колебаний. Если зафиксировать значение 𝑚, соответствующее

колебаниям удвоенного периода для данной моды, то увеличивая интенсивность

шумового воздействия можно наблюдать, что с ростом шума фазовые портреты

колебаний «замазываются» таким образом, что становится невозможно разли-

чить два витка на предельном цикле. Такое же поведение под действием шума

имеет место в сосредоточенных системах малой размерности и отображениях

последования [123].

В среде с ростом интенсивности шума имеют место стохастические бифурка-

ции связанности (или обратные бифуркации удвоения). Они представляют собой

бифуркации феноменологического типа (т.н. 𝑃 -бифуркации [121]), состоящие в

качественном преобразовании плотности вероятности динамических перемен-

ных. Рассмотрим эволюцию распределения переменной 𝑥(𝑠, 𝑡) в точке простран-

ства 𝑠. Если без шума имели место колебания удвоенного периода, то при доста-

точно малом шуме практически во всех точках среды устанавливается стацио-

нарное распределение 𝑝(𝑥, 𝑠), имеющее четыре локальных максимума. С ростом

интенсивности шума 𝐷 происходит постепенная эволюция распределения, при-

водящая к изменению числа максимумов: их становится два. Значение 𝐷 = 𝐷𝑐,
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 2.1: Пространственные профили для 𝑛 = 2 при 𝑚 = 0.96 при

различных интенсивностях шума (a — 𝐷 = 0.012, b — 0.013, c — 0.014, d —

0.015). Профили соответствуют условию 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) > 0.
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 2.2: Распределения сдвигов фазы для 𝑛 = 2 при 𝑚 = 0.96 при

различных интенсивностях шума (a — 𝐷 = 0.012, b — 0.013, c — 0.014,

d — 0.015).
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при котором происходит изменение числа максимумов, соответствует стохасти-

ческой бифуркации. Стохастические бифуркации связанности наблюдались для

всех существующих устойчивых мод. На рисунке 2.3 приведены примеры рас-

пределений 𝑝(𝑥, 𝑠) в фиксированных точках 𝑠, полученные для моды 𝑛 = 0 при

различных значениях интенсивности шума 𝐷. Они иллюстрируют стохастиче-

ские бифуркации связанности.

Проведённые исследования показывают, что изменение числа максимумов

распределения 𝑝(𝑥, 𝑠) происходит одновременно во всех точках среды как для

однородной моды 𝑛 = 0 так и для неоднородных мод. Одновременность на-

блюдается даже при локальном характере шумового воздействия и несмотря на

то, что для 𝑛 ̸= 0 расстояние между витками траектории на фазовом портрете

сильно меняется в зависимости от координаты 𝑠! Если и существует бифурка-

ционный интервал значений 𝐷𝑐(𝑠), то он очень мал. Во всяком случае для всех

значений 𝑠 переход от распределения с четырьмя максимумами к распределению

с двумя максимумами наблюдался для очень близких значений интенсивности

𝐷𝑐, различия между которыми укладывались в пределы ошибки численного экс-

перимента.

Имеется некоторая особенность шумового воздействия на неоднородные мо-

ды в режиме удвоенного периода вблизи его возникновения. Шум как бы «воз-

вращает» систему в квазипериодический режим, порождая медленную моду-

ляцию колебаний во времени и характерные медленные изменения простран-

ственной структуры точек сечения. Однако огибающая в данном случае является

не периодическими колебаниями, а медленным случайным процессом. Соответ-

ствующие иллюстрации приведены на рисунке 2.4.

Если зафиксировать интенсивность шума и увеличивать параметр 𝑚, то чис-

ло максимумов распределения при некотором бифуркационном значении пара-

метра будет удваиваться. То есть вместо бифуркаций связанности в этом случае

правильнее говорить о стохастических бифуркациях удвоения. В действительно-

сти это одни и те же бифуркации, которым на плоскости параметров 𝑚−𝐷 соот-
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(a)

(b)

Рисунок 2.3: Вызванные шумом бифуркации связанности в среде при

𝑚 = 0.972. На рисунке приведены плотности вероятности 𝑝(𝑥, 𝑠) в точке

𝑠 = 25, полученные для однородного режима 𝑛 = 0 при однородном шуме с

интенсивностью 𝐷 = 0.0000001 (a) и 𝐷 = 0.0001 (b).
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(a)

(b)

Рисунок 2.4: Режим медленной случайной модуляции, наблюдающийся для

моды 𝑛 = 1 при 𝑚 = 1.03 в результате действии шума с интенсивностью

𝐷 = 0.00001: a — распределение 𝑥𝑖(𝑠); b — фрагмент зависимости переменной 𝑥

от времени в точке 𝑠 = 40
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ветствуют одни и те же бифуркационные линии, разделяющие области с разным

числом экстремумов. Соответствующие линии, построенные для разных мод,

представлены на рисунке 2.5. Можно видеть, что бифуркации удвоения с ростом

интенсивности шума всё больше «запаздывают», смещаясь в сторону бо́льших

𝑚. Это же происходит с ростом номера моды: удвоение происходит позже, а

бифуркация связанности с ростом 𝐷 наблюдается раньше.

2.2.3 Влияние шума на переход к хаосу

В ходе данной работы также было установлено, что результат воздействия

однородного шума на однородную моду у границы перехода к хаосу аналогичен

влиянию шума на «элементарный генератор». Граница перехода к хаотическому

режиму незначительно сдвигается в сторону уменьшения параметра 𝑚, окна пе-

риодичности исчезают (рисунок 2.6a). Результат однородного шумового воздей-

ствия на неоднородные моды также оказался незначительным. На рисунке 2.6b

представлены фрагменты зависимости максимального ляпуновского показателя

от параметра 𝑚, полученные для моды 𝑛 = 1 у порога хаоса при различной ин-

тенсивности шума. Влияние шума, даже значительной интенсивности, практи-

чески отсутствует. Граница хаоса в пределах точности вычислений ляпуновского

показателя не изменяется.
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Рисунок 2.5: Зависимость критического значения интенсивности шума 𝐷𝑐 от

параметра возбуждения 𝑚 для мод с различным числом 𝑛
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(a)

(b)

Рисунок 2.6: Зависимости максимального ляпуновского показателя 𝜆1
𝑈 мод

𝑛 = 0 (a) и 𝑛 = 1 (b) от параметра 𝑚 для различных значений интенсивности

однородного шума 𝐷.
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2.3 Воздействие шума на активную среду с изме-

няемым характером поведения элементарной

ячейки

2.3.1 Разрушение бегущих волн и влияние шума на характе-

ристики колебаний

Рассмотрим влияние пространственно-некоррелированного шума на поведе-

ние активной среды (2.2) при фиксированном значении коэффициента диффузии

𝑑 = 0.1 в автоколебательном (𝛽 = 2) и возбудимом (𝛽 = 4) режимах элементар-

ной ячейки. Как видно из рисунка 2.7, в автоколебательном режиме средний

период колебаний медленно монотонно уменьшается с ростом 𝐷, в отличие от

возбудимого режима, в котором зависимость среднего периода колебаний от ин-

тенсивности шума является заметно более сложной.

Для активной среды в возбудимом режиме можно особо выделить значе-

ние интенсивности шума 𝐷𝑐𝑟1 ≈ 0.02, которое является бифуркационным — при

𝐷 > 𝐷𝑐𝑟1 качественно меняется характер колебаний, наблюдается переход среды

в «режим случайных возбуждений» (рисунок 2.8). Возникают изломы волнового

фронта, соответствующие локальным изменениям направления распространения

волны (рисунок 2.8b). С увеличением интенсивности шума происходит полное

разрушение режима бегущей волны и колебания среды становятся статистиче-

ски однородными. Также можно отметить, что, начиная со значения интенсив-

ности шума 𝐷𝑐𝑟2 ≈ 0.07 (рисунок 2.7), зависимость ⟨𝑇 ⟩ от 𝐷 при возбудимом

режиме ячейки становится практически линейной, а угол наклона её совпадает

с углом наклона аналогичной зависимости при автоколебательном режиме ячей-

ки. При этом, характер колебаний при различных режимах элементарной ячейки

оказывается статистически однородным, но несколько различным (рисунок 2.9).
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Рисунок 2.7: Зависимость среднего периода колебаний моды 𝑛 = 1 от

интенсивности шума 𝐷 в автоколебательном (𝛽 = 2) и возбудимом (𝛽 = 4)

режимах элементарной ячейки.
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Так, например, на рисунке 2.9b видны разрывы волновых фронтов, в местах

которых происходит возникновение или разрушение волн возбуждения.

2.3.2 Явление когерентного резонанса

Колебания среды (1.14) в автоколебательном и возбудимом режимах могут

быть визуально неотличимы друг от друга, что затрудняет определение харак-

тера активной среды. Примеры пространственного профиля колебаний и харак-

терных временных реализаций в двух указанных случаях приведены на рисун-

ке 2.10.

Попробуем выявить различия поведения среды в указанных выше режимах с

помощью случайного внешнего воздействия. В качестве характеристики степе-

ни беспорядка, вызванного в среде шумом, будем использовать нормированную

девиацию интерспайковых интервалов:

𝑅 =

√︁
⟨𝑇 2⟩ − ⟨𝑇 ⟩2

⟨𝑇 ⟩
(2.5)

Термин «интерспайковый интервал» взят из биофизики и означает время

между последовательными состояниями возбуждения (спайками). Он рассчиты-

вался как время 𝑇 между достижениями переменной 𝑥 (𝑠, 𝑡) в фиксированной

точке среды некоторого заданного уровня 𝑥𝑚 (при расчетах полагалось 𝑥𝑚 = 2).

Угловые скобки означают статистическое усреднение. При 𝐷 = 0, в силу пе-

риодичности спайков, 𝑅 = 0. С ростом нерегулярности поведения системы во

времени в результате действия шума величина 𝑅 растет.

Проведённые исследования показали, что влияние шума на характеристики

колебаний среды в автоколебательном и возбудимом режимах существенно раз-

лично. В возбудимом режиме шум приводит к гораздо более заметному измене-

нию среднего интерспайкового интервала, который быстро убывает с ростом 𝐷.

Кроме того, зависимости нормированной девиации 𝑅 от интенсивности шума

𝐷, полученные в автоколебательном и возбудимом режимах, имеют качествен-
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 2.8: Пространственно-временные диаграммы моды 𝑛 = 1 в возбудимом

режиме ячейки при 𝛽 = 4 и различных интенсивностях шума (a — 𝐷 = 0.02,

b — 𝐷 = 0.03, c — 𝐷 = 0.06, d — 𝐷 = 0.09).
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(a)

(b)

Рисунок 2.9: Пространственно-временные диаграммы моды 𝑛 = 1 в

автоколебательном (a, 𝛽 = 2) и возбудимом (b, 𝛽 = 4) режимах ячейки при

интенсивности шума 𝐷 = 0.1.
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(a)

(b) (c)

Рисунок 2.10: Пространственные профили бегущих волн (a) моды 𝑛 = 3 при

𝑑 = 0.1 в автоколебательном режиме (сплошная линия, 𝛽 = 2.7) и в возбудимом

режиме (пунктирная линия, 𝛽 = 3.3) и характерные временные реализации той

же моды при 𝛽 = 2.7 (b) и 𝛽 = 3.3 (с).
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но разный характер (рисунок 2.11a). В автоколебательной среде 𝑅 монотонно

растет с ростом шума. В случае возбудимой среды у зависимости 𝑅 (𝐷) есть

локальный минимум при некотором оптимальном 𝐷 ̸= 0 (в случае, приведён-

ном на рисунке 2.11a, вблизи 𝐷 = 0.07), т.е. имеет место эффект когерентно-

го резонанса (КР) [64]. Это подтверждается характерными спектрами колеба-

ний во времени для разных значений интенсивности шума 𝐷, представленными

на рисунке 2.11b-d. Как видно из рисунка, при значении интенсивности шума

𝐷 = 0.001 колебания достаточно регулярны. В спектре мощности имеется хоро-

шо выраженный максимум на некоторой характерной частоте (рисунок 2.11b). С

увеличением интенсивности шума регулярность уменьшается и форма спектра

становится более сложной (рисунок 2.11c), однако с дальнейшим увеличением

𝐷 колебания вновь становятся более регулярными (рисунок 2.11d).

Когерентный резонанс наблюдался ранее в моделях возбудимых сред (на-

пример, в [80]), однако в среде с периодическими граничными условиями, где

колебания возникают без шумового воздействия, существование КР не является

очевидным и ранее не фиксировалось. Таким образом, по наличию когерент-

ного резонанса в эксперименте можно судить о характере (автоколебательном

или возбудимом) активной среды, уравнения которой неизвестны. Однако вбли-

зи порога возникновения автоколебаний описанный метод диагностики может

не работать, о чем свидетельствуют результаты, приводимые далее.

2.3.3 Переключение режимов вблизи точки бифуркации

Рассмотрим поведение моды 𝑛 = 2 при 𝛽 = 3.05. Зафиксируем два значения

коэффициента диффузии 𝑑 = 0.13 и 𝑑 = 0.14. В обоих случаях при выбранных

значениях параметров отдельный осциллятор ФитцХью – Нагумо находится в

возбудимом режиме, однако характер зависимости 𝑅 (𝐷) для значений 𝑑 = 0.13

и 𝑑 = 0.14 качественно различен (рисунок 2.12a). При 𝑑 = 0.13 зависимость

является немонотонной и демонстрирует локальный минимум вблизи значения
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Рисунок 2.11: Зависимость нормированной девиации интерспайковых

интервалов 𝑅 от интенсивности шума 𝐷 в автоколебательном (𝛽 = 2) и

возбудимом (𝛽 = 4) режимах (a) и характерные спектры колебаний во времени

при 𝛽 = 4 (b — 𝐷 = 0.001, c — 𝐷 = 0.03, d — 𝐷 = 0.07) для моды 𝑛 = 1 при

𝑑 = 0.1.
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𝐷 = 0.002, что характерно для возбудимой среды. При 𝑑 = 0.14 величина 𝑅

монотонно растет с ростом интенсивности шума, как это имеет место в слу-

чае автоколебательного режима. Монотоннный рост 𝑅 с увеличением шума при

𝑑 = 0.14, по-видимому, обусловлен близостью значения управляющего парамет-

ра к бифуркационному. Немонотонный характер зависимости 𝑅 (𝐷) при 𝑑 = 0.13

связан не с эффектом КР, а с вызванным шумом переключением на другой тип

колебаний. Исходные колебания при 𝐷 = 0 и колебания, появившиеся в резуль-

тате действия шума, показаны на рисунке 2.12b. На пунктирной зависимости

можно видеть, что небольшой «горбик» появляется не перед каждым спайком,

как было при 𝐷 = 0, а через один. Данный тип колебаний наблюдается при

слабом шуме и в отсутствие шума, по-видимому, сосуществует с колебаниями,

представленными сплошной линией. Величина 𝑅 для этого режима уже при

𝐷 = 0 отлична от нуля и не является адекватным критерием степени неупоря-

доченности колебаний.
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(a)

(b)

Рисунок 2.12: Зависимость нормированной девиации интерспайковых

интервалов 𝑅 от интенсивности шума 𝐷 при 𝛽 = 3.05 и двух значениях

коэффициента диффузии 𝑑 = 0.13 и 𝑑 = 0.14 (a) и вид колебаний во времени

при 𝑑 = 0.13 в случае 𝐷 = 0 (сплошная линия) и 𝐷 = 0.0001 (пунктирная

линия) моды 𝑛 = 2 (b).
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2.4 Выводы по второй главе

По результатам исследования влияния внешнего случайного воздействия на

динамику исследуемых активных сред можно сделать следующие выводы. Для

модели автоколебательной среды со сложной динамикой элементарной ячейки:

∙ Воздействие пространственно однородной случайной силы на участок сре-

ды или на всю среду приводит к переключению системы из режимов с

большими номерами 𝑛 в режимы с меньшими 𝑛 и, в конечном счете, к

установлению «в среднем однородного» режима (𝑛 = 0). Подобные эф-

фекты были известны ранее для пространственно дискретных моделей, что

подтверждает их общий характер.

∙ При слабом шуме, не вызывающем переключение мод на временах наблю-

дения, в режиме колебаний удвоенного периода имею место стохастические

бифуркации связанности в полной аналогии с сосредоточенными система-

ми. Для бегущих волн (𝑛 ̸= 0) шумовое воздействие может приводить к

возникновению случайной модуляции колебаний, медленной по сравнению

с периодом.

∙ Слабый пространственно однородный шум на длительных временах наблю-

дения не оказывает существенного влияния на переход к хаосу, лишь слег-

ка смещая границу возникновения экспоненциальной неустойчивости. Для

однородной моды поведение максимального ляпуновского показателя пол-

ностью соответствует случаю отдельно взятого генератора хаоса, использу-

емого в качестве модели ячейки среды.

Для модели активной среды с переменной динамикой элементарной ячейки:

∙ Результаты шумового воздействия на автоколебательную и возбудимую сре-

ды сильно отличаются. Шум в обоих случаях приводит к переключениям

на другие волновые моды, что для возбудимой среды ведет к резкому изме-
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нению среднего периода колебаний. Для автоколебательной среды зависи-

мость среднего периода от интенсивности шума оказывается гораздо более

плавной.

∙ Анализ влияния шума на активную среду, в которой в отсутствии внешних

воздействий наблюдаются незатухающие колебания, даёт возможность вы-

явить характер этой среды: является ли она автоколебательной или возбуди-

мой. Однако при этом значения параметров исследуемой среды не должны

быть слишком близки к бифуркационным.

∙ Показано, что шум оказывает существенное влияние на поведение возбу-

димой среды и может быть использован в качестве управляющего факто-

ра, изменяющего статистические характеристики колебаний и вызывающе-

го переключения между сосуществующими режимами.

Также можно говорить об общем для исследуемых активных сред эффекте

шумового воздействия: присутствие внешней случайной силы приводит к разру-

шению волновых режимов в средах и установлению пространственно однород-

ного режима в автоколебательной среде и «режима случайных возбуждений» в

возбудимой.
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Глава 3

Синхронизация активных

сред внешним локальным

гармоническим воздействием

Как известно, синхронизация является одним из фундаментальных свойств

автоколебательных систем, как сосредоточенных, так и распределённых [85].

Синхронизация пространственно-временной динамики в распределённых авто-

колебательных системах и средах исследуется достаточно давно и этой проблеме

посвящено большое количество работ [35–37, 109, 119, 124–137]. В этих работах

рассматриваются различные проявления взаимной синхронизации автоколеба-

тельных элементов системы, которые могут быть как периодическими, так и

хаотическими генераторами: частотно-фазовая, полная и обобщённая синхрони-

зация. Исследуется как глобальная синхронизация всех элементов, так и частич-

ная (кластерная) синхронизация. Кроме того, имеются работы, в которых ис-

следуется взаимная синхронизация двух автоколебательных распределённых си-

стем или сред [138–142]. В меньшей степени освящена проблема вынужденной

синхронизации распределённых автоколебательных систем, здесь можно назвать

работы [119,135,143–146].
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Синхронизация в возбудимых распределённых системах и средах также ши-

роко отражена в научной литературе, однако это касается синхронизации ко-

лебаний, возбуждаемых действием шума, т.е. стохастической синхронизации

[80–82, 118]. При этом эффекты синхронизации колебаний, возникающих, при

некоторых условиях, в детерминированных возбудимых распределённых систе-

мах и средах, например при периодических граничных условиях или в двумер-

ных средах при реализации спиральных волн, остаются значительно менее изу-

ченными. Известен эффект синхронного возбуждения спиральных волн в свя-

занных идентичных двумерных решетках, состоящих из возбудимых элемен-

тов [147], а также эффект подавления спирально-волновой турбулентности с

помощью внешнего воздействия [148, 149]. Однако данные эффекты не связа-

ны с захватом частот, т.е. их нельзя отнести к частотно-фазовой синхронизации.

Имеется ряд работ, посвящённых управлению колебаниями с помощью внеш-

них импульсов в моделях сердечной мышцы, представляющих собой распреде-

лённые возбудимые системы с периодическими граничными условиями [87–89].

Из приведённых в них результатов видно, что локальное внешнее воздействие

может изменять фазу колебаний и частоту следования импульсов возбуждения.

Указанные работы не были направлены конкретно на изучение свойств синхро-

низации. В частности, не рассматривалось существование области синхрониза-

ции при вариации параметров воздействия. Неисследованным остается вопрос о

том, имеются ли какие-либо особенности синхронизации колебаний в детерми-

нированных возбудимых распределённых системах по сравнению с синхрониза-

цией автоколебательных сред, и может ли реакция на внешний периодический

сигнал служить средством диагностики характера исследуемой системы.

В третьей главе рассматривается воздействие внешней локальной гармони-

ческой силы на модели активных сред, описанные в главе 1. Кроме того, иссле-

дуется вынужденная синхронизация осциллятора ФитцХью – Нагумо с запаз-

дывающей обратной связью, который можно рассматривать как качественный

аналог активной среды, составленной из этих осцилляторов. Демонстрируются
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особенности и различия эффектов синхронизации в автоколебательных средах

и в возбудимой среде. Представленные в третьей главе диссертации результаты

отражены в работе [101].

3.1 Модели и методы их исследования

Добавив в модели (1.4) и (1.14) источники внешней гармонической силы,

приложенной к одному элементу среды (т.е. в одной точке пространства), полу-

чим следующие уравнения для автоколебательной среды со сложной динамикой

элементарной ячейки:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑚𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝛾

𝜕2(𝑥− 𝑦)

𝜕𝑠2
+ 𝐶0𝛿 (𝑠− 𝑠0) 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑒𝑥𝑡𝑡) ,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= −𝑥,

𝜕𝑧

𝜕𝑡
= 𝑔(Φ(𝑥) − 𝑧)

(3.1)

и ⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜀
𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3 + 𝑑

𝜕2𝑥

𝜕𝑠2
,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽 + 𝐶0𝛿 (𝑠− 𝑠0) 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑒𝑥𝑡𝑡) ,

(3.2)

для активной среды с переходом от автоколебательного характера элементов к

возбудимому. Здесь 𝐶0 и 𝜔𝑒𝑥𝑡 — амплитуда и частота гармонической силы, прило-

женной в точке 𝑠0. При численном моделировании функция Дирака заменяется

на величину, обратную шагу ∆𝑠 по пространству. Обозначим далее 𝐶 = 𝐶0/∆𝑠.

В силу симметрии системы результаты не зависят от выбора точки 𝑠0. В про-

ведённых расчетах полагалось 𝑠0 = 50. Измерения средней частоты колебаний

проводились в точке 𝑠 = 0, что также не является принципиальным.

3.1.1 Методы диагностики синхронизации

Эффект синхронизации колебаний среды внешним воздействием диагности-

ровался с помощью соотношения частот
𝜔𝑎𝑣

𝜔𝑒𝑥𝑡
, где 𝜔𝑎𝑣 = 2𝜋/ ⟨𝑇 ⟩ — средняя ча-

стота колебаний среды во времени, ⟨𝑇 ⟩ — средний интерспайковый интервал
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(период колебаний во времени). Очевидно, что если это соотношение равно 1,

это означает совпадение частоты внешнего воздействия со средней частотой ко-

лебаний среды во времени.

3.2 Синхронизация автоколебательной среды со

сложной динамикой элементов

Рассмотрим синхронизацию автоколебательной среды (3.1), находящейся в

квазигармоническом режиме (𝑚 = 0.96), внешним локальным гармоническим

воздействием. Как показали проведённые исследования, с увеличением часто-

ты внешнего воздействия происходит разрушение всех сосуществующих волно-

вых мод и переход к некоему особому режиму. Поэтому области синхронизации

для всех сосуществующих мод оказываются практически идентичными (рисунок

3.1). Захват частоты колебаний в области синхронизации подтверждается проек-

циями фазовых траекторий, приведёнными на рисунке 3.2, из которого можно

видеть, что колебания во времени в области синхронизации являются периоди-

ческими.

Проследим за поведением этого особого режима с увеличением частоты

внешнего воздействия на примере эволюции моды 𝑛 = 1. На рисунках 3.3

и 3.4 представлены пространственные профили и пространственно-временные

диаграммы для различных частот внешнего воздействия. Как видно из рисун-

ка 3.3, при входе в область синхронизации при 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.02 с увеличением 𝜔𝑒𝑥𝑡

происходит усложнение пространственного профиля, состоящее в увеличении

частоты пространственных флуктуаций. Это усложнение происходит вплоть до

правой границы области синхронизации, достигая максимума при 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.148.

С дальнейшим увеличением 𝜔𝑒𝑥𝑡 начинается обратная эволюция — частота про-

странственных флуктуаций уменьшается. Данные эффекты также иллюстриру-
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Рисунок 3.1: Зависимости отношения частот 𝜔𝑎𝑣/𝜔𝑒𝑥𝑡 от частоты воздействия

𝜔𝑒𝑥𝑡 в автоколебательной среде (3.1), полученные при 𝑚 = 0.96 и 𝐶 = 3 для

различных мод: 𝑛 = 1 (a), 𝑛 = 2 (b) и 𝑛 = 3 (c).
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Рисунок 3.2: Характерные проекции фазового пространства среды (3.1) при

𝑚 = 0.96 и 𝐶 = 3 вне (a) и внутри (b) области синхронизации.
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ются пространственно-временными диаграммами режимов исследуемой среды

(рисунок 3.4).

Нужно отметить, что описанное поведение среды при вынужденной синхро-

низации напоминает поведение пространственных профилей волновых мод при

увеличении управляющего параметра 𝑚, рассмотренное в главе 1. Можно пред-

положить, что в основе этих явлений лежит некая общая причина, и данный

эффект требует дальнейшего изучения.
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Рисунок 3.3: Эволюция формы пространственного профиля моды 𝑛 = 1 с

ростом частоты внешнего воздействия 𝜔𝑒𝑥𝑡 (a — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.01, b — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.015,

c — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.02, d — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.022, e — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.03, f — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.148, g —

𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.15, h — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.16).
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Рисунок 3.4: Эволюция формы пространственно-временной диаграммы моды

𝑛 = 1 с ростом частоты внешнего воздействия 𝜔𝑒𝑥𝑡 (a — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.01,

b — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.015, c — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.02, d — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.022, e — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.03, f —

𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.148, g — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.15, h — 𝜔𝑒𝑥𝑡 = 1.16).
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3.3 Синхронизация в активной среде с изменяе-

мым характером элементарной ячейки

3.3.1 Особенности синхронизации в различных режимах ак-

тивной среды

Рассмотрим сначала случай возбудимого режима среды (3.2). Численное мо-

делирование показало возможность захвата частоты для всех трёх исследуемых

мод в конечной области значений частоты воздействия. Области синхрониза-

ции были хорошо заметны только при достаточно большом значении амплитуды

(𝐶 = 12), что объясняется локальным характером воздействия. Однако при этом

воздействие оставалось подпороговым, т.е. не приводило к переходу элемента

среды в точке 𝑠0 в состояние возбуждения (см. рисунок 3.5).

На рисунке 3.6 приведены зависимости отношения частот от 𝜔𝑒𝑥𝑡, получен-

ные для различных мод в различных режимах. Горизонтальные участки графи-

ков, для которых отношение частот в пределах численной ошибки равно еди-

нице, соответствуют области захвата на основной частоте. Захват частоты коле-

баний в области синхронизации, также как и для модели (3.1), подтверждается

проекциями фазовых траекторий, приведёнными на рисунке 3.7. Ширина обла-

сти синхронизации в возбудимом режиме увеличивается с номером моды, в то

время как в автоколебательном режиме она убывает, и наиболее широкая область

соответствует 𝑛 = 1, а не 𝑛 = 3, как было в возбудимой среде. При этом ши-

рина областей синхронизации в автоколебательном случае в целом на порядок

больше, чем для возбудимой среды.

Установленные особенности эффектов синхронизации связаны с принципи-

ально различным поведением элементов среды. В случае автоколебательной сре-

ды каждый элемент является автоколебательной системой (автогенератором) и

обладает собственной частотой. Синхронизация системы в целом означает син-

хронизацию всех элементарных автогенераторов. При этом их фазы могут иметь
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достаточно сложное распределение и меняться вдоль кольца немонотонным об-

разом. На пространственно-временной диаграмме колебаний в области синхро-

низации (рисунок 3.8a) можно наблюдать искажение фронта волны. Возникает

участок, где волна движется в обратном направлении (меняется наклон светлой

полосы, соответствующей бегущему импульсу). Изменения движения фронта

волны позволяют автоколебательным элементам среды подстраиваться и менять

частоту в соответствии с частотой воздействия в сравнительно широких преде-

лах. В возбудимой среде отдельные элементы не являются автогенераторами, и

говорить об их синхронизации нельзя. Синхронизация связана с системой в це-

лом. Частота колебаний элементов возбудимой среды определяется временем, в

течение которого импульс возбуждения пробегает по кольцу. Это время связано

со скоростью движения импульса (фазовой скоростью бегущей волны). Вынуж-

денная синхронизация означает, что под действием внешней силы изменяется

скорость движения импульса. Такие изменения оказываются возможны только

в незначительных пределах. Причём, несмотря на локальный характер воздей-

ствия, скорость импульса остается одинаковой во всех точках пространства, о

чём свидетельствуют прямые наклонные полосы на пространственно-временной

диаграмме (рисунок 3.8b). В этом случае поведение волнового фронта в области

синхронизации и вне её на диаграмме практически неразличимы.

Из тех же соображений можно объяснить и различную тенденцию в поведе-

нии мод при синхронизации автоколебательной и возбудимой среды. В автоко-

лебательной среде колебания любой моды характеризуются практически одним

и тем же периодом 𝑇0 . Соответственно, при синхронизации на основном тоне,

локальное возмущение для всех мод имеет период, близкий к 𝑇0, несмотря на

то, что число волн (импульсов) в пространственном профиле растет с ростом но-

мера моды 𝑛. В возбудимой среде частота колебаний пропорциональна номеру

𝑛 и синхронное возмущение производится в 𝑛 раз чаще. Таким образом, син-

хронизация коротковолновых мод в автоколебательной среде оказывается менее

эффективной по сравнению с основной модой. Напротив, в возбудимой среде, в
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связи с ростом частоты синхронного воздействия, синхронизовать коротковол-

новые моды становится проще, чем моду 𝑛 = 1.
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Рисунок 3.5: Пространственный профиль волны 𝑛 = 1 в возбудимой среде (3.2)

при амплитуде воздействия 𝐶 = 12, иллюстрирующий подпороговый характер

воздействия.
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(a)

(b)

(c)

Рисунок 3.6: Зависимости отношения частот 𝜔𝑎𝑣/𝜔𝑒𝑥𝑡 от частоты воздействия

𝜔𝑒𝑥𝑡 в активной среде (3.2) в возбудимом (слева, 𝛽 = 4) и автоколебательном

(справа, 𝛽 = 2) режимах, полученные при 𝐶 = 12 для различных мод: 𝑛 = 1 (a),

𝑛 = 2 (b) и 𝑛 = 3 (c).
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Рисунок 3.7: Характерные проекции фазового пространства среды (3.2) при

𝛽 = 2 (сверху) и 𝛽 = 4 (снизу) и 𝐶 = 12 вне (слева) и внутри (справа) области

синхронизации.
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(a) (b)

Рисунок 3.8: Мгновенные пространственные профили (сверху) и

пространственно-временные диаграммы (снизу) колебаний моды 𝑛 = 1,

полученные для системы (3.2) в области синхронизации при автоколебательном

(a) и возбудимом (b) режимах. Значения параметров соответствуют рисунку 3.6.

Значение переменной 𝑥 показано градациями тона (белый цвет соответствует

максимуму, черный минимуму). Пунктирной линией отмечена точка

пространства, к которой приложено внешнее воздействие.
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3.3.2 Синхронизация колебаний в модели «осциллятор с за-

паздывающей обратной связью»

В качестве простого аналога активной среды в некоторых случаях удобно

взять единичный осциллятор ФитцХью – Нагумо с цепью обратной связи, со-

держащей задержку во времени. Уравнения такой системы имеют вид:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3 + 𝑑 [𝑥 (𝑡− 𝑡𝑑) − 𝑥 (𝑡)] ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽,

(3.3)

где 𝑡𝑑 — время задержки.

Модель (3.3) является полным аналогом однородной среды (1.14) при со-

ответствующих значениях параметров, если время задержки выбрано равным

времени, в течении которого импульс возбуждения в (1.14) совершает полный

оборот по кольцу:

𝑡𝑑 =
𝐿

𝑣𝑝ℎ
= 𝑛𝑇, (3.4)

где 𝑣𝑝ℎ — фазовая скорость моды с номером 𝑛, а 𝑇 — период колебаний данной

моды во времени. Подбирая соответствующие начальные условия (соответству-

ющую форму колебаний интервале времени, равном 𝑡𝑑) можно получить раз-

личные сосуществующие колебательные моды, которые очень хорошо соответ-

ствуют колебаниям, наблюдаемым в среде (1.14). Так, на рисунке 3.9 приводит-

ся сравнение формы колебаний во времени для первой моды. Незначительные

расхождения объясняются неточностью задания времени задержки, которое в

численной схеме должно составлять целое число шагов интегрирования по вре-

мени. Важно также отметить, что в возбудимой среде различные волновые моды

имеют одну и ту же фазовую скорость и, соответственно, время задержки будет

для них одинаково. В автоколебательном режиме фазовая скорость бегущих волн

различна, и значение 𝑡𝑑 будет зависеть от номера моды.

Помимо уравнений среды (3.2) была исследована частотная синхронизация

в модели осциллятора с задержкой (3.3), которая при внешнем гармоническом
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воздействии принимает вид⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥− 𝑦 − 𝛼𝑥3 + 𝑑 [𝑥 (𝑡− 𝑡𝑑) − 𝑥 (𝑡)] ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝛾𝑥− 𝑦 + 𝛽 + 𝐶 cos (𝜔𝑒𝑥𝑡𝑡) ,

(3.5)

Значения параметров модели (3.5) выбирались такими же как в (3.2) (за исклю-

чением амплитуды воздействия), а время задержки 𝑡𝑑 рассчитывалось в соответ-

ствии с соотношением (3.4) на основании данных, полученных из численного

интегрирования (1.14). Для трёх колебательных мод в модели (3.5), соответству-

ющих модам 𝑛 = 1, 2, 3 в среде в возбудимом режиме осциллятора (𝛽 = 4)

время задержки было одним и тем же: 𝑡𝑑 ≈ 3.72. В автоколебательном режиме

(𝛽 = 2) время задержки для различных мод несколько различалось и составляло

𝑡𝑑 ≈ 0.844; 1.656; 2.350, соответственно, для первой, второй и третьей моды.

Для трёх мод в модели (3.5) были построены области синхронизации на

плоскости параметров воздействия (𝜔𝑒𝑥𝑡, 𝐶). Результаты, полученные в возбу-

димом и автоколебательном режиме, представлены на рисунке 3.10. Необходи-

мо отметить тот факт, что при наличии локального воздействия среда перестает

быть однородной и модель (3.5) уже не является полным аналогом (3.2). Одна-

ко, как можно видеть из представленных результатов, качественное соответствие

поведения двух моделей полностью сохраняется. Наблюдаются те же закономер-

ности синхронизации: области синхронизации в возбудимом режиме значитель-

но уже, чем в автоколебательном, причём с ростом номера моды в возбудимом

режиме они становятся шире, в то время как в автоколебательном режиме —

сужаются.
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Рисунок 3.9: Форма колебаний 𝑥(𝑡) моды 𝑛 = 1 в среде (1.14) (сплошная линия)

и в модели (3.3) (пунктирная линия) в возбудимом режиме при 𝛽 = 4, 𝑑 = 0.1
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(a)
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Рисунок 3.10: Области синхронизации на плоскости параметров 𝜔𝑒𝑥𝑡, 𝐶 для

мод 𝑛 = 1 (a), 𝑛 = 2 (b) и 𝑛 = 3 (c) в модели (3.5) при 𝛽 = 4 (возбудимый

режим, слева) и 𝛽 = 2 (автоколебательный режим, справа)
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3.4 Выводы по третьей главе

Проведённые исследования показали, что колебания, возникающие в детер-

минированной среде, составленной из возбудимых элементов, могут быть син-

хронизированы внешним воздействием в некоторой области частотных расстро-

ек и, в этом смысле, могут рассматриваться как особый автоколебательный ре-

жим. То же самое, по-видимому, относится к другим возбудимым системам, в

которых колебания возникают не в результате шумового (или иного) внешнего

воздействия, а вследствие дополнительных обратных связей (как, например, в

модели (3.3)).

Были выявлены существенные отличия частотной синхронизации в возбуди-

мой среде по сравнению с автоколебательной средой. Во-первых, области син-

хронизации в возбудимой среде значительно (в целом на порядок) уже, чем в

автоколебательной. Во-вторых, ширина областей синхронизации по-разному за-

висит от номера колебательной моды 𝑛: в возбудимой среде она растет с ростом

𝑛, а в автоколебательной, напротив, уменьшается. Данная особенность могла бы

оказаться полезной при установлении характера элементов среды в реальных

экспериментах.

Для модели автоколебательной среды со сложной динамикой элементарной

ячейки в режиме периодических колебаний также была показана возможность

синхронизации бегущих волн внешним локальным воздействием. В то же вре-

мя, помимо эффекта синхронизации при внешнем воздействии для всех сосуще-

ствующих волновых мод наблюдалось усложнение пространственного профиля,

состоящее в возникновении мелкомасштабных пространственных осцилляций.
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Заключение

В работе были проведены исследования двух моделей активной среды с

периодическими граничными условиями, направленные на выявление сходных

черт и различий в поведении автоколебательных и возбудимых сред. Первая мо-

дель активной среды, предложенная в работе, создана на основе элементов со

сложной динамикой, представляющих собой генераторы с инерционной нели-

нейностью Анищенко – Астахова. Данная модель позволила проанализировать

эволюцию пространственно-временных режимов в среде с ростом управляюще-

го параметра, контролирующего степень нелинейности элементов среды. Вторая

модель среды была составлена из осцилляторов ФитцХью – Нагумо. Данная мо-

дель, в зависимости от значений параметров, демонстрирует как автоколебатель-

ное, так и возбудимое поведение каждого элемента и может служить удобным

объектом для сравнения характеристик динамических режимов в том и другом

случае, а также для исследования перехода от одного типа динамики к друго-

му. При периодических граничных условиях в среде без внешних воздействий,

как в автоколебательном, так и в возбудимом режиме, наблюдаются бегущие

волны, и имеет место явление мультистабильности. В работе исследовались би-

фуркационные переходы в указанных моделях среды и эффекты, связанные со

случайными и регулярными воздействиями. Был получен ряд новых научных

результатов, среди которых можно выделить следующие основные результаты:

1. Для первой модели активной среды было установлено, что при переходе

от квазигармонических колебаний к колебаниям более сложной формы воз-
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никает сложное поведение волнового фронта бегущих волн, который мо-

жет менять направление движения. Были выявлены два различных меха-

низма удвоения периода колебаний во времени для однородной моды и

для бегущих волн. Если для однородной моды удвоение периода колеба-

ний происходит аналогично бифуркациям удвоения периода в конечномер-

ных системах, то для бегущих волн имеет место сложная перестройка ко-

лебаний, включающая возникновение квазипериодического режима и его

эволюцию. Аналогичные результаты были получены в работах других ав-

торов для пространственно-дискретных моделей автоколебательной среды

(цепочек автогенераторов) и, по-видимому, носит общий характер. Однако,

в отличие от пространственно дискретных моделей, в непрерывной среде

с ростом управляющего параметра при отсутствии бифуркаций колебаний

во времени наблюдается постепенное усложнение мгновенного простран-

ственного профиля бегущих волн. Возникают все более мелкомасштабные

пространственные осцилляции, что ведет к пространственной неупорядо-

ченности (то есть, к турбулентности).

2. Для бегущих волн переход к хаосу происходит в результате возникновения

и разрушения квазипериодического режима, что также соответствует ре-

зультатам, полученным ранее для пространственно дискретных моделей. В

области слабого хаоса мультистабильность сохраняется. Однако при дости-

жении управляющим параметром некоторого значения наблюдается кризис

всех неоднородных мод и возникновение глобально устойчивого режима,

для которого средний сдвиг фазы на длине системы является нулевым, но

различные точки среды при этом совершают хаотические колебания с раз-

ными фазами.

3. В результате анализа второй модели среды выявлены существенные разли-

чия в поведении среды в автоколебательном и возбудимом режимах. Так,

в случае автоколебательной среды, период колебаний слабо зависел от па-
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раметра 𝛽, управляющего поведением элемента среды и практически не

зависел от коэффициента диффузии. В то же время, для возбудимой сре-

ды зависимость периода колебаний от этих параметров была весьма суще-

ственной. Кроме того, период колебаний в случае автоколебательной среды

не зависит от номера волновой моды, а фазовая скорость для различных мод

существенно различается. В возбудимой среде, напротив, фазовая скорость

практически одинакова для всех мод, а периоды колебаний различны.

4. Переход управляющего параметра через критическое значение, соответ-

ствующее смене характера элемента среды, для большинства волновых мод

сопровождается заметным изменением периода и фазовой скорости, что

позволяет говорить о бифуркационном переходе.

5. Во всех рассмотренных случаях шум приводил к разрушению бегущих волн

и установлению режима однородных в статистическом смысле колебаний.

Для первой модели среды в режиме квазигармонических колебаний в среде

воздействие шума приводит к переходам от коротковолновых мод к более

длинноволновым. Подобный эффект наблюдался ранее для пространствен-

но дискретных моделей, что подтверждает его общий характер. При слабом

шуме, не вызывающем переключение мод на временах наблюдения, в ре-

жиме колебаний удвоенного периода были обнаружены стохастические би-

фуркации связанности в полной аналогии с сосредоточенными системами.

Слабый пространственно однородный шум на длительных временах наблю-

дения не оказывает существенного влияния на переход к хаосу, лишь слегка

смещая границу возникновения экспоненциальной неустойчивости.

6. В результате сравнения двух режимов, реализуемых во второй модели сре-

ды было установлено, что в возбудимом режиме среда демонстрирует су-

щественно большую чувствительность к шуму, чем в автоколебательном.

Так, для автоколебательной среды зависимость среднего периода от интен-
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сивности шума оказывается гораздо более плавной, чем для возбудимого.

Кроме того, для среды в возбудимом режиме с ростом интенсивности шума

наблюдается эффект когерентного резонанса, отсутствующий в автоколеба-

тельном режиме.

7. Колебания, возникающие в детерминированной среде, составленной из воз-

будимых элементов, могут быть синхронизированы внешним воздействием

в некоторой области частотных расстроек и, в этом смысле, могут рассмат-

риваться как особый автоколебательный режим. При этом были выявлены

существенные отличия частотной синхронизации в возбудимой среде по

сравнению с автоколебательной средой. Во-первых, области синхрониза-

ции в возбудимой среде значительно (в целом на порядок) уже, чем в ав-

токолебательной. Во-вторых, ширина областей синхронизации по-разному

зависит от номера колебательной моды 𝑛, определяемому длинной волны:

в возбудимой среде она растет с ростом 𝑛, а в автоколебательной, напротив,

уменьшается.

8. С точки зрения классического определения автоколебаний, данного А.А.

Андроновым, незатухающие колебания в возбудимой среде с периодически-

ми граничными условиями, также как и в автоколебательной среде, явля-

ются автоколебательными режимами. Однако, в силу перечисленных выше

различий между ними, их имеет смысл различать как два вида автоколеба-

ний, характерных для активных сред. Установленные различия могут быть

использованы при определении характера элемента среды по результатам

натурных экспериментов, что может быть существенно при построении ма-

тематических моделей реальных сред.

Таким образом, поставленная цель диссертационной работы достигнута и ос-

новные задачи решены. В то же время, многие из рассмотренных проблем носят

весьма сложный и многосторонний характер и требуют дальнейшего изучения. К
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таким проблемам можно отнести, например, анализ эффектов шумового воздей-

ствия на распределенные системы и возможность использования этих эффектов

в целях диагностики характера среды и управления ее характеристиками. Про-

блема синхронизации волновых процессов в детерминированных возбудимых

средах также предполагает проведение дальнейших исследований. Данная рабо-

та может служить основой для таких исследований.
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26. Chaté, H. Spatiotemporal intermittency regimes of the one-dimensional complex
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