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Глава 1

Гармонический анализ

1 Замкнутые и полные системы

Определение 1.1 Пусть (X, || · ||) – Банахово пространство, (xn)
∞
n=1 –

бесконечная система элементов. Обозначим символом (xn) – замыкание
линейной оболочки системы (xn) по норме || · ||.

Система (xn)
∞
n=1 называется замкнутой в X, если ее замыкание (xn)

совпадает с X, т.е. ∀x0 ⊂ X, ∀ ε > 0, ∃ линейная комбинация
nε∑
k=1

xkα
(ε)
k =

Pnε, что ||x− Pnε|| < ε.

Определение 1.2 Пусть X∗ – пространство, сопряженное к X, т.е. со-
стоит из линейно-независимых функционалов с нормой

||f || = inf
||x||≤1

|f(x)|
||x||

.

Система (xn)
∞
n=1 называется полной относительно сопряженного про-

странства X∗, если из того, что для функционала f : f(xn) = 0 ∀n ⇒
f(x) = 0 ∀x.

Теорема 1.1 Система (xn)
∞
n=1 замкнута в X тогда и только тогда, ко-

гда она полна относительно X∗.

Доказательство. Н e о б х о д и м о с т ь. Пусть (xn)
∞
n=1 замкнута и

f(xn) = 0 ∀n ⇒ ∀ линейных комбинаций Pn =
n∑
k=1

αkxk, f(Pn) =

n∑
k=1

αkf(xk) = 0. Так как (xn) замкнута в X, то ∀x ∈ X ∃ последова-

тельность Pn → x ⇒ f(x) = lim
n→∞

f(Pn) = lim 0 = 0.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть (xn) полна относительно X∗. Покажем, что
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(xn) замкнута. Предположим, что (xn) 6= X ⇒ ∃ элемент e /∈ (xn) ⇒
d(e, (xn)) = d > 0. Тогда по теореме о разделяющем функционале суще-
ствует линейный непрерывный функционал f такой, что f(xn) = 0 ∀n
и f(e) = 1. Таким образом, f 6≡ 0, что противоречит условию полноты.

�
Пример. Теорема Вейерштрасса утверждает, что ∀ f ∈ C[0, 2π] существу-
ет последовательность тригонометрических многочленов Tn(x) такая, что

lim
n→∞
||Tn(x)− f(x)||C[0,2π] = 0.

В качестве Tn можно взять средние Фейера

Tn(x) = Kn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(x),

где Dk = 1
2 cosx+ . . .+ cos kx – ядро Дирихле. Это означает, что тригоно-

метрическая система замкнута в C[0, 2π].

2 Ортогональные ряды в пространстве со скалярным
произведением

Определение 2.1 Пусть X – линейное пространство со скалярным про-
изведением над полем комплексных чисел (т.е. задано умножение над по-
лем комплексных чисел). В этом случае аксиомы скалярного произведения
выглядят следующим образом:
1) (f, f) ≥ 0;
2) (f, f) = 0⇔ f = 0;
3) (f, g) = (g, f);
4) (f + g, h) = (f, h) + (g, h);
5) (λf, g) = λ(f, g).
Система элементов (ϕn)

∞
n=1 называется ортогональной в X, если

(ϕn, ϕm) =

{
0, n 6= m
λn 6= 0, n = m

.

Система элементов (ϕn)
∞
n=1 называется ортонормированной системой в

X, если (ϕn, ϕm) = δn,m.

Определение 2.2 Пусть X – линейное пространство со скалярным про-
изведением, (ϕn)

∞
n=1 – ортонормированная система в X. Числа cn(f) =
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(f, ϕn) называются коэффициентами Фурье элемента f по системе (ϕn)
∞
n=1,

ряд
∞∑
n=1

cn(f)ϕn

называют рядом Фурье по системе (ϕn)
∞
n=1.

Теорема 2.1 (Неравенство Коши–Буняковского)

|(f, g)| ≤
√

(f, f) ·
√

(g, g).

Доказательство. Это было доказано в курсе анализа. �
Следствие. Равенство ‖f‖ =

√
(f, f) определяет норму в X.

Доказательство. Это было доказано в курсе анализа. �

Теорема 2.2 (О минимальном уклонении) . Пусть f ∈ X, (ϕn) – ор-

тонормированная система. Тогда выражение ‖f−
n∑
k=1

akϕk‖ (при фиксиро-

ванном n) принимает наименьшее значение, если ak есть коэффициенты
Фурье по системе ϕk, т.е. ak = (f, ϕk).

Доказательство.

‖f −
n∑
k=1

akϕk‖2 =

(
f −

n∑
k=1

akϕk, f −
n∑
l=1

alϕl

)
=

= (f, f)−
n∑
l=1

(f, alϕl)−
n∑
k=1

(akϕk, f) + +
n∑
k=1

n∑
l=1

akāl(ϕk, ϕl) =

(f, f)−
n∑
l=1

āl(f, ϕl)−
n∑
k=1

ak(ϕk, f) +
n∑
k=1

|ak|2 =

= (f, f)−
n∑
l=1

al(f, ϕl)−
n∑
l=1

al(f, ϕl)+
n∑
k=1

|ak|2 = ‖f‖2−
n∑
l=1

alc̄l−
n∑
l=1

ālcl+
n∑
k=1

|ak|2 =

= ‖f‖2+
n∑
k=1

(akāk−akc̄k−ākck+ckc̄k)−
n∑
k=1

|ck|2 = ‖f‖2+
n∑
k=1

(ak−ck)(āk−c̄k)−
n∑
k=1

|ck|2 =

= ‖f‖2 +
n∑
k=1

|ak − ck|2 −
n∑
k=1

|ck|2 ≥ ‖f‖2 −
n∑
k=1

|ck|2.

min достигается, если ak = ck, где ck = (f, ϕk), т.е.

min

∥∥∥∥f − n∑
k=1

akϕk

∥∥∥∥2

= ‖f‖2 −
∑n

k=1 |ck(f)|2 при ck = ck(f). �
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Следствие 1.
∥∥∥∥f − n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥2

= ‖f‖2 −
∑n

k=1 |ck(f)|2.

Следствие 2. Так как
∥∥∥∥f − n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥2

≥ 0, то
n∑
k=1

|ck(f)|2 ≤ ‖f‖ .

Следствие 3. Если (ϕk)
∞
k=1 – ортонормированная система в X, ck(f) =

(f, ϕk) – коэффициенты Фурье, то
∞∑
k=1

|ck(f)|2 ≤ ‖f‖ – неравенство Бес-
селя.
Определение 2.3 Пусть X линейное нормированное пространство с нор-
мой ‖ · ‖. Система элементов (ϕn)

∞
n=1 называется замкнутой в X, если

для любого элемента f ∈ X найдется последовательность полиномов
Pn =

∑n
k=1 a

(n)
k ϕk, которая сходится к элементу f по норме простран-

ства X, т.е.
lim
n→∞
‖f − Pn‖ = 0.

Теорема 2.3 Пусть X линейное пространство со скалярным произведе-
нием. Ортонормированная система (ϕk) замкнута в X тогда и только
тогда, когда

∀ f ∈ X, ‖f‖2 =
∞∑
k=1

|ck(f)|2.

Доказательство. Н e о б х о д и м о с т ь. Пусть система (ϕk) замкнута
в X. Тогда

∀ f ∈ X, ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N,

∥∥∥∥∥f −
n0∑
k=1

akϕk

∥∥∥∥∥
2

< ε2.

По теореме 1.2
∥∥∥∥f − n0∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥2

<

∥∥∥∥f − n0∑
k=1

akϕk

∥∥∥∥2

< ε2. Тогда при n > n0

имеем

‖f‖2 −
n∑
k=1

|ck|2 < ‖f‖2 −
n0∑
k=1

|ck|2 =

∥∥∥∥∥f −
n0∑
k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥
2

< ε.

Поэтому

‖f‖2 =
∞∑
k=1

|ck|2.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть

‖f‖2 =
∞∑
k=1

|ck|2 ⇒ lim
n→∞

(
‖f‖2 −

n∑
k=1

|ck|2
)

= 0.
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Поэтому

⇒

∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

|ck|2 → 0

Это означает, что

f = lim
n→∞

n∑
k=1

ckϕk. �

Следствие. Если ортонормированная система (ϕn) замкнута в линей-
ном пространство X со скалярным произведением, то ∀ f ∈ X ряд Фурье
по системе (ϕn) сходится к f по норме X.

3 Тригонометрическая система, ее ортогональность

Определение 3.1 Система функций (1, cosnx, sinnx)∞n=1 называется три-
гонометрической системой.

Теорема 3.1 Тригонометрическая система ортогональна на любом от-
резке длины 2π.

Доказательство. Достаточно доказать, что
a+2π∫
a

12 dx = 2π,

a+2π∫
a

1 · cosnx dx =

a+2π∫
a

1 · sinnx dx = π,

a+2π∫
a

cos2 nx dx =

a+2π∫
a

sin2 nx dx = π,

a+2π∫
a

cosnx sinmxdx = 0,

a+2π∫
a

cosnx cosmxdx =

{
π, m = n
0 m 6= n

,

a+2π∫
a

sinnx sinmxdx =

{
π, m = n
0 m 6= n

.

Докажем предпоследнее равенство. Пусть m 6= n, тогда
a+2π∫
a

cosnx cosmxdx =
1

2

 a+2π∫
a

cos(m+ n)x dx+

a+2π∫
a

cos(m− n)x dx

 =
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=
1

2

1

m+ n
sin(m+ n)x

∣∣∣∣a+2π

a

+
1

m− n
sin(m− n)x

∣∣∣∣a+2π

a

= 0.

При m = n утверждение очевидно, так как во втором интеграле cos(m −
n) = 1, �. Следствие. Система(

1√
2π
,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

)
(3.1)

– ортонормирована на любом отрезке длины 2π.

4 Ряд Фурье по тригонометрической системе

Так как система (3.1) – ортонормированная система на (−π, π), то для f ∈
L(−π, π) можно определить ряд Фурье по тригонометрической системе. Он
будет иметь вид

1√
2π
· ã0 +

∞∑
n=1

ãn
cosnx√

π
+ b̃n

sinnx√
π
, (4.1)

где ã0 =
π∫
−π
f(x) 1√

2π
dx = 1√

2π

π∫
−π
f(x) dx.

ãn =
1√
π

π∫
−π

cosnx dx, b̃n =
1√
π

π∫
−π

sinnx dx.

Обозначая

a0 =
1√
π

π∫
−π

f(x) dx, an =
1√
π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, bn =
1√
π

π∫
−π

f(x) sinnx dx,

(4.2)
можем записать (4.1) в виде

a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx (4.3)

Ряд (4.3), в котором an, bn вычисляются по формуле (4.2), называется ря-
дом Фурье, а числа an, bn – коэффициентами Фурье. Тот факт, что функция
f(x) имеет ряд Фурье (4.3) записывают в виде

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx. (4.4)

Теорема 4.1 (Римана–Лебега) Если f ∈ L(−π, π), то коэффициенты
Фурье an(f), bn(f)→ 0.
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5 Полнота тригонометрической системы

Теорема 5.1 Тригонометрическая система замкнута в пространстве
L2(0, 2π), т.е. ∀ f ∈ L2(0, 2π) ∀ ε > 0 существует полином

Tn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

такой, что
2π∫

0

|Tn(x)− f(x)|2dx < ε.

Лемма 5.1 Тригонометрическая система полна относительно простран-
ства C[−π, π].

Доказательство. Пусть f непрерывна на [−π, π] и ak(f) = 0, bk(f) =
0 ∀ k. Докажем, что f(x) ≡ 0 на [−π, π]. Для этого достаточно дока-
зать, что если для любого тригонометрического полинома Tn(x) интеграл
π∫
−π
f(x)Tn(x) dx = 0, то f(x) ≡ 0. Это равносильно тому, что если f(x)/≡ 0,

то существует тригонометрический полином Tn(x), что
π∫
−π
f(x)Tn(x) dx 6= 0.

Т.е. надо доказать, что если f(x) непрерывна, f(x0) 6= 0 в некоторой
точке x0, то существует тригонометрический полином Tn(x) для которо-

го
π∫
−π
f(x)Tn(x) dx 6= 0. Можно считать, что f(x0) > 0, т.к. можно f(x)

заменить на −f(x). Можно считать, что x0 = 0, т.к. вместо f(x) можно
рассматривать функцию F (x) = f(x+ x0). Таким образом, надо показать,
что если f(x) непрерывна, f(0) = c > 0, то существует тригонометриче-

ский многочлен Tn(x), для которого
π∫
−π
f(x)Tn(x) dx 6= 0.

Т.к. f(x) непрерывна в точке x0 = 0 и f(0) = c > 0, то ∃ δ > 0, что
∀x ∈ (−δ, δ) f(x) ≥ c

2 . Рассмотрим многочлен Tn(x) = (1 + cosx − cos δ)n

и покажем, что

lim
n→∞

π∫
−π

f(x)Tn(x) dx = +∞.

Запишем
π∫

−π

f(x)Tn(x) dx =

−δ∫
−π

f(x)Tn(x) dx+

δ∫
−δ

f(x)Tn(x) dx+

π∫
δ

f(x)Tn(x) dx.
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Т.к. f непрерывна на [−π, π], то ∃M > 0, что |f(x)| ≤M , значит,

|
−δ∫
−π

f(x)Tn(x) dx| ≤M

−δ∫
−π

|1 + cos x− cos δ| dx. (5.1)

Очевидно, что 1+cosx− cos δ ≤ 1+cos δ− cos δ = 1 и 1+cosx− cos δ ≥
1− 1− cos δ = − cos δ ≥ −1. Поэтому |1 + cos x− cos δ| ≤ 1 и значит,

M

−δ∫
−π

|1 + cos x− cos δ| dx ≤M · 1 · π = Mπ.

Подставляя в неравенство (5.1) получаем

|
−δ∫
−π

f(x)Tn(x) dx| ≤Mπ. (5.2)

Аналогично

|
π∫
δ

f(x)Tn(x) dx| ≤Mπ. (5.3)

Оценим интеграл
δ∫
−δ
f(x)Tn(x) dx снизу. Так как при x ∈ [−δ

2 ,
δ
2 ] имеем

1 + cos x− cos δ ≥ 1 + cos δ
2 − cos δ = q > 1 то

δ∫
−δ

(1 + cos x− cos δ)nf(x) dx ≥ c

2

δ/2∫
−δ/2

(1 + cos x− cos δ)n dx ≥ c

2
qnδ, q > 1.

Тогда при n→∞ lim
n→∞

δ∫
−δ
f(x)Tn(x) dx = +∞, значит, ∃n, что

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

f(x)Tn(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≥
δ∫

−δ

f(x)Tn(x) dx−
−δ∫
−π

f(x)Tn(x) dx−
π∫
δ

f(x)Tn(x) dx ≥

≥ c

2
qnδ − 2Mπ > 0. �

Теорема 5.2 Тригонометрическая система полна относительно L1(−π, π).
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Доказательство. Пусть f ∈ L1(−π, π) и ak(f) = bk(f) = 0 ∀ k. Докажем,

что f(x) = 0 п.в. Строим F (x) =
x∫
−π
f(t) dt ⇒ ak(F ) = 0, bk(F ) = 0

(k = 1, 2, . . .).
Рассмотрим Φ = F (x) − a0(F )

2 , для нее ak(Φ) = 0, bk(Φ) = 0 и Φ –
непрерывна. Тогда Φ ≡ 0⇒ F (x) ≡ const⇒ f(x) = 0 п.в. �

Теорема 5.3 Тригонометрическая система полна относительно всех про-
странств Lp(0, 2π) (p ≥ 1).

Доказательство. Пусть f ∈ Lp(0, 2π) и ak(f) = bk(f) = 0. Так как f ∈ Lp,
то f ∈ L1, значит, ak(f) = bk(f) = 0. �

Теорема 5.4 Тригонометрическая система замкнута в L2(0, 2π).

Доказательство. По теореме 5.3 тригонометрическая система полна от-
носительно всех пространств Lp(0, 2π), (p > 1) и значит по теореме 1.1
замкнута во всех пространствах Lq(0, 2π) (q > 1). �

6 Свертка Функций

Определение 6.1 Пусть f, g ∈ L(−π, π). Тогда функция

(f ∗ g)(x) =

π∫
−π

f(x− t)g(t) dt

называется сверткой.

Теорема 6.1 1) Свертка (f ∗g)(x) определена для почти всех x ∈ [−π, π],
2) (f ∗ g)(x) ∈ L(−π, π),
3) ‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1,
4) f ∗ g – 2π периодическая функция.

Доказательство. Нам понадобятся две теоремы:

Теорема 6.2 (Теорема Фубини) Пусть f(x, y) определена и п.в. конеч-
на на [a, b]× [c, d] и пусть f ∈ [a, b]× [c, d]. Тогда

1) для почти всех x ∈ [a, b] интеграл
d∫
c

f(x, y) dy существует;

2) функция h(x) =
d∫
c

f(x, y) dy интегрируема на [a, b];
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3) справедливо равенство

∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y) dµ(x, y) =

b∫
a

dµ(x)

d∫
c

f(x, y) dµ(y).

Теорема 6.3 (малая теорема Фубини) Пусть существует повторный
интеграл

b∫
a

dµ(x)

d∫
c

|f(x, y)| dµ(y).

Тогда существует интеграл

b∫
a

d∫
c

|f(x, y)| dxdy =

b∫
a

dµ(x)

d∫
c

f(x, y) dµ(y).

Доказательство теоремы 6.1. Рассмотрим интеграл
π∫
−π
|f(x− t)g(t)| dx,

который существует для п.в. t и равен |g(t)| ·
π∫
−π
|f(x − t)| dx. Поэтому по

малой теореме Фубини существует интеграл
π∫
−π

π∫
−π
|f(x − t)g(t)| dxdt, зна-

чит, существует интеграл
π∫
−π

π∫
−π
f(x − t)g(t) dxdt ⇒ для п.в. x существует

интеграл
π∫
−π
f(x− t)g(t) dt и справедливо равенство

π∫
−π

π∫
−π

f(x− t)g(t) dxdt =

π∫
−π

dx

π∫
−π

f(x− t)g(t) dt =

π∫
−π

(f ∗ g)(x) dx,

т.е. (f ∗ g)(x) ∈ L(−π, π).

4) Очевидно, что свертка есть 2π периодическая функция, т.к.
π∫
−π
f(x+2π−

t)g(t) dt = (f ∗ g)(x+ 2π) с одной стороны. С другой стороны
π∫

−π

f(x+2π−t)g(t) dt

π∫
−π

f(x−(2π − t)︸ ︷︷ ︸
=τ

)g(t− 2π︸ ︷︷ ︸
=τ

) dt =

π∫
−π

f(x−τ)g(τ) dτ = (f∗g)(x).

12



3) |f ∗ g(x)| =

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

dx

π∫
−π

f(x− t)g(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

−π

dx

π∫
−π

|f(x− t)g(t)| dt =

π∫
−π

|g(t)|dt
π∫

−π

|f(x− t)| dx =

π∫
−π

|g(t)|dt
π∫

−π

|f(x)| dx = ‖g‖L1
· ‖f‖L1

. �

Следствие. (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x).
Доказательство.

(f ∗ g)(x) =

π∫
−π

|f(x− t)|g(t) dt =

обозначим x− t = τ

= −
x−π∫
x+π

f(τ)g(x−τ) dτ =

x+π∫
x−π

f(τ)g(x−τ) dτ =

π∫
−π

f(τ)g(x−τ) dτ = (g∗f)(x). �

7 Ядро Дирихле. Выражение частичной суммы ряда
Фурье через ядро Дирихле

Определение 7.1 Выражение

Dn(x) =
1

2
+ cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx

называется ядром Дирихле.

Теорема 7.1 Справедливо равенство

Dn(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

.

Доказательство. Умножим и поделим Dn(x) на 2 sin x
2 , получим

Dn(x) =
1

2 sin x
2

(
1

2
· 2 sin

x

2
+ 2 cosx sin

x

2
+ . . .+ 2 cosnx sin

x

2

)
=

=
1

2 sin x
2

(
sin

x

2
+ sin

(
x+

x

2

)
− sin

x

2
+ sin

(
2x+

x

2

)
− sin

(
x+

x

2

)
+ . . .+

+ sin
(
nx+

x

2

)
− sin

(
(n− 1)x+

x

2

))
=

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

. �
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Теорема 7.2 Для частичной суммы

Sn(f, x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ряда Фурье функции f справедливо равенство

Sn(f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x− t)Dn(t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)Dn(x− t) dt.

Доказательство.

1

π

π∫
−π

f(t)Dn(x−t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)

(
1

2
+ cos(x− t) + cos 2(x− t) + . . .+ cosn(x− t)

)
dt =

=
1

π

π∫
−π

f(t)

︸ ︷︷ ︸
=a0

(
1

2
+

1

π

n∑
k=1

(cos kx · cos kt+ sin kx · sin kt)

)
dt =

=
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Равенство
1

π

π∫
−π

f(x− t)Dn(t) dt =
1

π

π∫
−π

f(t)Dn(x− t) dt

доказывается заменой переменной x− t = τ. �

8 Признак Дини

Теорема 8.1 Пусть f(x) ∈ (−π, π) и пусть число S ∈ R. Образуем ∀x ∈

[−π, π] функции ψx(t) = f(x+t)−f(x−t)−2S. Если ∃ δ > 0, что
δ∫

0

ψx(t)
t dt

существует, то Sn(f, x)→ S при n→∞.

Доказательство. Преобразуем

Sn(f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x−t)Dn(t) dt =
1

π

 0∫
−π

f(x− t)Dn(t) dt+

π∫
0

f(x− t)Dn(t) dt

 =

14



обозначим −t = τ

=
1

π

− 0∫
π

f(x+ τ)Dn(τ) dτ +

π∫
0

f(x− t)Dn(t) dt

 =
1

π

π∫
0

(f(x+t)+f(x−t))Dn(t) dt.

Вычислим
π∫

0

SDn(t) dt = S

π∫
0

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kt

)
dt = S·π

2
+
∑

0 = S·π
2
⇒ S =

2

π

π∫
0

S·Dn(t) dt⇒

Sn(f, x)− S =
1

π

π∫
0

(f(x+ t) + f(x− t))Dn(t) dt−
2

π

π∫
0

S ·Dn(t) dt =

=
1

π

π∫
0

(f(x+ t) + f(x− t)− 2S)︸ ︷︷ ︸
ψx(t)

Dn(t) dt =
1

π

π∫
0

ψx(t)

t
· t

2 sin t
2

·sin
(
n+

1

2

)
t dt =

=
1

π

δ∫
0

ψx(t)

t︸ ︷︷ ︸
∈L(0,δ)

· t

2 sin t
2︸ ︷︷ ︸

непрерывная
функция

· sin
(
n+

1

2

)
t dt+

1

π

π∫
δ

ψx(t)

2 sin t
2︸ ︷︷ ︸

∈L(δ,π)

· sin
(
n+

1

2

)
t dt = I1+I2.

По теореме Римана–Лебега lim I2 = 0 и lim I1 = 0. �
Следствие 1. Если f(x) удовлетворяет условию Липшица порядка α > 0,
то

Sn(f, x) = f(x).

Доказательство.

|f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)| ≤ 2Mtα (α > 0)⇒

⇒
δ∫

0

|ψx(t)|
t

dt ≤ 2M

δ∫
0

tα−1 dt = 2M
tα

α

∣∣∣∣∣∣
δ

0

=
2M

α
δα < +∞,

т.к. α > 0. �
Следствие 2. Если f(x) дифференцируема в точке x, то Sn(f, x)→ f(x)
в точке x.
Доказательство. По теореме Лагранжа

f(x+ t)− f(x) = f ′(x) · t+ α(t)t, α(t)→ 0, при t→ 0.
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f(x− t)− f(x) = f ′(x) · t+ β(t)t, β(t)→ 0, при t→ 0.

Тогда
δ∫

0

|ψx(t)|
t

dt ≤ |f ′(x)|
δ∫

0

(2 + (|α(t)|+ |β(t)|)) dt < +∞ �

9 Интеграл
+∞∫
0

sin t
t dt

Теорема 9.1 Интеграл
+∞∫
0

sin t
t dt сходится.

Доказательство.

+∞∫
0

sin t

t
dt =

∞∑
k=0

(k+1)π∫
kπ

sin t

t
dt =

обозначим τ + kπ = t, dt = dτ

=
∞∑
k=0

π∫
0

sin(τ + kπ)

τ + kπ
dτ =

∞∑
k=0

π∫
0

sin t cos kπ + cos t sin kπ

t+ kπ
dt =

=
∞∑
k=0

(−1)k
π∫

0

sin t

t+ kπ
dt

︸ ︷︷ ︸
uk

=
∞∑
k=0

(−1)kuk.

Очевидно uk ≥ 0⇒ ряд знакочередующийся. Кроме этого

1

k
≥ uk =

π∫
0

sin t

t+ kπ
dt ≥

π∫
0

sin t

t+ (k + 1)π
dt = uk+1 ⇒

это ряд Лейбница, значит, ряд
∞∑
k=0

π∫
0

sin(t+kπ)
t+kπ dt сходится. Тогда сходится ряд

∞∑
k=0

(k+1)π∫
kπ

sin t
t dt, значит, ∃ lim

k→∞

kπ∫
0

sin t
t dt = M .

2) Покажем, что lim
b→∞

b∫
0

sin t
t dt = M .
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В самом деле, пусть kπ ≤ b < (k + 1)π. Тогда

b∫
0

sin t

t
dt =

kπ∫
0

sin t

t
dt+

b∫
kπ

sin t

t
dt.

Но ∣∣∣∣∣∣
b∫

kπ

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

kπ

1

t
dt ≤ 1

kπ
· π =

1

k
→ 0⇒ lim

b→∞

b∫
0

sin t

t
dt = 0.

Поэтому

lim
b→∞

b∫
0

sin t

t
dt = lim

b→∞

kπ∫
0

sin t

t
dt+ lim

b→∞

b∫
kπ

sin t

t
dt = M. �

Замечание. Можно посчитать, что
∞∫
0

sin t
t dt = π

2 .

10 Явление Гиббса

Рассмотрим функцию

G(x) =

{
−1, x ∈ [−π, 0)
+1, x ∈ [0, π).

Вычисляя коэффициенты Фурье находим ее ряд Фурье

G(x) ∼ 4

π

∞∑
k=1

1

2k − 1
sin(2k − 1)x.

Рассмотрим частичные суммы

Sn(G, x) =
4

π

n∑
k=1

1

2k − 1
sin(2k − 1)x.

Нарисуем график частичной суммы на отрезке [0, π]. Для этого найдем ее
явный вид. Продифференцируем Sn(G, x), получим

S ′n(G, x) =
4

π

n∑
k=1

cos(2k − 1)x.
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Умножим и поделим правую часть на 2 sinx. Проводя те же рассуждения,
что и при вычислении ядра Дирихле находим

S ′n(G, x) =
2

π

sin 2nx

sinx
.

Интегрируя последнее равенство, получаем

Sn(G, x) =
2

π

x∫
0

sin 2nt

sin t
dt.

Для построения графика частичной суммы найдем ее экстремумы.
Экстремумы Sn(G, x) находим из условия sin 2nx = 0, получаем x =

k
2nπ, k = 1, 2, ..., 2n− 1.

Если k – нечетное, то 2nx = π, 3π, . . . , (2n− 1)π и sin 2nx меняет знак с
+ на −, следовательно, в точке x = k

2nπ – max.
Если k – четное, то 2nx = 2π, 4π, . . . , (2n− 2)π и sin 2nx меняет знак с

− на +, следовательно, в точке x = k
2nπ – min.

Найдем значения Sn(G, x) в точках x = k
2nπ. Имеем

Sn

(
G,

k

2n
π

)
=

2

π

k
2nπ∫
0

sin 2nt

sin t
dt =

2

π


π
2n∫

0

+

2π
2n∫
π
2n

+

3π
2n∫

2π
2n

+ . . .+

(2n−1)π
2n∫

(2n−2)π
2n

+

2nπ
2n∫

(2n−1)π
2n

sin 2nt

sin t
dt

 .

(10.1)
Так как на интервале

(
0, π2
)
функция 1

sin t убывает, а на интервале
(
π
2 , π
)
–

возрастает, то
π
2n∫

0

> 0,

2π
2n∫
π
2n

< 0 и

∣∣∣∣∣∣∣
π
2n∫

0

∣∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣∣

2π
2n∫
π
2n

∣∣∣∣∣∣∣ ;
2π
2n∫

2π
2n

> 0, и

∣∣∣∣∣∣∣
2π
2n∫

2π
2n

∣∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣∣∣

2π
2n∫
π
2n

∣∣∣∣∣∣∣ ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(2k+1)π
2n∫

2kπ
2n

> 0,

(2k+2)π
2n∫

(2k+1)π
2n

< 0 и

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2k+2)π

2n∫
(2k+1)π

2n

∣∣∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣∣∣

(2k+1)π
2n∫

2kπ
2n

∣∣∣∣∣∣∣
пока 2k+1

2n < π
2 .
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Если 2k+1
2n > π

2 , то знаки интегралов сохраняются

(2k+1)π
2n∫

2kπ
2n

> 0,

(2k+2)π
2n∫

(2k+1)π
2n

< 0, но

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2k+2)π

2n∫
(2k+1)π

2n

∣∣∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣∣

(2k+1)π
2n∫

2kπ
2n

∣∣∣∣∣∣∣ ,
т.е. модули интегралов начинают возрастать. Таким образом, в сумме (13.1)
слагаемые попеременно меняют знак, а их модули вначале убывают (при
2k+1

2n < π
2 ), а затем возрастают (при 2k+1

2n > π
2 ), и, значит, график функции

Sn(G, x) колеблется около некоторого значения y = M .
График Sn(G, x): рисунок.

Найдем

lim
n→∞

Sn

(
G,

π

2n

)
= lim

n→∞

2

π

π
2n∫

0

sin 2nt

sin t
dt.

При t ∈
(
0, π2n

)
;

sin t ∼ t⇒ lim
n→∞

Sn

(
G,

π

2n

)
= lim

n→∞

2

π

π
2n∫

0

sin 2nt

t
dt =

= lim
n→∞

2

π

π∫
0

sin 2nt

2nt
d(2nt) ⊂ 2

π

π∫
0

sin 2nt

t
dt ≈ 1.18,

т.е. lim
n→∞

Sn
(
G, π2n

)
6= G(x).

Замечание. Существует непрерывная функция, ряд Фурье которой не схо-
дится поточечно.

11 Ряд Фурье в комплексной форме

Мы знаем, что если f ∈ L(−π, π), 2π-периодична, то

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx, (11.1)

где ak = 1
π

π∫
−π
f(x) cosnx dx, bk = 1

π

π∫
−π
f(x) sinnx dx.
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Теорема 11.1 Ряд (11.1) можно записать в виде

f(x) ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx, где cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inx dx.

Доказательство.Подставим выражение cosnx = einx+e−inx

2 , sinnx = einx−e−inx
2i

в (11.1), получим

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an
einx + e−inx

2
+
∞∑
n=1

bn
einx − e−inx

2i
=

=
a0

2
+
∞∑
n=1

einx

2

(
an +

bn
20

)
+
e−inx

2

(
an −

bn
i

)
=
a0

2
+
∞∑
n=1

einx
an − ibn

2︸ ︷︷ ︸
=cn

+e−inx
an + ibn

2︸ ︷︷ ︸
=c−n

=

=
a0

2︸︷︷︸
=c0

+
∞∑
n=1

einxcn +
∞∑
n=1

e−inxc−n =
+∞∑

n=−∞
cne

inx.

Найдем

cn =
1

2
(an−ibn) =

1

2π

π∫
−π

f(x)(cosnx−i sinnx) dx =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inx dx (n ∈ N)

c−n =
1

2
(an+ibn) =

1

2π

π∫
−π

f(x)(cosnx+i sinnx) dx =
1

2π

π∫
−π

f(x)einx dx (n ∈ N) �

12 Ряд Фурье функции с произвольным периодом

Теорема 12.1 Пусть f(x) ∈ L(−T, T ) и f(x) – 2T -периодична. Тогда

f(x) ∼
+∞∑

n=−∞
cne

in πT x dx, где cn =
1

2T

T∫
−T

f(x)ein
π
T x dx.

Доказательство. f(x) имеет период 2T , значит, F (x) = f(x · Tπ ) имеет
период 2π: f

(
(x+ 2π)Tπ

)
= f(x · Tπ ) = F (x), следовательно,

F (x) ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx, cn =
1

2π

π∫
−π

F (x)e−inx dx =
1

2π

π∫
−π

f

(
x · T

π

)
e−inx dx =
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положим xTπ = t

=
1

2π

T∫
−T

f(t)e−in
π
T
π

T
dt =

1

2T

T∫
−T

f(t)e−in
π
T t dt⇒ f

(
x
T

π

)
∼

+∞∑
n=−∞

cne
inx ⇒

f(t) =
+∞∑

n=−∞
cne

in πT t. �

13 Интеграл Фурье в комплексной форме

Пусть f(x) ∈ L(−∞,+∞) и непериодична! Как записать ее ряд Фурье?
Рассмотрим f(x) на отрезке [−T, T ] и продолжим периодически. Запи-

шем ряд Фурье в комплексной форме. Предположим, что f(x) удовлетво-
ряет условиям Липшица порядка α > 0. Тогда

f(x) =
+∞∑

n=−∞
cne

inx =
+∞∑

n=−∞

 1

2T

T∫
−T

f(t)e−int dt

 einx =
+∞∑

n=−∞

1

2T

T∫
−T

f(t)ein(x−t)πt dt.

Обозначим ωn = n πT . Тогда ∆ωn = π
T ⇒

1
T = ∆ωn

π ⇒

f(x) =
+∞∑

n=−∞

∆ωn
2π

T∫
−T

eiωn(x−t) dt =
+∞∑

n=−∞

1

2π

π∫
−π

f(t)eiωn(x−t) dt∆ωn.

Это есть интегральная сумма функции ϕ(ω) = 1
2π

π∫
−π
f(t)eiω(x−t) dt, ω ∈

(−∞,+∞).
Переходя к пределу при T → ∞ ⇒ ∆ωn → 0 и интегральная сумма в

пределе дает интеграл, т.е.

f(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

dω

π∫
−π

f(t)eiω(x−t) dt. (13.1)

Равенство (13.1) можно записать в виде двух равенств

f(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dω, (13.2)
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f̂(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωt dt. (13.3)

Равенство (13.3) называют преобразованием Фурье, функцию f̂(ω) тоже
называют преобразованием Фурье.

Теорема 13.1 Если f ∈ L(−∞,+∞), то преобразование Фурье

f̂(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωx dx

существует для всех ω ∈ R.

Доказательство. Так как |e−iωx| = 1, то |f(x)e−iωx| = |f(x)| ∈ L(R) и по
принципу сравнения для интеграла Лебега f(x)e−iωx ∈ L(−∞,+∞). �

Теорема 13.2 Если f̂(ω) ∈ L(−∞,+∞), то интеграл

1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dω

существует для всех x ∈ R.

Доказательство. (Аналогично теореме 13.1.)

14 Интеграл Фурье функции f ∈ L(−∞,+∞)

Определение 14.1 Пусть f ∈ L(−∞,+∞). Функцию

f̂(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωx dx (14.1)

называют преобразованием Фурье.

Теорема 14.1 Если f ∈ L(−∞,+∞), то f̂(ω) существует ∀ω ∈ R.

Доказательство. Очевидно, т.к. |f(x)e−iωx| ≤ |f(x)| ∈ L(R). �

Теорема 14.2 Если f̂(ω) ∈ L(−∞,+∞), то существует интеграл

1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dω
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Доказательство. Очевидно. �

Теорема 14.3 Пусть 1) f(ω) ∈ L(−∞,+∞),
2) f(x) имеет ограниченную вариацию в Oδ(x) = (x− δ, x+ δ).
Тогда в точке x справедливо равенство

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
= lim

λ→+∞

λ∫
−λ

f̂(ω)eiωx dω =
1

2π
lim

λ∫
−λ

dω

+∞∫
−∞

f(t)e−iωt dteiωx.

Доказательство. Рассмотрим интеграл
λ∫
−λ
dω

+∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt ·eiωx. Так как

f(ω) ∈ L(−∞,+∞), то функция f̂(ω) =
+∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt ограничена, следо-

вательно, по теореме Фубини

λ∫
−λ

eiωxdω

+∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt =

+∞∫
−∞

f(t) dt

λ∫
−λ

eiω(x−t)dω =

+∞∫
−∞

f(t)
eiω(x−t)

i(x− t)

∣∣∣∣λ
−λ
dt =

= 2

+∞∫
−∞

f(t)
eiλ(x−t) − e−iλ(x−t)

2i(x− t)
= 2

+∞∫
−∞

f(t)
sinλ(x− t)

x− t
dt =

= 2

 0∫
−∞

f(t)
sinλ(x− t)

x− t
dt+

+∞∫
0

f(t)
sinλ(x− t)

x− t
dt

 =

положим x− t = y

= 2

− 0∫
−∞

f(x− y)
sinλy

y
dy +

+∞∫
0

f(x+ y)
sinλy

y
dy

 =

= 2

+∞∫
0

(f(x+ y) + f(x− y))
sinλy

y
dy.

Т.е. надо доказать, что

lim
λ→∞

1

2π

+∞∫
0

(f(x+ y) + f(x− y))
sinλy

y
dy =

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.
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Но
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
· π =

+∞∫
0

(f(x+ 0) + f(x− 0))
sin y

y
dy.

Надо доказать, что

lim
λ→+∞

+∞∫
0

[(f(x+ y) + f(x− y))− (f(x+ 0) + f(x− 0))]︸ ︷︷ ︸
ψ(y)

sinλy

y
dy = 0.

Зафиксируем x и рассмотрим функцию ψ(y) на (0, δ). Тогда ψ(y) на (0, δ)
имеет ограниченную вариацию и limψ(y) = 0. Так как ψ(y) имеет ограни-
ченную вариацию, то ψ(y) есть разность возрастающих функций ψ(y) =
ψ1(y) − ψ2(y), ψ1(y) ≥ 0, ψ2(y) ≥ 0 и limψ1(y) = limψ2(y) = 0. Таким
образом, надо доказать, что

lim
λ→+∞

+∞∫
0

ψ1(y)
sinλy

y
dy = 0 ∧ lim

λ→+∞

+∞∫
0

ψ2(y)
sinλy

y
dy = 0.

Рассмотрим первый интеграл. Запишем его в виде

δ∫
0

ψ1(y)
sinλy

y
dy +

+∞∫
δ

ψ1(y)
sinλy

y
dy

Так как ψ1(y) → 0, то ∀ ε > 0, ∃ η > 0, 0 < η < δ, что ∀ y, y ≤ η ⇒
|ψ1(y)| < ε.

Поэтому перепишем его в виде
η∫

0

ψ1(y)
sinλy

y
dy +

+∞∫
η

ψ1(y)
sinλy

y
dy = I1 + I2.

По теореме Римана–Лебега lim
λ→∞

I2 = 0.

Для 1-го интеграла по 2-й теореме о среднем I1 = ψ1(η)
ξ∫

0

sinλy
y dy. Инте-

грал
ξ∫

0

sinλy
y dy ограничен, т.е. ∃ c > 0, что

∣∣∣∣∣ ξ∫0 sinλy
y dy

∣∣∣∣∣ ≤ c, значит, |I1| <

|ψ1(ζ)|c < ε · c.
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Это означает, что lim I1 = 0 при λ → +∞ ⇒ lim
+∞∫
0

ψ1(y) sinλy
y dy = 0.

Аналогично доказываем, что lim
+∞∫
0

ψ2(y) sinλy
y dy = 0. �

Следствие 1. В условиях теоремы 14.3:

1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dω =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Следствие 2. Если дополнительно f(x) непрерывна в точке x, то

1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dω = f(x).

Доказательство.Очевидно, т.к. для непрерывной функции f(x+0)+f(x−0)
2 =

f(x). �
Следствие 3. Если f(x) удовлетворяет условиям теоремы 14.3 и непре-
рывна, то в любой точке справедливы равенства

f̂(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωx dx.

f(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωx dω.

15 Преобразование Фурье для функций из L2(−∞,+∞)

Теорема 15.1 Пусть f(x) ∈ L2(−∞,+∞). При b > 0 определим функ-
цию

F (ω, b) =
1√
2π

b∫
−b

f(x)e−iωx dx.

Тогда существует функция F (ω) ∈ L2(−∞,+∞) такая, что lim
b→+∞

‖F (ω)−
F (ω, b)‖2 = 0, т.е.

F (ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωx dx.
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Доказательство. Пусть λ > 0 произвольно. Для j ∈ Z определим числа

aj =

(j+1)/λ∫
j
λ

f(x) dx

и определим функции

Φn(ω) =
n−1∑
j=−n

aje
−iω j

λ =
n−1∑
j=−n

(j+1)/λ∫
j
λ

f(x)e−iωx
j
λ dx,

т.е. отрезок [−b, b] разбили на 2n равных частей длины 1
λ , при этом b = n

λ .

Покажем, что Φn(ω)→
b∫
−b
f(x)e−iωx dx равномерно на любом отрезке [−Ω,Ω]

при n→∞. В самом деле,∣∣∣∣∣∣Φn(ω)−
b∫

−b

f(x)e−iωx dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=−n

(j+1)/λ∫
j
λ

f(x)e−iω
j
λ dx−

n−1∑
j=−n

(j+1)/λ∫
j
λ

f(x)e−iωx dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
n−1∑
j=−n

(j+1)/λ∫
j
λ

|f(x)|·
∣∣∣e−iω j

λ − e−iωx
∣∣∣ dx =

n−1∑
j=−n

(j+1)/λ∫
j
λ

|f(x)|
∣∣e−iωx∣∣·∣∣∣e−iω j

λ+iωx − 1
∣∣∣ dx,

(15.1)
т.к. |eiϕ − 1| ≤ ϕ, то

∣∣∣eiω(x− j
λ) − 1

∣∣∣ ≤ |ω| ∣∣x− j
λ

∣∣. Но в каждом интеграле в
(15.1):

j

λ
≤ x ≤ jH

λ
⇒ 0 ≤ x− j

λ
≤ 1

λ
⇒ |x− j

λ
| ≤ 1

λ
.

Поэтому, подставляя в (15.1, получаем неравенство∣∣∣∣∣∣ΦH −
b∫

−b

f(x)e−iωx dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ |ω| · 1

λ
·
n−1∑
j=−n

j+1
λ∫

j
λ

|f(x)| dx =
|ω|
λ

b∫
−b

|f(x)| dx.

Поэтому, при фиксированном b > 0 равномерно по |ω| ≤ Ω

Φn(ω)→
b∫

−b

f(x)e−iωx dx. (15.2)
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Теперь выбираем Ω < λ · π и оценим интеграл

Ω∫
−Ω

|Φn(ω)|2 dω =

+λπ∫
−λπ

 n−1∑
j=−n

j+1
λ∫

j
λ

f(x)e−iω
j
λ dx

 ·
 n−1∑
k=−n

k+1
λ∫

k
λ

f(x)e+iω kλ dx

 =

=

+λπ∫
−λπ

(
n−1∑
j=−n

aje
−iω j

λ

)(
n−1∑
k=−n

āke
iω kλ

)
dω. (15.3)

При k 6= j:
+λπ∫
−λπ

e−iω
j
λeiω

k
λ dω =

+λπ∫
−λπ

ei
ω
λ (k−j) dω =

λ

i(k − j)
ei

ω
λ (k−j)

∣∣∣∣λπ
−λπ

=

=
2λ

k − j
· e

iλπ
λ (n−j) − e−iλπλ (k−j)

i
=

2λ

k − j
· sin π(n− j) = 0.

Если n = j, то
+λπ∫
−λπ

1 dω = 2λπ. Поэтому

Ω∫
−Ω

|Φn(ω)|2 dω =
n−1∑
j=−n
|aj|2 · 2λπ =

n−1∑
j=−n

2λπ ·

∣∣∣∣∣∣∣
j+1
λ∫

j
λ

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤

по теореме Коши–Буняковского

≤
n−1∑
j=−n

2λπ

j+1
λ∫

j
λ

|f(x)|2 dx·

j+1
λ∫

j
λ

12 dx =
2πλ

λ

n∑
j=−n

2λπ

j+1
λ∫

j
λ

|f(x)|2 dx = 2π

b∫
−b

|f(x)|2 dx.

Перейдем к пределу при n→∞, получим
Ω∫

−Ω

|
√

2πF (ω, b)|2 dω ≤ 2π

b∫
−b

|f(x)|2 dx⇒
+∞∫
−∞

|F (ω, b)|2 dω ≤
b∫

−b

|f(x)|2 dx.

(15.4)
Заменим f(x) на функции, которые равны f(x) на [−b,−a]

⊔
[a, b] и = 0 на

[−a, a], получим
b∫

−b

|f(x)| dx =

−a∫
−b

|f(x)| dx+

b∫
a

|f(x)| dx→ 0
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при a, b→ +∞, т.к. f ∈ L2(−∞,+∞).
Аналогично,

+∞∫
−∞

|F (ω, b)|2 dω =

+∞∫
−∞

|F (ω, b)− F (ω, a)|2 dω ⇒
+∞∫
−∞

|F (ω, b)− F (ω, a)|2 dω ≤

≤
−a∫
−b

|f |2 +

b∫
a

|f |2,

т.е. последовательность функций F (ω, b) удовлетворяет критерию Коши.
Ввиду полноты пространства L2(−∞,+∞) существует функция F (ω) ∈

L2(−∞,+∞), такая, что
+∞∫
−∞
|F (ω)− F (ω, b)|2 dω → 0 при b→ +∞ �

Следствие 1. Переходя к пределу в неравенстве (15.4) при b → +∞,
имеем

+∞∫
−∞

|F (ω)|2 dω ≤
+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx

или
+∞∫
−∞

|f̂(ω)|2 dω ≤
+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx.

Теорема 15.2 По функции F (ω) ∈ L2(ω) построим функцию

ϕ(x, b) =
1√
2π

b∫
−b

F (ω)eiωx dω.

Тогда существует функция ϕ(x) ∈ L2(−∞,+∞) такая, что ‖ϕ(x, b) −
ϕ(x)‖2 → 0 при b→ +∞ и справедливо неравенство

+∞∫
−∞

|ϕ(x)|2 dx ≤
+∞∫
−∞

|F (ω)|2 dω.

Доказательство полностью повторяет доказательство теоремы 15.1 и след-
ствия из нее. �

Теорема 15.3 ϕ(x) = f(x) п.в. в R.
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Доказательство. Достаточно доказать, что
ξ∫

0

ϕ(x) dx =

ξ∫
0

f(x) dx.

Вычисляем левую часть
ξ∫

0

ϕ(x) dx = lim
b→+∞

ξ∫
0

ϕ(x, b) dx =
1√
2π

lim
b→+∞

ξ∫
0

dx

b∫
−b

F (ω)eiωx dω =

по теореме Фубини

=
1√
2π

lim
b→+∞

b∫
−b

F (ω) dω

ξ∫
0

eiωx dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

F (ω)
eiωξ − 1

iω
dω.

Покажем, что

1√
2π

+∞∫
−∞

F (ω)
eiωξ − 1

iω
dω =

ξ∫
0

f(x) dx.

Имеем
1√
2π

+∞∫
−∞

1√
2π

 +∞∫
−∞

f(x)e−iωx dx

 eiωξ − 1

iω
dω =

по теореме Фубини

=
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x) dx

+∞∫
−∞

e−iωx(eiωξ − 1)

iω
dω =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x) dx

 0∫
−∞

e−iωx(eiωξ − 1)

iω
dω +

+∞∫
0

e−iωx(eiωξ − 1)

iω
dω

 =

=
2√
2π

+∞∫
−∞

f(x) dx

 +∞∫
0

sinωx

ω
dx+

+∞∫
0

sinω(ξ − x)

ω
dω

 =

ξ∫
0

f(x) dx. �

Следствие 2.
+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx ≤
+∞∫
−∞

|f̂(ω)|2 dω.
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Следствие 3.
+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx =

+∞∫
−∞

|f̂(ω)|2 dω.

16 Свойства преобразования Фурье

1) Если f ∈ L2(R), то
+∞∫
−∞
|f(x)|2 dx =

+∞∫
−∞
|f̂(ω)|2 dω.

Доказательство. Обозначим

F (ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωx dx

– это преобразование Фурье. В теореме 15.1 было доказано, что
+∞∫
−∞

|F (ω)|2 dω ≤
+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx.

В этом неравенстве F (ω) и f(x) равноправны. Поэтому поменяем местами
F (ω) и f(x). Получим

+∞∫
−∞

|f(x)|2 dx ≤
+∞∫
−∞

|F (ω)|2 dω.

Соединяя эти неравенства, получаем утверждение теоремы. �
2) Если f, g ∈ L2(R), то

(f + g)̂ (ω) = f̂(ω) + ĝ(ω),

(λf )̂ (ω) = λf̂(ω).

Т.е. f̂ – это линейный оператор. Это очевидно.
3) ∀ f, g ∈ L2(R)

(f ∗ g)̂ (ω) =
√

2πf̂(ω) · ĝ(ω).

Доказательство. Вычислим
+∞∫
−∞

eiωxF (ω)G(ω) dω =

+∞∫
−∞

eiωxF (ω) dω

+∞∫
−∞

g(t)e−iωt dt =
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=

+∞∫
−∞

g(t) dt
1√
2π

+∞∫
−∞

eiω(x−t)F (ω) dω

︸ ︷︷ ︸
f(x−t)

=

+∞∫
−∞

g(t)f(x− t) dt = (g ∗ f)(x).

Вычислим преобразование Фурье от свертки

(g∗f )̂ (ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

(g∗f )̂ (x)e−iωx dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iωx dx

+∞∫
−∞

eiαxF (α)G(α) dα =

=
√

2πf̂(ω)ĝ(ω).

4) (Равенство Планшереля) ∀ f, g ∈ L2(R)

+∞∫
−∞

fḡ dx =

+∞∫
−∞

f̂(ω)ĝ(ω) dω.

Доказательство. Вычислим

+∞∫
−∞

|f(x)+g(x)|2 dx =

+∞∫
−∞

|F (ω)+G(ω)|2 dω ⇒ 2

+∞∫
−∞

Refḡ dx = 2

+∞∫
−∞

ReFḠ dx.

Заменим g на ig, получим
+∞∫
−∞

Imfḡ dx =
+∞∫
−∞

Im(FG) dx. �
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Глава 2

Ортогональные вейвлеты

1 Ортонормированные системы в L2(R)

Определение 1.1 Систему функций (ϕk(x))∞k=1 называют ортогональ-
ной в L2(R), если

(ϕk, ϕj) =

+∞∫
−∞

ϕk(x)ϕj(x) dx = 0 при k 6= j.

Система называется ортонормированной (ОНС), если (ϕk, ϕj) = δk,j.

Теорема 1.1 (Теорема о минимуме уклонения.) Пусть (ϕk(x))∞k=1 –
ОНС в L2(R), f ∈ L2(R). Величина

‖f −
n∑
k=1

akϕk‖2
2 = C

достигает наименьшего значения, когда ak = ck(f) =
+∞∫
−∞

f(x)ϕk(x) dx.

ck(f) называются коэффициентами Фурье функции f .

При этом

min
a1,...,an

‖f −
n∑
k=1

akϕk‖2
2 = ‖f −

n∑
k=1

ck(f)ϕk‖2
2 = ‖f‖2 −

n∑
k=1

|ck(f)|.

Доказано еще на II курсе.

Следствие 1. Если f ∈ L2(R), то ∀n
n∑
k=1

|ck(f)|2 ≤ ‖f‖2.

Следствие 2. Если f ∈ L2(R), то
∞∑
k=1

|ck(f)|2 ≤ ‖f‖2
2 – неравенство Бес-

селя.
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Теорема 1.2 ОНС (ϕk(x))∞k=1 будет замкнутой в L2(R) тогда и только

тогда, когда ∀ f ∈ L2(R), ‖f‖2
2 =

∞∑
k=1

|ck(f)|2.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть система (ϕk(x)) –
замкнута в L2(R). Тогда ∀ ε > 0 существует линейная комбинация Pn(x) =
n∑
k=1

akϕk(x) такая, что

‖Pn − f(x)‖2
2 < ε2.

По теореме о минимуме уклонения

min
(ak)nk=1

‖Pn − f(x)‖2
2 =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ck(f)− f(x)

∥∥∥∥∥
2

2

= ‖f‖2 −
n∑
k=1

|ck(f)|2 ⇒ 0 ≤

≤ ‖f‖2
2 −

n∑
k=1

|ck(f)|2 ⇒ 0 ≤ ‖f‖2
2 −

n∑
k=1

|ck(f)|2 < ε2,

и это верно ∀n ∈ N⇒‖f‖2
2−

∞∑
k=1

|ck(f)|2 ≤ ε ∀ ε > 0⇒‖f‖2
2−
∑∞

k=1 |ck(f)|2 =

0. Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполнено равенство∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ck(f)− f(x)

∥∥∥∥∥
2

2

= ‖f‖2
2 −

n∑
k=1

|ck(f)|2.

Перейдем к пределу, получим lim
n→∞
‖f −

∑n
k=1 ck(f)ϕk‖2

2 = 0, значит, систе-
ма (ϕk)

∞
k=1 замкнута. �

Определение 1.2 Система функций (ek)
∞
k=1 называется базисом в бана-

ховом пространстве X, если ∀x ∈ X, ряд
∞∑
k=1

akek(x) сходится к числу x

по норме X.

Теорема 1.3 Пусть (ϕk(x))∞k=1 – ОНС в L2(R) и X – замыкание линейная
оболочки системы (ϕk(x))∞k=1 в L2(R). Тогда (ϕk(x))∞k=1 – базис в простран-
стве X.

Доказательство. 1) Покажем, что X – линейное пространство. Выберем
f(x), g(x) ∈ X и покажем, что f + g ∈ X, λ · f ∈ X. Так как f, g ∈ X, то

∀ ε > 0,∃Pn(x) =
n∑
k=1

akϕk(x),

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

akϕk(x)− f(x)

∥∥∥∥∥
2

2

< ε2.
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∃Qm(x) =
m∑
k=1

bkϕk(x),

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

bkϕk(x)− g(x)

∥∥∥∥∥
2

2

< ε2.

Можно считать, что m = n. Тогда∥∥∥∥∥
n∑
k=1

(ak + bk)ϕk(x)− (f(x) + g(x))

∥∥∥∥∥
2

2

< 2ε⇒ (f + g) ∈ X.

Аналогично доказывается λf ∈ X. Аксиомы линейного пространства оче-
видны.
2)Покажем, чтоX – полное пространство, т.е. если последовательность (fn)
фундаментальна, то ∃ f ∈ X, ‖fn − f‖2 → 0.

Пусть (fn) фундаментальна, fn ∈ X, значит, fn фундаментальна в L2.
Т.к. L2 – полное, то ∃ f ∈ L2, ‖fn − f‖2 → 0. Это означает, что f – пре-
дельная точка множества X, а т.к. X замкнуто, то f ∈ X. �

Теорема 1.4 Пусть (ϕk)
∞
k=0 – ОНС в L2(R), V0 = {f ∈ L2 : f =

∞∑
k=1

akϕk(x)}, ak ∈ l2. Тогда V0 – замыкание линейной оболочки системы

(ϕk).

Доказательство. f ∈ V0 ⇔ ‖f −
∑n

k=1 akϕk‖2 → 0 при n → ∞ ⇔ f ∈
замыканию линейной оболочки. �

Теорема 1.5 Система (ϕk) есть ОНБ в V0.

Доказательство. Пусть V0 – полное линейное нормированное простран-

ство и ∀ f ∈ V0 f =
∞∑
k=1

akϕk(x). Т.к. (ϕk(x)) – ОНС, то такое разложение

единственно. Проверим это. Пусть f =
∞∑
k=1

akϕk(x), f =
∞∑
k=1

bkϕk(x). Тогда
∞∑
k=1

(ak − bk)ϕk(x) = 0 по норме L2. Для частичной суммы ввиду ортого-
нальности имеем ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

(ak − bk)ϕk(x)

∥∥∥∥∥
2

2

=
n∑
k=1

|ak − bk|2.

Переходя к к пределу при n → ∞, получаем 0 =
∞∑
k=1

|ak − bk|2 ⇒ ak = bk

∀ k. �

Определение 1.3 Система функций (ϕk)
∞
k=1 называется базисной, если

она есть базис замыкания линейной оболочки.
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2 Ортогональность системы сдвигов

Лемма 2.1 Пусть ϕ ∈ L2(R). Тогда ϕ̂·+k(ω) = e2πikωϕ̂(ω).

Доказательство.

ϕ̂·+k(ω) =

∫
R

ϕ(x+k)e−2πixω dx =

∣∣∣∣ x+ k = y
x = y − k

∣∣∣∣ =

+∞∫
−∞

ϕ(y)e−2πiyω dye2πikω. �

Определение 2.1 Система функций (ϕ(x+k))k∈Z называется системой
сдвигов.

Лемма 2.2 Если ϕ ∈ L2(R), то ряд
∑
k∈Z
|ϕ̂(ξ + k)|2 сходится п.в. в R.

Доказательство. Т.к. ϕ ∈ L2(R), то |ϕ̂(ξ)|2 ∈ L2(R) ∀ k. Тогда по теореме
Леви

1∫
0

∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + k)|2 dξ =
∑
k∈Z

1∫
0

|ϕ̂(ξ + k)|2 dξ.

По равенству Планшереля

∫
R

|ϕ(x)|2 dx =

∫
R

|ϕ̂(ξ)|2 dξ =
∑
k∈Z

k+1∫
k

|ϕ̂(ξ)|2 dξ = |ξ = ω + k| =

=
∑
k∈Z

1∫
0

|ϕ̂(ω + k)|2 dω =

по теореме Леви

=

1∫
0

∑
k∈Z

|ϕ̂(ω + k)|2 dω.

Следовательно,
∑

k∈Z |ϕ̂(ω + k)|2 сходится п.в. на [0, 1]. �

Лемма 2.3 Пусть ϕ ∈ L2(R). Система сдвигов (ϕ(x + k)) – ОНС тогда
и только тогда, когда

∑
k∈Z
|ϕ̂(ω + k)|2 = 1 п.в.
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Доказательство. (ϕ(x+k)) – ОНС⇔
∫
R
ϕ(x+k)ϕ(x+ l) dx = δk,l – символ

Кронекера. Вычисляем интеграл
+∞∫
−∞

ϕ(x+ k)ϕ(x+ l) dx =

∣∣∣∣ x+ k = y ⇒
x+ l = y + l − k

∣∣∣∣ =

+∞∫
−∞

ϕ(y)ϕ(y + l − k) dy =

= |l − k = j| =
+∞∫
−∞

ϕ(x)ϕ(x+ j) dx =

{
0, j 6= 0
1, j = 0

.

По теореме Планшереля

=

+∞∫
−∞

ϕ̂(ξ)e2πiξjϕ̂(ξ) dξ =

+∞∫
−∞

|ϕ̂(ξ)|2 · e−2πiξj dξ =
∑
k∈Z

k+1∫
k

|ϕ̂(ξ)|2 · e−2πiξj dξ =

|ξ = η+k| =
∑
k∈Z

1∫
0

|ϕ̂(η+k)|2 ·e−2πi(η+k)j dη =
∑
k∈Z

1∫
0

|ϕ̂(η+k)|2 ·e−2πiηj dη =

по теореме Лебега о предельном переходе

=

1∫
0

e−2πiηj
∑
k∈Z

|ϕ̂(η + k)|2︸ ︷︷ ︸
=Φ(η)

dη =

по лемме 2: Φ(η) ∈ L(0, 1)

=
1∫

0

e−2πiηjΦ(η) dη – это коэффициенты Фурье функции Φ(η) по тригоно-

метрической системе.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть Φ(η) = 1 п.в. Тогда если j = 0, то
1∫

0

e−2πiη·0 · 1 = 1. Если j 6= 0, то
1∫

0

e−2πiηjΦ(η) dη =
1∫

0

e−2πiηj dη = 0.

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть
1∫

0

e−2πiηjΦ(η) dη =

{
0, j 6= 0
1, j = 0

,

т.е. все коэффициенты функции Φ(η), кроме нулевого, равны нулю, а ну-
левой – равен 1. По теореме единственности Φ(η) = 0 п.в. Точнее, это из
полноты тригонометрической системы относительно пространства L2. �
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Теорема 2.1 Пусть V0 = {f : f(x) =
∑
k∈Z

ckϕ(x+k)} и (ϕ(x+k)) – ОНС.

f ∈ V0 ⇔ f̂(ξ) = m(ξ)ϕ̂(ξ), где m(ξ) ∈ L2(0, 1), при этом коэффициенты
разложения m(ξ) по тригонометрической системе совпадают с ck.

Доказательство. f ∈ V0 ⇔ f(x) =
∑

k∈Z ckϕ(x + k). Применим к обеим
частям преобразование Фурье, получим

f̂(ξ) =
∑
k∈Z

ckϕ̂·+k(ξ) =
∑
k∈Z

cke
2πiξkϕ̂(ξ) = ϕ̂(ξ)

∑
k∈Z

cke
2πiξk

︸ ︷︷ ︸
=m(ξ)

= ϕ̂(ξ)m(ξ). �

3 Кратномасштабный анализ. Основные понятия. Мас-
штабирующая функция

Определение 3.1 Совокупность замкнутых подпространств Vn (n ∈ Z)
называется кратномасштабным анализом (обозначается КМА), если вы-
полняются следующие аксиомы:
A.1 Vn ⊂ Vn+1.

A.2
( ⋃
n∈Z

)
= L2(R).

A.3
⋂
n∈Z

Vn = {0}.

A.4 f(x) ∈ Vn ⇔ f(2x) ∈ Vn+1.
A.5 f(x) ∈ V0 ⇒ f(x+ k) ∈ V0.
A.6 ∃ϕ(x) ∈ L2(R), что (ϕ(x+ k))k∈Z – ОНБ V0.

Предложение 3.1 ϕ(x+k) – ОНБ V0 тогда и только тогда, когда 2
n
2ϕ(2nx+

k) – ОНБ Vn.

Доказательство. По А.4. ϕ(x + k) ∈ V0 ⇔ ϕ(2nx + k) ∈ Vn. Проверим
ортогональность.

2
n
2 2

n
2

∫
R

ϕ(2nx+k)ϕ(2nx+ l) dx = |2nx = y| = 2n
∫
R

ϕ(y+k)ϕ(y + l)
1

2k
dy = δk,l,

т.е. система (2
n
2ϕ(2nx+k)) – ОНС. Покажем, что она замкнута в Vn. Пусть

f(x) ∈ Vn ⇒ f
(
x
2n

)
∈ V0 ⇒ f

(
x
2n

)
=
∑
k∈Z

ckϕ(x+ k) сходится в L2(R), т.е.

∫
R

∣∣∣∣∣∣∣f
( x

2n

)
−
∑
k∈Z
|k|≤N

ckϕ(x+ k)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx =
∣∣∣ x
2n

= y, dx = 2n dy
∣∣∣ =
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= 2n
∫
R

∣∣∣∣∣∣∣f(y)−
∑
k∈Z
|k|≤N

ckϕ(2ny + k)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dy → 0 при n→ +∞.

Значит, ϕ(2ny + k) – базис в Vn. �

Предложение 3.2 Если ϕ(x) – масштабирующая функция, то она удо-
влетворяет равенству

ϕ(x) =
∑
k∈Z

βkϕ(2x+ k) ·
√

2, βk ∈ L2(R). (3.1)

Равенство (3.1) называют масштабирующим уравнением.

Доказательство. (ϕ(x + k)) – ОНБ в V0 ⇒ ϕ(x) ∈ V0, но V0 ∈ V1 ⇒
ϕ(x) ∈ V1 ⇒ выполняется равенство (3.1). �

Предложение 3.3 Равенство (3.1) можно записать в виде

ϕ̂(ξ) = m0

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
. (3.2)

Где
m0(ξ) =

∑
k∈Z

βke
2πiξk · 1√

2
.

Доказательство. Выпишем преобразование Фурье обеих частей в (3.1),
получим

ϕ̂(ξ) =
∑
k∈Z

βkϕ̂2·+k(ξ) ·
√

2. (3.3)

Положим

ϕ̂2·+k(ξ) =

+∞∫
−∞

ϕ(2x+ k)e−2πiξx dx =

∣∣∣∣ 2x+ k = y

x = y−k
2

∣∣∣∣ =

+∞∫
−∞

ϕ(y)e−2πiξ y−k2
dy

2
=

=
1

2

+∞∫
−∞

ϕ(y)e−2πi ξ2y · e2πi ξ2k dy =
1

2
e2πi ξ2kϕ̂

(
ξ

2

)
.

Подставим в (3.3), получим

ϕ̂(ξ) =

√
2

2

∑
k∈Z

βke
2πi ξ2k︸ ︷︷ ︸

m0( ξ2 )

·ϕ̂
(
ξ

2

)
.
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Обозначая m0(ξ) =
∑
k∈Z

βke
2πiξk · 1√

2
, получим

ϕ̂(ξ) = m0

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
. �

Функцию m0(ξ) называют маской.
Равенство (3.2) называют масштабирующим уравнением в частотном виде.
Пример. Пусть Vn – совокупность ортогональных функций hn(x), посто-

янных на
(
j

2n ,
j+1
2n

)
, f ∈ Z и таких, что

+∞∫
−∞
|h(x)|2 dx < +∞, т.е. если обо-

значить λ(n)
j – значение функции h(x) на ∆

(n)
j =

(
j

2n ,
j+1
2n

)
, то

∑
j∈Z
|λ(n)
j |2 1

2n <

+∞ ⇔
∑
j∈Z
|λ(n)
j |2 < +∞. Проверим, что Vn удовлетворяет всем аксиомам

А.1 – А.6.
А.0. Проверим, что Vn – линейные пространства, замкнутые в L2(R). Пусть
f, g ∈ Vn ⇒ f + g ∈ Vn, т.к. (f + g)

(n)
j = f

(n)
j + g

(n)
j ∈ L2. Очевидно,

что λf ∈ Vn. Покажем, что Vn замкнуты в L2(R). Пусть f – предель-
ная точка Vn. Тогда существует последовательность функций f (N) ∈ Vn,
‖f (N) − f‖2 → 0. Отсюда

lim
N→∞

+∞∫
−∞

|f (N) − f |2 = 0⇔ lim
N→∞

∑
j∈Z

j+1

2N∫
j

2N

|f (N)(x)− f(x)|2 = 0⇒

∀ j lim
N→∞

j+1

2N∫
j

2N

|f (N)(x)−f(x)|2 = 0⇒ lim
N→∞

j+1

2N∫
j

2N

|f(x)−(λ
(n)
j )N |2 dx = 0⇒ f(x) = λ̃

(n)
j

п.в. в
(
j

2n ,
j+1
2n

)
, т.е. f(x) ∈ V0.

A.1. – это очевидно.
A.2. Надо доказать, что ∀ f ∈ L2(R) ∃ gn ∈ Vn, lim

n→∞
gn = f по норме L2(R).

Доказательство. ∀ ε > 0 ∃ fN |[−N,N ], ‖f − fn‖2 < ε. Для функции fn,
определенной на [−N,N ], существует h(x), определенная на [−N,N ], сту-
пенчатая и ‖fN − h(x)‖ < ε.

Для функции h(x) существуют hn ∈ Vn, что ‖h(x) − hn(x)‖2 < ε ⇒
||f − hn|| < 3ε. �
A.3.

⋂
Vn = {0}.

Доказательство. Если f ∈
⋂
Vn, то f ∈ Vn для ∀n, значит, f(x) посто-

янна на любых отрезках
[
j

2n ,
j+1
2n

]
при n→∞. Получаем, что f(x) = const
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на R. Отсюда т.к. f(x) ∈ L2, то f(x) ≡ 0 п.в.
A.4. f(x) ∈ Vn ⇒ f(x) = λ

(j)
n при x ∈

[
j

2n ,
j+1
2n

]
⇒ f(2x) = λ

(n)
j , если

2x ∈
[
j

2n ,
j+1
2n

]
⇒ x ∈

[
j

2n ,
j+1
2n

]
⇒ f(2x) ∈ Vn+1.

A.5. f(x) ∈ V0 ⇒ f(x+ k) ∈ V0 – очевидно.
A.6. Функция ϕ(x) = 1[0,1](x) образует базис V0. Таким образом, построен-
ные (Vn) образуют КМА.

4 Вейвлет пространства (пространства вейвлетов)

Пусть (Vn)n∈Z – КМА с масштабирующей функцией ϕ(x), эти пространства
образуют возрастающую последовательность

. . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . .

Обозначим через W0 – ортогональное дополнение V0 до V1, т.е.
V0 ⊕W0 = V1, где:
V0⊥W0 и любая функция f1 ∈ V1 представима в виде f1 = f0,0 + f0,1, где
f0,0 ∈ V0, f0,1 ∈ W0.
Это основано на следующей теореме: Если H – гильбертово пространство,
H0 – линейное подпространство, то тогда ∀ f ∈ H ∃ f0 ∈ H0, ∃ g⊥H0, что
f = f0 + g.
Геометрически: рисунок.
Аналогично, каждое Vn представимо в виде

Vn = Vn−1⊕Wn−1 ⇒ Vn = Wn−1⊕Vn−1 = Wn−1⊕Wn−2⊕Vn−2 = . . . =
+∞∑

k=n−1

Wk.

В этом случае говорят, что Vn есть прямая сумма подпространств Wk. Из
этого следует, что L2(R) = ⊕+∞

k=−∞Wk. Пространства Wk называют вейвлет
пространствами. Если удастся в каждом Wk найти ОНБ (ψk,l)l∈Z, то сово-
купность (ψk,l)k,l∈Z будет ОНБ в L2(R).
Вопрос: как по известной функции ϕ(x) построить ОНС (ψn,k) – базисWn?
Опишем этот процесс.

Пусть ϕ(x) – масштабирующая функция КМА (Vn)n∈Z,
ϕ(x) =

∑
k∈Z

βkϕ(2x+ k) ·
√

2 – масштабирующее уравнение,
∑
|βk|2 < +∞,

ϕ̂(ξ) = m0

(
ξ
2

)
ϕ̂
(
ξ
2

)
– масштабирующее уравнение в частотной форме,

m0(ξ) = 1√
2

∑
k∈Z

βke
2πiξk – маска,

∑
|βk|2 < +∞ ⇒ m0(ξ) ∈ L2(0, 1), т.е.

m0(ξ) задается рядом Фурье.
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Лемма 4.1 Для маски m0(ξ) справедливо равенство:

|mo(ξ)|2 + |m0

(
ξ +

1

2

)
|2 = 1

п.в.

Доказательство. Т.к. (ϕ(x+ k))k∈Z – ОНС, то п.в.

1
п.в.
=
∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + k)|2 =
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + k

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + k

2

)∣∣∣∣2 =

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 2k

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 2k

2

)∣∣∣∣2+∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 2k + 1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 2k + 1

2

)∣∣∣∣2 =

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+ k

)∣∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
=m0( ξ2 )

∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 + k

)∣∣∣∣2+∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 1

2
+ k

)∣∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
=m0( ξ+1

2 )

∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 1

2
+ k

)∣∣∣∣2 =

=

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+

1

2

)∣∣∣∣2 �

Лемма 4.2 f⊥V0 ⇔
∑
l∈Z

f̂(ξ + l)ϕ̂(ξ + l) = 0.

Доказательство.

f⊥V0 ⇔
+∞∫
−∞

f(x)ϕ(x+ n) dx = 0 ∀n⇔ |по теореме Планшереля

|
+∞∫
−∞

f̂(ξ)ϕ̂·+n(ξ) dξ = 0⇔

+∞∫
−∞

f̂(ξ)e2πinξϕ̂(ξ) dξ = 0⇔
∑
l∈Z

l+1∫
l

f̂(ξ)e−2πinξϕ̂(ξ) dξ = |ξ = η + l| =

=
∑
l∈Z

1∫
0

f̂(η + l)ϕ̂(η + l) · e−2πin(η+l) dη =

1∫
0

e−2πinη
∑
l∈Z

f̂(η + l)ϕ̂(η + l)︸ ︷︷ ︸
=Φ(η)

.
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Φ(η) – 1 периодичная функция, принадлежащая L2(0, 1), и все ее коэффи-
циенты Фурье по тригонометрической системе равны 0, что эквивалентно,
что подинтегральная функция равна 0 п.в., т.е

∑
l∈Z f̂(η + l)ϕ̂(η + l) = 0

п.в. �

Лемма 4.3 f ∈ Vn ⇒ ∃mf(ξ) ∈ L2(0, 1), 1 периодичная, что

f̂(ξ) =
1

2
n
2

mf

(
ξ

2n

)
ϕ̂

(
ξ

2n

)
.

Доказательство.

f ∈ Vn ⇒ f(x) =
∑
k∈Z

βkϕ(2nx+ k) · 2
k
2 ⇒ f̂(ξ) = 2

n
2

∑
k∈Z

βkϕ̂·2n+k(ξ).

Но
ϕ̂·2n+k(ξ) =

1

2n
ϕ̂

(
ξ

2n

)
e2πiξ k

2n ⇒

f̂(ξ) =
1

2
n
2

∑
k∈Z

βkϕ̂

(
ξ

2n

)
e2πi ξ2n k =

1

2
n
2

ϕ̂

(
ξ

2n

)∑
k∈Z

βke
2πi ξ2n k︸ ︷︷ ︸

=mf( ξ
2n )∈D

.

Очевидно, что mf(ξ) =
∑

k∈Z βke
2πiξk ∈ L2(0, 1). �

Определение 4.1 Пусть ϕ(x) – масштабирующая функция и пусть

ϕ̂(ξ) = m0

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
, m0(ξ) =

1√
2

∑
n∈Z

βne
2πiξn

маска масштабирующего уравнения в частотной форме.
Положим по определению

ψ(x) =
∑
n∈Z

(−1)1−nβ1−nϕ(2x+ n) ·
√

2.

Лемма 4.4 ψ̂(ξ) = eπiξm0

(
ξ+1

2

)
ϕ̂
(
ξ
2

)
.

Доказательство.

ψ̂(ξ) =
∑
n∈Z

(−1)(1−n)β1−n·
√

2ϕ̂·2+n(ξ) =
∑
n∈Z

(−1)(1−n)β1−n
√

2·1
2
ϕ̂

(
ξ

2

)
e2πiξ n2 =

=
1√
(2)

∑
n∈Z

(−1)1−nβ1−nϕ̂

(
ξ

2

)
e2πi ξ2 (n−1) · eπiξ =
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eπiξ
1√
2

∑
n∈Z

(−1)nβne
−2πi ξ2n︸ ︷︷ ︸

=m0( ξ+1
2 )

·ϕ̂
(
ξ

2

)
== eπiξm0

(
ξ + 1

2

)
· ϕ̂
(
ξ

2

)
.

В самом деле:
m0(ξ) =

1√
2

∑
n∈Z

βne
2πiξn ⇒

m0

(
ξ + 1

2

)
=

1√
2

∑
n∈Z

βne
2πin( ξ+1

2 ) =
1√
2

∑
n∈Z

βne
πinξ · (−1)n. �

Лемма 4.5 Система сдвигов ψ(x+ n) – ортонормированная система.

Доказательство. Надо доказать, что
∑

n∈Z |ψ̂(ξ + n)|2 = 1 п.в. Имеем

∑
n∈Z

|ψ̂(ξ + n)|2 =
∑
n∈Z

∣∣∣∣∣eπi(ξ+n) ·m0

(
ξ + n+ 1

2

)
· ϕ̂
(
ξ + n

2

)∣∣∣∣∣ =

=
∑
n∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + n+ 1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + n

2

)∣∣∣∣2 =
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 2k + 1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 2k

2

)∣∣∣∣2 +

+
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 2k + 2

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 2k + 1

2

)∣∣∣∣2 =

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 1

2
+ k

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 + k

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2∑
k∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 1

2
+ k

)∣∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
=1

=

=

∣∣∣∣m0

(
ξ + 1

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 = 1

по лемме 4.1. �

Лемма 4.6 Функции ψ(x+ n)⊥V0, т.е. ψ(x+ n) ∈ W0.

Доказательство. По лемме 4.2 ψ(x+n)⊥V0 ⇔
∑

l∈Z ψ̂·+n(ξ+ l)ϕ̂(ξ + l) =
0. Проверим это равенство. Но

ψ̂·+n(ξ) = e2πinξψ̂(ξ)⇒ ψ̂·+n(ξ + l) = e2πin(ξ+l)ψ̂(ξ + l).

Но

ψ̂(ξ) = eπiξm0

(
ξ + 1

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
⇒ ψ̂·+n(ξ + l) =
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e2πin(ξ+l)eπi(ξ+l)m0

(
ξ + l + 1

2

)
ϕ̂

(
ξ + l

2

)
⇒

ψ̂·+n(ξ + l)ϕ̂(ξ + l) = e2πi(ξ+l)neπi(ξ+l)m0

(
ξ + l + 1

2

)
ϕ̂

(
ξ + l

2

)
ϕ̂(ξ + l) =

= e2πiξn(−1)leπiξ ·m0

(
ξ + l + 1

2

)
ϕ̂

(
ξ + l

2

)
·m0

(
ξ + l

2

)
ϕ̂

(
ξ + l

2

)
=

= eπiξ(1+2n) · (−1)l
∣∣∣∣ϕ̂(ξ + l

2

)∣∣∣∣2m0

(
ξ + l + 1

2

)
·m0

(
ξ + l

2

)
⇒

∑
l∈Z

ψ̂·+n(ξ+l)ϕ̂(ξ+l) = eπiξ(1+2n)
∑
l∈Z

(−1)l
∣∣∣∣ϕ̂(ξ + l

2

)∣∣∣∣2m0

(
ξ + l + 1

2

)
·m0

(
ξ + l

2

)
=

= eπiξ(1+2n)
∑
l∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 + l

)∣∣∣∣2m0

(
ξ + 2l + 1

2

)
·m0

(
ξ + 2l

2

)
−

−
∑
l∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 1

2
+ l

)∣∣∣∣2m0

(
ξ + 2l + 2

2

)
·m0

(
ξ + 2l + 1

2

)
=

= m0

(
ξ + 1

2

)
·m0

(
ξ

2

)∑
l∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 + l

)∣∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
=1

−
∑
l∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ + 1

2
+ l

)∣∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
=1

 = 0. �

Лемма 4.7 Если f ∈ V1, то ∃ f0 ∈ V0, ∃ f1 ∈ V1, f1⊥V0 такие, что f =
f0 + f1.

Доказательство. Пусть f ∈ V1. Тогда по лемме 4.3 ∃mf(ξ) ∈ L2(0),mf(ξ)
–1 периодична, что

f̂(ξ) = mf

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
.

Определим функции

α(ξ) = mf

(
ξ

2

)
·m0

(
ξ

2

)
+mf

(
ξ + 1

2

)
·m0

(
ξ + 1

2

)
,

β(ξ) =

(
mf

(
ξ

2

)
·m0

(
ξ + 1

2

)
−mf

(
ξ + 1

2

)
·m0

(
ξ

2

))
e−πiξ.
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1) Проверим, что

α(ξ)m0

(
ξ

2

)
+ β(ξ)m0

(
ξ + 1

2

)
eπiξ = mf

(
ξ

2

)
.

Имеем

α(ξ)m0

(
ξ

2

)
+ β(ξ)m0

(
ξ + 1

2

)
eπiξ =

=

(
mf

(
ξ

2

)
·m0

(
ξ

2

)
+mf

(
ξ + 1

2

)
·m0

(
ξ + 1

2

))
·

·m0

(
ξ

2

)
+

(
mf

(
ξ

2

)
·m0

(
ξ + 1

2

)
−mf

(
ξ + 1

2

)
·m0

(
ξ

2

))
e−πiξ·m0

(
ξ + 1

2

)
eπiξ =

= mf

(
ξ

2

)
·
∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 +mf

(
ξ

2

)
·
∣∣∣∣m0

(
ξ + 1

2

)∣∣∣∣2 = mf

(
ξ

2

)
· 1.

2) α(ξ) ∈ L2(0, 1).
Так как ∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ + 1

2

)∣∣∣∣2 = 1

⇒
∣∣∣m0

(
ξ
2

)∣∣∣2 ≤ 1 и
∣∣∣m0

(
ξ+1

2

)∣∣∣2 ≤ 1. Тогда по неравенству Минковского
имеем  1∫

0

|α(ξ)|2 dξ

1/2

≤

 1∫
0

∣∣∣∣mf

(
ξ

2

)
m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 dξ
1/2

+

+

 1∫
0

∣∣∣∣mf

(
ξ + 1

2

)
m0

(
ξ + 1

2

)∣∣∣∣2 dξ
1/2

≤

 1∫
0

∣∣∣∣mf

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 dξ
1/2

+

+

 1∫
0

∣∣∣∣mf

(
ξ + 1

2

)∣∣∣∣2 dξ
1/2

= |ξ
2

= η| =

√
2

 1/2∫
0

1 |mf (η)|2 dη


1/2

+

 1∫
1/2

|mf(η)|2 dη


1/2

≤ 2
√

2‖mf‖L2
.
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3) Так как α(ξ), β(ξ) ∈ L2(0, 1), то

α(ξ) =
∑

ane
2πinξ, β(ξ) =

∑
bne

2πinξ,
∑
|an|2 <∞,

∑
|bn|2 < +∞.

Определим функции f0(x) и f1(x) равенствами
f0(x) =

∑
n∈Z

anϕ(x+ n) ∈ V0 – очевидно.

f1(x) =
∑
n∈Z

bnψ(x + n) ∈ V1 и ⊥V0 – это следует из того, что ψ(x + n)⊥V0,

и ψ(x + n) – ортонормированная система и ψ(x + n) ∈ V1. Проверим, что
f(x) = f0(x) + f1(x). Для этого надо проверить, что f̂(ξ) = f̂0(ξ) + f̂1(ξ).
В самом деле,

f̂0(ξ)+f̂1(ξ) =
∑
n∈Z

anϕ̂·+n(ξ)+
∑
n∈Z

bnψ̂·+n(ξ) =
∑
n∈Z

anϕ̂(ξ)e2πinξ+
∑
n∈Z

bnψ̂(ξ)e2πinξ =

= α(ξ)ϕ̂(ξ)+β(ξ)ψ̂(ξ) = α(ξ)m0

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
+β(ξ)·m0

(
ξ + 1

2

)
eπiξϕ̂

(
ξ

2

)
=

= ϕ̂

(
ξ

2

)
·

(
α(ξ)m0

(
ξ

2

)
) + β(ξ) ·m0

(
ξ + 1

2

)
eπiξ

)
︸ ︷︷ ︸

=mf (ξ/2)

= ϕ̂

(
ξ

2

)
·mf

(
ξ

2

)
. �

Лемма 4.8 Система сдвигов (ψ(x+ n))n∈Z образует ОНБ пространства
W0.

Доказательство очевидно следует из леммы 4.7 и единственности пред-
ставления функции f ∈ V1 в виде прямой суммы f = f0 + f1, f0 ∈
V0, f1⊥V0.�

5 Ортонормированные вейвлет базисы

Пусть (Vn)n∈Z – ортогональный КМА с масштабирующей функцией ϕ(x) и
пусть

ψ(x) =
√

2
∑
k∈Z

(−1)1−kβ1−kϕ(2x+ k)

вейвлет, обозначим ϕn,j(x) = 2
n
2ϕ(2nx+ j), ψn,j(x) = 2

n
2ψ(2nx+ j).

Теорема 5.1 Для любой функции f ∈ L2(R) справедливо равенство

f(x) =
∑
j∈Z

a0,jϕ0,j(x) +
+∞∑
n=0

∑
j∈Z

bn,jψ(2nx+ j) = (5.1)
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=
−1∑

n=−∞

∑
j∈Z

an,jψn,j(x) +
∞∑
n=0

∑
j∈Z

bn,jψn,j(x), (5.2)

т.е. (5.1) и (5.2) есть представление f(x) в виде ряда по системе сжа-
тий и сдвигов функции ψ(2nx+ j).

Доказательство. Мы знаем, что функции ϕn,j(x) и ψn,j(x) – ортонорми-
рованные системы в L2(R). Более того,
1) (ϕn,j(x))j∈Z – ортонормированный базис в Vn.
2) (ψn,j(x))j∈Z – ортонормированный базис в Wn.
Проверим это.

1)f ∈ Vn ⇔ f
( x

2n

)
∈ V0 ⇔ f

( x
2n

)
=
∑
j∈Z

cjϕ(x+ j)

– сходится по норме L2(R). Сделаем замену x
2n = y. Тогда f(y) =

∑
j∈Z

cjϕ(2ny+

j).
2) Пусть f(x) ∈ Wn, f(x) ∈ Vn+1 и f⊥Vn. Тогда f

(
x
2n

)
∈ V1 и f

(
x
2n

)
⊥V0.

Проверим это.
f
(
x
2n

)
∈ V1 – это очевидно. Покажем, что f

(
x
2n

)
⊥V0. В самом деле

f⊥Vn ⇔
∫
R

f(x)h(x) dx = 0 ∀h ∈ Vn ⇔
∫
R

f
( x

2n

)
h
( x

2n

)
dx = 0,

но f
(
x
2n

)
∈ V1, h

(
x
2n

)
∈ V0 т.е. f

(
x
2n

)
⊥V0 ⇒ f

(
x
2n

)
=
∑

j∈Z bjψ(x + j).
Полагая x

2n = y, получим

f(y) =
∑
j∈Z

bjψ(2nx+ j) =
∑
j∈Z

bj
2
n
2

· ψn,j(x).

Определим оператор Pn равенством

Pn(f) =
∑
j∈Z

(f, ϕn,j) · ϕn,j(x) ∈ Vn.

Это оператор проектирования на подпространство Vn, т.к. Pn(Pn(f)) =
Pn(f). В самом деле,

Pn(Pn(f)) =
∑
l∈Z

(Pn(f), ϕn,l)︸ ︷︷ ︸
=(f,ϕn,l)

ϕn,l =
∑
l∈Z

(f, ϕn,l)ϕn,l = Pn(f).
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По неравенству Бесселя

‖Pn(f)‖2 =
∑
k∈Z

|(ϕn,k, f)|2 ≤ ‖f‖2.

Т.е. операторы Pn(f) имеют нормы ‖Pn‖ ≤ 1. Так как

Pn+1(f) ∈ Vn+1 ⇒ Pn+1(f) = fn + f⊥n ,

где fn ∈ Vn+1 и f⊥n ⊥Vn ⇒ f⊥n ∈ Wn ⇒

Pn+1(f) =
∑
j∈Z

ajϕn,j(x) +
∑
j∈Z

bjψn,j(x).

Умножая обе части скалярно на ϕn,j и ψn,j, находим, что aj = (Pn+1(f), ϕn,j),
bj = (Pn+1(f), ψn,j). Т.к. (Pn+1(f), ϕn,j) = (f, ϕn,j), (Pn+1(f), ψn,j) = (f, ψn,j),
то

Pn+1(f) = Pn(f) +Qn(f). (5.3)
Оператор Qn(f) определяется аналогично оператору Pn равенством

Qn(f) =
∑
j∈Z

(f, ψn,j)ψn,j ∈ Wn,

является оператором проектирования на Wn и ‖Qn‖ ≤ 1.
Применим (5.3) n раз, получим

Pn+1(f) = P0(f) +Q0(f) + . . .+Qn(f). (5.4)

Аналогично получаем выражение для P0(f).

P0(f) = P−1(f)+Q−1(f) = P−2(f)+Q−2(f)+Q−1(f) = . . . = P−n(f)+
n∑
k=1

Q−k(f).

(5.5)
Покажем, что limPn+1(f) = f по норме L2, т.е. lim ‖Pn+1(f) − f‖2 = 0. В
самом деле, т.к.

⋃
Vn = L2(R), то для функции f ∈ L2(R) ∃n0, ∀n ≥ n0,

‖f − fn‖ < ε и fn ∈ Vn ⇒

‖f − Pn(f)‖ ≤ ‖f − fn‖+ ‖fn − Pn(f)‖ = ‖f − fn‖+ ‖Pn(fn)− Pn(f)‖ ≤

≤ ‖f − fn‖+ ‖fn − f‖ < 2ε,

т.е. lim
n→∞

Pn(f) = f . Поэтому переходя в равенстве (5.4) к пределу при
n→∞ получаем

f(x) =
∑
j∈Z

(ϕ0,j, f)ϕ0,j +
∞∑
n=0

∑
j∈Z

(ψn,j, f)ψn,j(x),
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и равенство (5.1) доказано.
Докажем равенство (5.2). Для этого в равенстве (5.4) перейдем к пределу

при n→∞, получим∑
j∈Z

(ϕ0,j, f)ϕ0,j = limP−n(f) +
−1∑

n=−∞

∑
j∈Z

(ψn,j, f)ψn,j(x).

Покажем, что lim
n→∞

P−n(f) = 0. Это выполняется по лемме 5.1. Переходя к
пределу в равенстве (5.5), получаем (5.2). �

6 Построение масштабирующих функций и КМА

Вопрос 1. Как построить КМА?
Для построения КМА используют следующую схему.
1) Выбираем произвольную функцию ϕ(x) ∈ L2(R) такую, что (ϕ(x+k))k∈Z
– ортонормированная система.
2) Строим подпространства

Vn = span(ϕ(2nx+ k))k∈Z,

где замыкание берется по норме L2(R).

Определение 6.1 Если (Vn)n∈Z образуют КМА, то говорят, что функ-
ция ϕ(x) порождает КМА.

Вопрос 2. Как искать такую функцию ϕ(x), для которой выполнены акси-
омы А1)-А6)?

Лемма 6.1 Пусть ϕ(x) ∈ L2(R) и
∑
|ϕ̂(ξ+k)|2 = 1, т.е. система сдвигов

– ортонормированная система. Тогда ∀ f ∈ L2(R)

lim
n→−∞

∑
j∈Z

∣∣∣∣∣∣
∫
R

f(x)ϕn,j(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

= 0, (6.1)

т.е. сумма квадратов коэффициентов по системе (ϕn,j(x))j∈Z стремится
к нулю при n→ −∞.

Доказательство. Пусть вначале f(x) 6= 0 на (−R,R) и f(x) = 0 вне
отрезка. Тогда при 2nR < 1/2 имеем

∑
·j

∣∣∣∣∣∣
∫
R

f(x)2
n
2ϕ(2nx+ j) dx

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
·j

∣∣∣∣∣∣
R∫

−R

f(x)2
n
2ϕ(2nx+ j) dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤
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≤
∑
j

 R∫
−R

|f(x)|2 dx

·
 R∫
−R

|ϕ(2nx+ j)dx|2
 =≤ ‖f‖2

2

∑
j

 R∫
−R

|ϕ(2nx+ j)|2
 =

обозначим |2nx+ j = y|

= ‖f‖2
2

∑
j

R∫
−R

|ϕ(y)|2 dy = ‖f‖2
2

∑
j

∫
Ej

|ϕ(y)|2 dy =

где Ej = (j − 2nR, j + 2nR), E =
⋃
Ej

= ‖f‖2

∫
⋃
Ej

|ϕ(y)|2 dy = ‖f‖
∞∫

−∞

1E(y)|ϕ(y)|2 dy.

Если y /∈ Z, то limn→−∞ |ϕ(y)|21E(y) = 0. Переходя к пределу под знаком

интеграла, получаем lim
n→−∞

+∞∫
−∞

1E(y)|ϕ(y)|2 dy = 0. Следовательно, (6.1) до-

казано для функции с компактным носителем.
Пусть теперь f ∈ L2(R) произвольная функция. Выберем функцию f̃ с

компактным так, чтобы ‖f − f̃‖2 < ε. Так как система сдвигов ϕ(x + j)
–ОНС, то система ϕn,j тоже ОНС при каждом n ∈ Z. Поэтому при каждом
n ∈ Z по неравенству Бесселя

∑
j∈Z

∣∣∣∣∣∣
∫
R

(f(x)− f̃(x))ϕn,j(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤ ‖f − f̃‖2 < ε,

Осталось выбрать n так, чтобы

∑
j∈Z

∣∣∣∣∣∣
∫
R

f̃(x)ϕn,j(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

< ε

и воспользоваться неравенством треугольника. �

Лемма 6.2 Пусть система сдвигов (ϕ(x+ j))j∈Z ОНС, функция ϕ̂ непре-
рывна в нуле. Тогда ∀ f ∈ L2(R)

lim
n→+∞

∑
j∈Z

∣∣∣∣∣∣
∫
R

f(x)ϕn,j(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

= |ϕ̂(0)|‖f‖2.
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Проверку начнем с аксиомы А4): f(x) ∈ Vn ⇔ f(x) ∈ Vn+1.

Лемма 6.3 Аксиома А4) выполняется .

Доказательство.

f(x) ∈ Vn ⇔ f(x) =
∑
k∈Z

ckϕn,k(x)⇔ f(x) =
∑
k∈Z

ckϕ(2nx+k)·2
n
2 , (ck ∈ l2)⇔

f(2x) =
∑ ck

2
1
2︸︷︷︸

=c̃k

ϕ(2n+1x+ k)2
n+1
2 =

∑
c̃kϕn+1,k(x) ∈ Vn+1. �

Обсуждаем аксиому А1).

Лемма 6.4 Vn ⊂ Vn+1 ⇔ V0 ⊂ V1.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь очевидна.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть V0 ⊂ V1. Покажем, что Vn ⊂ Vn+1. Пусть

f(x) ∈ Vn ⇔ f(x) =
∑
k∈Z

ckϕ(2nx+ k)⇔ f
( x

2n

)
∈ V0 ⇔ f

( x
2n

)
∈ V1 ⇔

f(2x) ∈ Vn+1. �

Лемма 6.5 V0 ⊂ V1 ⇔ ϕ(x) удовлетворяет масштабирующему уравне-
нию ϕ(x) =

∑
k∈Z

βkϕ(2x+ k) ·
√

2.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть V0 ⊂ V1. Т.к.

ϕ(x) ∈ V0 ⇒ ϕ(x) ∈ V1 ⇔ ϕ(x) =
∑
k∈Z

βkϕ(2x+ k) ·
√

2.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть ϕ(x) – решение масштабирующего уравнения.
Надо доказать, что V0 ⊂ V1. Отметим, что ϕ(x) ∈ V1. В самом деле, ϕ(x) ∈
V1 ⇔ ϕ(x) =

∑
k∈Z

βkϕ(2x + k) ·
√

2. Выбираем f(x) ∈ V0. Тогда f(x) =∑
k∈Z

αkϕ(x+ k). Отсюда

∀ ε > 0∃N0,

∥∥∥∥∥∥f(x)−
∑
|k|≤N

αkϕ(x+ k)

∥∥∥∥∥∥ < ε,

и это верно ∀N ≥ N0. Но

ϕ(x) =
∑
j∈Z

βjϕ(2x+j)⇒ ϕ(x+k) =
∑
j∈Z

βjϕ(2x+2k+j)⇒ ∃M0, ∀M ≥M0,
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∥∥∥∥∥∥ϕ(x+ k)−
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)

∥∥∥∥∥∥ < ε

2N0
.⇒

ε >

∥∥∥∥∥∥f −
∑
|k|≤N0

αkϕ(x+ k)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥f −
∑
|k|≤N0

αk(ϕ(x+ k)−
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)) −

−
∑
|k|≤N0

αk
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)

∥∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥∥f −

∑
|k|≤N0

αk
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)

∥∥∥∥∥∥−
−

∥∥∥∥∥∥
∑
|k|≤N0

αk

ϕ(x+ k)−
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)

∥∥∥∥∥∥⇒
⇒

∥∥∥∥∥∥f −
∑
|k|≤N0

αk
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)

∥∥∥∥∥∥
≤ ε+

∑
|k|≤N0

|αk|

∥∥∥∥∥∥ϕ(x+ k)−
∑
|j|≤M

βjϕ(2x+ 2k + j)

∥∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2N0

≤

≤ ε+
ε

2N0

∑
|k|≤N0

|αk| ≤ ε+ ε ·max |αk| ⇒ f ∈ V1. �

Теорема 6.1 Vn ⊂ Vn+1 ⇔ ϕ(x) удовлетворяет масштабирующему урав-
нению.

Доказательство. Очевидно следует из лемм 6.4 и 6.5.�

Лемма 6.6 Если f(x) ∈ V0, то f(x+ k) ∈ V0.

Доказательство.

f(x) ∈ V0 ⇔ f(x) =
+∞∑
j=−∞

cjϕ(x+ j)⇔ f(x+ k) =
+∞∑
j=−∞

cjϕ(x+ k + j︸ ︷︷ ︸
=l

)

=
+∞∑
l=−∞

cl−kϕ(x+ l),

∑
|cl−k|2 < +∞. �

Следствие. Аксиома 5 выполнена.
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Лемма 6.7
+∞⋂

n=−∞
Vn = {0}.

Доказательство. Пусть f ∈
+∞⋂

n=−∞
Vn. Тогда при любом n ∈ Z

f(x) =
∑
k∈Z

c
(n)
k ϕn,k(x)⇒ ‖f‖2

2 =
∑
k∈Z

|(f, ϕn,k)|2.

По лемме 6.1.
lim

n→−∞

∑
k∈Z

|(f, ϕn,k)|2 = 0⇒ ‖f‖2
2 = 0.

Следовательно f(x) = 0 п.в. �
Следствие. Аксиома A3 выполнена.

Теорема 6.2 Пусть ϕ(x) ∈ L2(R) – решение масштабирующего уравне-
ния, преобразование Фурье ϕ̂(ξ) непрерывно в точке ξ = 0,

∑
k∈Z
|ϕ̂(ξ+k)|2 =

1, (Vn) – пространства, порожденные функцией ϕ(x). Тогда (Vn)n∈Z обра-
зуют КМА.

Доказательство. В предыдущих леммах было доказано (без условия непре-
рывности функции ϕ̂(x) в точке x = 0), что выполнены аксиомы A1, A3-
A6. Докажем, что выполнена аксиома A2, т.е.

⋃
n∈Z

Vn = L2(R). Доказываем

от противного. Пусть
⋃
n∈Z

Vn 6= L2(R). Так как
⋃
n∈Z

Vn – подпространство в

L2(R), то существует функция f ∈ L2(R), f 6= 0 и f⊥
⋃
n∈Z

Vn ⇒ f⊥Vn при

всех n ∈ Z. Отсюда

∀n ∈ Z,
∑
k∈Z

|(f, ϕn,k)|2 = 0⇒ lim
n→+∞

∑
k∈Z

|(f, ϕn,k)|2 = 0⇒ |ϕ̂(0)| · ‖f‖2
2 = 0.

Покажем, что ϕ̂(0) 6= 0. Выберем функцию h ∈ V0 такую, что ‖h‖2 6= 0.
Так как h ∈ Vn при всех n ∈ N то при всех n ≥ 1 ‖h‖2

2 =
∑
k∈Z
|(h, ϕn,k)|2.

Следовательно, по лемме 6.2 ‖h‖2
2 = |ϕ̂(0)|‖h‖2

2 ⇒ |ϕ̂(0)| = 1.
Тогда из равенства |ϕ̂(0)|‖f‖2

2 = 0 следует, что ‖f‖2
2 = 0 и значит f = 0

п.в. Получили противоречие с выбором f . �
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7 Всплески Мейера

Определение 7.1 Положим по определению при ε ∈
[
0, 1

6

]
ϕ̂(ξ) =

 1, если |ξ| < 1
2 − ε

cos
(
π
2ν
(

1
2ε|ξ|+

1
2 −

1
4ε

))
, если 1

2 − ε ≤ |ξ| ≤
1
2 + ε

0, если |ξ| > 1
2 + ε

,

где ν(t) – функция, заданная на R, и такая, что ν(ξ) ≥ 0, ν(ξ) = 0 при
ξ ≤ 0, ν(ξ) = 1 при ξ ≥ 1 и ν(ξ) + ν(1− ξ) = 1.

-

6

−1
2 − ε −1

2 + ε 1
2 − ε

1
2 + ε

q

Рисунок 1. График ϕ̂(ξ).

Теорема 7.1 Пусть ϕ(x) определена своим преобразованием Фурье ϕ̂ в
определении 7.1. Тогда ϕ(x) порождает КМА.

Доказательство. Определим маску m0(ξ) =
∑
l∈Z

ϕ̂(2(ξ+ l)). Для функции

ϕ̂ и маски m0 выполняются равенства:

ϕ̂(2ξ) = ϕ̂(ξ) · ϕ̂(2ξ), ϕ̂(2ξ) = m0(ξ) · ϕ̂(ξ)

т.е. ϕ(x) удовлетворяет масштабирующему уравнению. Покажем, что (ϕ(x+
k))k∈Z – ортонормированная система в L2(R). Для этого проверим равен-
ство

∑
k∈Z
|ϕ̂(ξ + k)|2 = 1 п.в.

В силу симметрии достаточно проверить, что |ϕ̂(ξ)|2 + |ϕ̂(ξ − 1)|2 = 1
при ξ ∈

(
1
2 − ε,

1
2 + ε

)
. При таких ξ имеем

cos2

(
π

2
ν

(
1

2ε
ξ +

1

2
− 1

4ε

))
+ cos2

(
π

2
ν

(
1

2ε
(−ξ + 1) +

1

2
− 1

4ε

))
=

= cos2

π2 ν
(

1

2ε
ξ +

1

2
− 1

4ε

)
︸ ︷︷ ︸

η

+ cos2

π2ν
(
− 1

2ε
ξ +

1

2
+

1

4ε

)
︸ ︷︷ ︸

1−η

 =
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cos2 π

2
η + sin2 π

2
η = 1. �

Пример 1.: ε = 1
6 , ν(x) = −20x7 + 70x6 − 84x5 + 35x4, ϕ называют мас-

штабирующей функцией Мейера, соответствующий КМА называют КМА
Мейера.
Задача 1. Обозначим церез I оператор интегрирования I(f)(x) =

∫ x
0 f(t)dt

Доказать, что функцию ϕ̂ на отрезках [−1
2−ε,−

1
2 +ε] и [1

2−ε,
1
2 +ε] можно

задать равенствами

ϕ̂(ξ) = 16I2(
ξ

4ε
), ξ ∈ [−1

2
− ε,−1

2
+ ε];

ϕ̂(ξ) = 16I2(
ξ − 1

2 + ε

4ε
+

1

2
), ξ ∈ [

1

2
− ε, 1

2
+ ε]

Задача 2. Написать программу, которая рисует график функции ϕ̂.
Пример 2.: ε = 0. В пределе получаем

ϕ̂(ξ) = 1[− 1
2 ,

1
2 ](ξ), ϕ(x) =

sin πx

πx
.

ϕ(x) порождает КМА, который называется КМА Котельникова–Шеннона.
ϕ(x) удовлетворяет масштабирующему уравнению:

ϕ(x) =
∑
k∈Z

ϕ

(
−k

2

)
ϕ(2t+ k).

Всплеск Котельникова–Шеннона задается равенством

ψ(t) = 2ϕ(2t+ 1)− ϕ(t+
1

2
).

55


