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Пусть N  – замкнутая сеть массового обслуживания с L  системами 

массового обслуживания iS , Li ...,,1= , содержащими H  одинаковых об-

служивающих приборов. Предполагается, что длительность обслуживания 

требований в системе iS  имеет экспоненциальное распределение с пара-

метром iµ . В сети обслуживания находится H  требований одного класса. 

Вероятности перехода требований между системами сети обслуживания 

определяются маршрутной матрицей )( ijθ=Θ , Lji ...,,1, = , где ijθ  – веро-

ятность того, что требование после обслуживания в системе iS  поступает в 

систему jS . Состояние сети N  определяется вектором )( iss = , Li ...,,1= , 

где is  – число требований, находящихся в системе iS . Обозначим через X  

множество состояний сети, }...,,1{ LI =  – множество номеров систем мас-

сового обслуживания. 

Для синхронизации событий, реализуемых в сети N  в процессе ее 

функционирования, используется последовательность интервалов времени 

фиксированной длительности ζ , называемых слотами. Моменты начала и 

окончания слота обозначим соответственно через η  и τ . Предполагается, 

что изменение состояния сети обслуживания происходит вследствие пере-

ходов между системами обслуживания групп требований и является ре-

зультатом выполнения следующей последовательности действий. 

В момент η  определяется состояние сети )( iss = , Li ...,,1= , в кото-

ром сеть пребывает в течение слота. Требования, завершившие обслужи-

вание в системе в течение слота, остаются в этих системах до момента τ . В 

момент τ  формируется вектор )( idd = , Li ...,,1= , требований, выходящих 

после завершения обслуживания из систем. Здесь ii sd ≤  – число требова-

ний, выходящих из системы iS . Вектор d  затем преобразуется в вектор 

)( iaa = , Li ...,,1= , требований, входящих в конце слота в системы обслу-

живания сети. В векторе a  компонента ja , Ij ∈ , – число требований, ко-

торые поступят в систему jS . Так как сумма элементов вектора d  равна 

сумме элементов вектора a , будет сформировано новое состояние сети 

обслуживания adss +−=′ . Все векторы d  и a  будем называть векторами 

перемещений. Множество всех векторов перемещений обозначим через Y . 

Система iS , Li ...,,1= , в каждый момент времени может находиться 

и последовательно переходит из работоспособного в неработоспособное 



состояние. Длительности пребывания систем iS  в работоспособном или 

неработоспособном состояниях являются экспоненциально распределен-

ными случайными величинами с параметрами iα  и iβ  соответственно. 

Пребывание системы iS  в работоспособном состоянии означает, что 

каждый из H  приборов этой системы обслуживает требования с интен-

сивностью 0>iµ . Если же система iS  находится в неработоспособном 

состоянии, то интенсивности 0=iµ  для всех приборов системы обслужи-

вания.  

Допускаем, что отказ системы обслуживания имеет место только то-

гда, когда хотя бы один прибор этой системы занят. Требования, находя-

щиеся в неработоспособной системе iS , ожидают ее восстановления. 

Предполагается, что требования, завершившие обслуживание в работоспо-

собных системах обслуживания, могут поступать в систему, находящуюся 

в неработоспособном состоянии.  

Таким образом, эволюцию сети N  можно рассматривать как два 

протекающих параллельно процесса: процесс отказов и восстановлений 

систем массового обслуживания и вложенный в него процесс обслужива-

ния и переходов групп требований между системами обслуживания. 

Целью работы является определение вероятностно-временных ха-

рактеристик замкнутых сетей массового обслуживания с ненадежными 

системами массового обслуживания и групповыми переходами требова-

ний. 

Процесс отказов и восстановлений систем обслуживания. 

Рассмотрим процесс отказов и восстановлений изолированной сис-

темы iS , Li ...,,1= . В дальнейшем, если это не требуется, не будем исполь-

зовать индексы, обозначающие номер системы обслуживания. Обозначим 

через b  вероятность того, что требование кроме длительности обслужива-

ния прибором будет ожидать также восстановления этого прибора, µ  – 

интенсивность обслуживания требований одним прибором, β  – интенсив-

ность восстановления прибора. Распределение длительности обслужива-

ния требования ненадежным прибором может быть представлено последо-

вательностью из двух экспоненциальных этапов, вид которой показан на 

рисунке. 

 
Обозначим через v  – математическое ожидание длительности об-

служивания требования ненадежным прибором. Тогда, очевидно 
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Рис. Представление распределения длительности 

обслуживания требования ненадежным прибором 



11 −− += βµ bv . 

Определим вероятность b . Поскольку момент начала обслуживания 

требования находится на интервале времени, когда прибор работоспосо-

бен, то длительность интервала времени с момента начала обслуживания 

требования до момента возникновения отказа прибора системы обслужи-

вания является экспоненциально распределенной случайной величиной с 

параметром α . Тогда b  – вероятность того, что необходимая длительность 

обслуживания требования прибором больше длительности интервала вре-

мени, когда прибор работоспособен, определяется выражением 
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Таким образом, 
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Заметим, что длительность обслуживания требований ненадежным 

прибором не является экспоненциально распределенной случайной вели-

чиной. Поэтому стационарное распределение вероятностей состояний сети 

массового обслуживания не имеет мультипликативной формы. 

В работе [1] показано, что для многих практических приложений и, в 

частности, для исследования ненадежных систем, допустимо использова-

ние в качестве моделей замкнутых экспоненциальных сетей массового 

обслуживания с абсолютно надежными системами вместо сетей обслужи-

вания общего вида. Для осуществления такого перехода предлагается кор-

ректировка вектора интенсивностей обслуживания. В данном случае, в 

качестве интенсивности обслуживания требований прибором абсолютно 

надежной системы массового обслуживания замкнутой сети массового 

обслуживания будем использовать v1=µ . 

Процесс обслуживания и переходов групп требований. 

Представим основные вероятностно-временные характеристики про-

цесса обслуживания и переходов групп требований замкнутой сети массо-

вого обслуживания [2].  

Если сеть N  находится в состоянии Xs ∈ , то с вероятностью ),( dsp  

формируется вектор Yd ∈ , который затем с вероятностью ),( adp  преоб-

разуется в вектор Ya ∈ .  

Пусть в начале слота в системе iS , Li ...,,1= , пребывает is  требова-

ний. Тогда вероятность завершения обслуживания в течение этого слота id  

требований определяется биномиальным распределением с параметром 

ςµi , 10 ≤≤ ςµi . Тогда 
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При независимой маршрутизации требований в сети обслуживания 

вероятности преобразования вектора d  в вектор a  имеют вид [3] 
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:,...,,1, , iV  – множество номеров вы-

ходных смежных с iS  систем. 

На множестве Y  определим маршрутную цепь Маркова W  с вероят-

ностями перехода 
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где daδ  – символ Кронекера, Yad ∈, . 

Интенсивность перехода сети обслуживания из состояния s  в со-

стояние s′  определяется выражением 

∑
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где ),,( adsp  – условная вероятность перехода цепи W  из состояния d  в 

состояние a  при пребывании сети N  в состоянии s  

),(),(),,( addspadsp γ= ,   Xs ∈ ,   Yad ∈, . 

Стационарное распределение ))(( sππ = , Xs ∈ , вероятностей со-

стояний сети обслуживания является решением уравнения ππ =P  с усло-

вием 1)( =∑
∈Xs

sπ , где )),(( sspP ′= , Xss ∈′, , матрица вероятностей перехо-

дов состояний сети обслуживания. 

Используя стационарное распределение, можно вычислить основные 

стационарные характеристики сети N , представленные, например, в рабо-

тах [2, 4]. 
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