
Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2013. Т. 13, вып. 2, ч. 2

Теорема 2. Пусть xmax > 0 есть произвольное действительное число, I = [−xmax, xmax]. Если

r ≤
√

2N + 1.52 − 1.5, то для любого ε > 0 и произвольной полиномиальной функции f : R
m → R

степени r c m переменными вида (1) существует сеть прямого распространения F : R
m → R

с одним скрытым слоем, содержащим N узлов и функцией активации (2), которая равномерно

аппроксимирует f с любой наперед заданной степенью точности на Im, т. е.

sup
x∈Im

|F (x) − f(x)| < ε.
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ВВЕДЕНИЕ

Сети массового обслуживания с ненадежными элементами используются для решения задач про-

ектирования, анализа и модификации больших сложных систем с сетевой структурой и стохастиче-

ским характером функционирования. Методы анализа сетей обслуживания с ненадежными элемен-

тами, используемых в качестве моделей сетей передачи данных, вычислительных сетей, систем баз

данных, рассмотрены в обзоре [1].

Разработке точных методов анализа сетей массового обслуживания с отказами и восстановлением

приборов систем обслуживания посвящены статьи [2–5]. В этих статьях отказ прибора вызывает

прекращение поступления требований в систему и их обслуживания до момента восстановления

прибора. При этом все требования, находящиеся в момент отказа прибора в системе обслуживания

либо уничтожаются [2], либо ожидают восстановления прибора [3], либо мгновенно переходят в

смежные работоспособные системы обслуживания [4]. При выходе из строя систем обслуживания

и их восстановлении изменяется маршрутная матрица, в которой учитываются связи только между

работоспособными системами. Метод оптимального управления маршрутизацией в замкнутых сетях

массового обслуживания с переменным числом систем обслуживания и стационарное распределение

вероятностей состояний такой сети приведены в статьях [4, 5].

Разработке приближенных методов анализа сетей массового обслуживания с ненадежными прибо-

рами систем обслуживания посвящены статьи [6–9]. В статьях [6, 7] процесс отказа и восстановления

приборов систем обслуживания в сети отображается корректировкой интенсивности обслуживания

требований. Получены выражения для стационарных средних характеристик систем обслуживания.

Метод определения пределов ошибки в характеристиках ненадежных сетей массового обслуживания,

не имеющих мультипликативной формы стационарного распределения вероятностей состояний, пред-

ставлен в статье [8]. В статье [9] рассмотрен приближенный метод анализа открытой сети массового

обслуживания с обратными связями между группами систем обслуживания и управлением потоками

требований при наличии в сети обслуживания отказавших систем обслуживания.

К особому классу ненадежных сетей обслуживания можно отнести сети массового обслужива-

ния с переменной топологией, которые характеризуются случайными или детерминированными из-

менениями связей между системами обслуживания. В статье [10] предлагается метод оптимального

управления входящим потоком в сеть параллельных систем массового обслуживания со случайно

нарушающимися и восстанавливаемыми связями между источником требований и системами обслу-

живания. В статье [11] исследуется метод управления требованиями, основанный на информации о

числе мест ожидания в очередях и времени пребывания требований в системах сети обслуживания с

изменяемыми связями между системами обслуживания.

В данной работе рассматривается замкнутая экспоненциальная сеть массового обслуживания с

одним классом требований. Через фиксированные интервалы времени случайным образом изменя-

ются связи между системами обслуживания. Для сети с переменной топологией используется метод

формирования маршрутных матриц, обеспечивающих одинаковые средние длительности пребывания

требований в системах обслуживания. Получены вероятностно-временные характеристики сети об-

служивания рассматриваемого типа.

1. ОПИСАНИЕ СЕТИ

Пусть N — замкнутая экспоненциальная сеть массового обслуживания с L системами массового

обслуживания Si, i = 1, . . . , L, типа M/M/1 с интенсивностями обслуживания µi, Q требованиями

одного класса и переменной топологией. Обозначим через W = (wij) i, j = 1, . . . , L, — матрицу

смежности ориентированного графа, определяющую топологию сети N . Вершины графа соответству-

ют системам обслуживания, а дуги — связям между ними.

Матрица W принимает значения из конечного множества матриц смежности {W (k)}, k = 1, . . . ,K,

с равными вероятностями, где W (k) = (wij(k)), i, j = 1, . . . , L. Обозначим через N(k) сеть N с

топологией W = W (k). Эволюция сети N представляет собой последовательность эволюций сетей

N(k) фиксированных длительностей τk, k = 1, . . . ,K, соответственно.

Очередное изменение топологии в сети N приводит в действие механизм формирования новой
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маршрутной матрицы, реализующей в сети маршрутизацию, обеспечивающую равенство математиче-

ских ожиданий (м. о.) длительностей пребывания требований в системах обслуживания, т. е. ūi = ρ,

i = 1, . . . , L.

Таким образом, каждой сети N(k), k = 1, . . . ,K, поставим в соответствие неприводимую марш-

рутную матрицу Θ(k) = (θij(k)), где

θij(k) =

{

θij(k) ≥ 0, wij(k) = 1,

0, wij(k) = 0.

Вектор относительных интенсивностей потоков ω = (ωi), i = 1, . . . , L, является решением уравне-

ния ωΘ(k) = ω с условием нормировки
L
∑

i=1

ωi = 1.

Обозначим через s = (s1, . . . , sL) состояние сети N , где si — число требований в системе Si, X —

множество состояний сети мощности cX = |X|.
Введем следующие обозначения для некоторых стационарных характеристик систем обслуживания

сети N , i = 1, . . . , L: ūi|Q — м. о. длительности пребывания требований в системе Si при условии, что

в сети N находится Q требований; s̄i|Q — м. о. числа требований в системе Si; λi|Q — интенсивность

потока требований в систему Si; Φ =
L
∑

i=1

µi.

Функционирование сети N можно рассматривать как два протекающих одновременно процесса:

1) процесс смены топологии сети и 2) вложенный в него процесс обслуживания и переходов требова-

ний между системами сети обслуживания.

Целью данной работы является определение вероятностно-временных характеристик замкнутых

сетей массового обслуживания с переменной топологией, разработка метода управления маршрути-

зацией в этих сетях. При использовании этого метода сначала находятся векторы относительных

интенсивностей потоков требований ω, обеспечивающих равенство математических ожиданий дли-

тельностей пребывания требований во всех системах сети N(k), k = 1, . . . ,K. Затем для сети N(k) с

заданным вектором формируется соответствующая маршрутная матрица Θ(k).

2. МЕТОД УПРАВЛЕНИЯ СЕТЬЮ

Приведем выражения для некоторых стационарных характеристик систем обслуживания сети N ,

i = 1, . . . , L,

ūi|Q =
1

µi

(s̄i|Q−1 + 1), s̄i|Q = Q
ωiūi|Q

L
∑

j=1

ωj ūj|Q

, λi|Q =
s̄i|Q

ūi|Q
.

Пусть в сети N выполняется условие

ūi|Q = ρQ, i = 1, . . . , L, (1)

где ρQ — константа. Тогда известно [12], что сеть N будет иметь следующие стационарные характе-

ристики, i = 1, . . . , L,

s̄i|Q = Qωi, (2)

ūi|Q =
Q + L − 1

Φ
, (3)

λi|Q =
QΦ

Q + L − 1
ωi. (4)

В работе [12] получено выражение для определения элементов вектора ω:

ωi =
µi(L + Q) − Φ

QΦ
, i = 1, . . . , L. (5)
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Выражение (5) дает только приближенные к (2)–(4) значения характеристик s̄i|Q, ūi|Q и λi|Q, по-

скольку получено из допущения, что при больших Q и L выполняется не только (1), но справедливо

также выражение ūi|Q−1 = ρQ−1, i = 1, . . . , L.

Математическое ожидание длительности пребывания требований в системе Si может быть пред-

ставлено также в виде

ūi|Q =
1

µ i

Q
∑

m=1

mPi(m − 1)

или

µi(Q + L − 1)

Φ
=

Q
∑

m=1

mPi(m − 1), i = 1, . . . , L, (6)

где Pi(m) — вероятность того, что в системе Si находится m требований, определяется

Pi(m) =
1

G(Q,L)

∑

s∈X:
si=m

L
∏

j=1

(

ωj

µj

)sj

,

G(Q,L) — нормализующая константа.

Выражения (6) образуют систему нелинейных уравнений относительно неизвестных ωi,

i = 1, . . . , L, которая может быть решена численно.

Маршрутная матрица Θ(k), k = 1, . . . ,K, для заданного вектора ω может быть построена с ис-

пользованием метода формирования маршрутных матриц, рассмотренного в работе [13]. Необходимо

отметить, что не для каждой топологии сети N и вектора ω существует матрица Θ. В этом случае

для вектора ω определяется приближенная маршрутная матрица Θ.

Для сетей N(k) с топологиями, определяемыми матрицами W (k), k = 1, . . . ,K, будем использо-

вать следующий метод определения вероятностно-временных характеристик.

Обозначим через s(n) = (s
(n)
1 , . . . , s

(n)
L ) состояние сети с номером n, где s

(n)
i — число требований

в системе Si. Длительность пребывания сети в состоянии s(n) ∈ X является случайной величиной

с экспоненциальным распределением и математическим ожиданием βn = 1/αn, где αn — параметр

ее функции распределения. Эволюция сети N(k) описывается цепью Маркова Ck, с множеством

состояний B = {1, . . . , cX} и непрерывным временем. Длительность пребывания цепи в состоянии n

является случайной величиной, имеющей экспоненциальное распределение с параметром 0 < αn < ∞.

Длительность реализации цепи Ck равна длительности τk.

Введем обозначения параметров и характеристик цепи Ck: Ak = (ak
mn), m,n ∈ B, — инфини-

тезимальный оператор; P (t),k = (p
(t),k
mn ) — матрица вероятностей перехода за время t, определяемая

известным соотношением P (t),k = exp(Akt).

Параметры и характеристики цепи Ck будут зависеть от соответствующей маршрутной матрицы

Θ(k). Тогда

ak
mn = ε(s

(m)
i )µiθij(k), i, j ∈ {1, . . . , L}, i 6= j, m 6= n, m, n ∈ B,

ak
mm = −

L
∑

i=1

ε(s
(m)
i )µi, m ∈ B,

αm = −ak
mm, m ∈ B,

Пусть πk = (πk
n), n ∈ B, — распределение вероятностей состояний цепи Ck на момент завершения

интервала τk; qn(k), n ∈ B, — средняя вероятность пребывания в состоянии n цепи Ck в течение

интервала времени длительности τk

qn(k) =
1

τk

∫ τk

0

cX
∑

m=1

πmp(t),k
mn dt, n ∈ B, k = 1, . . . ,K. (7)
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Обозначим τ̄ =
K
∑

k=1

τk. Следовательно, стационарная вероятность пребывания сети N в состоя-

нии s(n) определяется выражением

qn =
K

∑

k=1

τk

τ̄
qn(k), s(n) ∈ X. (8)

3. ПРИМЕР

Пусть N — замкнутая экспоненциальная сеть массового обслуживания с L = 7 системами мас-

сового обслуживания, Q = 21 требованиями одного класса, вектором интенсивностей обслуживания

требований

µ = (1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2.0, 2.2),

K = 2 числом топологий сети N , τ = (30, 40) — вектором длительностей реализаций эволюций сетей

N(k), k = 1, 2, матрицами смежности:

W (1) =























0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0 1

1 0 1 0 1 0 0























, W (2) =























0 1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1 0























.

При заданных параметрах сети решением системы нелинейных уравнений (6) является вектор

относительных интенсивностей потоков:

ω = (0.0690, 0.0931, 0.1176, 0.1423, 0.1673, 0.1926, 0.2181).

Методом формирования маршрутных матриц получим:

Θ(1) =























0 0.5 0 0 0 0.5 0

0 0 0.195 0 0 0.242 0.563

0.277 0 0 0.723 0 0 0

0 0 0 0 0.376 0 0.624

0 0 0.19 0 0 0.81 0

0 0.3 0 0.3 0 0 0.4

0.167 0 0.311 0 0.522 0 0























,

Θ(2) =























0 0.5 0 0 0 0 0.5

0.3 0 0.7 0 0 0 0

0 0.34 0 0.36 0 0 0.3

0 0.13 0.37 0 0.5 0 0

0 0 0 0.6 0 0.1 0.3

0 0 0 0 0.5 0 0.5

0.188 0 0 0 0 0.812 0























.

Используя выражения (7) и (8), а также известные выражения для s̄i, ūi и λi, i = 1, . . . , L, получим

следующие характеристики сети N :

s̄ = (1.45, 1.96, 2.47, 2.99, 3.51, 4.04, 4.58),

ū = (2.41, 2.41, 2.41, 2.41, 2.41, 2.41, 2.41),

λ = (0.60, 0.81, 1.02, 1.24, 1.46, 1.68, 1.90).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использованный метод формирования маршрутных матриц обеспечивает требуемые значения ха-

рактеристик сети обслуживания с изменяемой топологией. Сети массового обслуживания с таким

свойством могут быть использованы в качестве моделей управляемых дискретных стохастических

систем с сетевой структурой (гибких производственных систем, сложных систем с резервными эле-

ментами, систем спутниковой связи и т. п.).
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В настоящей работе рассматривается метаэвристический подход с использованием алгоритма дифференциальной эволю-

ции для нахождения эффективной границы при решении задачи портфельной оптимизации для инвестора с невогнутой

функцией полезности, отражающей несимметричное отношение инвестора к потерям и убыткам.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача оптимального портфельного инвестирования может быть сформулирована как задача на-

хождения

x ∈ D :=

{

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n

∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n

}

, (1)

максимизирующего математическое ожидание значения функции полезности:

∫

r∈R

u(r(x))dP (x) → max
x∈D

,

r(x) есть доходность портфеля x, P (x) есть распределение доходности портфеля x.

Обычно предполагается, что предпочтения инвесторов описываются квадратичной или степенной

функцией полезности u, а доходности активов — нормальным распределением. Но так как, ни ха-

рактеристики распределений доходностей активов, ни предпочтения лиц, принимающих решения, не

соответствуют предположениям классической теории Марковица, то возникают разногласия по поводу

того, что такое оптимальное решение. Теория поведенческих финансов приблизилась к определению

более реалистичной модели предпочтения и выбора, а это неизбежно приводит к добавлению новых

ограничений и рассмотрению задач невыпуклой оптимизации.
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