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Ïðåäèñëîâèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû âçâåøåííûõ íåâÿçîê è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå�

ìåíòîâ âåñüìà ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çà�

äà÷, íàïðèìåð ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà ïðî÷íîñòü, ðåøåíèè ïðîáëåì äè�

íàìèêè æèäêîñòè è äð. Íàãëÿäíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ ñäåëàëà èõ ïîïóëÿðíûìè

ñðåäè øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíèêîâ.

Äàííîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé èç íèõ äëÿ àïïðîêñè�

ìàöèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíû íåïðåðûâíûå

áàçèñíûå ôóíêöèè, à âî âòîðîé � êóñî÷íî-îïðåäåëåííûå. Ïðèâåäåíî áîëüøîå

êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåíåíèå èçëàãàåìûõ ìåòîäîâ.



Ìåòîäû âçâåøåííûõ íåâÿçîê

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

A = Lϕ− p = 0 (1)

â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω.

Çäåñü L � íåêîòîðûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, à p íå çà�

âèñèò îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

B = Mϕ+ r = 0 (2)

íà çàìêíóòîé êðèâîé Γ, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü Ω.

Çäåñü M � ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð,

à r íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ. (Íàïðèìåð, êðàåâûå óñëîâèÿ Äè�

ðèõëå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (2), ïîëîæèâ Mϕ = ϕ, r � ïîñòîÿííûé âåêòîð.)

Ïîñòðîèì àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ðåøåíèÿ ϕ, êîòîðàÿ íà ãðàíè÷íîé êðè�

âîé Γ ïðèíèìàåò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è ϕ. Åñëè íàéòè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ψ,

ïðèíèìàþùóþ îäèíàêîâûå ñ ϕ çíà÷åíèÿ íà Γ, ò.å. ψ|Γ = ϕ|Γ , è ââåñòè ñèñòå�

ìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé {Nm; m = 1, 2, . . . , M} , òî íà Ω

ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ϕ̂ äëÿ ϕ :

ϕ ≈ ϕ̂ = ψ +
M∑

m=1

amNm, (3)

ãäå am, m = 1,M � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, âû÷èñëÿåìûå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü

õîðîøåå ïðèáëèæåíèå, à ôóíêöèÿ ψ è áàçèñíûå ôóíêöèè Nm âûáðàíû òàêèì

îáðàçîì, ÷òî

Mψ = −r, MNm = 0, m = 1,M íà Γ, (4)
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è ïîýòîìó ϕ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (2) ïðè ïðîèç�

âîëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ am. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé (êîòî�

ðûå òàêæå íàçûâàþò ôóíêöèÿìè ôîðìû) äîëæíà áûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû

ãàðàíòèðîâàòü óëó÷øåíèå àïïðîêñèìàöèè ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà áàçèñíûõ

ôóíêöèé M.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ îò ϕ, ïðîäèôôå�

ðåíöèðóåì (3), ïîëó÷èì:

ϕ ≈ ϕ̂ = ψ +
M∑

m=1
amNm,

∂ϕ

∂x
≈ ∂ϕ̂

∂x
=
∂ψ

∂x
+

M∑
m=1

am
∂Nm

∂x
,

∂2ϕ

∂x2
≈ ∂2ϕ̂

∂x2
=
∂2ψ

∂x2
+

M∑
m=1

am
∂2Nm

∂x2
,

è ò.ä.

Òàê êàê ïîñòðîåííîå ðàçëîæåíèå (3) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâè�

ÿì (2), òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè èñêîìîé ôóíêöèè ϕ îñòàëîñü ãà�

ðàíòèðîâàòü, ÷òî ϕ̂ � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ýòîãî âíà�

÷àëå ââåä¼ì ïîãðåøíîñòü èëè íåâÿçêó RΩ â àïïðîêñèìàöèè, îïðåäåëÿåìóþ

ïî ôîðìóëå

RΩ = A (ϕ̂) = Lϕ̂+ p = Lψ +

(
M∑

m=1

amLNm

)
+ p.

×òîáû óìåíüøèòü ýòó íåâÿçêó, ïîòðåáóåì ðàâåíñòâà íóëþ ñîîòâåòñòâó�

þùåãî ÷èñëà èíòåãðàëîâ îò ïîãðåøíîñòè, âçÿòûõ ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè, ò.å∫
Ω

WlRΩ dΩ =

∫
Ω

Wl

{
Lψ +

(
M∑

m=1

amLNm

)
+ p

}
dΩ = 0; l = 1,M ; (5)

ãäå {Wl : l = 1, 2, . . . ,M} � ýòî ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåñîâûõ

(èëè ïðîáíûõ) ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê (5) ñâî�

äèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýô�

ôèöèåíòîâ am, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü òàê

Ka = f ,
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ãäå

a = (a1, a2, . . . , aM)T ,

Klm =

∫
Ω

Wl LNm dΩ, l,m = 1,M ; (6)

fl = −
∫
Ω

Wl p dΩ−
∫
Ω

Wl Lψ dΩ, l = 1,M. (7)

Âû÷èñëèâ ýëåìåíòû ìàòðèöûK è ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ f è ðåøèâ çàòåì

ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, ìû íàéä¼ì íåèçâåñòíûå am, m = 1,M ; è òåì ñàìûì

çàêîí÷èì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå âèäû

ñèñòåì âåñîâûõ ôóíêöèé
{
Wl : l = 1,M

}
. Ïðèâåä¼ì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëü�

íûå âàðèàíòû:

Êîëëîêàöèÿ ïî ïîäîáëàñòÿì (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)

Åñëè âåñîâûå ôóíêöèè âûáèðàþòñÿ ïî ïðàâèëó:

Wl =

{
1, åñëè xl ≤ x ≤ xl+1,

0, åñëè x < xl, x > xl+1;

òî ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) ïðèìóò âèä

Klm =

xl+1∫
xl

LNm dx, l,m = 1,M ;

fl = −
xl+1∫
xl

p dx−
xl+1∫
xl

Lψ dx, l = 1,M.

Ìåòîä Ãàë¼ðêèíà

Â ýòîì íàèáîëåå ïîïóëÿðíîì ìåòîäå âçâåøåííûõ íåâÿçîê â êà÷åñòâå

âåñîâûõ ìíîæèòåëåé âûáèðàþòñÿ ñàìè áàçèñíûå ôóíêöèè:

Wl = Nl, l = 1,M.
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Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìàòðèöû K è ñòîëáöà f èìåþò âèä:

Klm =

∫
Ω

NlLNm dx, l,m = 1,M ;

fl = −
∫
Ω

Nlp dx−
∫
Ω

NlLψ dx, l = 1,M.

Çàäà÷à 1: Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå�

íèÿ
d2ϕ

dx2
= ϕ, (8)

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1. (9)

Ðåøåíèå:

Çàïèøåì (9) â îáùåì âèäå. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì Mϕ = ϕ, r = 0 ïðè x =

= 0 è r = −1 ïðè x = 1. Òîãäà, ñîãëàñíî (4), ôóíêöèÿ ψ è áàçèñíûå ôóíê�

öèè Nm äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

ïðè x = 0, ψ = 0, Nm = 0;
ïðè x = 1, ψ = 1, Nm = 0.

(10)

Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ ψ = x, à â êà÷åñòâå áàçèñíûõ

ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè x = 0 è x = 1, ìîæíî âçÿòü ñèñòå�

ìó
{
Nm = xm(1− x); m = 1,M

}
.

Òîãäà ðàçëîæåíèå

ϕ̂ = x+
M∑

m=1

amx
m(1− x)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Ðåøàåìîå óðàâíåíèå (8) ìîæ�

íî çàïèñàòü â îáùåì âèäå, ïîëîæèâ

Lϕ =
d2ϕ

dx2
− ϕ è p = 0.
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Ðåøèì çàäà÷ó ìåòîäîì êîëëîêàöèè ïî ïîäîáëàñòÿì. Îáîçíà÷èì h =

= 1/M, xl = (l − 1)h. Êîìïîíåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû è âåêòîðà ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ ïðèìóò âèä:

Klm =

xl+1∫
xl

LNm dx =

lh∫
(l−1)h

(
d2Nm

dx2
−Nm

)
dx,

fl =

xl+1∫
xl

Lψ dx = −
lh∫

(l−1)h

x dx =
h2

2
(1− 2l) .

Î÷åâèäíî, ÷òî

dNm

dx
= xm−1 [m− (m+ 1)x] ,

d2Nm

dx2
= mxm−2 [m− 1− (m+ 1)x] .

Òàêèì îáðàçîì,

Klm =

lh∫
(l−1)h

xm−2
[
m(m− 1)−m (m+ 1)x− x2 + x3

]
dx =

= mhm−1
[
lm−1 − (l − 1)m−1

]
− (m+ 1)hm+1 [lm − (l − 1)m]−

− hm+1

m+ 1

[
lm+1 − (l − 1)m+1

]
+

hm+2

m+ 2

[
lm+2 − (l − 1)m+2

]
; l,m = 1,M.

(11)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (11) ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ ñàìî�

ñòîÿòåëüíî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè öåëåñîîáðàçíî íå âûíîñèòü

çà ñêîáêè âåëè÷èíû hm−1, . . . , hm+2. Â ýòîì ñëó÷àå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ

êàê óìåíüøàåìîå, òàê è âû÷èòàåìîå áóäóò ìåíüøå åäèíèöû; ïðîòèâíîå ìîæåò

ïðèâåñòè ê ïåðåïîëíåíèþ ðàçðÿäíîé ñåòêè èëè ïîòåðå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé,

÷òî íåïðèåìëåìî.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8) ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìî�

ùüþ ìåòîäà Ýéëåðà. Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

ϕ = C1e
x + C2e

−x,
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ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Óäîâëåòâîðÿÿ ãðà�

íè÷íûì óñëîâèÿì (9), ïîëó÷èì

ϕ =
e

e2 − 1
(ex + e−x).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ M = 20 ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 1. Ïîêàçàí çàêîí èçìåíåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè è ãðàôèê èçìåíåíèÿ

ìîäóëÿ ðàçíîñòè ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèÿìè çàäà÷è.

Ðèñ. 1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) (êðàñíûé); ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ (ñèíèé)

Çàäà÷à 2: Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∇2ϕ =
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0 (12)

â îáëàñòè Ω = {0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1} , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

ïðè x = 0 ϕ = 0; ïðè y = 0 ϕ = 0;
ïðè x = 1 ϕ = y2; ïðè y = 1 ϕ = x2.

(13)
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Ðåøåíèå:

Çàïèøåì (13) â îáùåì âèäå. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì Mϕ = ϕ, è

r =

 0, ïðè x = 0 è ïðè y = 0;
−y2, ïðè x = 1;
−x2, ïðè y = 1.

Òîãäà, ñîãëàñíî (4), ôóíêöèÿ ψ è áàçèñíûå ôóíêöèè Nm äîëæíû óäîâëåòâî�

ðÿòü óñëîâèÿì
ïðè x = 0, ψ = 0, Nm = 0,
ïðè y = 0, ψ = 0, Nm = 0,
ïðè x = 1, ψ = y2, Nm = 0
ïðè x = 1, ψ = x2, Nm = 0

(14)

Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ ψ = x2y2. Ïóñòü ñèñòåìà áà�

çèñíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå êâàäðàòà Ω =

= {0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1} , èìååò âèä
{
Nm = sinπmx sin πmy; m = 1,M

}
.

Òîãäà ðàçëîæåíèå

ϕ̂ = x2y2 +
M∑

m=1

am sin πmx sinπmy

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Ðåøàåìîå óðàâíåíèå (12)

ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäå, ïîëîæèâ

Lϕ =
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
è p = 0.

Ðåøèì çàäà÷ó ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà. Êîìïîíåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû è âåê�

òîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ïðèìóò âèä:

Klm =

∫
Ω

NlLNm dΩ =

1∫
0

1∫
0

Nl

(
∂2Nm

∂x2
+
∂2Nm

∂y2

)
dx dy,

fl = −
∫
Ω

Nl Lψ dΩ = −4

1∫
0

1∫
0

Nl dx dy.

Î÷åâèäíî, ÷òî

∂Nm

∂x
= πm cosπmx sin πmy,

∂2Nm

∂x2
= −(πm)2 sin πmx sin πmy;

∂Nm

∂x
= πm sin πmx cos πmy,

∂2Nm

∂y2
= −(πm)2 sin πmx sin πmy.
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Òàêèì îáðàçîì,

Klm = −2(πm)2

1∫
0

1∫
0

sin πmx sin πmy sin πlx sin πmy dx dy =

−2(πm)2

1∫
0

sinπmy sinπly dy

1∫
0

sinπmx sin πlx dx; l,m = 1,M.

(15)

Èçâåñòíî, ÷òî

1∫
0

sin πmx sin πlx dx =


1

2
, åñëè m = l;

0, åñëè m 6= l.

(16)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (16) ñîîòíîøåíèå (15) ïðèìåò âèä

Klm =

 −
(πl)2

2
, åñëè m = l;

0, åñëè m 6= l.

(17)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé, ìàòðèöà ñèñòåìû

èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ:

fl = −4

1∫
0

1∫
0

Nl dx dy = −4

1∫
0

sin πly dy

1∫
0

sin πlx dx =

= −4
− cosπlx

πl

∣∣∣∣1
0

·
1∫

0

sin πly dy = −4
− cos πlx

πl

∣∣∣∣1
0

· − cos πly

πl

∣∣∣∣1
0

=

= −4
(−cosπl + 1)2

(πl)2
= −4

(
1− (−1)l

)2

(πl)2
.

(18)

Èòàê, ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

−(πl)2

2
al = −4

(
1− (−1)l

)2

(πl)2
, l = 1,M.

Îòñþäà,

al = 8

(
1− (−1)l

)2

(πl)4
=


0, åñëè l − ÷¼òíîå;

32

(πl)4
åñëè l − íå÷¼òíîå;

l = 1,M.
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Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû èçîëèíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12), ïîëó÷åí�

íûå ïðè M = 50.

Ðèñ. 2. Èçîëèíèè

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, êàê ìîæíî íàéòè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå äèôôå�

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîñòðîèâ àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ̂, êîòîðàÿ

òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Îñëàáèì ýòî òðåáî�

âàíèå, òàê êàê îíî îãðàíè÷èâàåò âûáîð âèäà áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Âîçüì¼ì òåïåðü ðàçëîæåíèå â âèäå

ϕ ≈ ϕ̂ =
M∑

m=1

amNm. (19)

Åñëè îíî íå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì èëè âñåì êðàåâûì óñëîâèÿì çà�

äà÷è, òî ê íåâÿçêå ïî îáëàñòè

RΩ = A (ϕ̂) = Lϕ̂+ p =
M∑

m=1

amLNm + p íà Ω
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äîáàâëÿåòñÿ íåâÿçêà ïî êðàåâûì óñëîâèÿì

RΓ = B (ϕ̂) = Mϕ̂+ r =
M∑

m=1

amMNm + r íà Γ.

Óìåíüøèì âçâåøåííóþ ñóììó íåâÿçîê ïî îáëàñòè è ïî êðàåâûì óñëî�

âèÿì, ïîëîæèâ∫
Ω

WlRΩ dΩ +

∫
Γ

WlRΓ dΓ =

∫
Ω

Wl

(
M∑

m=1
amLNm + p

)
dΩ+

+

∫
Γ

Wl

(
M∑

m=1
amMNm + r

)
dΓ = 0; l = 1,M.

(20)

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåñîâûå ôóíêöèè Wl è Wl íå çàâèñÿò äðóã

îò äðóãà.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê ìîæíî

çàïèñàòü â îáùåì âèäå

Ka = f ,

ãäå

Klm =

∫
Ω

Wl LNm dΩ +

∫
Γ

Wl MNm dΓ, l,m = 1,M ; (21)

fl = −
∫
Ω

Wl p dΩ−
∫
Ω

Wl r dΓ, l = 1,M. (22)

Ðåøèì óðàâíåíèå èç çàäà÷è 1, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñ�

íûì ôóíêöèÿì, êîòîðîå íåîáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò âñåì ãðàíè÷íûì óñëî�

âèÿì.

Çàäà÷à 3: Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (îäíîâðåìåí�

íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå�

íèÿ
d2ϕ

dx2
= ϕ,

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1.
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Ðåøåíèå:

Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ áûëè çàïèñàíû ðàíåå.

Ïî ïðåæíåìó áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäîì êîëëîêàöèè ïî ïîäîáëàñòÿì,

íî â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé âîçüì¼ì ñèñòåìó
{
Nm = xm; m = 1,M

}
.

Â íàøåì ñëó÷àå êðèâàÿ Γ ñîñòîèò ëèøü èç äâóõ òî÷åê x = 0 è x = 1,

òàê ÷òî (20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫
Ω

Wl

(
M∑

m=1
amLNm + p

)
dΩ + Wl

(
M∑

m=1
amMNm + r

)∣∣∣∣
x=0

+

+ Wl

(
M∑

m=1
amMNm + r

)∣∣∣∣
x=1

= 0; l = 1,M.

(23)

Òàê êàê Nm(0) = 0, m = 1,M, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (23) òîæäåñòâåííî

ðàâíî íóëþ.

Âûáåðåì ôóíêöèè Wl òàê, ÷òîáû Wl = −Wl, l = 1,M. Òàêèì îáðàçîì,

êîìïîíåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû è âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ïðèìóò âèä:

Klm =

xl+1∫
xl

LNm dx =

lh∫
(l−1)h

(
d2Nm

dx2
−Nm

)
dx, l 6= m;

KMm =

xM+1∫
xM

LNm dx− 1 =

1∫
(M−1)h

(
d2Nm

dx2
−Nm

)
dx− 1;

fl =

{
0, åñëè l 6= M ;

−1, åñëè l = M.

Î÷åâèäíî, ÷òî

dNm

dx
= mxm−1;

d2Nm

dx2
= m (m− 1)xm−2.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå èíòåãðàëà

lh∫
(l−1)h

(
d2Nm

dx2
−Nm

)
dx =

lh∫
(l−1)h

[
m (m− 1)xm−2 − xm

]
dx =

= mhm−1
[
lm−1 − (l − 1)m−1

]
+

hm+1

m+ 1

[
lm+1 − (l − 1)m+1

]
.

(24)
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Èòàê, íåîáõîäèìî çàïîëíèòü âñþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïî ôîðìó�

ëå (24), à çàòåì âû÷åñòü åäèíèöó èç êàæäîãî ýëåìåíòà ïîñëåäíåé ñòðîêè.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ M = 20 ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 3. Ïîêàçàí çàêîí èçìåíåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè è ãðàôèê èçìåíåíèÿ

ìîäóëÿ ðàçíîñòè ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèÿìè çàäà÷è.

Ðèñ. 3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) (êðàñíûé); ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ (ñèíèé)

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûë ïðèìå�

í¼í ìåòîä àïïðîêñèìàöèè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþùèéñÿ àëüòåðíàòè�

âîé ìåòîäó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Öåííîñòü ýòîãî ñïîñîáà â òîì, ÷òî îí ïîçâî�

ëÿåò íàéòè çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè âî âñåé èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè Ω,

à íå â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Ê ñîæàëåíèþ, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê íå ñíèìàåò

îñíîâíûõ òðóäíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà K ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè�

÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé â ðÿäå ñëó÷àåâ

ìîæåò ñòàòü ïëîõî îáóñëîâëåííîé. (Îáû÷íî ýòó ïðîáëåìó óäà¼òñÿ ðåøèòü

âûáðàâ áàçèñíûå ôóíêöèè ñ áîëåå ñèëüíûìè ñâîéñòâàìè îðòîãîíàëüíîñòè.)



Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèèNm îïðå�

äåëåíû îäíèì âûðàæåíèåì íà âñåé îáëàñòè Ω. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû â àïïðîê�

ñèìèðóþùèõ óðàâíåíèÿõ (5), (20) âû÷èñëÿëèñü ïî âñåé ýòîé îáëàñòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáëàñòü Ω ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî íåïåðåñåêà�

þùèõñÿ ïîäîáëàñòåé (èëè ýëåìåíòîâ Ωe) è àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå óðàâ�

íåíèÿ îòäåëüíî íà êàæäîé ïîäîáëàñòè. Òîãäà áàçèñíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü

îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûì îáðàçîì äëÿ êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé Ωe. Â ýòîì ñëó�

÷àå îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ,

ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïðîñóììèðîâàâ âêëàäû ïî êàæäîìó ýëåìåíòó:∫
Ω

WlRΩ dΩ =
E∑
e=1

∫
Ω

WlRΩ dΩe,

∫
Γ

WlRΓ dΓ =
E∑
e=1

e∫
Γ

WlRΓ dΓe;

(25)

Çäåñü
E∑
e=1

Ωe = Ω,
E∑
e=1

Γe = Γ; E � ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ

îáëàñòü Ω; Γe � ÷àñòü ãðàíèöû Ωe, ëåæàùàÿ íà Γ.

Èäåÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè ïîä�

îáëàñòè èìåþò ïðîñòóþ ôîðìó è áàçèñíûå ôóíêöèè íà ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ

âû÷èñëÿþòñÿ îäíîòèïíî, òî ðåøàòü çàäà÷ó óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ñòà�

íîâèòñÿ î÷åíü ïðîñòî. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå

ìåòîäû âçâåøåííûõ íåâÿçîê åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí�

òîâ, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îäèí ýëåìåíò.

Åñëè áàçèñíûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû êóñî÷íûì ñïîñîáîì, òî âåñüìà âû�

ãîäíî ïîëîæèòü, ÷òî áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå ðàññìàòèðè�

âàåìîãî ýëåìåíòà è ïðèìûêàþùèõ ê íåìó ïîäîáëàñòåé. Ðàññìîòðèì ïîäðîá�
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íåå îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü îáëàñòü Ω = [0; L]. Ðàçîáü¼ì å¼ íà E ïîäîá�

ëàñòåé âèäà Ωe = [xe; xe+1] (x1 = 0, xE+1 = L). ×àñòî ïðèìåíÿþòñÿ áàçèñíûå

ôóíêöèè Nm, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Nm(xm) = 1;

2. Nm(xm−1) = 0, íà îòðåçêå [xm−1; xm] Nm èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, m 6= 1;

3. Nm(xm+1) = 0, íà îòðåçêå [xm; xm+1] Nm èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, m 6= E.

Óñòàíîâèì âèä ôóíêöèè Nm, óäîâëåòâîðÿþùåé óêàçàííûì óñëîâèÿì.

(Ïóñòü m 6= 1, m 6= E.) Íà îòðåçêå [xm−1; xm] áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ Nm

â âèäå N 1
m = Am

1 x+Bm
1 ; ãäå Am

1 , B
m
1 = const. Òîãäà

{
Am

1 xm−1 +Bm
1 = 0;

Am
1 xm +Bm

1 = 1.
⇒


Am

1 =
1

xm − xm−1
;

Bm
1 = − xm−1

xm − xm−1
.

Àíàëîãè÷íî íà îòðåçêå [xm; xm+1] áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ Nm â âè�

äå N 2
m = Am

2 x+Bm
2 ; ãäå Am

2 , B
m
2 = const. Òîãäà

{
Am

2 xm +Bm
2 = 1;

Am
2 xm+1 +Bm

2 = 0.
⇒


Am

2 =
1

xm − xm+1
;

Bm
2 = − xm+1

xm − xm+1
.

Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì

Nm =



0, åñëè x ≤ xm−1, m > 1;

x− xm−1

xm − xm−1
, åñëè xm−1 < x < xm, m > 1;

1, åñëè x = xm;

xm+1 − x
xm+1 − xm

, åñëè xm < x < xm+1, m < E;

0, åñëè x ≥ xm+1, m < E.

(26)

Íà ïðàêòèêå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå âçâåøåííóþ íåâÿçêó ïî îáëàñòè∫
Ω

WlLNm dΩ,
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÷àñòî ìîæåò áûòü çàìåíåíî âûðàæåíèåì âèäà∫
Ω

(EWl)(DNm) dΩ + èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå Γ,

ãäå îïåðàòîðû E è D âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðîèçâîäíûå áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ,

÷åì èñõîäíûé îïåðàòîð L. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè èñïîëü�

çîâàíèè êóñî÷íî-îïðåäåë¼ííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïî�

ñëåäíèõ òåïåðü òðåáóåòñÿ áîëåå íèçêèé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è, îïèñûâàåìîé óæå èçâåñòíûì

íàì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Çàäà÷à 4: Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ìåòîä êîíå÷�

íûõ ýëåìåíòîâ)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå�

íèÿ
d2ϕ

dx2
= ϕ,

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1.

Ðåøåíèå:

Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ áûëè çàïèñàíû ðàíåå. Ðå�

øèì çàäà÷ó ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà), âçÿâ â êà÷å�

ñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ñèñòåìó (26). Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ

ϕ ≈ ϕ̂ =
M+1∑
m=1

ϕmNm,

ãäå M + 1 = E, à ϕm � çíà÷åíèå àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå xm. Óäîáíî ñî�

ñòàâèòü óðàâíåíèÿ ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê, íå çàäàâàÿ ãðàíè÷íûå çíà÷å�

íèÿ ôóíêöèè ϕ, à çàòåì ó÷åñòü ýòè óñëîâèÿ ïðè ðåøåíèè êîíå÷íîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ ìåòîäà âçâåøåí�

íûõ íåâÿçîê (23) ïðèíèìàþò âèä

1∫
0

Wl

(
d2ϕ̂

dx2
− ϕ̂

)
dx = 0, l = 1,M + 1.
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Ñëàãàåìîå, ó÷èòûâàþùåå íåâÿçêó íà ãðàíèöå Γ, îòñóòñòâóåò, òàê êàê

êðàåâûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðèâåä¼ííàÿ âûøå ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà âçâåøåííûõ

íåâÿçîê òðåáóåò C1-ãëàäêîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

îñëàáëÿåò ýòî òðåáîâàíèå è ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîé ¾ñëàáîé¿ ôîðìóëè�

ðîâêå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê:[
Wl
dϕ̂

dx

]∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

(
dWl

dx

dϕ̂

dx
+Wlϕ̂

)
dx = 0, l = 1,M + 1.

Òåïåðü òðåáóåòñÿ òîëüêî C0-ãëàäêîñòü ôóíêöèé ϕ̂ (à çíà÷èò, è Nm) è Wl.

Êóñî÷íî-ëèíåéíûå áàçèñíûå ôóíêöèè (26) óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó òðåáîâà�

íèþ. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà èìååò âèä (íàïîìíèì,

÷òî Wl = Nl):

Kϕ = f ,

ãäå

ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕM+1)
T ,

Klm =

1∫
0

(
dNl

dx

dNm

dx
+NlNm

)
dx, l,m = 1,M + 1;

fl =

[
Nl
dϕ̂

dx

]∣∣∣∣1
0

=



N1
dϕ̂

dx

∣∣∣∣1
0

0, åñëè l = 2,M ;

NM+1
dϕ̂

dx

∣∣∣∣1
0

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âêëàä â ýòè êîýôôèöèåíòû ýëåìåíòà e, óçëû êîòîðîãî

èìåþò íîìåðà i è j (ôàêòè÷åñêè, â íàøåì ñëó÷àå i = e, j = e+1), ìîæåò áûòü

íàéäåí â îáùåì âèäå; è ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé ïîëåçíîñòü ñóììèðîâàíèÿ (25).

Åäèíñòâåííûìè îòëè÷íûìè îò íóëÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè íà ýëåìåíòå e

áóäóò Ni è Nj. Òàê êàê

Klm =
E∑
e=1

Ke
lm,
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òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû K äîñòàòî÷íî íàéòè âêëàä ïðîèçâîëüíîãî ýëå�

ìåíòà e :

Ke
lm = 0, l,m 6= i, j;

Ke
ii = Ke

jj =

xj∫
xi

[(
dNi

dx

)2

+ (Ni)
2

]
dx =

xj∫
xi

[(
1

xj − xi

)2

+

+

(
x− xj
xj − xi

)2
]
dx =

(
1

xj − xi

)2

x

∣∣∣∣∣
1

0

+
(x− xj)3

3 (xj − xi)2

∣∣∣∣∣
1

0

=
1

xj − xi
+
xj − xi

3
;

Ke
ij = Ke

ji =

xj∫
xi

[
dNi

dx

dNj

dx
+NiNj

]
dx =

xj∫
xi

[
− 1

(xj − xi)2 +

+
(xj − x)(x− xi)

(xj − xi)2

]
dx = − 1

xj − xi
+
xj − xi

6
.

Òåïåðü ìîæíî âû÷åðêíóòü èç ýòîé ñèñòåìû ïåðâîå è ïîñëåäíåå óðàâíå�

íèÿ, çàìåíèâ èõ ñîîòíîøåíèÿìè

ϕ1 = 0, ϕM+1 = 1,

êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷èòü èç êðàåâûõ óñëîâèé.

Îòìåòèì, ÷òî íå íóæíî âû÷èñëÿòü êàæäóþ êîìïîíåíòó ìàòðèöû ýëå�

ìåíòà Ke, òàê êàê å¼ êîìïîíåíòà Ke
lm ðàâíà íóëþ, åñëè óçëû l è m íå ïðèíàä�

ëåæàò ýëåìåíòó e. Íà ïðàêòèêå âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî ïðèâåä¼ííàÿ ìàòðèöà ke,

ñîäåðæàùàÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòûKe. Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ìàòðèöà ke èìååò

âèä:

ke =

xj∫
xi


(
dNi

dx

)2

+ (Ni)
2 dNi

dx

dNj

dx
+NiNj

dNi

dx

dNj

dx
+NiNj

(
dNi

dx

)2

+ (Ni)
2

 dx =

=


1

xj − xi
+
xj − xi

3
− 1

xj − xi
+
xj − xi

6

− 1

xj − xi
+
xj − xi

6

1

xj − xi
+
xj − xi

3

 .
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ M = 20 ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 4. Ïîêàçàí çàêîí èçìåíåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè è ãðàôèê èçìåíåíèÿ

ìîäóëÿ ðàçíîñòè ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèÿìè çàäà÷è.
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Ðèñ. 4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) (êðàñíûé); ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ (ñèíèé)

Òàêæå óêàçàííûé ìåòîä óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ äâó- è òð¼õ�

ìåðíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ðåøàåìûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàç�

íûìè, à êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäîëîãèÿ íå ìåíÿåòñÿ è ôàêòè÷åñêè èñïîëü�

çóåòñÿ åäèíàÿ ïðîãðàììà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.



Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ

ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåíûå ìå�

òîäû ìîãóò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

èëè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê êî�

òîðîé ñâîäèòñÿ ðåøåíèå íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàêæå

áóäåò íåëèíåéíîé. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäà âçâå�

øåííûõ íåâÿçîê ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî õðàíåíèÿ

òàêèõ ìàòðèö è ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñó�

ùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû, ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè

äàííîãî ïîñîáèÿ.
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