
Ãëàâà 1

Îáîáùåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà è åãî

îñíîâíûå ñâîéñòâà

1. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü
1) F (x) íåïðåðûâíà íà [a, b],
2) F (x) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b),
3) F ′(x) = 0 íà (a, b).
Òîãäà F (x) = const íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

F (x)− F (a) = F ′(ξ)(x− a) = 0 · (x− a) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ x ∈ (a, b], F (x) = F (a). �

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b]. Ôóíêöèÿ F (x), íåïðåðûâíàÿ íà
[a, b], íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x), åñëè ∀ x ∈ [a, b] F ′(x) = f(x). Â ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ ïîëîæèì F ′(a) = F ′(a+ 0), F ′(b) = F ′(b− 0).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, êàæäàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
äëÿ ñâîåé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 1.2. 1) Åñëè F1(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x), òî F1(x) + C � ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ f(x).
2) Åñëè F1(x) è F2(x) � äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x), òî F1(x)− F2(x) = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê F1(x) ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x), òî F ′
1(x) = = f(x), ñëåäî-

âàòåëüíî, (F1(x) + C)′ = f(x). Îòñþäà F1(x) + C òîæå ïåðâîîáðàçíàÿ.
2) Åñëè F1(x) è F2(x) � äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x), òî (F1(x)− F2(x))

′ = = F ′
1(x)−

F ′
2(x) = f(x) − f(x) = 0 íà [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, F1(x) − F2(x) = = C = const. Îòñþäà
F1(x) = F2(x) + C. �

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé � ýòî çàäà÷à îá-
ðàòíàÿ ê íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäíîé. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà 1.2. îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâîîáðàç-
íàÿ îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè îáðàòíîé îïåðàöèè ââîäÿò ïîíÿòèå
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü f(x) èìååò íà îòðåçêå [a, b] ïåðâîîáðàçíóþ F (x). Òîãäà ñî-
âîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì è
îáîçíà÷àåòñÿ

∫
f(x) dx. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ∫

f(x) dx
df
= {F (x) + C}C∈R. (1.1)

Çàìå÷àíèå 1. Â îïðåäåëåíèè 1.2 â ôîðìóëå (1.1) ôèãóðíûå ñêîáêè îáû÷íî îïóñêàþò
è ïèøóò

∫
f(x) dx = F (x) + C.

Çàìå÷àíèå 2. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî∫
f(x) dx = F (x) + C

df⇐⇒ F ′(x) = f(x).

Çàìå÷àíèå 3. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äâå ôóíêöèè íàçâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, êîãäà èõ
ðàçíîñòü åñòü ïîñòîÿííîå ÷èñëî, òî ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå áóäåò îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, à íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë áóäåò ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ïî ýòîìó
îòíîøåíèþ.

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

1)
∫
λf(x) dx = λ

∫
f(x) dx (λ ∈ R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ′(x) = f(x), ò.å. F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x). Òîãäà
(λF (x))′ = λF ′(x) = λf(x), ò.å. λF (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ λf(x). Ïîýòîìó∫

λf(x) dx = λF (x) + C = λ

(
F (x) +

C

λ

)
= λ · (F (x) + C1) = λ

∫
f(x) dx.

2)
∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ′(x) = f(x), G′(x) = g(x). Òîãäà (F (x)+ +G(x))′ = f(x) +
g(x). Îòñþäà∫

(f + g) dx = F (x) +G(x) + C = F (x) + C1 +G(x) + C2 =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx.

3)
∫
f ′(x) dx = f(x) + C � î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ.

4)
(∫

f(x) dx
)′
= f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. (∫
f(x) dx

)′

= (F (x) + C)′ = f(x).

Òåîðåìà 1.3 (çàìåíà ïåðåìåííîé). Ïóñòü
1) f(x) èìååò íà [a, b] ïåðâîîáðàçíóþ F (x),
2) ôóíêöèÿ x = x(t) îïðåäåëåíà íà [α, β], ([α, β]) ⊂ [a, b], x(t) äèôôåðåíöèðóåìà â
[α, β]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

f(x) dx =

∫
f(x(t))x′(t) dt. (1.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F (x) ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x), òî F ′(x) = f(x). Ïîýòîìó
(F (x(t)))′t = F ′

x(x(t))x
′(t) = f(x(t))x′(t). Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà∫

f(x(t))x′(t) dt = F (x(t)) + C è

∫
f(x) dx = F (x) + C.

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.2). �

Òåîðåìà 1.4 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü
1) f(x), g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b],
2) ôóíêöèÿ f ′(x)g(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.
Òîãäà ôóíêöèÿ f(x)g′(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x)g(x) =

∫
f ′(x)g(x) dx+

∫
f(x)g′(x) dx. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f è g äèôôåðåíöèðóåìû, òî

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x). (1.4)

Ëåâàÿ ÷àñòü â (1.4) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ f(x)g(x). Ïîýòîìó åñëè f ′(x)g(x) èìååò ïåð-
âîîáðàçíóþ H(x), òî f(x)g′(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ f(x)g(x) − H(x). Íî ïî ñâîéñòâó
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà∫

(f(x)g(x))′ dx =

∫
f ′(x)g(x) dx+

∫
f(x)g′(x) dx,

îòêóäà è ñëåäóåò (1.3). �
Çàìå÷àíèå. Òàê êàê f ′(x)dx = df(x), g′(x)dx = dg(x), òî ðàâåíñòâî (1.3) îáû÷íî çàïè-
ñûâàþò â âèäå

fg =

∫
f dg +

∫
g df ⇐⇒

∫
f dg = fg −

∫
g df.

2. Ìåòêè è îòìå÷åííûå ðàçáèåíèÿ, ìàñøòàáèðóþùèå
ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ëþáóþ ôóíêöèþ δ(x) > 0 íà [a, b] áóäåì íàçûâàòü ìàñøòàáèðóþ-
ùåé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b

áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b] è îáîçíà÷àòü (xk)
n
k=0 èëè (xk) èëè X.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü (xk)
n
k=0 = X � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Òî÷êó ξk ∈ [xk−1, xk]

áóäåì íàçûâàòü ìåòêîé, à ñîâîêóïíîñòü ([xk−1, xk], ξk)
n
k=1, ñîñòîÿùóþ èç îòðåçêîâ

ðàçáèåíèÿ [xk−1, xk] è òî÷åê ξk ∈ [xk−1, xk], áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åííûì ðàçáèåíèåì è

îáîçíà÷àòü
◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü
◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1 � îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]

è δ(x) > 0 � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Ðàçáèåíèå
◦
X íàçûâàþò δ-êîíå÷íûì, åñëè

∀ k = 1, . . . , n
|[xk−1, xk]| < δ(ξk).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ δ-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë
◦
X≪ δ. Èíîãäà δ-êîíå÷íîå îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå

◦
X íàçûâàþò ïîä÷èíåííûì ìàñøòà-

áèðóþùåé ôóíêöèè δ(x).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü δ(x) > 0 � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b] è c ∈ [a, b].

Ïóñòü
◦
X[a,c] � δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, c];

◦
X[c,b] � δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà

[c, b]. Òîãäà
◦
X=

◦
X[a,c] ∪

◦
X[c,b] � δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
◦
X[a,c]= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1 � δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå [a, c], ò.å.

a = x0 < x1 < . . . < xn = c, ξk ∈ [xk−1, xk], |xk − xk−1| < δ(ξk), (k = 1, . . . , n).

Ïóñòü äàëåå
◦
X[c,b]= ([xk−1, xk], ξk)

n+p
k=n+1 � δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå [c, b], ò.å.

c = xn < xn+1 < . . . < xn+p = b, ξk ∈ [xk−1, xk] è |xk − xk−1| < δ(ξk),

(k = n+ 1, . . . , n+ p). Î÷åâèäíî, ÷òî

◦
X[a,c] ∪

◦
X[c,b]= ([xk−1, xk]

n+p
k=1 , ξk)

îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] è

|xk − xk−1| < δ(ξk) ∀ k = 1, 2, . . . , n+ p. �
Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü δ(x) > 0 � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b] è

a = y0 < y1 < . . . < yn = b

è ïóñòü
◦
Xk, (k = 1, 2, . . . , n) � δ-êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ îòðåçêîâ [yk−1, yk]. Òîãäà

◦
X=

n∪
k=1

◦
Xk

åñòü δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.

Òåîðåìà 2.3 (ñóùåñòâîâàíèÿ δ-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ). Äëÿ ëþáîé ìàñøòàáèðóþùåé

ôóíêöèè δ(x) > 0 íà [a, b] ñóùåñòâóåò δ-êîíå÷íîå îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå
◦
X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü δ(x) > 0 è íå ñóùåñòâóåò δ-êîíå÷íûõ ðàçáèå-
íèé. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì òî÷êîé c = a+b

2
. Åñëè ñóùåñòâóåò δ-êîíå÷íîå ðàçáè-

åíèå îòðåçêà [a, c] è îòðåçêà [c, b], òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1 ñóùåñòâóåò δ-êîíå÷íîå ðàçáèå-
íèå îòðåçêà [a, b]. Ïîýòîìó, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî èç îòðåçêîâ [a, c] è [c, b], íå ñóùå-
ñòâóåò δ-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç [a1, b1]. Î÷åâèäíî, ÷òî |[a1, b1]| = b−a

2
.

Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì ÷åðåç [a2, b2] òó ïîëîâèíó [a1, b1], äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò δ-
êîíå÷íîå ðàçáèåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî |[a2, b2]| = b−a

22
. Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Ïîëó÷èòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an, bn], êîòîðûå íå èìåþò δ-êîíå÷íûõ ðàçáèå-
íèé è |[an, bn]| = b−a

2n
→ 0. Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ∃ ! x0 ∈ [an, bn], è òàê êàê íå

ñóùåñòâóåò δ-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [an, bn], òî ðàçáèåíèå ([an, bn], x0), ñîñòîÿùåå
èç îäíîãî îòðåçêà, íå ÿâëÿåòñÿ δ-êîíå÷íûì. Îòñþäà |[an, bn]| ≥ δ(x0) > 0. Ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó, ïîëó÷èì 0 ≥ δ(x0) > 0, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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3. Èíòåãðàë Ðèìàíà, íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b],
◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1 � îòìå÷åííîå

ðàçáèåíèå. Ñóììà

S(
◦
X, f) =

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b].

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî I(f) òàêîå, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(x) = δ = const > 0, ∀
◦
X≪ δ, |S(

◦
X, f)− I(f)| < ε.

×èñëî I(f) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà è îáîçíà÷àåòñÿ (R)
b∫
a

f(x) dx.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ðèìàíà δ(x) > 0 åñòü ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè f(x) íåîãðàíè÷åíà íà [a, b], òî îíà íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

([xk−1, xk], ξk)
n
k=1, òî åñòü |[xk−1, xk]| < δ.

Ïîêàæåì, ÷òî èçìåíÿÿ ξk, ìîæíî ñäåëàòü èíòåãðàëüíûå ñóììû S(
◦
X, f) íåîãðàíè÷åí-

íûìè. Òàê êàê f(x) íåîãðàíè÷åíà íà [a, b], òî f(x) íåîãðàíè÷åíà íà êàêîì-òî îòðåçêå
[xk−1, xk]. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî f(x) íåîãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [x0, x1].

Çàïèøåì ñóììó S(
◦
X, f) â âèäå

S(
◦
X, f) = f(ξ1)∆x1 +

n∑
k=2

f(ξk)∆xk.

Òîãäà

|S(
◦
X, f)| > |f(ξ1)|∆x1 − |

n∑
k=2

f(ξk)∆xk|. (3.1)

Ìåòêè ξ2, . . . , ξn çàôèêñèðóåì è áóäåì ìåíÿòü ξ1. Ïîäáåðåì ξ1 òàê, ÷òîáû |S(
◦
X, f)| > N ,

ãäå N � ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ýòîãî äîëæíî áûòü

|f(ξ1)|∆x1 − |
n∑

k=2

f(ξk)∆xk| > N,

òî åñòü

|f(ξ1)| >
N + |

∑n
k=2 f(ξk)∆xk|
∆x1

. (3.2)
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Òàê êàê f(x) íåîãðàíè÷åíà â [x0, x1], òî ξ1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû (3.2) âûïîëíÿëîñü.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè X, ôèêñèðîâàííûõ ìåòêàõ ξ2, . . . , ξn
ìîæíî âûáðàòü ξ1 òàê, ÷òîáû

|S(
◦
X, f)| > N.

Íî òîãäà íè äëÿ êàêîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà I(f) è íè äëÿ êàêîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî

|S(
◦
X, f)− I(f)| < ε

íåâîçìîæíî. �

4. Îáîáùåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà (Õåíñòîêà).
Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b]. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé â îáîáùåííîì ðèìàíîâñêîì ñìûñëå íà îòðåçêå [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî
I(f) ∈ R òàêîå, ÷òî

∀ ε > 0 ∃ δ(x) > 0 íà [a, b] ∀
◦
X≪ δ(x), |S(

◦
X, f)− I(f)| < ε.

×èñëî I(f) íàçûâàþò îáîáùåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà èëè èíòåãðàëîì Õåíñòîêà è

îáîçíà÷àþò
b∫
a

f(x) dx èëè (R∗)
b∫
a

f(x) dx, èëè (R∗)
b∫
a

f .

Ôóíêöèþ f , èíòåãðèðóåìóþ â îáîáùåííîì ðèìàíîâñêîì ñìûñëå íà îòðåçêå [a, b], áó-
äåì íàçûâàòü òàêæå (R∗)-èíòåãðèðóåìîé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ (R∗)-èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé íà îòðåçêå [a, b] áóäåì îáîçíà÷àòü R∗(a, b).

Çàìå÷àíèå 1. Îïðåäåëåíèå (R∗)-èíòåãðàëà áûëî äàíî â 1957 ã. ß. Êóðöâåéëåì, à
â 1961 ã. Ð. Õåíñòîê íà÷àë åãî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå. Ïîýòîìó èíòåãðàë íàçûâàþò
òàêæå èíòåãðàëîì Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà, à ÷àùå ïðîñòî èíòåãðàëîì Õåíñòîêà.

Çàìå÷àíèå 2. Â îïðåäåëåíèè 4.1 âìåñòî < ε äîñòàòî÷íî íàïèñàòü ≤ ε.
Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà êîððåêòíî â òîì ñìûñëå,

÷òî èíòåãðàë îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Äîêàæåì ýòî.
Ïóñòü I1(f) è I2(f) � äâà çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà è ïóñòü ε > 0. Òîãäà äëÿ ýòîãî ε > 0

íàéäóòñÿ ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè δ1(x) > 0 è δ2(x) > 0 íà [a, b] òàêèå, ÷òî

∀
◦
X≪ δ1(x) |S(f,

◦
X)− I1(f)| <

ε

2
, (4.1)

∀
◦
X≪ δ2(x) |S(f,

◦
X)− I2(f)| <

ε

2
. (4.2)

Îáîçíà÷èì
δ(x) = min(δ1(x), δ2(x)).

Åñëè
◦
X≪ δ(x), òî äëÿ

◦
X áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (4.1) è (4.2). Íî òîãäà

|I1(f)− I2(f)| ≤ |I1(f)− S(f,
◦
X)|+ |S(f,

◦
X)− I2(f)| <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Òàê êàê ε > 0 ïðîèçâîëüíîå, òî I1(f) = I2(f), è åäèíñòâåííîñòü èíòåãðàëà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 4.1 (ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà). Åñëè f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷-
êå x ∈ [a, b], òî f ′(x) (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(x) äèôôåðåíöèðóåìà [a, b] â òî÷êå x ∈ [a, b] òî

∀x ∈ [a, b] ∃f ′(x) = lim
y→x

f(x)− f(y)

x− y

è ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà â òî÷êå x

∀ ε > 0 ∃ δ(x) > 0 ∀ y ∈ [a, b], |x− y| < δ(x), y ̸= x

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣f ′(x)− f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ ε

(b− a)
,

èëè èíà÷å
|f ′(x) · (x− y)− (f(x)− f(y))| ≤ ε

(b− a)
|x− y|. (4.3)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.3) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè y = x.
Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî I(f) = f(b)− f(a) åñòü èíòåãðàë Õåíñòîêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ε > 0 âûáåðåì ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ δ(x), êîòîðàÿ ïîÿâèëàñü â (4.3). Ïóñòü
◦
X=

([xk−1, xk], ξk)
n
k=1 ≪ δ(x). Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∣∣∣S( ◦
X, f

′)− (f(b)− f(a))
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f ′(ξk)(xk − xk−1)−
n∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1))

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(f ′(ξk)(xk − ξk) + f ′(ξk)(ξk − xk−1))−
n∑

k=1

(f(xk)− f(ξk)) + (f(ξk)− f(xk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f ′(ξk)(xk − ξk)− (f(xk)− f(ξk))

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f ′(ξk)(ξk − xk−1)− (f(ξk)− f(xk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

|f ′(ξk)(xk − ξk)− (f(xk)− f(ξk))|+
n∑

k=1

|f ′(ξk)(ξk − xk−1)− (f(ξk)− f(xk−1))| .

(4.4)

Òàê êàê ðàçáèåíèå
◦
X≪ δ, òî |xk−xk−1| < δ(ξk). Ïîýòîìó |xk−ξk| < δ(ξk) è |ξk−xk−1| <

δ(ξk). Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó (4.3)

|f ′(ξk)(xk − ξk)− (f(xk)− f(ξk))| ≤
ε

b− a
|xk − ξk|, (4.5)

|f ′(ξk)(ξk − xk−1)− (f(ξk)− f(xk−1))| ≤
ε

b− a
|ξk − xk−1|. (4.6)
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Ïîäñòàâëÿÿ (4.5) è (4.6) â (4.4), ïîëó÷èì∣∣∣S( ◦
X, f

′)− (f(b)− f(a))
∣∣∣ ≤ n∑

k=1

ε

(b− a)
|xk − ξk|+

n∑
k=1

ε

(b− a)
|ξk − xk−1| =

=
ε

(b− a)

n∑
k=1

|xk − xk−1| =
ε

(b− a)
· (b− a) = ε,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñëåäñòâèå. Åñëè f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F (x) íà [a, b], òî
1) f(x) ∈ R∗(a, b),

2)
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîëîæèòü f(x) = F ′(x) â òåîðåìå 4.1. �

5. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà, ñâÿçàííûå ñ àðèôìåòè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè

Òåîðåìà 5.1. Åñëè f, g ∈ R∗(a, b), òî f + g ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

(f(x) + g(x)) dx =

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f, g ∈ R∗(a, b), òî ∀ε > 0

∃δ1(x) > 0 ∀
◦
X≪ δ1(x)

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, f)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
,

∃δ2(x) > 0 ∀
◦
X≪ δ2(x)

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, g)−

b∫
a

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Ïîëîæèì δ(x) = min(δ1(x), δ2(x)). Òîãäà δ(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], ò.å. δ(x) � ìàñøòàáè-

ðóþùàÿ ôóíêöèÿ è åñëè
◦
X≪ δ(x), òî

◦
X≪ δ1(x) è

◦
X≪ δ2(x), òàê êàê δ(x) = min(δ1(x), δ2(x)), òî δ(x) ≤ δ1(x) è δ(x) ≤ δ2(x).

Ïóñòü òåïåðü
◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1 ≪ δ(x). Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü∣∣∣∣∣∣S( ◦

X, f + g)−

 b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(f(ξk) + g(ξk))∆xk −

 b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk −
b∫

a

f(x) dx+
n∑

k=1

g(ξk)∆xk −
b∫

a

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, f)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣S( ◦

X, g)−
b∫

a

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε. �

Òåîðåìà 5.2. Åñëè f ∈ R∗(a, b) è λ ∈ R, òî λf ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

λf(x) dx = λ

b∫
a

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ∈ R∗(a, b), òî

∀ε > 0 ∃δ(x) > 0, ∀
◦
X≪ δ(x)

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, f)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

1 + |λ|
.

Îòñþäà ∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, λf)− λ

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ = |λ|

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, f)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < |λ| · ε

1 + |λ|
< ε. �

6. Çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Õåíñòîêà

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü 1) f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà [a, b], 2) x(t) äèôôåðåíöèðóåìà
íà [α, β], 3) x(α) = a, x(β) = b, 4) x(t) îòîáðàæàåò [α, β] íà [a, b].
Òîãäà
1) f(x(t))x′(t) ∈ R∗(a, b),

2)
b∫
a

f(x) dx =
β∫
α

f(x(t))x′(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) íà [a, b] ò.å. F ′(x) = f(x). Òîãäà
F ′
t (x(t)) = F ′

x(x(t)) · x′(t) = f(x(t))x′(t), ò.å. F (x(t)) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x(t))x′(t)
íà [α, β]. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 4.1 (ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà)

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a),

β∫
α

f(x(t))x′(t) dt = F (x(β))− F (x(α)) = F (b)− F (a).

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, ìû è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

9



7. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â èíòåãðàëå Õåíñòîêà

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ôóíêöèè u(x), v(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b]. Åñëè
u(x)v′(x) ∈ R∗(a, b), òî u′(x)v(x) ∈ R∗(a, b) è

u(b)v(b)− u(a)v(a) =

b∫
a

u(x)v′(x) dx+

b∫
a

u′(x)v(x) dx. (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u(x), v(x) äèôôåðåíöèðóåìû, òî

(u(x)v(x))′ = u(x)v′(x) + u′(x)v(x). (7.2)

Ëåâàÿ ÷àñòü â (7.2) (R∗)-èíòåãðèðóåìà êàê ïðîèçâîäíàÿ (ïî òåîðåìå 4.1). Ïî óñëîâèþ
u(x)v′(x) ∈ R∗(a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.1 u′(x)v(x) ∈ R∗(a, b) è ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

b∫
a

(u(x)v(x))′ dx =

b∫
a

u(x)v′(x) dx+

b∫
a

u′(x)v(x) dx,

îòêóäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (7.1). �
Çàìå÷àíèå. Òàê êàê v′dx = dv(x), u′dx = du(x), òî ðàâåíñòâî (7.1) îáû÷íî çàïèñûâàþò
â âèäå

b∫
a

u dv = uv|ba −
b∫

a

v du. (7.3)

(7.1) è (7.3) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Âûðàæåíèå

uv|ba = u(b)v(b)− u(a)v(a)

íàçûâàþò ïîäñòàíîâêîé.

8. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà, ñâÿçàííûå ñ íåðàâåíñòâàìè

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü f ∈ R∗(a, b) è f(x) ≥ 0 íà [a, b]. Òîãäà
b∫
a

f(x) dx ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f (R∗)-èíòåãðèðóåìà, òî ∀ε > 0 ∃δ(x) > 0 òàê, ÷òî ∀
◦
X≪ δ(x)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, f)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Îòñþäà

−ε+ S(
◦
X, f) <

b∫
a

f(x) dx < S(
◦
X, f) + ε.
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Òàê êàê f ≥ 0, òî S(
◦
X, f) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ε > 0

∫ b

a
f(x) dx > −ε. Ïåðåõîäÿ ê

ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f, g ∈ R∗(a, b) è f(x) ≤ g(x), òî
∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x) ≤ g(x) íà [a, b], òî g(x)− f(x) ≥ 0 íà [a, b] è ïî òåîðåìå

8.1
∫ b

a
(g − f) ≥ 0. Îòñþäà

∫ b

a
g −

∫ b

a
f ≥ 0. �

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè f, |f | ∈ R∗(a, b), òî |
∫ b

a
f | ≤

∫ b

a
|f |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê −|f | ≤ f ≤ |f | íà [a, b], òî ïî ñëåäñòâèþ 1

−
∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

9. Êðèòåðèé Êîøè (R∗)-èíòåãðèðóåìîñòè

Òåîðåìà 9.1. f ∈ R∗(a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃δ(x) > 0 ∀
◦
X1≪ δ(x),

◦
X2≪ δ(x) |S(

◦
X1, f)− S(

◦
X2, f)| < ε. (9.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü f ∈ R∗(a, b). Òîãäà

∀ε > 0 ∃δ(x) > 0 ∀
◦
X1≪ δ(x),

◦
X2≪ δ(x)∣∣∣∣∣∣S( ◦

X1, f)−
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
è

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X2, f)−

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Ïîýòîìó

|S(
◦
X1, f)− S(

◦
X2, f)| ≤

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X1, f)−

b∫
a

f dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣S( ◦

X2, f)−
b∫

a

f dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (9.1). Òîãäà

∀ε = 1

n
∃δn(x) > 0 ∀

◦
X1≪ δn(x),

◦
X2≪ δn(x) |S(

◦
X1, f)− S(

◦
X2, f)| <

1

n
.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ1(x) ≥ δ2(x) ≥ δ3(x) ≥ . . ., òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî

âçÿòü δ̃n(x) = min(δn−1(x), δn(x)). Ïðè êàæäîì n ∈ N, âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå
◦
Xn≪ δn(x). Òîãäà äëÿ âñåõ p ≥ 1,

◦
Xn+p≪ ≪ δn+p(x) ≤ δn(x). Ïîýòîìó

∀n, ∀p ≥ 1, |S(
◦
Xn, f)− S(

◦
Xn+p, f)| <

1

n
. (9.2)

Íåðàâåíñòâî (9.2) îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S(
◦
Xn, f))

∞
n=1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîé, è ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò lim
n→∞

S(
◦
Xn

, f) = I(f).
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Ïîêàæåì, ÷òî I(f) åñòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx. Â íåðàâåíñòâå (9.2) ïåðåéäåì

ê ïðåäåëó ïðè p→ ∞, ïîëó÷èì

|S(
◦
Xn, f)− I(f)| ≤ 1

n
. (9.3)

Ïóñòü òåïåðü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå. Âûáåðåì n òàê, ÷òîáû 1
n
< ε

2
è ïóñòü δ(x) = δn(x).

Åñëè
◦
X≪ δ(x) = δn(x), òî

|S(
◦
Xn, f)− S(

◦
X, f)| ≤

1

n
.

Îòñþäà

|S(
◦
X, f)− I(f)| ≤ |S(

◦
X, f)− S(

◦
Xn, f)|+ |S(

◦
Xn, f)− I(f)| < 2

n
< ε.

Òàêèì îáðàçîì, f ∈ R∗(a, b). �

10. Èíòåãðàë êàê àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] è c ∈ (a, b). f(x) ∈ R∗(a, b) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ R∗(a, c) è f ∈ R∗(c, b). Ïðè ýòîì

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü f ∈ R∗(a, c) è f ∈ R∗(c, b). Òîãäà äëÿ
êàæäîãî ε > 0

∃δ1(x) > 0 ∀
◦
X[a,c]≪ δ1(x)

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X[a,c], f)−

c∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
,

∃δ2(x) > 0 ∀
◦
X[c,b]≪ δ2(x)

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X[c,b], f)−

b∫
c

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Ïîñòðîèì ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ δ(x) íà [a, b] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(x) =

 min(δ1(x), |x− c|), x ∈ [a, c),
min(δ1(x), δ2(x)), x = c,
min(δ2(x), |x− c|), x ∈ (c, b].

Ïóñòü
◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1 ≪ δ(x). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ òî÷êà c ÿâëÿ-

åòñÿ ìåòêîé.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü [xm−1, xm] � òîò îòðåçîê, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó c. Òàê êàê

ðàçáèåíèå
◦
X δ-êîíå÷íîå, òî |xm − xm−1| < δ(ξm). Åñëè ξm ̸= c, òî èç îïðåäåëåíèÿ ìàñ-

øòàáèðóþùåé ôóíêöèè δ(ξm) < |ξm−c|. Îòñþäà |xm−xm−1| < |ξm−c|, ÷òî íåâîçìîæíî.

12



Òàêèì îáðàçîì, c ÿâëÿåòñÿ ìåòêîé. Íî òîãäà ñëàãàåìîå f(c)(xm−xm−1) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå f(c)(c− xm−1) + f(c)(xm − c) è ïîýòîìó

S(
◦
X, f) =

m−1∑
k=1

f(ξk)∆xk + f(c)(c− xm−1)︸ ︷︷ ︸
S(

◦
X[a,c],f)

+ f(c)(xm − c) +
n∑

k=m+1

f(ξk)∆xk︸ ︷︷ ︸
S(

◦
X[c,b],f)

ïðè÷åì S(
◦
X[a,c], f) ≪ δ1(x) íà [a, c] è S(

◦
X[c,b], f) ≪ δ2(x) íà [c, b]. Ïîýòîìó∣∣∣∣∣∣S( ◦

X, f)−

 c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣S( ◦

X[a,c], f)−
c∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
b∫

c

f(x) dx− S(
◦
X[c,b], f)

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
,

è äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü f ∈ R∗(a, b) è c ∈ (a, b). Ïîêàæåì, ÷òî
f ∈ R∗(a, c). Òàê êàê f ∈ R∗(a, b), òî ïî êðèòåðèþ Êîøè

∀ε > 0 ∃δ(x) > 0 íà [a, b] ∀
◦
X1,

◦
X2≪ δ(x), |S(

◦
X1, f)− S(

◦
X2, f)| < ε.

Âûáåðåì ðàçáèåíèÿ
◦
X′

[a,c]≪ δ(x) íà [a, c] è
◦
X′′

[a,c]≪ δ(x) íà [a, c] è ïóñòü
◦
X[c,b]≪ δ(x) �

ðàçáèåíèå îòðåçêà [b, c]. Îáðàçóåì ðàçáèåíèÿ

◦
X1=

◦
X′

[a,c] ∪
◦
X[c,b],

◦
X2=

◦
X′′

[a,c] ∪
◦
X[c,b] .

Äëÿ ýòèõ ðàçáèåíèé
◦
X1≪ δ(x) è

◦
X2≪ δ(x) è

ε > |S(
◦
X1, f)− S(

◦
X2, f)| = |S(

◦
X′

[a,c], f)− S(
◦
X′′

[a,c], f)|,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè íà [a, c]. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
êðèòåðèé Êîøè íà [c, b]. �

11. Òåîðåìà ñæàòèÿ

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû î ñæàòîé ïåðåìåííîé èç òåî-
ðèè ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 11.1. f(x) ∈ R∗(a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè hε(x), gε(x) ∈ R∗(a, b) òàêèå, ÷òî

gε(x) ≤ f(x) ≤ hε(x)

íà [a, b] è ∣∣∣∣∫ b

a

hε −
∫ b

a

gε

∣∣∣∣ < ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü î÷åâèäíà. Ìîæíî âûáðàòü gε(x) = hε(x) =
f(x).
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Âûáåðåì ε > 0 è ïóñòü gε(x), hε(x) � ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè.

Òàê êàê gε(x) ≤ f(x) ≤ hε(x), òî ∀
◦
X íà [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

S(
◦
X, gε) ≤ S(

◦
X, f) ≤ S(

◦
X, hε). (11.1)

Òàê êàê hε ∈ R∗(a, b), òî äëÿ âûáðàííîãî ε > 0 ∃δ1(x) > 0 íà [a, b], ÷òî ∀
◦
X≪ δ1(x)∣∣∣∣S( ◦

X, hε)−
∫ b

a

hε(x) dx

∣∣∣∣ < ε

2
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (11.1)

b∫
a

hε(x) dx > S(
◦
X, hε)−

ε

2
> S(

◦
X, f)−

ε

2
.

Àíàëîãè÷íî, ∃δ2(x) > 0 íà [a, b], ÷òî ∀
◦
X≪ δ2(x)∣∣∣∣∣∣S( ◦

X, gε)−
b∫

a

gε(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2

è ñ ó÷åòîì (11.1)
b∫

a

gε(x) dx < S(
◦
X, gε) +

ε

2
≤ S(

◦
X, f) +

ε

2
.

Ïóñòü òåïåðü δ(x) = min(δ1(x), δ2(x)) è
◦
X′≪ δ(x) è

◦
X′′≪ δ(x). Òîãäà

b∫
a

gε(x) dx−
ε

2
< S(

◦
X′, f) <

b∫
a

hε(x) dx+
ε

2

è
b∫

a

gε(x) dx−
ε

2
< S(

◦
X′′, f) <

b∫
a

hε(x) dx+
ε

2
.

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî ýòè íåðàâåíñòâà, èìååì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

b∫
a

gε(x) dx−
b∫

a

hε(x) dx− ε < S(
◦
X′, f)− S(

◦
X′′, f) <

b∫
a

hε(x) dx−
b∫

a

gε(x) dx+ ε,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî îäíîìó íåðàâåíñòâó

|S(
◦
X′, f)− S(

◦
X′′, f)| <

b∫
a

(hε(x)− gε(x)) dx+ ε < 2ε,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ R∗(a, b). �
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12. Ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè, èõ èíòåãðèðóåìîñòü

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ôóíêöèÿ h(x) íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé íà [a, b], åñëè ñóùåñòâó-
åò ðàçáèåíèå a = x0 < x1 < . . . < xn = b òàêîå, ÷òî ïðè x ∈ (xk−1, xk)

h(x) = ck = const.

Ëåììà 12.1. Åñëè f(x) = c = const íà (a, b), òî
b∫
a

f(x) dx = (b− a) · c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ε > 0 îïðåäåëèì ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ðàâåíñòâîì

δ(x) =


ε
d
, x = a,

min(x− a, b− x), a < x < b,
ε
d
, x = b

ãäå d = 1 + |2c|+ |f(a)|+ |f(b)| è ïóñòü
◦
X≪ δ(x). Òîãäà ξ1 = a, ξn = b,

S(
◦
X, f) = f(a)(x1 − a) +

n−1∑
k=2

f(ξk)(xk − xk−1) + f(b)(b− xn−1) =

= f(a)(x1 − a) + c(xn−1 − x1) + f(b)(b− xn−1).

è ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè δ(x) èìååì

|S(
◦
X, f)− (b− a)c| = |f(a)(x1 − a)− c(x1 − a) + f(b)(b− xn−1)− c(b− xn−1)| =

= |(f(a)− c)(x1 − a) + (f(b)− c)(b− xn−1)| <
ε

d
(|2c|+ |f(a)|+ |f(b)|) < ε. �

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà âíóòðè îò-
ðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ, òî åå çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ íå âëèÿþò íà âåëè÷èíó èí-
òåãðàëà.

Òåîðåìà 12.2. Ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ h(x) èíòåãðèðóåìà è

b∫
a

h(x) dx =
n∑

k=1

ck(xk − xk−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 12.1 ôóíêöèè h(x) = ck íà (xk−1, xk) èíòåãðèðóåìû íà

[xk−1, xk] è
xk∫

xk−1

h(x) dx = ck(xk −xk−1). Òîãäà ïî òåîðåìå 10.1 h(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b]

è
b∫
a

h(x) dx =
∑ xk∫

xk−1

h(x) dx =
n∑

k=1

ck(xk − xk−1) . �
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13. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 13.1. Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà ýòîì
îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b].
Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x′, x′′, |x′ − x′′| < δ |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Âûáåðåì ðàçáèåíèå
a = x0 < x1 < . . . < xn = b

òàê, ÷òîáûmax
k

|xk−xk−1| < δ. ÏóñòüMk = sup
[xk−1,xk]

f(x),mk = inf
[xk−1,xk]

f(x). Î÷åâèäíî, ÷òî

Mk −mk ≤ ε < 2ε. Îïðåäåëèì ôóíêöèè g(x) è h(x) íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [xk−1, xk)
ðàâåíñòâàìè h(x) =Mk, g(x) = mk è ïóñòü g(x) = h(x) = f(x) ïðè x = b. Î÷åâèäíî, ÷òî
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x),
0 < h(x) − g(x) < 2ε. Íî g(x), h(x) ∈ R∗(a, b), òàê êàê îíè ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè.
Êðîìå ýòîãî ∫ b

a

(h(x)− g(x)) ≤ 2ε(b− a).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå ñæàòèÿ f(x) ∈ R∗(a, b). �
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà î ñðåäíåì). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî ∫ b

a

f = f(ξ)(b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî

inf f(x) = m ≤ f(x) ≤M = sup f(x),

è ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà

m(b− a) ≤
∫ b

a

f ≤M(b− a).

Íî ôóíêöèÿ (b − a)f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] è ïîýòîìó ïðèíèìàåò âñå ñâîè ïðîìåæó-

òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó m(b − a) è M(b − a), â òîì ÷èñëå è çíà÷åíèå
∫ b

a
f . Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b], â êîòîðîé f(ξ)(b− a) =
∫ b

a
f . �

Îäíàêî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà è ïî Ðèìàíó.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî èñïîëüçóåò êðèòåðèé Êîøè (R)-èíòåãðèðóåìîñòè êîòîðûé äîêà-
çûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå êàê êðèòåðèé Êîøè (R∗)-èíòåãðèðóåìîñòè.

Ëåììà 13.2 (êðèòåðèé Êîøè (R)-èíòåãðèðóåìîñòè).

f ∈ R[a, b] ⇔ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ ◦
χ1,

◦
χ2≪ δ |S(f, ◦

χ1)− S(f,
◦
χ2)| < ε.

Òåîðåìà 13.3. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà
[a, b].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî çíà÷èò f(x) ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà. Ïîýòîìó,

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε

2(b− a)
.

Âûáåðåì äâà ðàçáèåíèÿ
◦
χ1≪ δ,

◦
χ2≪ δ, è ïóñòü

◦
χ1= ([x′i−1, x

′
i], ξ

′
i)
n1
i=1,

◦
χ2= ([x′′j−1, x

′′
j ], ξ

′′
j )

n2
j=1.

Îáðàçóåì íîâîå ðàçáèåíèå χ1 = χ1 ∪χ2, ò.å. â χ âõîäÿò òî÷êè x′i è x
′′
j . ßñíî, ÷òî χ áîëåå

ìåëêîå ðàçáèåíèå, ÷åì χ1 è χ2. Ïóñòü
◦
χ= ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1. Òîãäà

S(f,
◦
χ)− S(f,

◦
χ1) =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk −
n1∑
i=1

f(ξ′i)∆x
′
i =

=

n1∑
i=1

∑
k

f(ξk)∆xk −
n1∑
i=1

f(ξ′i)∆x
′
i,

ïðè÷åì â ñóììå
∑

k f(ξk)∆xk ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî òåì k, äëÿ êîòîðûõ [xk−1, xk] ⊂
[x′i−1, x

′
i]. Î÷åâèäíî, ÷òî

∆x′i inf
[x′

i−1,x
′
i]
f(x) ≤

∑
k

f(ξk)∆xk ≤ ∆x′i sup
[x′

i−1,x
′
i]

f(x)

è òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) ·∆x′i íåïðåðûâíà íà [x′i−1, x
′
i], òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ηi ∈ [x′i−1, x

′
i]

òàêàÿ, ÷òî ∑
k=1

f(ξk)∆xk = f(ηi)∆x
′
i.

Ïîýòîìó

|S(f,
◦
χ)− S(f,

◦
χ1)| =

∣∣∣∣∣
n1∑
i=1

f(ηi)∆x
′
i −

n∑
i=1

f(ξ′i)∆x
′
i

∣∣∣∣∣ ≤
n1∑
i=1

|f(ηi)− f(ξ′i)|∆x′i <
ε

2(b− a)
(b− a) =

ε

2
.

Àíàëîãè÷íî,

|S(f,
◦
χ)− S(f,

◦
χ2)| <

ε

2
.

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

|S(f, ◦
χ1)− S(f,

◦
χ2)| ≤ |S(f, ◦

χ1)− S(f,
◦
χ)|+ |S(f,

◦
χ)− S(f,

◦
χ2)| <

ε

2
+
ε

2
= ε,

ò.å. âûïîëíåí êðèòåðèé Êîøè (R)-èíòåãðèðóåìîñòè. �
Êàê ñëåäñòâèå îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ èíòåãðàëà Ðèìà-

íà.

Òåîðåìà 13.4. Åñëè F ′(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî

(R)

∫ b

a

F ′(x)dx = F (b)− F (a).
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14. Èíòåãðèðóåìîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 14.1. Ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà ýòîì
îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, f(x) âîçðàñòàåò è ïóñòü m = f(a), M =

f(b). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, íàòóðàëüíîå n > (M−m)(b−a)
ε

è ðàññìîòðèì ðàâíîìåð-
íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè

xk = a+ k
(b− a)

n
(k = 1, 2, . . . , n).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè g(x) è h(x) íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [xk−1, xk) ðàâåíñòâàìè h(x) =
f(xk−1), g(x) = f(xk) è g(x) = h(x) = f(x) ïðè x = b. Î÷åâèäíî, ÷òî h(x) ≤ f(x) ≤ g(x)
è g(x), h(x) ∈ R∗(a, b). Êðîìå ýòîãî,∫ b

a

(g − h) =
n∑

k=1

∫ xk

xk−1

(g − h) =
n∑

k=1

∫ xk

xk−1

(f(xk)− f(xk−1)) =

=
n∑

k=1

b− a

n
(f(xk)− f(xk−1)) =

b− a

n
(f(b)− f(a)) < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå ñæàòèÿ f(x) ∈ R∗(a, b). �

15. Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì

Òåîðåìà 15.1 (1-ÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü
1) f íåïðåðûâíà íà [a, b];
2) g ∈ R∗(a, b);
3) g íå ìåíÿåò çíàê íà [a, b].
Òîãäà
1) fg ∈ R∗(a, b)

2) ∃ξ ∈ [a, b],
b∫
a

fg = f(ξ)
b∫
a

g.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî fg ∈ R∗(a, b). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëî-
âèé òåîðåìû ñæàòèÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè g(x) ≥ 0 è ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî. Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b] è çíà÷èò
ìîæíî íàéòè ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè h1 è h2 òàêèå, ÷òî

∀ x ∈ [a, b] h1(x) ≤ f(x) ≤ h2(x), 0 ≤ h2(x)− h1(x) ≤
ε

1 +
∫ b

a
g
. (15.1)

Òàê êàê g(x) ≥ 0, òî èç (15.1) ñëåäóåò

h1(x)g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ h2(x)g(x) (15.2)

Íî g ∈ R∗(a, b). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ghi (i = 1, 2) (R∗) � èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì
èíòåðâàëå, ãäå hi ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, çíà÷èò, ghi ∈ R∗(a, b). Òîãäà èç (15.1)



ñëåäóåò ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

h2g −
b∫

a

h1g

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

(h2 − h1)g ≤
ε

1 +
b∫
a

g

b∫
a

g < ε.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, âìåñòå ñ (15.2), è äàåò R∗ � èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè fg.
2) Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ∀ x ∈ [a, b] m ≤ f(x) ≤M , ãäå

m = inf
x∈[a,b]

f(x), M = sup
x∈[a,b]

f(x).

Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî m ≤ f(x) ≤M ïî÷ëåííî íà g(x) è èíòåãðèðóÿ åãî, èìååì

b∫
a

mg ≤
b∫

a

f(x)g(x) ≤
b∫

a

Mg.

Íî ôóíêöèÿ

Θ(x) = f(x)

b∫
a

g

íåïðåðûâíà íà [a, b], ïðè÷åì M
b∫
a

g åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, à m
b∫
a

g � íàèìåíüøåå. Ïî-

ýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

fg = f(ξ)

b∫
a

g. �

16. Âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì

Ëåììà 16.1 (îáëåã÷åííûé âàðèàíò âòîðîé òåîðåìû î ñðåäíåì). Ïóñòü
1) f íåïðåðûâíà íà [a, b];
2) g(x) ≥ 0, g(x) âîçðàñòàåò è äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b].
Òîãäà
1) fg ∈ R∗(a, b);
2) ñóùåñòâóåò ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

fg = g(b)

b∫
ξ

f.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ïåðâîé òåîðåìå î ñðåäíåì áûëî äîêàçàíî, ÷òî fg ∈ R∗(a, b).

2) Îïðåäåëèì ôóíêöèþ H(x) =
b∫
x

f . Òàê êàê f íåïðåðûâíà, òî H(x) äèôôåðåíöèðóåìà

íà [a, b] è
H ′(x) = −f(x).
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Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü x ∈ [a, b) è∆x > 0. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì H(x+∆x)−H(x)
∆x

= − 1
∆x

x+∆x∫
x

f =

−f(ξ). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷àåì H ′(x + 0) = −f(x). Àíàëîãè÷íî ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ïðè x ∈ (a, b] H ′(x−0) = −f(x). Òàê êàê H(x) äèôôåðåíöèðóåìà, à çíà÷èò
è íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ñóùåñòâóþò

m = inf
x∈[a,b]

H(x), M = sup
x∈[a,b]

H(x).

ßñíî, ÷òî ∀ x ∈ [a, b]
m ≤ H(x) ≤M (16.1)

Òàê êàê g(x) è H(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b], òî ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì

b∫
a

g(x)H ′(x) dx = g(x)H(x)|ba −
b∫

a

H(x)g′(x) dx. (16.2)

Òàê êàê H ′(x) = −f(x) è H(b) = 0, òî ðàâåíñòâî (16.2) ïðèíèìàåò âèä

b∫
a

g(x)f(x) dx = g(a)H(a) +

b∫
a

H(x)g′(x) dx. (16.3)

Ïî óñëîâèþ g′(x) ≥ 0. Ïîýòîìó èç (16.1) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

mg′(x) ≤ H(x)g′(x) ≤Mg′(x). (16.4)

Ïî ïåðâîé òåîðåìå î ñðåäíåìH(x)g′(x) ∈ R∗[a, b]. Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (16.4) ïî÷ëåí-
íî, ïîëó÷àåì

b∫
a

H(x)g′(x) dx ≤M

b∫
a

g′(x) dx =M(g(b)− g(a)).

b∫
a

H(x)g′(x) dx ≥ m

b∫
a

g′(x) dx = m(g(b)− g(a)).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ íåðàâåíñòâ èç (16.3) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

mg(b) ≤
b∫

a

g(x)f(x) dx ≤Mg(b).

Íî ôóíêöèÿ

A(x) = H(x)g(b) = g(b)

b∫
x

f(t)dt

íåïðåðûâíà íà [a, b] è supA(x) = Mg(b), inf A(x) = mg(b). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà
ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

H(ξ)g(b) = A(ξ) =

b∫
a

g(x)f(x) dx.
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Çàìåíÿÿ H(ξ) íà
b∫
ξ

f(x) dx ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Òåîðåìà 16.2 (âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü
1) f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b];
2) g(x) ìîíîòîííàÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ.
Òîãäà
1) fg ∈ R∗(a, b);
2) ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

f(x)g(x) dx = g(a)

ξ∫
a

f(x) dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè g(x) âîçðàñòàåò íà [a, b]. Òîãäà g(x) −
g(a) ≥ 0 íà [a, b] è ïî ëåììå ôóíêöèÿ (g(x)−g(a))f(x) ∈ R∗(a, b) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

b∫
a

f(x)(g(x)− g(a)) dx = (g(b)− g(a))

b∫
ξ

f(x) dx. (16.5)

Òàê êàê f ∈ R∗(a, b), òî gf ∈ R∗(a, b) è èç ðàâåíñòâà (16.5) ïîëó÷àåì

b∫
a

f(x)g(x) dx = g(a)

b∫
a

f(x) dx− g(a)

b∫
ξ

f(x) dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x) dx =

= g(a)

ξ∫
a

f(x) dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x) dx

è òåîðåìà äîêàçàíà. �

17. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà Õåíñòîêà

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ïóñòü f(x) ≥ 0 íà [a, b]. Ìíîæåñòâî

B(f, [a, b]) = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôèêîì ôóíêöèè f íà [a, b].

Îïðåäåëåíèå 17.2. Ïóñòü f(x) ≥ 0 íà [a, b] è a = x0 < x1 < . . . < xn = b � ðàçáèåíèå
îòðåçêà [a, b]. Îáîçíà÷èì

Mk(f) = sup
[xk−1,xk]

f(x), mk(f) = inf
[xk−1,xk]

f(x)

è ïóñòü
h′n(x) = mk(f), x ∈ (xk−1, xk);
h′′n(x) =Mk(f), x ∈ (xk−1, xk).
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Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïîëîæèì h′n(xk) = h′′n(xk) = f(xk). Òîãäà h
′
n(x) è h

′′
n(x) ñòóïåí÷à-

òûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì

Sn(f,X) =

b∫
a

h′n, Sn(f,X) =

b∫
a

h′′n.

Î÷åâèäíî, ÷òî Sn(f,X) ≤ Sn(f,X). ×èñëî

S(f,X)
df
= sup

X
Sn(f,X)

íàçûâàåòñÿ íèæíåé ìåðîé ïîäãðàôèêà. ×èñëî

S(f,X)
df
= inf

X
Sn(f,X)

íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ìåðîé ïîäãðàôèêà. Åñëè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ìåðû ïîäãðàôèêà ðàâ-
íû, òî ïîäãðàôèê B(f, [a, b]) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, à èõ îáùåå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ
ìåðîé èëè ïëîùàäüþ ïîäãðàôèêà è îáîçíà÷àåòñÿ |B(f, [a, b])|.

Òåîðåìà 17.1. Åñëè f íåïðåðûâíà íà [a, b], f(x) ≥ 0 , òî ïîäãðàôèê B(f, [a, b]) èçìå-
ðèì è åãî ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|B(f, [a, b])| =
b∫

a

f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f íåïðåðûâíà, òîãäà f èíòåãðèðóåìà, ñëåäîâàòåëüíî,

b∫
a

h′n ≤
b∫

a

f ≤
b∫

a

h′′n.

Òàê êàê f íåïðåðûâíà, òî êàê áûëî äîêàçàíî â òåîðåìå 13.1, ∀ ε > 0 ∃ X, òàêîå, ÷òî

b∫
a

h′′n −
b∫

a

h′n < ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî inf
X

b∫
a

h′′n =
b∫
a

f è sup
X

b∫
a

h′n =
b∫
a

f . �

18. Î ñâÿçè ìåæäó èíòåãðàëîì Ðèìàíà è îáîáùåííûì
èíòåãðàëîì Ðèìàíà

1) Òàê êàê èíòåãðàë Ðèìàíà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà ìàñøòàáè-
ðóþùàÿ ôóíêöèÿ δ(x) ≡ δ > 0, òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó âñåãäà

èíòåãðèðóåìà â îáîáùåííîì Ðèìàíîâñêîì ñìûñëå è (R)
b∫
a

f = (R∗)
b∫
a

f .
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2) Îáðàòíîå íåâåðíî. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìûå â ñìûñëå (R∗), íî íå èíòå-
ãðèðóåìû ïî Ðèìàíó. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
1√
x
, x ∈ (0, 1]

0, x = 0

(R∗) � èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] è (R∗)
1∫
0

f(x) dx = (R∗)
1∫
0

1√
x
dx = 2x

1
2 |10 = 2(1 − 0) = 2,

îäíàêî, f íå (R) � èíòåãðèðóåìà, òàê êàê íåîãðàíè÷åíà íà [0, 1].

19. Îáùàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íåêîòîðóþ âåëè÷èíó V . Îáùóþ ñõåìó åå âû÷èñëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
1 øàã. Ðàçáèâàåì V íà êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòåé Vi, ò.å. ïðåäñòàâëÿåì

V =
n∑

i=1

Vi (19.1)

2 øàã. Çàïèñûâàåì (åñëè ýòî âîçìîæíî) Vi â âèäå

Vi = f(ξi)∆xi, (19.2)

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ,
◦
X= ([xi−1, xi], ξi)

n
i=1 � îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îò-

ðåçêà [a, b]
3 øàã. Ñ ó÷åòîì (19.2) ïåðåïèñûâàåì (19.1) â âèäå

V =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi (19.3)

è â ðàâåíñòâå (19.3) ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè d = max |∆xi| → 0.
Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî

lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = (R)

b∫
a

f(x) dx

è òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü â (19.3) ïîñòîÿííà, òî

V = (R)

b∫
a

f(x) dx (19.4)

Îäíàêî íå âñåãäà âîçìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî (19.3). ×àñòî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü
ðàâåíñòâî

V =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi + εn (19.5)

â êîòîðîì εn → 0 ïðè d→ 0. Íî è â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî 19.4.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîé ñõåìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ äàâëå-
íèÿ íà ïëàñòèíó, ïîãðóæåííóþ âåðòèêàëüíî â æèäêîñòü.

?

-

xi−1

xi
Si

a

b

Y

X

. . . . . . . . .. . . . . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . . . . .

����������������������������������������

Ðèñ. 19.1

Ïóñòü òîíêàÿ ïëàñòèíà èìååò âèä êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè è ïîãðóæåíà â æèäêîñòü
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 19.1. Ïóñòü y = f(x) åñòü óðàâíåíèå ïðàâîé ãðàíèöû
ïëàñòèíû è f íåïðåðûâíà íà [a, b]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïîñòîÿííà
è ðàâíà ρ, âåðõíèé êðàé ïëàñòèíû íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå a, íèæíèé � íà ãëóáèíå b. Îñü
OY ðàñïîëàãàåì ãîðèçîíòàëüíî íà óðîâíå ãðàíèöû æèäêîñòè, îñü OX � âåðòèêàëüíî
è íàïðàâëåííîé âíèç. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] òî÷êàìè

a = x0 < x1 < . . . < xn = b

íà ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç Si ÷àñòü ïëàñòèíû, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó
ïðÿìûìè x = xi−1 è x = xi. Ïóñòü Pi � äàâëåíèå æèäêîñòè íà Si. Åñëè P � äàâëåíèå íà
âñþ ïëàñòèíó, òî

P =
n∑

i=1

Pi.

Äàâëåíèå Pi íà ïëàñòèíó Si ðàâíî âåñó ñòîëáà æèäêîñòè ñ îñíîâàíèåì Si è âûñîòîé h
ò.å. Pi = ρh|Si| â ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíà ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî. Â íàøåì ñëó÷àå
ïëàñòèíà ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî è çíà÷èò äàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ|Si|xi−1 ≤ Pi ≤ ρ|Si|xi.
Ïîýòîìó

Pi = ρ|Si|(xi + γi),

ãäå |γi| ≤ ∆xi. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

∆xi · min
x∈[xi−1,xi]

f(x) ≤ |Si| ≤ ·∆xi · max
x∈[xi−1,xi]

f(x)

è òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà, òî ñóùåñòâóåò ξi ∈ [xi−1, xi] òàêàÿ, ÷òî

|Si| = f(ξi) ·∆xi.
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Òàêèì îáðàçîì

P = ρ

n∑
i=1

f(ξi)∆xi · (xi + γi) =

= ρ

n∑
i=1

f(ξi)∆xi · ξi + ρ

n∑
i=1

f(ξi)∆xi · (xi − ξi + γi).

Îáîçíà÷èì

ρ

n∑
i=1

f(ξi)∆xi · (xi − ξi + γi) = εn.

Òàê êàê ξi ∈ [xi−1, xi], òî |xi − ξi + γi| ≤ 2∆xi ≤ 2d. Ïîýòîìó

|εn| ≤ ρ2d
n∑

i=1

f(ξi)∆xi → 0

ïðè d = max∆xi → 0. Ìû âèäèì, ÷òî P ïðåäñòàâëåíî â âèäå

P = ρ
n∑

i=1

f(ξi)ξi∆xi,+εn

ãäå |εn| → 0 ïðè d = max∆xi → 0 è ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå ïðèìåíåíèÿ èòåãðàëà

P = ρ

b∫
a

f(x)x dx.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 1.

1) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèè (R∗) èíòåãðàëà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ δ(x) ≥
C0 > 0 íà [a, b], òî ïîëó÷èòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà.
2) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèè (R∗) èíòåãðàëà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàñøòàáèðóþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ δ(x) íåïðåðûâíà, òî ïîëó÷èòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà.
3) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè α + 1 > 0, òî

(R∗)

∫ 1

0

xα dx =
1

α + 1
.

4) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè −1 < α < 0 èíòåãðàë

(R)

∫ 1

0

xα dx

íå ñóùåñòâóåò.
5) ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ F (x) = |x| ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x) = sign x íà
îòðåçêå [−1, 1] ?
6) Äîêàçàòü ëåììó 13.2 (êðèòåðèé Êîøè (R) èíòåãðèðóåìîñòè).
7) Côîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó ñæàòèÿ äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà.
8) Ïóñòü a < c < b. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ R(a, c) è f ∈ R(c, b) , òî f ∈ R(a, b) è

(R)

∫ b

a

f = (R)

∫ c

a

f + (R)

∫ b

c

f
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.
9) Ïóñòü a < c < b. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ R(a, b) òî f ∈ R(a, c), f ∈ R(c, b) , è

(R)

∫ b

a

f = (R)

∫ c

a

f + (R)

∫ b

c

f

.
10) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] è f(x) = λ íà èíòåðâàëå (a, b). Äîêà-

æèòå, ÷òî f ∈ R(a, b) è (R)
∫ b

a
f = λ(b− a).

11) Äîêàæèòå, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà.
12) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà.
13) Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà.
14) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ R∗(a, b). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èçìåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â îä-
íîé òî÷êå îòðåçêà [a, b], òî ïîëó÷èòñÿ ñíîâà (R∗)-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
15) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ R∗(a, b). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èçìåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â
ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, b], òî ïîëó÷èòñÿ ñíîâà (R∗)-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
16) Ðåçåðâóàð, èìåþùèé ôîðìó öèëèíäðà âûñîòîéH è ðàäèóñàR, è ñòîÿùèé âåðòèêàëü-
íî, ïîëíîñòüþ íàïîëíåí âîäîé. Íàéòè ðàáîòó, íåîáõîäèìóþ äëÿ òîãî, ÷òîáû âûêà÷àòü
âñþ âîäó.
17) Ïóñòü ðåçåðâóàð èç çàäà÷è 9 ëåæèò íà áîêó. Íàéòè ðàáîòó, íåîáõîäèìóþ äëÿ òîãî,
÷òîáû âûêà÷àòü âñþ âîäó.
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Ãëàâà 2

×èñëîâûå ðÿäû

1. ×èñëîâîé ðÿä, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå ñõîäèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü (ak)
∞
k=1 � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âûðàæåíèå âèäà

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .+ an + . . . (1.1)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, ÷èñëà an � ÷ëåíàìè ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñóììû

Sn =
n∑

k=1

ak

íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà (1.1). Ðÿä (1.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè
∃ lim

n→∞
Sn = lim

n→∞

∑n
k=1 ak = S ̸= ∞. Ñàìî ÷èñëî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà è îáîçíà÷à-

åòñÿ ñèìâîëîì
∑∞

k=1 ak.

Çàìå÷àíèå 1.1 Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà âîçíèêëî èç æåëàíèÿ ñëîæèòü áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ÷èñåë.

Òåîðåìà 1.1 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ,
òî lim

n→∞
an = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. an =
n∑

k=1

ak −
n−1∑
k=1

ak = Sn − Sn−1. Òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ, òî limSn = S

è limSn−1 = S ⇒ ∃ lim an = limSn − limSn−1 = S − S = 0. �
Ñëåäñòâèå. Åñëè lim

n→∞
an ̸= 0, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð. 1) Ðÿä
∑

n→∞
n+1
n

ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. lim
n→∞

n+1
n

= 1 ̸= 0.

2)Ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. lim
n→∞

(−1)n íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò.å. èç óñëîâèÿ lim an = 0 íå ñëåäóåò ñõî-

äèìîñòü ðÿäà
∑
an. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
k=1

1
k
. ßñíî, ÷òî lim

k→∞
1
k
= 0. Íàéäåì
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÷àñòè÷íûå ñóììû

S2n =
2n∑
k=1

1

k
= 1 +

n∑
l=1

2l∑
k=2l−1+1

1

k
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

2l∑
k=2l−1+1

1

k
≥

2l∑
k=2l−1+1

1

2l
=

1

2l
· 2l−1 =

1

2
⇒ S2n ≥ 1 +

1

2
n→ +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

Sn íå ñóùåñòâóåò, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

Òåîðåìà 2.1. ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ ε > 0 ∃n0, ∀n ≥ n0, p ≥ 1

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn =
n∑

n=1

ak � ÷àñòè÷íûå ñóììû, òîãäà ðÿä
∑
ak

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ïî
êðèòåðèþ Êîøè

∀ ε > 0 ∃n0 ∀m,n ≥ n0 |Sm − Sn| < ε.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè m > n ò.å. m = n+ p (p ≥ 1), òîãäà

|Sm − Sn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=1

ak −
n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ak +

n+p∑
k=n+1

ak −
n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε. �

3. Îòáðàñûâàíèå è äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ
ðÿäà

Òåîðåìà 3.1. Îòáðàñûâàíèå è äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà
ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
n∑

k=1

ak =

n0−1∑
k=1

ak +
n∑

k=n0

ak,

ãäå n0 � ôèêñèðîâàííîå. Òîãäà lim
n∑

n=1

ak ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, òîãäà lim
n∑

k=n0

ak

ñóùåñòâóåò. �
Îïðåäåëåíèå 3.1. Åñëè ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ, òî ñóììà

Rn =
∞∑

k=n+1

ak

íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ðÿäà.
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4. ×èñëîâûå ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Êðè-
òåðèé ñõîäèìîñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðÿäû
∞∑
n=1

an, â êîòîðûõ an ≥ 0. Òàêèå ðÿäû íàçûâàþòñÿ ðÿäàìè

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 4.1. ×èñëîâîé ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòíûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü an ≥ 0. Òîãäà

Sn+1 =
n+1∑
k=1

ak =
n∑

k=1

ak + an+1 = Sn + an+1 ≥ Sn,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) âîçðàñòàþùàÿ è Sn ≥ 0. Íî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà. �

5. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Òåîðåìà 5.1. 1) Ðÿä
∞∑
n=0

qn ñõîäèòñÿ ïðè |q| < 1.

2) Ðÿä
∞∑
n=0

qn ðàñõîäèòñÿ ïðè |q| ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn =
n∑

k=0

qk. Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ Sn

Sn+1 =
n+1∑
k=0

qk = 1 + q + . . .+ qn + qn+1 = Sn + qn+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

1+Sn ·q = 1+q+q2+. . .+qn+qn+1 = Sn+1 ⇒ Sn+q
n+1 = 1+Snq ⇒ Sn(q−1) = qn+1−1 ⇒

Sn =
qn+1 − 1

q − 1
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1)Åñëè |q| < 1 ⇒ lim |q|n = 0 ⇒ lim qn = 0 ⇒ ∃ limSn = 1
1−q

, ò.å.
∞∑
n=0

qn = 1
1−q

.

2) Åñëè |q| ≥ 1, òî lim qn ̸= 0, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

6. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â äîïðåäåëüíîé ôîðìå

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü äàíû ðÿäû
∑
an è

∑
bn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

1) Åñëè ∃λ > 0 òàêîå, ÷òî an ≤ λ · bn è
∑
bn ñõîäèòñÿ, òî

∑
an ñõîäèòñÿ.

2) Åñëè ∃λ > 0 òàêîå, ÷òî an ≥ 1
λ
· bn è

∑
bn ðàñõîäèòñÿ, òî

∑
an ðàñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî ïî êðèòåðèþ Êîøè

∀ ε > 0 ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀ p ≥ 1

n+p∑
k=n+1

bk <
ε

λ
⇒

n+p∑
k=n+1

ak ≤ λ
∑

bk < λ · ε
λ
= ε,

ò.å. âûïîëíåí êðèòåðèé Êîøè.
2) Ïóñòü

∑
an ñõîäèòñÿ. Íî bn ≤ λan, òîãäà

∑
bn ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

�

7. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü äàíû ðÿäû
∑
an è

∑
bn, an > 0, bn > 0 è ñóùåñòâóåò lim

n→∞
an
bn

=

λ > 0. Òîãäà ðÿäû
∑
an è

∑
bn ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. lim
n→∞

an
bn

= λ > 0, òî äëÿ ε = λ
2

∃n0, ∀n ≥ n0

∣∣∣∣anbn − λ

∣∣∣∣ < λ

2
⇔ λ− λ

2
<
an
bn

< λ+
λ

2
,

ò.å. λ
2
bn ≤ an ≤ 3

2
λ · bn. Îòñþäà, ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ â äîïðåäåëüíîé ôîðìå: åñëè∑

bn ñõîäèòñÿ, òî
∑
an ñõîäèòñÿ. Åñëè

∑
bn ðàñõîäèòñÿ, òî

∑
an ðàñõîäèòñÿ. �

Ïðèìåð.
∑

n+2
n2+1

ðàñõîäèòñÿ, ò.ê.

lim
n→∞

n+ 2

n2 + 1
:
1

n
= lim

n→∞

n2 + 2n

n2 + 1
= 1 ̸= 0 ⇒

ðÿäû
∑

n+2
n2+1

è
∑

1
n
âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî, íî

∑
1
n
ðàñõîäèòñÿ, çíà÷èò è

∑
n+2
n2+1

ðàñõî-
äèòñÿ.

8. Ñóììà ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèå ðÿäà íà ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü äàíû ðÿäû
∑
an è

∑
bn. Òîãäà

1) ðÿä
∞∑
n=0

(an + bn) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäîâ.

2) ðÿä
∞∑
n=0

λan íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðÿäà íà ÷èñëî.

Òåîðåìà 8.1. Åñëè ðÿäû
∑
an è

∑
bn ñõîäÿòñÿ, òî

1)
∑

(an + bn) ñõîäèòñÿ è
∑

(an + bn) =
∑
an +

∑
bn.

2)
∑
λan ñõîäèòñÿ è

∑
λan = λ

∑
an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü An =
n∑

k=1

ak, Bn =
n∑

k=1

bk, Sn =
n∑

k=1

(ak + bk). Î÷åâèäíî, ÷òî

Sn = An+Bn. Òîãäà limSn = limAn+limBn =
∑
an+

∑
bn ⇒

∑
(an+bn) =

∞∑
k=1

ak+
∞∑
k=1

bk.

�
2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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9. Ïðèçíàê Êîøè

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü
∞∑
n=1

an, an ≥ 0 è ïóñòü λ = lim
n→∞

n
√
an.

1) Åñëè λ < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ.
2) Åñëè λ > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
3) Åñëè λ = 1, òî òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü λ < 1, ò.å. lim
n→∞

n
√
an = λ < 1. Ïî îïðåäåëåíèþ lim

n→∞
n
√
an =

lim
n→∞

(
sup
k≥n

k
√
ak

)
. Îáîçíà÷èì An = sup

k≥n

k
√
ak. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An óáûâàåò è limAn =

λ, òîãäà ∃n0, ∀n ≥ n0 λ ≤ An <
1+λ
2
. Íî

n
√
an ≤ sup

k≥n

k
√
ak = An ⇒ n

√
an ≤ An ≤ 1 + λ

2
= d < 1 ⇒ an ≤ dn

è
∞∑
n=1

dn ñõîäèòñÿ, îòêóäà ñëåäóåò ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ â äîïðåäåëüíîé ôîðìå, ÷òî

∞∑
n=n0

an ñõîäèòñÿ, çíà÷èò, ðÿä
∑
ak ñõîäèòñÿ.

2) Ïóñòü λ > 1. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ∃n0, ∀n ≥ n0
λ+1
2

< An ≤ λ. Òàê êàê

An = sup
k≥n

k
√
ak, òî ∀n, ∃ kn > n, ÷òî kn

√
akn ≥ λ+1

2
⇒ akn ≥

(
λ+1
2

)kn → +∞ ò.ê. λ+1
2

> 1.

Çíà÷èò, íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

3)
∑

1
n
ðàñõîäèòñÿ è lim n

√
1
n
= 1.

∑
1
n2 ñõîäèòñÿ è n

√
1
n2 = 1. �

10. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑
n=1

an, an > 0, è ñóùåñòâóåò lim
n→∞

an+1

an
= λ. Òîãäà

1) åñëè λ < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ;
2) åñëè λ > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ;
3) åñëè λ = 1, òî òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) λ > 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε = 1−λ
2

∃n0, ∀n > n0,∣∣∣an+1

an
− λ
∣∣∣ < 1−λ

2
. Òîãäà

an+1

an
− λ <

1− λ

2
⇒ an+1

an
<

1 + λ

2
= d < 1 ⇒ an0+k

an0

≤ an0+k

an0+k−1

· an0+k−1

an0+k−2

. . .
an0+1

an0

< dk.

Îòñþäà an0+k < dkan0 , çíà÷èò, ðÿä
∞∑
k=1

an0+k ñõîäèòñÿ, òîãäà
∞∑

n=n0+1

an ñõîäèòñÿ, çíà÷èò,∑
an ñõîäèòñÿ.

2) λ > 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε = λ−1
2

∃n0, ∀n ≥ n0,
∣∣∣an+1

an
− λ
∣∣∣ < λ−1

2
⇒

an+1

an
− λ >

1− λ

2
⇒ an+1

an
>
λ+ 1

2
= d > 1 ⇒ an0+k > dkan0 → +∞,
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ò.å. íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
3)
∑

1
n
ðàñõîäèòñÿ, d = 1,

∑
1
n2 ñõîäèòñÿ, d = 1. �

Ïðèìåð.

∞∑
n=1

1

n!
, an =

1

n!
,
an+1

an
=

n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
, lim

1

n+ 1
= 0 ⇒ lim

n→∞

an+1

an
= 0 < 1,

çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ.

11. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü
∞∑
n=1

an � ÷èñëîâîé ðÿä, òàêîé, ÷òî

1) an+1 ≤ an. 2) an > 0 ∀n. 3) lim
n→∞

an = 0

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x) íà [1,+∞) òàêàÿ, ÷òî
1) f(x) > 0 íà [1,+∞). 2) f(x) óáûâàþùàÿ. 3) lim

x→+∞
f(x) = 0

Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò lim
n→+∞

n∫
1

f(x) dx ̸=
+∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í e î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òîãäà ðàññìîòðèì

n∫
1

f(x) dx =
n−1∑
k=1

k+1∫
k

f(x) dx ≤
n−1∑
k=1

k+1∫
k

f(k) dx =
n−1∑
k=1

f(k) =
n−1∑
k=1

ak = Sn−1.

Ò.ê. ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî åãî ÷àñòíûå ñóììû Sn îãðàíè÷åíû, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò

C > 0, ÷òî
n∫
1

f(x) dx ≤ C. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
n∫
1

f(x) dx

)∞

n=1

âîçðàñòàþùàÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

n∫
1

f(x) dx.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ∃ lim
n→∞

n∫
1

f(x) dx. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
n∫
1

f(x) dx

)∞

n=1
âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà. Êðîìå ýòîãî,

n∫
1

f(x) dx =
n−1∑
k=1

k+1∫
k

f(x) dx ≥
n−1∑
k=1

f(k + 1) =
n∑

k=2

ak.

Îòñþäà, ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà
∑∞

k=2 ak îãðàíè÷åíû, an ≥ 0, çíà÷èò, îí ñõîäèòñÿ, ñëåäî-
âàòåëüíî,

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ. �

12. Îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ðÿä
∞∑
k=1

1

ka
(a > 0)
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íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a ≤ 0 îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 12.1. Åñëè a > 1, òî îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ.
Åñëè a ≤ 1, òî îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) a > 1. Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì. Ïîëîæèì f(x) =
1
xa . Òîãäà f(n) =

1
na , f(x) óáûâàåò è limx→∞ f(x) = 0

n∫
1

1

xa
dx =

x1−a

1− a

∣∣∣∣n
1

=
1

1− a
(n1−a − 1) =

1

a− 1

(
1− 1

na−1

)
⇒ lim

n→∞

n∫
1

1

xa
dx =

1

a− 1
,

ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ.
2) a = 1.

n∫
1

1

x
dx = ln x|n1 = (lnn− ln 1) = lnn→ +∞ ⇒

lim
n→∞

n∫
1

1
x
dx íå ñóùåñòâóåò, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

3) 0 < a < 1. Àíàëîãè÷íî 1). Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. �
Ïðèìåð. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä∑

n→∞

n+ 1

n3 + 1
.

Ñðàâíèì ñ ðÿäîì
∑

n→∞

1
n2 ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå.

lim
n→∞

n+ 1

n3 + 1
:
1

n2
= lim

n→∞

n2(n+ 1)

n3 + 1
= lim

1 + 1
n

1 + 1
n3

= 1 > 0 ⇒

ðÿäû
∞∑
n=1

1
n2 è

∞∑
n=1

n+1
n3+1

âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Íî ðÿä
∞∑
n=1

1
n2 ñõîäèòñÿ, çíà÷èò, è ðÿä

∞∑
n=1

n+1
n3+1

ñõîäèòñÿ.

13. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 13.1. ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõî-

äèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|an|.

Òåîðåìà 13.1. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∑

|an| ñõîäèòñÿ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè

∀ ε > 0 ∀n ≥ n0, ∀ p ≥ 1

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

|ak|

∣∣∣∣∣ < ε⇒

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

|ak| < ε. �
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14. Óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è
Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 14.1. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

anbn òàêîé, ÷òî

1) an ↓ 0,

2) ÷àñòíûå ñóììû
n∑

k=1

bk = Bn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å. |Bn| ≤ B ∀n.

Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòðåçîê ðÿäà
n+p∑

k=n+1

akbk. Îáîçíà÷èì Bn =
n∑

k=1

bk ⇒ bk =

Bk −Bk−1. Òîãäà

n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p∑
k=n+1

ak(Bk −Bk−1) =

n+p∑
k=n+1

akBk −
n+p∑

k=n+1

akBk−1 =

ïóñòü k − 1 = l, òîãäà

=

n+p∑
k=n+1

akBk−
n+p−1∑
l=n

al+1Bl =

n+p∑
k=n+1

akBk−
n+p−1∑
k=n

ak+1Bk =

n+p−1∑
k=n+1

akBk+(an+pBn+p−an+1Bn)−

−
n+p−1∑
k=n+1

ak+1Bk =

n+p−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)Bk + (an+pBn+p − an+1Bn) ⇒

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ B

n+p−1∑
k=n+1

(ak − ak+1) +B(|an+1|+ |an+p|) =

= B(an+1 − an+p) +B(an+1 + an+p) = 2Ban+1.

Òàê êàê lim an = 0, òî ∀ ε > 0 ∃n0, ∀n ≥ n0, |an| < ε
2B

⇒ ∀n ≥ n0,∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ 2B · ε

2B
= ε,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè. �
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ðÿä

∑∞
k=1 akbk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 14.1, òî äëÿ

îñòàòêà Rn =
∑∞

k=n+1 akbk ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Rn| ≤ 2Man+1,

ãäå M = sup
n

|
∑n

k=1 bk|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14.1 áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤M

n+p−1∑
k=n+1

(ak − ak+1) +M(an+1 + an+p) = 2Man+1.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðè p → +∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì n ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

∞∑
k=n+1

|ak||bk| ≤ 2Man+1. �

Ñëåäñòâèå 2.[Ïðèçíàê Ëåéáíèöà] Åñëè an ↓ 0 òî ðÿä

∞∑
k=1

ak(−1)k

ñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì äëÿ îñòàòêà Rn ñïðàâåäëèâî: Rn ≤ 2an+1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ bn = (−1)k, âèäèì, ÷òî

∣∣∣∣ n∑
k=1

(−1)n
∣∣∣∣ ≤ 1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå Äèðèõëå ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïî ñëåäñòâèþ 2 |Rn| ≤ 2an+1. �

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå â ðÿäå Ëåéáíèöà

|Rn| ≤ an+1.

Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü
∞∑
n=1

an(−1)n, an ↓ 0 ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ îñòàòêà Rn ñïðàâåäëè-

âî ðàâåíñòâî |Rn| ≤ an+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿä
∞∑
n=1

an(−1)n ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Ïîýòîìó íàäî îöå-

íèòü òîëüêî îñòàòîê Rn =
∞∑

k=n+1

ak(−1)k.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n + 1 � ÷åòíîå. Òîãäà an+1(−1)n+1 > 0. an+2(−1)n+2 < 0,
íî an+2 < an+1 ⇒ an+1(−1)n+1 + an+2(−1)n+2 > 0, òîãäà

Rn =
∞∑

k=n+1

ak(−1)k = (an+1(−1)n+1+an+2(−1)n+2)+(an+3(−1)n+3+an+4(−1)n+4)+. . . > 0.

Çàïèøåì ýòó ñóììó èíà÷å:

Rn = an+1(−1)n+1 + (an+2(−1)n+2) + (an+4(−1)n+4 + an+5(−1)n+5) + . . .⇒ Rn+1 < 0

è Rn = an+1(−1)n+1 +Rn+1 ⇒ Rn −Rn+1 = (−1)n+1an+1 ⇒ |Rn| ≤ |Rn −Rn+1| = an+1. �

Ïðèìåð.
∞∑
n=1

(−1)n

n
ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ðÿä, êîòîðûé ñõîäèòñÿ, íî àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ, íàçûâàþò
óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.

15. Ïåðåñòàíîâêè àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

Òåîðåìà 15.1. Ðÿä
∞∑
n=1

an ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè îñòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïîñëå

ëþáîé ïåðåñòàíîâêè, ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ïåðåñòàâëåííûé ðÿä
∞∑
n=1

ank
ðàñõîäèòñÿ ê+∞, ò.å. lim

M→∞

M∑
k=1

ank
=

+∞. ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì
M∑
k=1

ank
âîçðàñòàåò. Âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíîå M ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò N ∈ N, ÷òî â ñóììå
N∑
k=1

ank
ïðèñóòñòâóþò âñå

ñëàãàåìûå èç ñóììû
M∑
k=1

ank
, ò.å.

N∑
n=1

an ≥
M∑
k=1

ank
→ +∞. Ïîýòîìó lim

N→∞

N∑
k=1

ak = +∞.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ò.å. ðÿä
∞∑
k=1

ank
ñõîäèòñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñóììå. Êàê è âûøå, äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû
M∑
k=1

ank

ïåðåñòàâëåííîãî ðÿäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N èìååì íåðàâåíñòâî
N∑

n=1

an ≥
M∑
k=1

ank
. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû
N∑

n=1

an íàéäåòñÿ ÷èñëîM1 > M òàê, ÷òî
M1∑
k=1

ank
≥

N∑
k=1

ak, ò.å. ìû èìååì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

M1∑
k=1

ank
≥

N∑
k=1

ak ≥
M∑
k=1

ank
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè M → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

∞∑
k=1

ank
= lim

M1∑
k=1

ank
≥ lim

N∑
k=1

ak ≥ lim
M∑
k=1

ank
=

∞∑
k=1

ank
.

Çíà÷èò,
∞∑
k=1

ak =
∞∑
n=1

ank
. �

Òåîðåìà 15.2. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an îñòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïîñëå ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè, ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

a+k =
|ak|+ ak

2
, a−k =

|ak| − ak
2

.

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

a+k =

{
ak, ak ≥ 0
0, ak < 0

a−k =

{
−ak, ak ≤ 0
0, ak > 0

Î÷åâèäíî, ÷òî a+k ≥ 0, a−k ≥ 0. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 15.1 ðÿäû
∑
a+nk

è
∑
a−nk

ñõîäÿòñÿ è∑
a+nk

=
∑

a+k ,
∑

a−nk
=
∑

a−k .

Ïîýòîìó ∑
ank

=
∑

a+nk
−
∑

a−nk
=
∑

a+k −
∑

a−k =
∑

ak. �
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16. Ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Ðàñ-
õîäèìîñòü ê +∞

Ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà N áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (nk)

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Òîãäà

1) ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (nk) òàêàÿ, ÷òî
∞∑
k=1

ank
ðàñõîäèòñÿ ê +∞.

2) ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (nk), òàêàÿ ÷òî
∞∑
k=1

ank
ðàñõîäèòñÿ ê −∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
∑
ak ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, íî
∑

|ak| ðàñõî-

äèòñÿ. Çíà÷èò, lim
k→∞

ak = 0. Îòñþäà ∃M > 0, ÷òî ∀ k |ak| ≤M . Îáîçíà÷èì

a+k =
|ak|+ ak

2
, a−k =

|ak| − ak
2

.

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿäû
∑
a+k è

∑
a−k ðàñõîäÿòñÿ. Åñëè ðÿä

∑
a+k ñõîäèòñÿ è ðÿä

∑
a−k ñõî-

äèòñÿ, òî ðÿä
∑

(a+k + a−k ) =
∑

|ak| ñõîäèòñÿ, ÷òî íåâåðíî. Åñëè
∑
a+k ñõîäèòñÿ è

∑
a−k

ðàñõîäèòñÿ, òî
∑

k(a
+
k − a−k ) =

∑
ak ñõîäèòñÿ, ÷òî íåâåðíî, ò.ê.

∑
a−k =

∑
a+k −

∑
ak,

ò.ê.ðàçíîñòü ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ åñòü ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Àíàëîãè÷íî, íåâîçìîæåí ñëó÷àé∑
a+k ðàñõîäèòñÿ è

∑
a−k ñõîäèòñÿ. Îñòàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü:

∑
a+k ðàñõîäèòñÿ

è
∑
a−k ðàñõîäèòñÿ.

1) Äîêàæåì, ÷òî ∃nk, äëÿ êîòîðîé ðÿä
∑
ank

ðàñõîäèòñÿ ê +∞. Òàê êàê
∞∑
n=1

a+n ðàñ-

õîäèòñÿ è a+n ≥ 0, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì S+
n =

n∑
k=1

a+k âîçðàñòàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çíà÷èò, íåîãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó, ò.å. lim
n→∞

S+
n = +∞. Ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk ↑ +∞, ÷òî n1 = 1 è

nj+1−1∑
k=nj

a+k ≥ 2M.

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
j=1

nj+1−1∑
k=nj

a+k

− a−j

 ,

êîòîðûé åñòü ïåðåñòàâëåííûé èñõîäíûé ðÿä. Ïîêàæåì, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ ê +∞. Â
ñàìîì äåëå

m∑
j=1

nj+1−1∑
k=nj

a+k

− a−j

 ≥
m∑
j=1

M = m ·M → +∞ ïðè m→ ∞.

m∑
j=1

nj+1−1∑
k=nj

a+k

− a−j

+

nm+1+p∑
k=nm+1

a+k ≥ m ·M → +∞ ïðè m→ ∞.
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2) Ïîêàæåì, ÷òî ñëàãàåìûå ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû ðÿä ðàñõîäèëñÿ ê −∞. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì ðÿä

∑∞
k=1(−an). Ïî 1) ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà nk, ÷òî

∑∞
k=1−ank

ðàñõîäèëñÿ ê +∞. Òîãäà
∞∑
k=1

ank
ðàñõîäèòñÿ ê −∞. �

17. Ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Ñõî-
äèìîñòü ê ëþáîìó íàïåðåä çàäàííîìó ÷èñëó

Òåîðåìà 17.1.[Òåîðåìà Ðèìàíà] Ïóñòü
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Òîãäà ∀A ∈ R

ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (nk), ÷òî
∞∑
k=1

ank
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ak ̸= 0.
1) Ïóñòü A ≥ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α+

k ïîëîæèòåëüíûå ñëàãàåìûå, çàíóìåðîâàííûå â
òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïðèñóòñòâóþò â èñõîäíîì ðÿäå, ÷åðåç α−

k � îòðèöàòåëüíûå
ñëàãàåìûå, çàíóìåðîâàííûå â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïðèñóòñòâóþò â èñõîäíîì
ðÿäå. Íàïðèìåð, åñëè äàí ðÿä

−1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
+ . . . ,

òî

α+
1 =

1

3
, α+

2 =
1

5
, α+

3 =
1

7
. . . ,

α−
1 = −1

2
, α−

2 = −1

4
, α−

3 = −1

6
. . . .

Ïóñòü n1 âûáðàíî òàê, ÷òî
n1∑
k=1

α+
k > A, ýòî âîçìîæíî. Âûáåðåì m1 òàê, ÷òîáû

Sn1+m1 =

n1∑
k=1

α+
k +

m1∑
k=1

α−
k < A, íî

n1∑
k=1

α+
k +

m1−1∑
k=1

α−
k ≥ A.

Âûáåðåì n2 òàê, ÷òîáû

n1∑
k=1

α+
k +

m1∑
k=1

α−
k +

n2∑
k=n1+1

α+
k︸ ︷︷ ︸

Sn2+m1

> A, íî
n1∑
k=1

α+
k +

m1∑
k=1

α−
k +

n2−1∑
k=n1+1

α+
k ≤ A.

Âûáåðåì m2 òàê, ÷òîáû

Sn2+m2 =

n1∑
k=1

α+
k +

m1∑
k=1

α−
k +

n2∑
k=n1+1

α+
k +

m2∑
k=m1+1

α−
k < A,

íî

Sn2+m2−1 =

n1∑
k=1

α+
k +

m1∑
k=1

α−
k +

n2∑
k=n1+1

α+
k +

m2−1∑
k=m1+1

α−
k ≥ A.
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Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ðÿä

∞∑
j=0

 nj+1∑
k=nj+1

α+
k +

mj+1∑
k=mj+1

α−
k

 (n0 = 0,m0 = 0), (17.1)

êîòîðûé åñòü ïåðåñòàíîâêà èñõîäíîãî ðÿäà. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (17.1) ñõîäèòñÿ ê A. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè∣∣∣∣∣∣

p∑
j=0

 nj+1∑
k=nj+1

α+
k +

mj+1∑
k=mj+1

α−
k

− A

∣∣∣∣∣∣ = |Snp+1+mp+1 − A| ≤ |α−
mp+1

| → 0

∣∣∣∣∣∣
p∑

j=0

 nj+1∑
k=nj+1

α+
k +

mj+1∑
k=mj+1

α−
k

+

np+1+s∑
k=np+1+1

α+
k − A

∣∣∣∣∣∣ ≤ |α−
mp+1

| → 0

∣∣∣∣∣∣
p∑

j=0

 nj+1∑
k=nj+1

α+
k +

mj+1∑
k=mj+1

α−
k

+

np+2∑
k=np+1+1

α+
k − A

∣∣∣∣∣∣ ≤ |α+
np+2

| → 0.

∣∣∣∣∣∣
p∑

j=0

 nj+1∑
k=nj+1

α+
k +

mj+1∑
k=mj+1

α−
k

+

np+2∑
k=np+1+1

α+
k +

mp+1+s∑
k=mp+1+1

α−
k

∣∣∣∣∣∣ ≤ |α+
np+2

| → 0.

2) Ïóñòü A < 0. Òîãäà ðàññìîòðèì ðÿä
∑

−an, êîòîðûé ñõîäèòñÿ óñëîâíî è ñóùåñòâóåò
ïåðåñòàíîâêà nk, òàêàÿ, ÷òî

∑
−ank

= −A, ñëåäîâàòåëüíî,
∑
ank

= A. �

18. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ñóììû ÷èñëîâîãî ðÿäà

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà

∞∑
n=1

an. (18.1)

Îáû÷íî åå âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ñóììó âû÷èñëÿþò ïðèáëèæåííî. Ïóñòü A

� òî÷íàÿ ñóììà, An =
n∑

k=1

ak � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, è Rn =
∞∑

k=n+1

ak � îñòàòîê ðÿäà. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A = An +Rn =
n∑

k=1

ak +Rn.

Îáùèé ïðèíöèï: äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñóììû â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ âûáèðàþò ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà è ïîëàãàþò

A ≈ An =
n∑

k=1

ak.

Âîïðîñ: íàñêîëüêî An îòëè÷àåòñÿ îò òàêîãî çíà÷åíèÿ?
Îòâåò:

A− An = Rn ⇒ |A− An| = |Rn|.
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ò.å. An îòëè÷àåòñÿ îò A íà âåëè÷èíó |Rn|.
Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî ε > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàäî ïîäîáðàòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó An òàê, ÷òîáû |A− An| < ε. Êàê ýòî ñäåëàòü?
Îòâåò: ò.ê. |A − An| = |Rn|, òî íàäî íàéòè n òàêîå, ÷òî |Rn| < ε, è òîãäà |An − A| < ε,
ñëåäîâàòåëüíî, An � ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ñ òàêîé òî÷íîñòüþ.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííóþ ñóììó ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî ε = 0.001

∞∑
k=1

(−1)k
1

1 +
√
k
.

Ðÿä óäîâëåòâîðÿåò óñëîâíîìó ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, çíà÷èò, |Rn| ≤ an+1 = 1
1+

√
n+1

. Âû-

áèðàåì n òàê, ÷òîáû 1
1+

√
n+1

< 1
1000

. Òîãäà 1 +
√
n+ 1 > 1000. Îòñþäà

√
n+ 1 > 999,

çíà÷èò, n+ 1 > 9992, ò.å. n > (999)2, ò.å. n = (999)2 + 1 èëè n ≈ (1000)2.
Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ε = 1

1000
ïðèáëèæåííóþ ñóììó ðÿäà

∞∑
k=1

ak =
∞∑
k=1

k

3k
.

Rn = an+1 + an+2 + . . . ≤ an+1 +
an+1

2
+
an+1

22
+ . . . =

= an+1

(
1 +

1

2
+

1

22
+ . . .

)
= an+1 · 2.

Ò.å. |Rn| ≤ an+1 · 2. Èç íåðàâåíñòâà 2 · n+1
3n+1

< 1
1000

íàõîäèì ïåðåáîðîì çíà÷åíèå n = 9.
Ò.å. íàäî âçÿòü 9 ñëàãàåìûõ.
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Ãëàâà 3

Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

è ðÿäû

1. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäèìîñòü ïî-
òî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè,
îïðåäåëåííûå íà X ⊂ R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Îáîçíà-
÷àåòñÿ (fn(x))

∞
n=1, çäåñü fn(x) � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà X, ò.å. ôóíêöèîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî îòîáðàæåíèå n 7→ fn(x).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x0 ê
÷èñëó A, åñëè lim

n→∞
fn(x0) = A.

Åñëè lim
n→∞

fn(x0) ñóùåñòâóåò ∀x0 ∈ X, òî ãîâîðÿò, ÷òî fn(x) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî

íà ìíîæåñòâå X. Òàê êàê ïðè êàæäîì x ∈ X, lim
n→∞

fn(x) çàâèñèò îò x, òî ýòîò

ïðåäåë åñòü ôóíêöèÿ îò x. Îáîçíà÷èì åå f(x). Òîãäà

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀x èëè fn(x) → f(x) ∀ x.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê f(x) íà X ⊂
R ðàâíîìåðíî, åñëè

∀ ε > 0 ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀ x ∈ X, |fn(x)− f(x)| < ε.

Îáîçíà÷àåòñÿ fn(x)
X

⇒ f(x).

Òåîðåìà 1.1. Åñëè fn(x)
X

⇒ f(x), òî fn(x) → f(x) íà X ïîòî÷å÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.
Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå íåâåðíî, íàïðèìåð, fn(x) = xn, 0 ≤ x ≤ 1, ò.å. X = [0, 1]. Òîãäà
∀ 0 ≤ x < 1 lim fn(x) = lim xn = 0, lim fn(1) = lim 1n = 1, ò.å.

fn(x) → f(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,
1, x = 1.

41



Íî fn(x) ̸⇒ f(x) íà [0, 1]. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü xn = 1

n
1
n2
, òîãäà

fn(xn) =

(
1

n
1
n2

)n

=
1
n
√
n
→ 1 ⇒ |fn(xn)− f(xn)| =

1
n
√
n
→ 1

çíà÷èò, sup
x

|fn(x)− f(x)| ̸→ 0, ò.å. íåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

2. Ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 1) fn(x) ⇒ f(x) íà X,
2) fn(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ X. Òîãäà f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò n0, ∀ x, |fn0(x) − f(x)| < ε
3
. Íî

fn0(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, çíà÷èò, äëÿ ýòîãî ε ñóùåñòâóåò δ > 0 ∀ x ∈ X, |x−x0| < δ
ñëåäóåò |fn0(x)− f(x)| < ε

3
. Òîãäà ∀ x |x− x0| < δ èìååì

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε. �

Çàìå÷àíèå.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.1, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî xn ̸⇒ φ(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,
1, x = 1.

Â ñàìîì äåëå, åñëè xn ⇒ φ(x), òî φ(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå, ãäå xn íåïðåðûâíà.
Òîãäà φ(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1].

3. Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 3.1. fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ ε > 0 ∃n0, ∀m,n ≥ n0, ∀x ∈ [a, b] |fn(x)− fm(x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x), òîãäà

∀ ε > 0 ∃n0, ∀m,n ≥ n0, ∀x |fn(x)− f(x)| < ε

2
∧ |fm(x)− f(x)| < ε

2
⇒

∀m,n ≥ n0, ∀x |fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fn(x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êðèòåðèÿ Êîøè, ò.å.

∀ ε > 0 ∃n0, ∀m,n ≥ n0, ∀x |fn(x)− fm(x)| < ε⇒

∀x ∈ [a, b], ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x))
∞
n=1 ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà ∀x ∈ [a, b]

∃ lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ. Â íåðàâåíñòâå |fn(x)−fm(x)| <
ε ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ôèêñèðîâàííîì x ïðè m → ∞ ⇒ |fn − f(x)| ≤ ε ∀n ≥ n0,
∀x ∈ X, ò.å. fn(x) ⇒ f(x). �
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4. Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä ñõîäÿùèìèñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Òåîðåìà 4.1. Åñëè lim fn(x) = f(x) è lim gn(x) = g(x), òî lim(fn(x) + gn(x)) = f(x) +
g(x) è limλfn(x) = λ lim fn(x) = λf(x). Ýòî âåðíî êàê äëÿ ïîòî÷å÷íîé, òàê è äëÿ
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x), gn(x) ⇒ g(x). Òîãäà

∀ ε > 0 ∃n1, ∀n ≥ n1, ∀x ∈ X |fn(x)− f(x)| < ε

2
,

∀ ε > 0 ∃n2, ∀n ≥ n2, ∀ x ∈ X |gn(x)− g(x)| < ε

2
,

îòñþäà

∀ ε > 0 ∀n ≥ n0 = max(n1, n2), ∀x ∈ X |fn(x) + gn(x)− (f(x) + g(x))| < ε

2
+
ε

2
= ε. �

5. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: Ïóñòü fn(x) → f(x). Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå:
b∫
a

fn(x) dx→
b∫
a

f(x) dx?

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü 1) fn(x) ∈ R∗(a, b), 2) fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b]. Òîãäà
1) f(x) ∈ R∗(a, b).

2)
b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x), òîãäà fn(x) ôóíäàìåíòàëüíà, çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃n0, ∀m,n ≥ n0, ∀x[a, b] |fn(x)− fm(x)| <
ε

b− a
⇒

− ε

b− a
< fn(x)− fm(x) <

ε

b− a
∀ x.

Òîãäà

−
b∫

a

ε

b− a
dx <

b∫
a

fn(x) dx−
b∫

a

fm(x) dx < ε

b∫
a

ε

b− a
dx ⇒

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn(x) dx−
b∫

a

fm(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε, (5.1)

ò.å. ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
b∫
a

fn(x) dx ôóíäàìåíòàëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõî-

äèòñÿ, è ïóñòü I = lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx. Ïåðåõîäÿ â (5.1) ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì n = n0 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn0(x) dx− I

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε, (5.2)
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Ïîêàæåì, ÷òî I =
b∫
a

f(x) dx. Âûáåðåì ðàçáèåíèå
◦
X≪ δ(x) òàê, ÷òîáû

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn0(x) dx− S(fn0,

◦
X)

∣∣∣∣∣∣ < ε. (5.3)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (5.1)-(5.3) ïîëó÷àåì

|I − S(f
◦
X)| ≤

∣∣∣∣∣∣I −
b∫

a

fn0(x) dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

b∫
a

fn0(x) dx− S(fn0,

◦
X)

∣∣∣∣∣∣+ |S(fn0,

◦
X)− S(f

◦
X)| < 3ε.

Îòñþäà, f ∈ R∗ è I =
b∫
a

f(x) dx. �

Ñëåäñòâèå.
b∫
a

lim fn(x) dx = lim
b∫
a

fn(x) dx, ò.å. çíàê ïðåäåëà ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê

èíòåãðàëà.

6. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü 1) fn(x) → f(x) íà [a, b] ïîòî÷å÷íî.
2) fn(x) äèôôåðåíöèðóåìû.
3) f ′

n(x) ⇒ F (x) è F (x) íåïðåðûâíà.
Òîãäà 1) f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è 2) F (x) = f ′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ′
n(x) ⇒ F (x) òî ïî òåîðåìå 5.1 F ∈ R∗(a, b) è

x∫
a

f ′
n(t) dt→

x∫
a

F (t) dt⇒ fn(x)− fn(a) →
x∫

a

F (t) dt⇒

lim
n→∞

(fn(x)− fn(x)) =

x∫
a

F (t) dt⇒ f(x)− f(a) =

x∫
a

F (t) dt.

Ïîêàæåì, ÷òî
x∫
a

F (t) dt äèôôåðåíöèðóåìà. Â ñàìîì äåëå,

x+∆x∫
a

F (t) dt−
x∫
a

F (t) dt

∆x
=

x+∆x∫
a

F (t) dt

∆x
=
F (ξ)∆x

∆x
= F (ξ) → F (x)

ïðè ∆x → 0 ⇒ d
dx

x∫
a

F (t) dt = F (x) ⇒ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x) = d
dx

x∫
a

F (t) dt =

F (x). �
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7. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü, êðèòåðèé Êîøè

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü (fn(x))
∞
n=1 � ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, x ∈ [a, b].

Òîãäà âûðàæåíèå
∞∑
n=1

fn(x) (7.1)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Âûðàæåíèå Sn(x) =
n∑

k=1

fk(x) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷-

íîé ñóììîé.
Ðÿä (7.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïîòî÷å÷íî íà [a, b], åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Sn(x) ñõîäèòñÿ íà [a, b] ïîòî÷å÷íî. limn→∞ Sn(x) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Îáîçíà-

÷àåòñÿ
∞∑
n=1

fn(x), ò.å. îäíî è òîæå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ ðÿäà è äëÿ åãî

ñóììû.
Ðÿä (7.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ íà [a, b] ðàâíîìåðíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) ñõîäèòñÿ íà [a, b] ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ íà X ðàâíîìåðíî, òî îí ñõîäèòñÿ
è ïîòî÷å÷íî, ïðè÷åì, ê òîé æå ñóììå. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñóììå f(x) íà ìíîæåñòâå

X. Îáîçíà÷èì Sn(x) =
n∑

k=1

fn(x). Òîãäà Sn(x) ⇒ f(x) íà X. Íî òîãäà Sn(x) → f(x) íà

ìíîæåñòâå X ïîòî÷å÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
k=1

fk(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïîòî÷å÷íî íà X.

�
Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè fn(x) íà îòðåçêå [a, b], îïðå-

äåëåííûå ðàâåíñòâîì

f1(x) = x, f2(x) = x2 − x, . . . fn(x) = xn − xn−1, . . .

è îáðàçóåì ðÿä
∞∑
n=1

fn(x). Î÷åâèäíî, ÷òî

Sn(x) =
n∑

k=1

fk(x) = x+ (x2 − x) + (x3 − x2) + . . .+ (xn − xn−1) = xn.

Íî xn ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà [0, 1] è íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. �

8. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü 1) fn(x) ∈ R∗(a, b),

2)
∞∑
n=1

fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x), ò.å.
∞∑
n=1

fn(x) = f(x).
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Òîãäà
1) f(x) ∈ R∗(a, b)

2)
b∫
a

f(x) dx =
∞∑
n=1

b∫
a

fn(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(x). Î÷åâèäíî, ÷òî Sn(x) ∈ R∗(a, b)
è Sn(x) ⇒ f(x). Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1 f(x) ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

f(t) dt = lim
n→∞

b∫
a

Sn(x) dx = lim

b∫
a

n∑
k=1

fk(x) = lim
n∑

k=1

b∫
a

fk(x) dx =
∞∑
k=1

b∫
a

fk(t) dt. �

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü 1) fn(x) äèôôåðåíöèðóåìû è f ′
n(x) íåïðåðûâíû.

2)
∑
f ′
n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê F(x), ò.å. F (x) =

∞∑
k=1

f ′
k(x).

3)
∑
fk(x) ñõîäèòñÿ ê f(x), ò.å. f(x) =

∞∑
k=1

fk(x).

Òîãäà f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x) = F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn(x) =
n∑

k=1

fk(x). Òîãäà

1) Sn(x) äèôôåðåíöèðóåìà, S
′
n(x) íåïðåðûâíà

2) S ′
n(x) ⇒ F (x) íà [a, b]

3) Sn(x) → F (x).
Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1 f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x) = F (x). �
Çàìå÷àíèå.

f(x) =
∞∑
k=1

fk(x) ∧ F (x) =
∞∑
k=1

f ′
k(x) ⇒

∞∑
k=1

f ′
k(x) =

d

dx

∞∑
k=1

fk(x). �

9. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü äàí ðÿä
∑∞

k=1 fk(x) òàêîé, ÷òî
1) |fk(x)| ≤ c · ak
2)
∑∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ.
Òîãäà ðÿä

∑∞
k=1 fk(x) ñõîäèòñÿ íà [a, b] àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà

∀ ε > 0 ∃n0, ∀n ≥ n0 ∀ p ≥ 1

n+p∑
k=n+1

ak <
ε

c
.

Òîãäà ∀x ∈ [a, b]
n+p∑

k=n+1

|fk(x)| ≤
n+p∑

k=n+1

c · ak < ε
c
· c < ε ⇒ ðÿä

∞∑
k=1

|fk(x)| ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî. �
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10. Ñòåïåííîé ðÿä. Òåîðåìà Àáåëÿ

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ðÿä
∞∑
n=0

cnx
n (10.1)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä (10.1) åñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

fn(x),

â êîòîðîì fn(x) = cnx
n.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à: ïðè êàêèõ x ñõîäèòñÿ ðÿä (10.1)è ÷åìó ðàâíà åãî ñóììà?

Òåîðåìà 10.1 (òåîðåìà Àáåëÿ). Åñëè ðÿä (10.1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ̸= 0, òî îí ñõî-
äèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îòðåçêå |x| ≤ d ïðè ëþáîì d < |x0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

anx
n
0 . Âûáåðåì 0 < d < |x0| è ïóñòü |x| ≤ d.

Òîãäà

|anxn| = |anxn0 | ·
∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣n ≤ |anxn0 | ·

∣∣∣∣ dx0
∣∣∣∣n = |anxn0 | · γn,

ãäå γ =
∣∣∣ d
x0

∣∣∣ < 1 ⇒
∞∑
n=0

γn <∞.

Ïî óñëîâèþ ðÿä
∑
anx

n
0 ñõîäèòñÿ, òîãäà lim anx

n
0 = 0, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

anx
n
0 îãðàíè÷åíà. Îòñþäà ∃ c > 0, ÷òî ∀n ∈ N, |anxn0 | ≤ c. Òàêèì îáðàçîì, |anxn| ≤ c ·γn.

Òîãäà ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà
∑
anx

n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îòðåçêå
|x| ≤ d. �
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ðÿä (10.1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ̸= 0, òî îí ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî â
èíòåðâàëå |x| < |x0|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì x òàê, ÷òî |x| < |x0| è ïóñòü d = |x|+|x0|

2
. Òîãäà |x| < d < |x0|,

çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ â îòðåçêå [−d, d], ò.å. â òî÷êàõ x ∈ [−d, d]. �
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ðÿä (10.1) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ̸= 0, òî îí ðàñõîäèòñÿ ∀ x,
|x| > |x0|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x1, |x1| > |x0|. Ïî ñëåä-
ñòâèþ 1, îí ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå (−|x1|, |x1|) ∋ x0 � ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

11. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 11.1. ×èñëî

R = sup

{
|x0| :

∞∑
n=0

cnx
n
0 ñõîäèòñÿ;

}
íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè. Åñëè R > 0, òî èíòåðâàë (−R,R) íàçûâàåòñÿ èí-
òåðâàëîì ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà R è ñëåäñòâèé 1 è 2 ñëåäóåò,÷òî
1) ∀ x, |x| < R ðÿä

∑
cnx

n ñõîäèòñÿ.
2) ∀ x, |x| > R ðÿä

∑
cnx

n ðàñõîäèòñÿ.
Âîïðîñ. Êàê íàéòè ÷èñëî R?
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Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü L = lim sup
n→∞

n
√
|cn|. Òîãäà ÷èñëî R = 1

L
åñòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî 1) åñëè |x| < 1
L
, òî ðÿä cnx

n ñõîäèòñÿ.
2) åñëè |x| > 1

L
, òî ðÿä cnx

n ðàñõîäèòñÿ.
1) Ïóñòü |x| < 1

L
⇒ |x| · L < 1. Ðàññìîòðèì

∞∑
n=0

|cnxn| ⇒ lim n
√

|cnxn| = lim
n→∞

n
√
|cn| · |x| = |x| · L < 1.

Çíà÷èò, ðÿä
∑

|cnxn| ñõîäèòñÿ.
2) Ïóñòü |x| > 1

L
⇒ lim n

√
|cnxn| = |x| · L > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk,

òàêàÿ, ÷òî nk

√
|cnk

xnk | > 1 ⇒ |cnk
xnk | > 1 ⇒ cnk

xnk ̸→ 0. Çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �
Çàìå÷àíèå. Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ x = ±R ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ, à ìîæåò è ðàñõîäèòüñÿ.

12. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå
ñòåïåííîãî ðÿäà

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=0

cnx
n (12.1)

ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå (−R,R), è åãî ñóììà ðàâíà f(x). Òîãäà 1) f(x) äèôôåðåíöèðóåìà
â (−R,R), 2) f ′(x) =

∞∑
n=1

cnnx
n−1, 3) ðàäèóñ ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî ðÿäà

∞∑
n=1

cnnx
n−1

ðàâåí R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

cnnx
n−1 è íàéäåì åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Îí

ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ðÿäîì
∞∑
n=1

cnnx
n, ñ÷èòàåì

lim n
√
|cnn| = lim n

√
|cn| · n

√
n = lim

n→∞
n
√

|cn| =
1

R
.

Çíà÷èò, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè åãî ðàâåí R, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè åñòü (−R,R). Ïî òåîðåìå
Àáåëÿ ∀ a, |a| < R ðÿä

∑
(cnx

n)′ =
∑
cnnx

n−1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−a, a].
Ðÿä

∑
cnx

n = f(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, à, çíà÷èò, è ïîòî÷å÷íî. Îòñþäà ôóíêöèÿ f(x)

äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x) =
∞∑
n=0

(cnx
n)′ =

∞∑
n=0

cnnx
n−1 â ëþáîì îòðåçêå [−a, a] ⊂ (−R,R)

à çíà÷èò è â ñàìîì èíòåðâàëå (−R,R). �
Ñëåäñòâèå. Ñòåïåííîé ðÿä (12.1), ñõîäÿùèéñÿ â èíòåðâàëå (−R,R) åñòü áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â èíòåðâàëå (−R,R).

Òåîðåìà 12.2. Ñòåïåííîé ðÿä (12.1) â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ìîæíî ïî÷ëåííî èí-
òåãðèðîâàòü, ò.å.

x∫
0

(
∞∑
n=0

cnt
n)

)
dt =

∞∑
n=0

cn

x∫
0

tn dt =
∞∑
n=0

cn
xn+1

n+ 1
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáèðàåì [−a, a] ⊂ (−R,R). Ïî òåîðåìå Àáåëÿ ðÿä (12.1) ñõîäèòñÿ
â [−a, a] ðàâíîìåðíî, ôóíêöèè cnxn èíòåãðèðóåìû íà [−a, a], çíà÷èò,

a∫
0

(
∞∑
n=0

cnx
n

)
dx =

∞∑
n=0

cn
an+1

n+ 1
. �

13. Ñòåïåííîé ðÿä êàê ðÿä Òåéëîðà

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n â (−R,R). Òîãäà cn = f (n)(0)

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñûâàåì

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + . . .+ cn−1x

n−1 + cnx
n + . . .

Ïîëàãàÿ x = 0, èìååì c0 = f(0). Äèôôåðåíöèðóåì

f ′(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + . . .+ (n− 1)cn−1x

n−2 + ncnx
n−1 + . . .

Ïîëàãàåì x = 0 ⇒ f ′(0) = c1. Äèôôåðåíöèðóåì 2-é ðàç

f ′′(x) = 2 · 1 · c2 + 3 · 2c3x+ 3c3x
2 + . . .+ n(n− 1)cnx

n−2 + (n+ 1)ncn+1x
n−1 + . . .

Ïîëàãàåì x = 0 ⇒ c2 =
f ′′(0)
2·1 = f ′′(0)

2!
. Äèôôåðåíöèðóåì n-é ðàç

f (n)(x) = n(n− 1) . . . 2 · 1cn + (n+ 1)n . . . 2cn+1x+ . . .

Ïîëàãàåì x = 0 ⇒ cn = f (n)(0)
n!

. �

14. Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ñòåïåííûå
ðÿäû

Òåîðåìà 14.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ∀x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ex ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

ex =
n∑

k=0

(ex)(k)(0)

k!
· xk + (ex)(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
· xn+1 =

n∑
k=0

xk

k!
+

eξ

(n+ 1)!
xn+1, ξ ∈ [0, x]. (14.1)

Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

eξ

(n+1)!
xn+1 = 0, ∀x. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x > 0, òîãäà eξ

(n+1)!
xn+1 ≤

ex xn+1

(n+1)!
, íî lim

n→∞
xn+1

(n+1)!
= 0, çíà÷èò, lim

n→∞
ex xn+1

(n+1)!
= 0 ⇒ lim

n→∞
eξ xn+1

(n+1)!
= 0. Ïåðåõîäÿ ê

ïðåäåëó ïðè n→ ∞ â (14.1), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
Òåîðåìà 14.2.

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
(−∞ < x < +∞) (14.2)

cos(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(−∞ < x < +∞) (14.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè sinx èìååì

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
+Rn(x),

ãäå Rn(x) =
(sin ξ)(2n+2)x2n+2

(2n+2)!
, ãäå ξ ëåæèò ìåæäó 0 è x. Òîãäà |Rn(x)| ≤ 1

(2n+1)!
· |x|2n+2 → 0

ïðè n → ∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì x. Îòñþäà ∀ x ∈ R, limRn(x) = 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè n→ ∞, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (14.2).

Ðàâåíñòâî (14.3) ïîëó÷àåòñÿ èç (14.2) ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. �

Òåîðåìà 14.3.

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
, |x| < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |x| < 1, òî 1
1+x

= 1
1−(−x)

=
∞∑
n=0

(−x)n. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî,

ïîëó÷èì

ln(1 + t)|x0 =
∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
. �

Ïðèìåð. Ðàçëîæèòü â ðÿä ôóíêöèþ f(x) = arctg x.
1) Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 1

1+x2 .
2) Íàéäåì ñóììó ðÿäà

1

1 + x2
=

1

1− (−x2)
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n.

3) Ïðîèíòåãðèðóåì
x∫

0

dt

1 + t2
=

∞∑
n=0

(−1)n
x∫

0

t2n dt⇒

arctg x− arctg0 =
∞∑
n=0

(−1)n
(
x2n+1

2n+ 1
− 0

)
=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

15. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ïóñòü
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ è A åãî ñóììà. Ïðèáëèæåííûì çíà÷åíè-

åì ñóììû ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî ε íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Aε òàêîå, ÷òî |A− Aε| < ε.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî ε. Äëÿ ýòîãî 1) Èùåì ÷èñëî n0, òàêîå,

÷òî ∀n > n0,
∞∑

n=k+1

|an| < ε. Â ýòîì ñëó÷àå

A =
n∑

k=0

ak +
∞∑

k=n+1

an ⇒

∣∣∣∣∣A−
n∑

k=0

ak

∣∣∣∣∣ <
∞∑

k=n+1

|ak| < ε.
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2)Ò.î. ÷àñòíûå ñóììû
n∑

k=0

ak è åñòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ñóìì.

Ïðèìåð. Íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå e ñ òî÷íîñòüþ äî ε = 0.001.

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, Rn =

∞∑
k=n+1

xk

k!
,

x = 1 ⇒ e =
∞∑
n=0

1

n!
, Rn =

∞∑
k=n+1

1

k!
=

1

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)

<
1

(n+ 1)!
· 2 < ε

ò.å. 1
(n+1)!

· 2 < 1
1000

⇒ (n+ 1)! > 2000. R7 <
1

2000
⇒

e ≈ 1 +
1

2
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
+

1

7!
.
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Ãëàâà 4

Ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ðèìàíîâñêîãî

èíòåãðàëà, ñâÿçàííûå ñ òåîðåìàìè

Ñàêñà-Õåíñòîêà è Âèòàëè

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà èíòåãðàëà Õåíñòîêà, âûòåêàþùèå èç ëåììû
Ñàêñà-Õåíñòîêà î ÷àñòè÷íîì ðàçáèåíèè è ëåììû Âèòàëè î ïîêðûòèÿõ Âèòàëè.

1. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå 1.1. Òî÷êà x0 ∈ E ⊂ R íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E,
åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Oδ(x0), öåëèêîì ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå E.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâî G ⊂ R íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè
âíóòðåííèå, ò.å. ∀x ∈ G ∃Oδ(x) ⊂ G.

×èñòî ôîðìàëüíî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî òîæå îòêðûòîå.

Òåîðåìà 1.1. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñíîâà îòêðûòîå
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gα (α ∈ I) � îòêðûòûå ìíîæåñòâà è G =
∪
α∈I

Gα. Âûáåðåì

òî÷êó x0 ∈ G. Òîãäà ∃α0 ∈ I, ÷òî x0 ∈ Gα0 , è òàê êàê Gα0 îòêðûòîå, òî ∃Oδ0(x0) ⊂
Gα0 ⊂ G, ò.å. x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà G.�

Òåîðåìà 1.2. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñíîâà îòêðûòîå
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gn (n = 1, 2, ...,m) îòêðûòûå ìíîæåñòâà è G =
m∩

n=1

Gn. Âû-

áåðåì òî÷êó x0 ∈ G. Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∀n = 1, 2, ...,m, x0 ∈ Gn. Íî Gn

îòêðûòûå, çíà÷èò ∀n ∃Oδn(x0) ⊂ Gn. Îáîçíà÷èì δ = min
1≤n≤m

δn. Òîãäà Oδ(x0) ⊂ Gn ïðè

âñåõ n = 1, 2, ...,m è, çíà÷èò, Oδ(x0) ⊂
m∩

n=1

Gn = G, ò.å. x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà

G. �
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Çàìå÷àíèå. Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò íå
áûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Íàïðèìåð, åñëè Gn =

(
1− 1

n
, 2 + 1

n

)
, òî ìíîæåñòâî

∞∩
n=1

(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)
= [1, 2]

íå áóäåò îòêðûòûì.

2. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü E ⊂ R. Òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà E, åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò òî÷êè x ̸= x0, ïðèíàäëåæàùèå
ìíîæåñòâó E.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó E.
Ìîæíî äàòü äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå, îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Òåîðåìà 2.1. Òî÷êà x0 áóäåò ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà E òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)

∞
n=1 òàêàÿ, ÷òî xn → x0, xn ∈ E, xn ̸= x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç
◦
Oδ (x0) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðå-
äåëüíîé òî÷êè

∀
◦
O 1

n
(x0), ∃xn ∈

◦
O 1

n
(x0), xn ∈ E.

Íî òîãäà |xn − x0| < 1
n
→ 0 è íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → x0, xn ∈ E, xn ̸= x0
è Oδ(x0) � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Òàê êàê xn → x0, òî ìîæíî íàéòè òàêîå

n0, ÷òî |xn − x0| < δ, ò.å. xn ∈
◦
Oδ (x0) è xn ∈ E. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî x0 � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà E.�

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî G ⊂ R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ëþáàÿ åãî ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà åìó ïðèíàäëåæèò.

Ïîëó÷èì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2.2. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñíîâà çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fα (α ∈ I) � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è F =
∩
α∈I

Fα. Âûáåðåì òî÷-

êó x0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà F . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀Oδ(x0), ∃xδ ̸=
x0, xδ ∈ F, xδ ∈ Oδ(x0). Íî òîãäà xδ ∈ Fα ïðè âñåõ α è, çíà÷èò, x0 åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâ Fα. Òàê êàê Fα çàìêíóòî, òî x0 ∈ Fα ïðè âñåõ α, à çíà÷èò, è x0 ∈

∩
α∈I

Fα. �

Òåîðåìà 2.3. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñíîâà çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fn (n = 1, 2, ...,m) çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è F =
m∪

n=1

Fn. Âû-

áåðåì ïðåäåëüíóþ òî÷êó ìíîæåñòâà F , îáîçíà÷èì åå x0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xk → x0, xk ̸= x0 è xk ∈ F . Òàê êàê F åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ìíîæåñòâ Fn, òî â êàêîì-òî èç ýòèõ ìíîæåñòâ, äîïóñòèì â Fn0 , ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ (xki)

∞
i=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk. Òàêèì îáðàçîì, xki → x0, xki ∈

Fn0 , xki ̸= x0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x0 åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Fn0 , à òàê êàê Fn0

çàìêíóòî, òî x0 ∈ Fn0 ⊂
m∪

n=1

Fn = F . �
Çàìå÷àíèå. Îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò íå

áûòü çàìêíóòûì. Íàïðèìåð, åñëè

Fn =

[
1 +

1

n
, 3− 1

n

]
,

òî ìíîæåñòâî
∞∪
n=1

[
1 +

1

n
, 3− 1

n

]
= (1, 3)

íå áóäåò çàìêíóòûì.

3. Çàâèñèìîñòü ìåæäó îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíî-
æåñòâàìè

Òåîðåìà 3.1. 1) Åñëè G ⊂ R îòêðûòî, òî F = R \G çàìêíóòî.
2) Åñëè F ⊂ R çàìêíóòî, òî G = R \ F îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü G îòêðûòîå ìíîæåñòâî è F = R \G. Âûáåðåì ïðåäåëüíóþ
òî÷êó x0 ìíîæåñòâà F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → x0, xn ̸= x0 è
xn ∈ F . Åñëè x0 ∈ G, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íåò òî÷åê ìíîæåñòâà F . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî x0 /∈ G, ò.å. x0 ∈ F è, çíà÷èò, F çàìêíóòî.
2) Ïóñòü F çàìêíóòî è G = R \ F . Âûáåðåì òî÷êó x0 ∈ G. Òîãäà x0 /∈ F , ò.å. x0 íå
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà F , ò.å. ∃Oδ(x0), â êîòîðîé íåò òî÷åê ìíîæåñòâà F . Çíà÷èò, Oδ(x0) ⊂ G,
ò.å. G îòêðûòî. �

Òåîðåìà 3.2. 1) Åñëè F çàìêíóòî è F ⊂ (a, b), òî ìíîæåñòâî (a, b) \F îòêðûòî. 2)
Åñëè G ⊂ [a, b] îòêðûòî, òî ìíîæåñòâî [a, b] \G - çàìêíóòî.
3) Åñëè F çàìêíóòî, F ⊂ [a, b] è supF = b, inf F = a, òî [a, b] \ F îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé.
Íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü ÷èòàòåëþ.

4. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïóñòûå îòêðûòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Èíòåðâàë (a, b) íàçûâàåòñÿ ñîñòàâëÿþùèì äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂
R, åñëè 1) (a, b) ⊂ E, 2) a /∈ E, b /∈ E.
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Òåîðåìà 4.1. Åñëè G � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî ëþáàÿ åãî òî÷êà ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó G âìåñòå ñ íåêîòîðûì ñîñòàâëÿþùèì èíòåðâàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ G. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (α, β) ⊂ G ñîäåðæàùèé
òî÷êó x0. Ïîëîæèì

a = inf{α : x0 ∈ (α, β) ⊂ G},
b = sup{β : x0 ∈ (α, β) ⊂ G}.

Î÷åâèäíî, ÷òî (a, b) ⊂ G, íî a /∈ G è b /∈ G.�

Òåîðåìà 4.2. Äâà ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, b1) è (a2, b2) � äâà ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëà ìíîæåñòâà
G. Åñëè (a1, b1) ∩ (a2, b2) = 0, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü (a1, b1) ∩ (a2, b2) ̸= 0. Íî òîãäà
èíòåðâàë

(min(a1, a2), max(b1, b2)) ⊂ G.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a1 = a2, b1 = b2 ò.å. (a1, b1) = (a2, b2).�
Ñëåäñòâèå. Êàæäîå îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G åñòü îáúåäèíåíèå êî-

íå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà äèçúþíêòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.1 G åñòü îáúåäèíåíèå ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 4.2 G åñòü îáúåäèíåíèå äèçúþíêòíûõ èíòåðâàëîâ. Âûáèðàÿ â êàæäîì
ñîñòàâëÿþùåì èíòåðâàëå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòèõ èíòåðâàëîâ íå áîëåå,
÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.�

5. Ìåðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

Âñþäó â äàëüíåéøåì ñèìâîë
⊔

áóäåò îáîçíà÷àòü îáúåäèíåíèå äèçúþíêòíûõ ìíî-
æåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü a, b ∈ R. Ìåðîé èëè äëèíîé êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà ]a, b[
íàçîâåì ÷èñëî |b− a| è áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì |]a, b[| èëè µ(]a, b[), ò.å.

|]a, b[| = µ(]a, b[)
df
= |b− a|.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü G =
∞⊔
n=1

(an, bn) � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è

(an, bn) åãî ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû. ×èñëî

µG
df
=

∞∑
n=1

|(an, bn)|

áóäåì íàçûâàòü ìåðîé îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G.

Ñâîéñòâà ìåðû.

1) µG ≥ 0 � î÷åâèäíî.

2) Åñëè ìíîæåñòâà Gn îòêðûòû è G =
∞⊔
n=1

Gn, òî µG =
∞∑
n=1

µGn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Gn � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, òî Gn =
∞⊔
j=1

(a
(j)
n , b

(j)
n ) è (a

(j)
n , b

(j)
n )

� ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû äëÿ Gn. Íî òîãäà G =
∞⊔
n=1

Gn îòêðûòîå ìíîæåñòâî è

G =
∞⊔
n=1

∞⊔
j=1

(
a(j)n , b(j)n

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
(
a
(j)
n , b

(j)
n

)
� ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû äëÿ G è ïîýòîìó

µG =
∞∑
n=1

∞∑
j=1

∣∣(a(j)n , b(j)n )
∣∣ = ∞∑

n=1

µGn. �

3) Åñëè

[a, b] ⊂
n∪

k=1

(ak, bk),

òî

|[a, b]| ≤
n∑

k=1

|(ak, bk)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü ñåìåéñòâî N èíòåðâàëîâ (ank
, bnk

) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Âûáåðåì (an1 , bn1) òàê, ÷òîáû (an1 , bn1) ∋ a. Åñëè (an1 , bn1) ∋ b, òî â N âêëþ÷èì
ýòîò åäèíñòâåííûé èíòåðâàë. Åñëè b /∈ (an1 , bn1), òî âûáåðåì (an2 , bn2) ∋ bn1 è âêëþ÷èì
åãî â N. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ, ïîêà íå ïîëó÷èì (ans , bns) ∋ b. Ýòî îáÿçà-

òåëüíî ïðîèçîéäåò íà íåêîòîðîì øàãå s, òàê êàê â ïîêðûòèè
n∪

k=1

(ak, bk) êîíå÷íîå ÷èñëî

èíòåðâàëîâ.
Íî òîãäà an1 < bn1 < bn2 < ... < bns è

b− a < bns − an1 = (bn1 − an1) + (bn2 − bn1) + ...+ (bns − bns−1) ≤

≤ (bn1 − an1) + (bn2 − an2) + ...+ (bns − ans) ≤
n∑

k=1

|bk − ak| =
n∑

k=1

|(ak, bk)|. �

4) Åñëè

(a, b) ⊂
∞∪
n=1

(an, bn),

òî

|(a, b)| ≤
∞∑
k=1

|(an, bn)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îòðåçîê [a+ ε, b− ε] ⊂ (a, b). Òîãäà

[a+ ε, b− ε] ⊂
∞∪
n=1

(an, bn)
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è ïî òåîðåìå Ãåéíå-Áîðåëÿ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (ank
, bnk

)mk=1 îòðåçêà [a+
ε, b− ε], ò.å.

[a+ ε, b− ε] ⊂
m∪
k=1

(ank
, bnk

).

Ïî ñâîéñòâó 3

b− a− 2ε = |[a+ ε, b− ε]| ≤
m∑
k=1

|(ank
, bnk

)| ≤
∞∑
n=1

|(an, bn)|.

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì

|(a, b)| = b− a ≤
∞∑
n=1

|(an, bn)|.�

5) Åñëè

G =
∞∪
n=1

Gn (Gn − îòêðûòûå),

òî

µG ≤
∞∑
n=1

µGn.

Ýòî ñâîéñòâî ìåðû íàçûâàþò ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòüþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Gn � îòêðûòû, òî G � îòêðûòîå è, çíà÷èò,

G =
∞⊔
k=1

(ak, bk), µG =
∞∑
k=1

|(ak, bk)|,

ãäå (ak, bk) � ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû. Äëÿ (ak, bk) èìååì

(ak, bk) = (ak, bk) ∩G =
∞∪
n=1

((ak, bk) ∩Gn).

Íî Gn îòêðûòî. Ïîýòîìó

Gn =
∞⊔
j=1

(a(j)n , b(j)n ), µGn =
∞∑
j=1

|(a(j)n , b(j)n )|. (5.1)

Çàìåíÿÿ Gn îáúåäèíåíèåì ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ, ïîëó÷àåì

(ak, bk) =
∞∪
n=1

∞⊔
j=1

((ak, bk) ∩ (a(j)n , b(j)n ))

è ïî ñâîéñòâó 4)

|(ak, bk)| ≤
∞∑
n=1

∞∑
j=1

|(ak, bk) ∩ (a(j)n , b(j)n )|.
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Òîãäà äëÿ µG èìååì

µG ≤
∞∑
k=1

∞∑
n=1

∞∑
j=1

|(ak, bk) ∩ (a(j)n , b(j)n )| =
∞∑
n=1

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

|(ak, bk) ∩ (a(j)n , b(j)n )|

)
. (5.2)

Íî
∞⊔
k=1

(ak, bk) ∩ (a(j)n , b(j)n ) = (a(j)n , b(j)n )

è ïî ñâîéñòâó 2
∞∑
k=1

|(ak, bk) ∩ (a(j)n , b(j)n )| = |(a(j)n , b(j)n )|.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (5.2), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷åòîì (5.1)

µG ≤
∞∑
n=1

∞∑
j=1

|(a(j)n , b(j)n )| =
∞∑
n=1

µGn. �

6. Âíåøíÿÿ ìåðà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü E ⊂ R � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. ×èñëî

µE
df
= inf{µG : G ⊃ E, G− îòêðûòîå}

íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ìåðîé ìíîæåñòâà E.

Ñâîéñòâà âíåøíåé ìåðû.

1) µ̄E ≥ 0. Ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî.
2) µ̄∅ = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ∅ ⊂ (0, 1

n
). Ïîýòîìó µ̄∅ ≤ µ(0, 1

n
) =

1
n
. Íî lim

n→∞
1
n
= 0. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå µ̄∅ ≤ 1

n
ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì

0 ≤ µ̄E ≤ 0, îòêóäà è ñëåäóåò µ̄E = 0.�
3) Åñëè E � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî µ̄E = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E = (xn)

∞
n=1. Âûáåðåì ε > 0 ïðîèçâîëüíîå è ïðè êàæäîì

n ∈ N òî÷êó xn îêðóæèì èíòåðâàëîì In =
(
xn − ε

2n+1 , xn +
ε

2n+1

)
äëèíû |In| = ε

2n
. Òîãäà

G =
∞∪
n=1

In ⊃ E è G � îòêðûòîå. Ïî ñâîéñòâàì ìåðû îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

µG ≤
∞∑
n=1

µIn =
∞∑
n=1

|In| =
∞∑
n=1

ε

2n
= ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

inf{µG : G ⊃ E} = 0,

ò.å. µ̄E = 0.�
4) (Ñ÷åòíàÿ ïîëóàääèòèâíîñòü âíåøíåé ìåðû.)

Åñëè E ⊂
∞∪
n=1

En, òî

µ̄E ≤
∞∑
n=1

µ̄En. (6.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
∞∑
n=1

µ̄En = +∞, òî íåðàâåíñòâî (6.1) î÷åâèäíî. Ïîýòîìó áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî
∞∑
n=1

µ̄En <∞ è ∀n, µ̄En < +∞.

Âûáåðåì ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû ∃Gn ⊃ En, Gn � îòêðûòîå,
òàêîå, ÷òî

µ̄En ≤ µGn < µ̄En +
ε

2n
. (6.2)

Òîãäà ìíîæåñòâî G =
∞∪
n=1

Gn ⊃ E è, ñ ó÷åòîì (6.2), ïîëó÷àåì

µG ≤
∞∑
n=1

µGn ≤
∞∑
n=1

µ̄En +
∞∑
n=1

ε

2n
=

∞∑
n=1

µ̄En + ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

µ̄E = inf{µG : G ⊃ E} ≤
∞∑
n=1

µ̄En + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà ïîëó÷àåì (6.1).�
5) (ìîíîòîííîñòü âíåøíåé ìåðû). Åñëè E1 ⊂ E2, òî µ̄E1 ≤ µ̄E2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà, êîãäà îáúåäèíåíèå
∞∪
n=1

En

ñîñòîèò èç îäíîãî ìíîæåñòâà E2.�
6) Åñëè E =]a, b[ � ïðîìåæóòîê, òî µ̄E = |b− a|.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1.∀ε > 0 ]a, b[⊂ (a − ε, b + ε) è ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ìåðû µ̄(]a, b[) ≤ b − a + 2ε.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì µ̄(]a, b[) ≤ b− a.
2. Ïîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü G ⊃]a, b[. Òîãäà G ⊃ (a, b) è ïî ñâîéñòâàì ìåðû
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà |(a, b)| ≤ µG, ò.å. b− a ≤ µG. Ïîýòîìó µ̄(]a, b[) = inf µG ≥ b− a.�
7) Åñëè

n⊔
k=1

(ak, bk) ⊂]a, b[, òî
n∑

k=1

|(ak, bk)| ≤ |]a, b[|.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê èíòåðâàëîâ (aj, bj) êîíå÷íîå ÷èñëî è îíè äèçúþíêòíû, òî çàíóìåðóåì èõ òàê,
÷òîáû

a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ ... ≤ an−1 < bn−1 ≤ an < bn ≤ b.

Òîãäà b−a = b−bn+bn−an+an−bn−1+bn−1−an−1+ ...+b2−a2+a2−b1+b1−a1+a1−a ≥
bn − an + bn−1 − an−1 + ...+ b1 − a1 =

n∑
j=1

|bj − aj| =
n∑

j=1

|]aj, bj[|.�

8) Åñëè
∞⊔
k=1

(ak, bk) ⊂]a, b[, òî
∞∑
k=1

|(ak, bk)| ≤ |]a, b[|.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê
∞⊔
k=1

(ak, bk) ⊂]a, b[,

òî ïðè ëþáîì n ∈ N
n⊔

k=1

(ak, bk) ⊂]a, b[,
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è ïî ñâîéñòâó 7 ïðè ëþáîì n

n∑
k=1

|(ak, bk)| ≤ |]a, b[|.

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞, ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 8.�

7. Íóëü-ìíîæåñòâà, íóëü-ôóíêöèè. Èíòåãðèðóåìîñòü
íóëü-ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì èëè ìíîæå-
ñòâîì ìåðû íóëü, åñëè µ̄E = 0.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ âíåøíåé ìåðû ñëåäóåò, ÷òî E åñòü íóëü-ìíîæåñòâî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ∃G ⊃ E, G − îòêðûòîå, µG < ε.

Ñâîéñòâà.

1) Åñëè E1 ⊂ E è E � íóëü-ìíîæåñòâî, òî E1 òîæå íóëü-ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê E � íóëü-ìíîæåñòâî, òî µ̄E = 0. Ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè
âíåøíåé ìåðû

µ̄E1 ≤ µ̄E = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî µ̄E1 = 0.�
2) Ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî åñòü íóëü-ìíîæåñòâî. Ýòî èçâåñòíîå ñâîéñòâî âíåøíåé
ìåðû.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþ-
äó, åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, åñòü íóëü-ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ôóíêöèþ φ(x), çàäàííóþ íà E, áóäåì íàçûâàòü íóëü-ôóíêöèåé,
åñëè φ(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà E.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ

φ(x) =

{
1, x ∈ [0, 1], x ∈ Q,
0, x ∈ [0, 1], x /∈ Q,

áóäåò íóëü-ôóíêöèåé íà [0, 1].

Òåîðåìà 7.1. Åñëè f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [a, b], òî f ∈ R∗(a, b) è
b∫
a

f(x)dx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî

E = {x ∈ [a, b] : f(x) ̸= 0}.

Íàì äàíî, ÷òî µ̄E = 0. Ïðè êàæäîì n ∈ N îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

En = {x ∈ [a, b] : n− 1 < |f(x)| ≤ n}.

Î÷åâèäíî, ÷òî E =
∞⊔
n=1

En è µ̄E = 0. Ïóñòü

◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

m
k=1
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ïðîèçâîëüíîå ïîêà îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå. Äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû, ïîñòðîåííîé ïî
ýòîìó ðàçáèåíèþ, èìååì

|S(
◦
X, f)− 0| =

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑
ξk /∈E

f(ξk)∆xk +
∑
ξk∈E

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∑
ξk∈E

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

∑
ξk∈En

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

n
∑
ξk∈En

|∆xk|. (7.1)

Ïîñòðîèì òåïåðü ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ δ(x) ïî âûáðàííîìó ïðîèçâîëüíî ε > 0.
Ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû ∀ε > 0 ∃Gn ⊃ En, Gn � îòêðûòîå òàê, ÷òî

µ̄En ≤ µGn < µ̄En +
ε

n2n
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ̄En = 0, ïîëó÷àåì

µGn <
ε

n2n
. (7.2)

Òàê êàê Gn � îòêðûòîå, òî

Gn =
∞⊔
j=1

(an,j, bn,j) è µGn =
∞∑
n=1

|(an,j, bn,j)|.

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ δ(x).
Åñëè x /∈ E, òî ïîëîæèì δ(x) = |b− a|. Åñëè x ∈ E, òî ∃! n ∈ N ïðè êîòîðîì x ∈ En è,
çíà÷èò, ∃!j ∈ N, ÷òî x ∈ (an,j, bn,j).

Ïîëîæèì
δ(x) = min(|x− an,j|, |x− bn,j|). (7.3)

Òàêèì îáðàçîì, δ(x) îïðåäåëåíà íà âñåì îòðåçêå [a, b]. Ïóñòü òåïåðü
◦
X≪ δ(x). Â ýòîì

ñëó÷àå â (7.1) |∆xk| < δ(ξk) è, åñëè ξk ∈ En, òî ξk ∈ (an,j, bn,j) è èç (7.3) ñðàçó ñëåäóåò,
÷òî

[xk−1, xk] ⊂ (an,j, bn,j).

Íî òîãäà ∑
ξk∈En

|∆xk| ≤
∞∑
j=1

|(an,j, bn,j)| = µGn ≤ ε

n2n
. (7.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (7.4) â (7.1), íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

|S(
◦
X, f)− 0| <

∞∑
n=1

n · ε

n2n
= ε.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

0 =

b∫
a

f(x)dx,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ R∗(a, b) è g(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b], òî

g(x) ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

g(x)dx =

b∫
a

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì h(x) = f(x)− g(x). Òîãäà h(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [a, b],

à ïî òåîðåìå 7.1 h ∈ R∗(a, b) è
b∫
a

h(x)dx = 0. Íî g = f − h. Ïîýòîìó g(x) ∈ R∗(a, b) êàê

ðàçíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé è

b∫
a

g(x)dx =

b∫
a

f(x)dx−
b∫

a

h(x)dx =

b∫
a

f(x)dx. �

Ïðèìåð. Äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå

φ(x) =

{
1, x ∈ [0, 1], x ∈ Q,
0, x ∈ [0, 1], x /∈ Q

èìååì
1∫
0

φ(x)dx = 0, òàê êàê φ(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, 1].

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå íåèíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, òàê êàê èíòåãðàëüíûå
ñóììû Ðèìàíà

S(
◦
X, f) =

n∑
k=1

φ(ξk)∆xk

ðàâíû íóëþ, åñëè âñå ξk èððàöèîíàëüíû, è ðàâíû 1, åñëè âñå ξk âûáåðåì ðàöèîíàëüíûìè.

8. Êëàññèôèêàöèÿ ïåðâîîáðàçíûõ. Îáùàÿ òåîðåìà îá
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé ïåðâîîáðàçíóþ

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] è F (x) íåïðåðûâíà íà [a, b].
Åñëè ∀x ∈ [a, b] F ′(x) = f(x), òî F(x) íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x).
Åñëè F ′(x) = f(x) âñþäó íà [a, b] çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, òî F (x) íà-
çûâàþò f -ïåðâîîáðàçíîé.
Åñëè F ′(x) = f(x) íà [a, b] çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, òî F (x) íà-
çûâàåòñÿ c-ïåðâîîáðàçíîé.
Åñëè F ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b], òî F (x) íàçûâàåòñÿ ï.â.-ïåðâîîáðàçíîé.

Òåîðåìà 8.1. Åñëè f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F (x) íà [a, b], òî f(x) ∈ R∗(a, b) è
b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà ðàíåå â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 1. Îäíàêî, ñïðàâåäëèâî áîëåå
ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 8.2. Åñëè f(x) èìååò c-ïåðâîîáðàçíóþ F (x) íà [a, b], òî f ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E = {ck}∞k=1 åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ f(x) ̸= F ′(x).
Òàê êàê ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî � ýòî íóëü-ìíîæåñòâî, òî ìîæíî äîêàçûâàòü òåîðåìó äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà f(ck) = 0.

Âûáåðåì ε > 0 è áóäåì ñòðîèòü ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ δ(x). Åñëè x /∈ E, òî
F ′(x) = f(x) è, çíà÷èò,

∃δ(x) > 0 ∀y ∈ [a, b], y ̸= x |x− y| < δ(x) =⇒
∣∣∣∣F (x)− f(y)

x− y
− f(x)

∣∣∣∣ ≤ ε.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà |x− y|, èìååì

|F (x)− F (y)− f(x)(x− y)| ≤ ε|x− y|. (8.1)

Òàêèì îáðàçîì, ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ x /∈ E.
Åñëè x ∈ E è x = ck, òî F (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå ck è ïîýòîìó äëÿ âûáðàííîãî

ε > 0 ∃δ(x) = δ(ck) > 0 òàêèå, ÷òî åñëè |ck − y| < δ(ck), òî

|F (ck)− F (y)| < ε

2k
. (8.2)

Òåïåðü ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåì îòðåçêå [a, b].
Ïóñòü

◦
X= ([xk−1, xk], ξk)

m
k=1

δ-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå. Ó÷èòûâàÿ (8.1) è (8.2), ïîëó÷àåì

|S(
◦
X, f)− (F (b)− F (a))| =

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

f(ξk)∆xk −
m∑
k=1

(F (xk)− F (xk−1))

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
∑
ξk /∈E

(f(ξk)∆xk − (F (xk)− F (xk))) +
∑
ξk∈E

f(ξk)∆xk−

−
∑
ξk∈E

(F (xk)− F (xk−1))

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
ξk /∈E

ε∆xk +
∑
ξk∈E

|F (xk)− F (xk−1)| ≤ ε(b− a)+

+
∑
ξk∈E

|F (xk)− F (ξk)|+ |F (ξk)− F (xk−1)| ≤ ε(b− a) +
∞∑
j=1

2ε

2j
= ε(b− a) + 2ε.

Ýòî íåðàâåíñòâî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà íåâåðíà, åñëè F (x) åñòü ï.â.-ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ

f(x).
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9. Ëåììà Ñàêñà-Õåíñòîêà.

Âíà÷àëå ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9.1. 1) Ñîâîêóïíîñòü îòðåçêîâ [αk, βk] (k = 1, 2, ..., S), ëåæàùèõ âíóò-
ðè îòðåçêà [a, b], áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íûì ðàçáèåíèåì, åñëè äâà ëþáûõ ðàçëè÷íûõ
îòðåçêà [αk, βk] è [αi, βi] èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè.
2) Åñëè ([αk, βk])

S
k=1 ÷àñòè÷íîå ðàçáèåíèå, òî ñîâîêóïíîñòü

([αk, βk], tk)
S
k=1, ãäå tk ∈ [αk, βk] áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åííûì ÷àñòè÷íûì ðàçáèåíèåì.

3) Åñëè δ(x) > 0 íà
S∪

k=1

[αk, βk] è |[αk, βk]| < δ(tk), òî îòìå÷åííîå ÷àñòè÷íîå ðàçáèåíèå

([αk, βk], tk)
S
k=1 áóäåì íàçûâàòü δ-êîíå÷íûì.

Çàìå÷àíèå.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ([xk−1, xk], ξk)
n
k=1−δ-êîíå÷íîå îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îò-

ðåçêà [a, b], òî ñîâîêóïíîñòü ([xkj−1, xkj ], ξkj)j áóäåò ÷àñòè÷íûì îòìå÷åííûì δ-êîíå÷íûì
ðàçáèåíèåì ñ òîé æå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé δ(x).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â áîëüøèíñòâå íåî÷åâèäíûõ òåîðåì îá
îáîáùåííîì èíòåãðàëå Ðèìàíà.

Òåîðåìà 9.1 (ëåììà Ñàêñà-Õåíñòîêà). Ïóñòü f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b], ε > 0 è
δ(x) > 0�ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ
◦
X≪ δ(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|S(
◦
X, f)−

b∫
a

f | < ε.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ ([αk, βk], tk)
S
k=1 ≪ δ(x) ñïðàâåäëè-

âî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣
S∑

k=1

f(tk)(βk − αk)−
βk∫

αk

f

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ([αk, βk], tk)
S
k=1 ≪ δ(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

[aj, bj]
m
j=1 òå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè [aj, bj] ⊂ [a, b], äëÿ êîòîðûõ

[a, b] =

(
m⊔
j=1

[aj, bj]

)⊔(
S⊔

k=1

(αk, βk)

)
.

Òàê êàê f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì îòðåçêå [aj, bj] (j =
1, 2, ...,m). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷èñëà α

m
> 0 íàéäåòñÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ δj(x) >

0 íà [aj, bj] òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî δj-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ
◦
X[aj ,bj ] îòðåçêà [aj, bj] âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|S(
◦
X[aj ,bj ], f)−

bj∫
aj

f | < α

m
. (9.1)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δj(x) ≤ δ(x) íà [aj, bj], òàê êàê â â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì

δ̃j(x) = min(δj(x), δ(x)) .
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Îáîçíà÷èì
◦
X= ([αk, βk], tk)

S
k=1

m∪
j=1

(
◦
X[aj ,bj ]).

Òîãäà
◦
X áóäåò δ-êîíå÷íûì ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b] è ïîýòîìó

|S(
◦
X, f)−

b∫
a

f | < ε,

ò.å. ∣∣∣∣∣∣∣
S∑

k=1

f(tk)|βk − αk|+
m∑
j=1

S(
◦
X[aj ,bj ], f ])−

S∑
k=1

βk∫
αk

f(x)dx−
m∑
j=1

bj∫
aj

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε. (9.2)

Èç (9.2) ñ ó÷åòîì (9.1) íàõîäèì, ÷òî∣∣∣∣∣∣
S∑

k=1

(f(tk)|βk − αk| −
βk∫

αk

f(x)dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
m∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣S(
◦
X[aj ,bj ], f)−

bj∫
aj

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣+ ε < α + ε.

Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî α > 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
α→ 0, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

S∑
k=1

|f(tk)(βk − αk)−
βk∫

αk

f(x)dx| ≤ 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå Ñàêñà-Õåíñòîêà∣∣∣∣∣∣
S∑

k=1

+

(f(tk)(βk − αk)−
βk∫

αk

f(x)dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

è ∣∣∣∣∣∣
S∑

k=1

−

(f(tk)(βk − αk)−
βk∫

αk

f(x)dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε,

ãäå
∑+ ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ñëàãàåìûå, à

∑−- îòðèöàòåëüíûå. Âíîñèì
ìîäóëü ïîä çíàê ñóììû è, ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ñëåäñòâèÿ. �
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10. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë, åãî íåïðåðûâíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Ôóíêöèþ

F (x) =

x∫
a

f(t)dt

íàçûâàþò íåîïðåäåëåííûì îáîáùåííûì ðèìàíîâñêèì èíòåãðàëîì.

Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì íàçûâàþò ôóíêöèþ

F (x) = C +

x∫
a

f(t)dt,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òåîðåìà 10.1. Åñëè f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë F (x)
åñòü íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïîêàæåì, ÷òî F (x) íåïðåðûâíà ñïðàâà íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b). Âûáåðåì ε > 0. Ïî
îïðåäåëåíèþ (R∗) èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f

∃ δ(x) > 0, ∀
◦
X≪ δ(x), |S(

◦
X, f)−

b∫
a

f | < ε

2
. (10.1)

Ïóñòü δ1(x) ≤ δ(x) ïðîèçâîëüíàÿ ïîêà ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü ðàçáèåíèå
◦
X≪ δ1(x). Òîãäà

◦
X≪ δ(x) è, çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ (10.1). Ïóñòü äàëåå x ∈ [a, b) ïðîèç-

âîëüíàÿ òî÷êà. Âûáåðåì h > 0 òàê, ÷òîáû

0 < h < δ1(x) ≤ δ(x).

Òîãäà ðàçáèåíèå ([x, x + h], x), ñîñòîÿùåå èç îäíîãî îòðåçêà [x, x + h] è ìåòêè x, áóäåò
÷àñòè÷íûì δ(x)-êîíå÷íûì ðàçáèåíèåì è ïî ëåììå Ñàêñà-Õåíñòîêà∣∣∣∣∣∣f(x)h−

x+h∫
x

f

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

2

èëè, èíà÷å,

|f(x)h− (F (x+ h)− F (x))| ≤ ε

2
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, íàõîäèì

|F (x+ h)− F (x)| ≤ ε

2
+ |f(x)|h < ε

2
+ (|f(x)|+ 1)h.

Ïîëîæèì òåïåðü

δ1(x) =

{
δ(x), x = b,

min
(
δ(x), ε

2
· 1
1+|f(x)|

)
, a ≤ x < b.
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Òîãäà

h <
ε

2
· 1

1 + |f(x)|
è ïîýòîìó

|F (x+ h)− F (x)| < ε

2
+
ε

2
= ε,

ò.å. F (x) íåïðåðûâíà ñïðàâà íà [a, b).
2) Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà íà (a, b]. �

11. Îáîáùåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà êàê íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë

Åñëè ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà, íàïðèìåð, â îêðåñòíîñòè òî÷êè b, òî òî÷êó b â òåîðèè
èíòåãðàëà Ðèìàíà íàçûâàþò îñîáîé òî÷êîé, à èíòåãðàë Ðèìàíà

(R)

b∫
a

f(x)dx (11.1)

íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì. Ñàì èíòåãðàë (11.1) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, íî ìîæåò ñóùå-
ñòâîâàòü

lim
c→b−0

(R)

c∫
a

f(x)dx. (11.2)

Â ýòîì ñëó÷àå Ðèìàíîâñêèé èíòåãðàë (11.1) íàçûâàþò ñõîäÿùèìñÿ, à ïðåäåë (11.2) �
çíà÷åíèåì èíòåãðàëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îáîáùåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ïîäîáíîå
îïðåäåëåíèå áåñïîëåçíî, èáî äëÿ íåãî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (11.2) ðàâíîñèëüíî (R∗)-
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x) íà [a, b]. Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ýòîò çàìå÷àòåëüíûé
ôàêò, äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 11.1. Ïóñòü f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, c] ⊂ [a, b]. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ δ(x) > 0 íà [a, b) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòìå÷åííîãî

δ-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ
◦
X îòðåçêà [a, c] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣S( ◦

X, f)−
c∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)
∞
k=0 òàêóþ,

÷òî a0 = a è lim
k→∞

ak = b. Òàê êàê f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, c] ⊂ [a, b],

òî f ∈ R∗(ak−1, ak) ïðè ëþáîì k ≥ 1. Âûáåðåì ε > 0 è ïðè êàæäîì k íàéäåì ôóíêöèþ

δk(x) > 0 íà [ak−1, ak] òàêóþ, ÷òî åñëè
◦
Xk åñòü δk(x)-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [ak−1, ak],

òî ∣∣∣∣∣∣S( ◦
Xk, f)−

ak∫
ak−1

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2k+1
. (11.3)
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Ïîñòðîèì èñêîìóþ ôóíêöèþ δ(x) íà [a, b) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(x) =

 min(δ1(a0), |a1 − a0|), åñëè x = a0,
min(δk(x), |x− ak|, |x− ak−1|), åñëè x ∈ (ak−1, ak),
min(δk+1(ak), δk(ak), |ak−1 − ak|, |ak+1 − ak|), åñëè x = ak(k > 0).

Ïóñòü òåïåðü
◦
X[a,c] åñòü δ(x)-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, c]. Íàéäåì òàêîå p ∈ N, ïðè

êîòîðîì
ap ≤ c < ap+1.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàçáèåíèè
◦
X[a,c] âñå ìåòêè ñîâïàäàþò ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

ðàçáèåíèÿ
◦
X[a,c], òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îòðåçîê [xj−1, xj], ñîäåðæàùèé ìåòêó ξj

ìîæíî çàìåíèòü íà äâà îòðåçêà [xj−1, ξj] è [ξj, xj] ñ îäíîé è òîé æå ìåòêîé ξj.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ak (k = 0, 1, ..., p) ÿâëÿåòñÿ ìåòêîé â ýòîì ðàç-

áèåíèè. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ak ∈ [xj−1, xj] è ïóñòü ξj ∈ [xj−1, xj] � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìåòêà. Êðîìå òî÷êè ak îòðåçîê [xj−1, xj] ìîæåò ñîäåðæàòü äðóãèå òî÷è aν îòëè÷íûå
îò ak. Ïóñòü al áëèæàéøàÿ èç ýòèõ òî÷åê ê òî÷êå ξj. Òîãäà |[xj−1, xj]| < δ(ξj) è, åñëè
ξj ̸= al, òî δ(ξj) ≤ |ξj − al|, ò.å. |xj−1 − xj| < |ξj − ak|, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè â îòðåçêå [xj−1, xj] ñîäåðæèòñÿ òî÷êà ak, òî îíà îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ìåòêîé.

Äîêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè (xj)
m
j=0, ñîñòàâëÿþùèå ðàçáèåíèå

◦
X, è òî÷êè (ak)

p+1
k=0

ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

a0 = x0 < x1 < ... < xj1 = a1 < xj1+1 < ... < xj2 = a2 < ... < xjp = ap <

< xjp+1 < ... < xm = c < ap+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
◦
X[ak−1,ak] îòìå÷åííîå δ(x)-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç îòðåçêîâ,

âõîäÿùèõ â
◦
X è ñîñòàâëÿþùèõ îòðåçîê [ak−1, ak] (k = 1, 2, ..., p), à ÷åðåç

◦
X[ap,c] � ðàçáèå-

íèå, ñîñòàâëåííîå èç îòðåçêîâ, ëåæàùèõ âíóòðè [ap, c]. Òîãäà

◦
X[ak−1,ak]≪ δk(x) íà [ak−1, ak] è

◦
X[ap,c]≪ δp+1(x) íà [ap, c].

Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ëåììû Ñàêñà-Õåíñòîêà è íåðàâåíñòâà (11.3)∣∣∣∣∣∣S( ◦
X[a,c], f)−

c∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
p∑

k=1

S(
◦
X[ak−1,ak], f)−

ak∫
ak−1

f(x)dx+ S(
◦
X[ap,c], f)−

c∫
ap

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

p∑
k=1

∣∣∣∣∣∣S( ◦
X[ak−1,ak], f)−

ak∫
ak−1

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣S( ◦

X[ap,c], f)−
c∫

ap

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ <
<

p+1∑
k=1

2ε
1

2k+1
< ε

∞∑
k=1

1

2k
= ε,

è ëåììà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 11.2 (òåîðåìà Õåéêà). Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà [a, b] è (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà
ëþáîì îòðåçêå [a, c] ⊂ [a, b). Òîãäà f(x) ∈ R∗(a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
c→b−0

c∫
a

f(x)dx = I(f). (11.4)

Ïðè ýòîì
b∫

a

f(x)dx = I(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç (11.4)
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò cε òàêîå, ÷òî, åñëè cε < c < b, òî∣∣∣∣∣∣

c∫
a

f(x)dx− I(f)

∣∣∣∣∣∣ < ε. (11.5)

Ïî ëåììå 11.1 äëÿ âûáðàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ δ1(x) > 0 íà [a, b) òàêàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ
◦
X=

◦
X[a,c]≪ δ1(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣S( ◦

X[a,c], f)−
c∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε. (11.6)

Îïðåäåëèì òåïåðü ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ δ(x) ðàâåíñòâîì

δ(x) =

{
min(δ1(x), b− x), åñëè x ̸= b,

min
(
b− cε,

ε
1+|f(b)|

)
, åñëè x = b

íà âñåì îòðåçêå [a, b].
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ([xk−1, xk], ξk)

n
k=1 ≪ δ(x) è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

n∑
k=1

f(ξk)∆xk − I(f).

Èç îïðåäåëåíèÿ δ(x) ñëåäóåò, ÷òî ìåòêà ξn = xn. Â ñàìîì äåëå, åñëè ξn ̸= xn, òî |xn −
xn−1| < δ(ξn) ≤ b− ξn, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàê êàê δ(b) = δ(xn) ≤ b− cε, òî cε < xn−1 < xn.
Ïîýòîìó èç (11.5) è (11.6) ñëåäóåò∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(ξk)∆xk − I(f)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

f(ξk)∆xk −
xn−1∫
a

f(x)dx+

xn−1∫
a

f(x)dx− I(f) + f(xn)(b− xn−1)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

f(ξk)∆xk −
xn−1∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
xn−1∫
a

f(x)dx− I(f)

∣∣∣∣∣∣+ |f(b)| · |b− xn−1| <
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< ε+ ε+ |f(b)| · δ(b) ≤ 2ε+
|f(b)|

1 + |f(b)|
· ε < 3ε,

÷òî è äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü ñðàçó ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

�

12. Ïîêðûòèÿ Âèòàëè, òåîðåìà Âèòàëè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ òåîðåìàõ î
äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü E ⊂ R � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ñîâîêóïíîñòü M îò-
ðåçêîâ Iα = [aα, bα] òàêàÿ, ÷òî

∀ x ∈ E ∀ ε > 0 ∃ Iα ∋ x, |Iα| < ε

íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì Âèòàëè ìíîæåñòâà E.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñîâîêóïíîñòü M îáðàçóåò ïîêðûòèå Âèòàëè, åñëè ëþáàÿ òî÷êà x ∈ E
ïîïàäåò â îòðåçîê Iα ∈ M ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò,
÷òî ïîêðûòèå Âèòàëè ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî îòðåçêîâ.

Òåîðåìà 12.1 (ëåììà Âèòàëè). Ïóñòü E ⊂ R � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è M � ïî-
êðûòèå Âèòàëè ìíîæåñòâà E. Òîãäà èç ïîêðûòèÿ M ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå èëè
ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî äèçúþíêòíûõ îòðåçêîâ Ik (k = 1, 2, ...) òàêèõ, ÷òî

µ(E \
∞⊔
k=1

Ik) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêE � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (a, b) ⊃
E. Ïóñòü M0 = {I ∈ M : I ⊂ (a, b)}. Î÷åâèäíî, ÷òî M0 òîæå ïîêðûòèå Âèòàëè.

Áóäåì ñòðîèòü îòðåçêè Ik. Âíà÷àëå âûáåðåì I1 ⊂ (a, b), I1 ∈ M0 ïðîèçâîëüíî. Åñëè
I1 ⊃ E, òî âñå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì

l1 = sup{|I| : I ∈ M0, I ∩ I1 = ∅}.

Âûáåðåì I2 òàê, ÷òîáû |I2| > l1
2
, I2 ∈ M0, I2 ∩ I1 = ∅. Åñëè I2 ⊔ I1 ⊃ E, òî âñå

äîêàçàíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû äèçúþíêòíûå îòðåçêè

I1, I2, ..., In ∈ M0.

Åñëè
⊔n

j=1 Ij ⊃ E, òî âñå äîêàçàíî, åñëè íåò, òî îáîçíà÷àåì

ln = sup{|I| : I ∈ M0, I ∩ (I1 ⊔ I2 ⊔ ... ⊔ In) = ∅}.

Âûáåðåì îòðåçîê In+1 ∈ M0 òàê, ÷òîáû |In+1| > ln
2
è In+1 ∩ (I1 ⊔ I2 ⊔ ... ⊔ In) = ∅.

Åñëè ýòîò ïðîöåññ âûáîðà îòðåçêîâ íå îáîðâåòñÿ, òî ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äèçúþíêòíûõ îòðåçêîâ (Ik)

∞
k=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|Ik+1| >
lk
2
,
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ãäå
lk = sup{|I| : I ∈ M0, I ∩ (I1 ⊔ I2 ⊔ ... ⊔ Ik) = ∅}.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ, ò.å.

µ(E \
∞⊔
k=1

Ik) = 0. (12.1)

Äëÿ ýòîãî ïî êàæäîìó îòðåçêó Ik ïîñòðîèì îòðåçîê

Ĩk = Ik ∪ (Ik + |Ik|) ∪ (Ik + 2|Ik|) ∪ (Ik − |Ik|) ∪ (Ik − 2|Ik|).

Î÷åâèäíî, ÷òî |Ĩk| = 5|Ik|. Ïîêàæåì, ÷òî ∀ j = 1, 2, ...

E \
∞⊔
k=1

Ik ⊂
∞∪
k=j

Ĩk. (12.2)

Òîãäà èç (12.2) áóäåò ñëåäîâàòü (12.1). Â ñàìîì äåëå, ò.ê. îòðåçêè Ik äèçúþíêòíû è

Ik ⊂ (a, b), òî
∞∑
k=1

|Ik| ≤ |(a, b)|. Íî òîãäà è
∞∑
k=1

|Ĩk| < +∞. Çíà÷èò,

lim
j→+∞

∞∑
k=j

|Ĩk| = 0.

Ïîýòîìó

µ(E \
∞⊔
k=1

Ik) ≤ µ

(
∞∪
k=j

Ĩk

)
≤

∞∑
k=j

|Ĩk| → 0,

ò.å. µ(E \
∞⊔
k=1

Ik) = 0.

Èòàê, áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ∀ j ∈ N âûïîëíåíî (12.2). Âûáåðåì x ∈ E \
∞⊔
k=1

Ik

è ïðîèçâîëüíîå j ∈ N. Î÷åâèäíî, ÷òî x ∈ E \
j⊔

k=1

Ik . Íî òîãäà ñóùåñòâóåò îòðåçîê

I = I(x) ∈ M0, ñîäåðæàùèé òî÷êó x, òàêîé, ÷òî Ik∩I(x) = ∅ ïðè k = 1, 2, ..., j. Ïîêàæåì,
÷òî ýòîò îòðåçîê I(x) íå ìîæåò íå ïåðåñåêàòüñÿ ñî âñåìè îòðåçêàìè In (n > j).

Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðè íåêîòîðîì n > j

I(x) ∩ Ik ̸= ∅ (k = j + 1, ..., n),

òî ïî ïîñòðîåíèþ |In+1| > ln
2
è ïî îïðåäåëåíèþ ln |I(x)| ≤ ln. Çíà÷èò,

|In+1| >
ln
2

≥ |I(x)|
2

,

ò.å. |I(x)| ≤ 2|In+1|. Íî ðÿä
∑

|In| ñõîäèòñÿ, ò.å. lim
n→∞

|In+1| = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

I(x) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè In (n > j), òî |I(x)| = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç n íàèìåíüøåå èç òàêèõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ In ∩ I(x) ̸= ∅. Òîãäà

I(x) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ I1, I2, ..., In−1 è ïåðåñåêàåòñÿ ñ In è ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà In
èìååì

|In| ≥
1

2
|I(x)| èëè |I(x)| ≤ 2|In|.
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Ò.ê. x ∈ I(x), I(x)∩ In ̸= ∅ è |I(x)| ≤ 2|In|, òî èç ïîñòðîåíèÿ Ĩn ñëåäóåò, ÷òî Ĩn ⊃ In. Íî
òîãäà x ∈ Ĩn ïðè íåêîòîðîì n > j. Ïîýòîìó

x ∈
∞∪
k=j

Ĩn,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî îòðåçêîâ Ik ∈ M (k =

1, 2, ...p), ÷òî

µ(E \
p⊔

k=1

Ik) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

µ(E \
∞⊔
k=1

Ik) = 0,

òî, îáîçíà÷àÿ H = E \
∞⊔
k=1

Ik, ïîëó÷àåì

E ⊂
∞⊔
k=1

Ik
⊔

H, (12.3)

ïðè÷åì µH = 0. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Âèòàëè áûëî îòìå÷åíî, ÷òî
∞∑
k=1

|Ik| < ∞.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò p ∈ N òàêîå, ÷òî

∞∑
k=p+1

|Ik| < ε.

Ïðåäûäóùåå âêëþ÷åíèå (12.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E ⊂
p⊔

k=1

Ik
⊔(

H
⊔(

∞⊔
k=p+1

Ik

))
,

îòêóäà ñðàçó íàõîäèì

E \
p⊔

k=1

Ik ⊂

(
H
⊔(

∞⊔
k=p+1

Ik

))
,

ïðè÷åì µ(H
⊔
(

∞⊔
k=p+1

Ik)) < ε. Íî òîãäà

µ(E \
p⊔

k=1

Ik) ≤ µ(H
⊔

(
∞⊔

k=p+1

Ik)) < ε,

è ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
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13. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì ëåììó Âèòàëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåîïðå-
äåëåííîãî îáîáùåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü f (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (x) =

x∫
a

f(t)dt

ÿâëÿåòñÿ ï.â.-ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f íà [a, b], ò.å. F ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî F ′(x) =
f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b).
1) Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî F ′(x + 0) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b). Äëÿ ýòîãî îáðàçóåì
ìíîæåñòâî

E = {x ∈ [a, b) : F ′(x+ 0) ̸= f(x)}
è ïîêàæåì, ÷òî µE = 0.

Åñëè x ∈ E, òî F ′(x+ 0) ̸= f(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∃ε(x) > 0, ∀σ(x) > 0 ñóùåñòâóåò
h = h(x) òàêîå, ÷òî 0 < h(x) < σ(x) è∣∣∣∣F (x+ h(x))− F (x)

h(x)
− f(x)

∣∣∣∣ ≥ ε(x). (13.1)

Ïðè êàæäîì n ∈ N ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

En = {x ∈ E : ε(x) ≥ 1

n
}

è ïîêàæåì, ÷òî µEn = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 µEn < ε.
Âûáåðåì ε > 0 ïðîèçâîëüíî, è òàê êàê f (R∗)-èíòåãðèðóåìà, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

δ(x) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ
◦
X≪ δ(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ∣∣∣∣∣∣S( ◦
X, f)−

b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

3n
. (13.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòðåçêîâ [x, x+hx] òàêèõ, ÷òî 0 < hx < δ(x), x ∈
En ( ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ δ(x) îïðåäåëåíà â (13.2)) è äëÿ hx âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî (13.2). Î÷åâèäíî, ÷òî Fn � ïîêðûòèå Âèòàëè ìíîæåñòâà En. Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû
Âèòàëè èç íåãî âûáåðåì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî äèçúþíêòíûõ îòðåçêîâ

([xi, xi + hi])
m
i=1

òàêèõ, ÷òî

µ(H) = µ(En \
m⊔
i=1

[xi, xi + hi]) <
ε

3
.

Íî òîãäà

En ⊂
m⊔
i=1

[xi, xi + hi]
∪

H, µH <
ε

3
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è ïîýòîìó

µEn <

m∑
i=1

hi +
ε

3
. (13.3)

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íîå ðàçáèåíèå ([xi, xi+hi], xi)
m
i=1. Îíî ÿâëÿåòñÿ δ-êîíå÷íûì, òàê êàê

hi = hxi
< δ(xi). Ïî ëåììå Ñàêñà-Õåíñòîêà (òî÷íåå, ïî ñëåäñòâèþ èç ýòîé ëåììû)

m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣f(xi)hi −
xi+hi∫
xi

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

3n
· 2 =

2

3

ε

n
. (13.4)

Íî èç (13.1) ñëåäóåò, ÷òî åñëè xi ∈ En, òî∣∣∣∣F (xi + hi)− F (xi)

hi
− f(xi)

∣∣∣∣ ≥ ε(xi)

èëè, èíà÷å,

|F (xi + hi)− F (xi)− hif(xi)| ≥ hiε(xi) ≥ hi ·
1

n
.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (13.4), ïîëó÷àåì

1

n

m∑
i=1

hi ≤
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣f(xi)hi −
xi+hi∫
xi

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < 2

3

ε

n

è, çíà÷èò,
m∑
i=1

hi <
2

3
ε.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (13.3), íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

∀ n ∈ N ∀ ε > 0 µEn <
2

3
ε+

ε

3
= ε.

Òàê êàê ε > 0 ïðîèçâîëüíî, òî µEn = 0. Íî

E =
∞∪
n=1

En,

ïîýòîìó

µE ≤
∞∑
n=1

µEn = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F ′(x+ 0) = f(x) ïî÷òè âñþäó.
2) Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî÷òè âñþäó

F ′(x− 0) = f(x),

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà [a, b]. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (x) =

x∫
a

f(t)dt

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f íà [a, b], ò.å. F ′(x) = f(x) âñþäó íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî F ′(x + 0) = f(x) âñþäó íà [a, b). Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó î ñðåäíåì èìååì

F ′(x+0) = lim
h→0+0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0+0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt = lim
h→0+0

1

h
f(ξ)h = lim

h→0+0
f(ξ) = f(x).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî F ′(x− 0) = f(x) âñþäó íà (a, b]. �
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 2.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë íå áóäåò çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé îãðàíè÷åííûé îòðåçîê íå áóäåò îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå áóäåò íè îòêðûòûì íè çàìêíóòûì.
4. Áóäåò ëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòûì?
5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =

√
|x| (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [−1, 1]

6. Îòðåçîê [0, 1] ðàçäåëèì íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà è âêëþ÷èì â ìí-âî K1 ëþáûå äâà èç
íèõ. Êàæäûé èç ýòèõ îòðåçêîâ ðàçîáúåì íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà, âûáåðåì ëþáûå äâà èç
íèõ è âêëþ÷èì ïîëó÷åííûå ÷åòûðå îòðåçêà â ìíîæåñòâî K2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Kn. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ Kn

åñòü çàìêíóòîå íóëü-ìíîæåñòâî.
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Ãëàâà 5

Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé
èíòåãðèðóåìûõ âìåñòå ñî ñâîèì ìîäóëåì. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò òàêæå èíòåãðè-
ðóåìûìè ïî Ëåáåãó. Ìû ïðèâîäèì êðèòåðèé àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ
âàðèàöèè, ïðèâîäèì óäîáíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè è ïî-
äðîáíî îáñóæäàåì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì. Äëÿ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðè-
ðóåìûõ, äîêàçûâàåòñÿ ñòðåìëåíèå ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Èçó÷åíèå ñõîäèìîñòè
â ñðåäíåì òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà. Ïîýòîìó â ýòîé ãëàâå ìû ïðîäîëæàåì ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå è äîêàçûâàåì òåîðåìû Ëåâè, Ôàòó è Ëåáåãà. Â ñâîþ î÷åðåäü äîêàçàòåëüñòâî
ýòèõ òåîðåì èñïîëüçóåò ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòüþ.

1. Àáñîëþòíî è óñëîâíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî
(R∗)-èíòåãðèðóåìîé íà [a, b], åñëè f ∈ R∗(a, b) è |f | ∈ R∗(a, b).

Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè íàçûâàþò òàêæå èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëåáåãó èëè
(L)-èíòåãðèðóåìûìè. Ïðè÷èíà òàêîãî íàçâàíèÿ ñòàíåò ïîíÿòíîé ïîçæå ïîñëå çíàêîì-
ñòâà ñ òåîðèåé àáñîëþòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííîé À.Ëåáåãîì. Ïðèíöèïèàëü-
íûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1. Ñóùåñòâóþò èíòåãðèðóåìûå, íî íå èíòåãðèðóåìûå àáñîëþòíî ôóíê-
öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü òàêóþ ôóíêöèþ íà îòðåçêå [0, 1]. Âûáåðåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (an)
∞
n=1 òàêóþ, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, íî ðÿä
∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì

xn = 1
2n

(n = 1, 2, ...) è îïðåäåëèì ôóíêöèþ f íà îòðåçêå [0, 1] ðàâåíñòâàìè

f(x) =

{
an · 2n; åñëè x ∈ ( 1

2n
, 1
2n−1 ],

0; åñëè x = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî f åñòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.
1) Íà êàæäîì îòðåçêå [a, 1] (0 < a < 1) ôóíêöèÿ f ñòóïåí÷àòàÿ, à çíà÷èò, f èíòåãðèðó-
åìà íà [a, 1]. Èç ïîñòðîåíèÿ f íàõîäèì

1∫
xn

f(x)dx =
1∑

k=n

xk−1∫
xk

f(x)dx =
n∑

k=1

xk−1∫
xk

ak · 2kdx =
n∑

k=1

ak.
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Ïî âûáîðó (an) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

1∫
xn

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

ak =
∞∑
k=1

ak.

2) Åñëè x ∈ (xk, xk−1), òî

1∫
xk

f(t)dt−
1∫

x

f(t)dt =

x∫
xk

f(t)dt = ak2
k

(
x− 1

2k

)
< ak.

Ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, lim ak = 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

lim
x→0+0

1∫
x

f(t)dt = lim
k→∞

1∫
xk

f(t)dt =
∞∑
k=1

ak. Ïî òåîðåìå 11.2 ãëàâû 2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f ∈ R∗(0, 1).
3) Ïîêàæåì, ÷òî |f | /∈ R∗(0, 1). Â ñàìîì äåëå,

1∫
xn

|f(t)|dt =
n∑

k=1

xk−1∫
xk

|f(t)|dt =
n∑

k=1

|ak| · 2k ·
1

2k
=

n∑
k=1

|ak| → +∞.

Ïî òîé æå òåîðåìå 11.2 ôóíêöèÿ |f | íå èíòåãðèðóåìà íà [0, 1]. �
Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå èç àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè íå ñëåäóåò èíòåãðè-

ðóåìîñòü. Îäíàêî, åñëè f àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è èçìåðèìà, òî îíà áóäåò è èíòåãðè-
ðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé f ∈ R∗(a, b), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ
íà [a, b], áóäåì îáîçíà÷àòü L(a, b). Ôóíêöèþ èíòåãðèðóåìóþ, íî íå àáñîëþòíî áóäåì
íàçûâàòü óñëîâíî èíòåãðèðóåìîé.

2. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Êðèòåðèé àáñî-
ëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ F (x), îïðåäåëåííàÿ íà [a, b], íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèåé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàç-
áèåíèÿ

X = {a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b}
îòðåçêà [a, b] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

|F (xk)− F (xk−1)| ≤M.

×èñëî
b∨
a

F
df
= sup

X

n∑
k=1

|F (xk)− F (xk−1)|

íàçûâàþò âàðèàöèåé ôóíêöèè F íà îòðåçêå [a, b]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé, èìåþ-
ùèõ íà [a, b] êîíå÷íóþ âàðèàöèþ, áóäåì îáîçíà÷àòü
BV (a, b).
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Â òåðìèíàõ âàðèàöèè ìîæíî äàòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àáñîëþòíîé èí-
òåãðèðóåìîñòè.

Ñâîéñòâà âàðèàöèè

1)
∨b

a F ≥ 0. Ýòî î÷åâèäíî.

2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∨b

a F =
∨c

a F +
∨b

c F .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ÷òî

b∨
a

F ≤
c∨
a

F +
b∨
c

F.

Âûáåðåì ðàçáèåíèå
X = {a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b}

è ïóñòü òî÷êà c ∈ (xk−1, xk). Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà |F (xk) − F (xk−1)| ≤ |F (c) −
F (xk−1)|+ |F (xk)− F (c)|. Ïîýòîìó

n∑
j=1

|F (xj)−F (xj−1)| =
k−1∑
j=1

|F (xj)−F (xj−1)|+|F (xk)−F (xk−1)|+
n∑

j=k+1

|F (xj)−F (xj−1)| ≤

k−1∑
j=1

|F (xj)− F (xj−1)|+ |F (c)− F (xk−1)|+ |F (xk)− F (c)|+
n∑

j=k+1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤

≤
c∨
a

F +
b∨
c

F.

Ïåðåõîäÿ ê sup â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
∨b

a F ≤
∨c

a F+
∨b

c F.Ïîêàæåì
ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Âûáåðåì äâà ðàçáèåíèÿ: X(a,c) = {a = x0 < x1 < x2 <
... < xn = c} � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, c] è X(c,b) = {b = xn < x1 < x2 < ... < xm = c} �
ðàçáèåíèå îòðåçêà [c, b]. Îáîçíà÷èì X(a,b) = X(a,c) + X(c,b), ýòî ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b].
Ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàöèè

n∑
j=1

|F (xj)− F (xj−1)|+
m∑

j=n+1

|F (xj)− F (xj−1)| =
n+m∑
j=1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤
b∨
a

F.

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ê sup ïî ðàçáèåíèÿì X(a,b) ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ðàçáèåíèè X(c,b) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

c∨
a

F +
m∑

j=n+1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤
b∨
a

F.

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ê sup ïî ðàçáèåíèÿì X(c,b) ïîëó÷àåì

ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî
∨c

a F +
∨b

c F ≤
∨b

a F.

3) Äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∨c

a ≤
∨b

a F. Ýòî î÷åâèäíî âûòå-
êàåò èç ñâîéñòâà 2.
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f ∈ R∗(a, b) è F (x) =
x∫
a

f(t)dt. Ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî èíòåãðè-

ðóåìà íà [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ. Ïðè
ýòîì

b∫
a

|f | =
b∨
a

F.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f è |f | èíòåãðèðóåìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ X = (xk)

n
k=0 èìååì

n∑
k=1

|F (xk)− F (xk−1)| =
n∑

k=1

∣∣∣∣∣∣
xk∫
a

fdt−
xk−1∫
a

fdt

∣∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

∣∣∣∣∣∣
xk∫

xk−1

fdt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
n∑

k=1

xk∫
xk−1

|f |dt =
b∫

a

|f |dt.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ X, òî

b∨
a

F = sup
X

n∑
k=1

|F (xk)− F (xk−1)| ≤
b∫

a

|f |dt,

è íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü F èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ è

∨b
a F � âàðèàöèÿ

ôóíêöèè F . Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè ∀ε > 0 ∃X̃ = ([x̃k, x̃k−1])
n
k=1 òàê, ÷òî

b∨
a

F − ε <
n∑

k=1

|F (x̃k)− F (x̃k−1)| ≤
b∨
a

F. (2.1)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ X, êîòîðîå
ïîëó÷åíî èç X̃ äîáàâëåíèåì íîâûõ òî÷åê äåëåíèÿ, íåðàâåíñòâî (2.1) îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü èíòåãðèðóåìîñòüþ ôóíêöèè f . Äëÿ ε > 0 èç (2.1) ñóùåñòâóåò

δ∗(x) > 0 íà [a, b] òàêàÿ, ÷òî ∀
◦
X∗= ([x∗k−1, x

∗
k], ξ

∗
k)

m
k=1 ≪ δ∗(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣S(

◦
X∗, f)−

b∫
a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Òàê êàê ðàçáèåíèå
◦
X∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòè÷íîå ðàçáèåíèå, òî ïî ñëåäñòâèþ

èç ëåììû Ñàêñà-Õåíñòîêà

m∑
j=1

∣∣∣∣∣f(ξ∗j )∆x∗j −
∫ x∗

j

x∗
j−1

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε.
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, îòñþäà èìååì∣∣∣∣∣
m∑
j=1

|f(ξ∗j )|∆x∗j −
m∑
j=1

∣∣∣∣∣
∫ x∗

j

x∗
j−1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ 2ε. (2.2)

Îòìåòèì, ÷òî (2.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî δ∗-êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ.
Îïðåäåëèì òåïåðü ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ δ(x) ðàâåíñòâîì

δ(x) = min(δ∗(x), dist(x, {x̃k}nk=0 \ {x})) (2.3)

è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå
◦

X∗∗≪ δ(x). Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x̃k (k = 0, 1, ..., n) ñîâïàäàåò ñ

ìåòêîé ðàçáèåíèÿ
◦

X∗∗, è åñëè òåïåðü ê ðàçáèåíèþ
◦

X∗∗ äîáàâèòü âñå ìåòêè x̃k, òî ïîëó÷èì

íîâîå ðàçáèåíèå
◦
X òàêîå, ÷òî

1)
◦
X ñîäåðæèò âñå òî÷êè x̃k,

2)
◦
X≪ δ(x), à çíà÷èò è

◦
X≪ δ∗(x).

3) S(
◦
X, |f |) = S(

◦
X∗∗, |f |).

Îáîçíà÷èì
◦
X= ([uj−1, uj], tj)

S
j=1. Òîãäà äëÿ

◦
X âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.1) è (2.2).

Çàïèøåì èõ
b∨
a

F − ε <

S∑
j=1

|F (uj)− F (uj−1)| ≤
b∨
a

F + ε

èëè ∣∣∣∣∣
b∨
a

F −
S∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫ uj

uj−1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε (2.4)

è ∣∣∣∣∣
S∑

j=1

|f(tj)|∆uj −
S∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫ uj

uj−1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ 2ε. (2.5)

Ñîåäèíÿÿ (2.5) è (2.4), ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣
S∑

j=1

|f(tj)|∆uj −
b∨
a

F

∣∣∣∣∣ ≤ 3ε,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �

3. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü f, g ∈ R∗(a, b) è |f(x)| ≤ g(x) íà [a, b]. Òîãäà |f | ∈ R∗(a, b) è
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ∈ R∗(a, b), òî ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.
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Âûáåðåì ðàçáèåíèå (xj)
n
j=0 îòðåçêà [a, b]. Ïî óñëîâèþ −g(x) ≤ f(x) ≤ g(x). Èíòåãðèðóÿ

ýòî íåðàâåíñòâî íà îòðåçêå [xj−1, xj], ïîëó÷àåì

−
∫ xj

xj−1

g ≤
∫ xj

xj−1

f ≤
∫ xj

xj−1

g,

îòêóäà

|
∫ xj

xj−1

f | ≤
∫ xj

xj−1

g.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå F (x), ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

|F (xj)− F (xj−1| ≤
∫ xj

xj−1

g.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, íàõîäèì

n∑
j=1

|F (xj)− F (xj−1| ≤
∫ b

a

g.

Íî òîãäà
b∨
a

F = sup
n∑

j=1

|F (xj)− F (xj−1| ≤
∫ b

a

g < +∞.

Ïî êðèòåðèþ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |f | ∈ R∗(a, b), è òåîðåìà
äîêàçàíà. �

4. Ïðîñòðàíñòâî L(a, b) êàê ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç L(a, b) ìû îáîçíà÷èëè ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé f ∈ R∗(a, b),
äëÿ êîòîðûõ |f | ∈ R∗(a, b).

Òåîðåìà 4.1. L(a, b) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà
èãðàåò ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî L(a, b) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Ïóñòü f, g ∈ L(a, b). Òîãäà f, |f | ∈ R∗(a, b) è g, |g| ∈ R∗(a, b). Òàê êàê |f+g| ≤ |f |+ |g|,
òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè |f + g| ∈ R∗(a, b) à çíà÷èò è
f + g ∈ L(a, b) .

Åñëè f ∈ L(a, b), òî f, |f | ∈ R∗(a, b) è ïîýòîìó λf, |λf | ∈ R∗(a, b), ò.å. λf ∈ L(a, b).
Àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. �

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè êàæ-
äîìó ýëåìåíòó f ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àå-
ìîå ÷åðåç ∥f∥, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
1)∥f∥ ≥ 0, ïðè÷åì ∥f∥ = 0 ò.è ò.ò., êîãäà f ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì ïðî-
ñòðàíñòâà X,
2)∥λf∥ = |λ|∥f∥,
3)∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥.
×èñëî ∥f∥ íàçûâàþò íîðìîé ýëåìåíòà f .
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 4.2. L(a, b) åñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

∥f∥ =

∫ b

a

|f(x)|dx.

Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà èãðàåò ôóíêöèÿ Θ(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå âñåõ ñâîéñòâ íîðìû. Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî,

÷òî ∥f∥ =
∫ b

a
|f | ≥ 0.

Âî-âòîðûõ, åñëè f(x) = 0 ï.âñ., òî ∥f∥ =
∫ b

a
|f | = 0. Îáðàòíî, åñëè ∥f∥ =

∫ b

a
|f | = 0, òî

ïðè âñåõ x ∈ [a, b]
∫ x

a
|f | = 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåîïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà
d

dx

∫ x

a

|f | = |f(x)| = 0

ïî÷òè âñþäó íà [a, b].
Ðàâåíñòâî

∥λf∥ =

∫ b

a

|λf | = |λ|
∫ b

a

|f | = |λ|∥f∥

î÷åâèäíî.
Íàêîíåö, èç íåðàâåíñòâà |f + g| ≤ |f |+ |g| ñëåäóåò∫ b

a

|f + g| ≤
∫ b

a

|f |+
∫ b

a

|g|,

à ýòî è åñòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. �

5. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ñëó÷àé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû áóäåì îáñóæäàòü âîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü fn ∈ R∗(a, b) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê
f íà [a, b]. Òîãäà f (R∗)-èíòåãðèðóåìà è

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx =

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

lim
n→∞

fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà [a, b],
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõm,n > n0 è äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]

|fn(x)− f(x)| < ε |fm(x)− f(x)| < ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |fn(x)− fm(x)| < 2ε èëè

−2ε < fn(x)− fm(x) < 2ε.
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Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì

−2ε(b− a) <

b∫
a

fn(x)dx−
b∫

a

fm(x)dx < 2ε(b− a)

èëè ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn(x)dx−
b∫

a

fm(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < 2ε · (b− a).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b∫
a

fn(x)dx

∞

n=1

ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = I(f).

Ïîêàæåì, ÷òî
b∫

a

f(x)dx = I(f).

Âûáåðåì ε > 0 è ïóñòü n0 òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî∣∣∣∣∫ b

a

fn0(x)dx− I(f)

∣∣∣∣ < ε

3
,

è äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]

|fn0(x)− f(x)| < ε

3(b− a)
.

Íî fn0 ∈ R∗(a, b), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ δ(x) > 0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ ([xk−1, xk], ξk) ≪ δ(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

∫ b

a

fn0(x)dx−
n∑

k=1

fn0(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Òîãäà äëÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ

|I(f)−
n∑

k=1

f(ξk)∆xk| =

=

∣∣∣∣∣I(f)−
∫ b

a

fn0(x)dx+

∫ b

a

fn0(x)dx−
n∑

k=1

fn0(ξk)∆xk+

+
n∑

k=1

(fn0(ξk)− f(ξk))∆xk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣I(f)− ∫ b

a

fn0

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn0 −
n∑

k=1

fn0(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣+
+

n∑
k=1

|fn0(ξk)− f(ξk)|∆xk < ε,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
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6. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òåîðåìà
Ëåâè

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû Ëåâè äëÿ èíòå-
ãðàëà Ëåáåãà.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü (fn) � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (R∗)-èí-
òåãðèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé è âñþäó íà [a, b]

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Òîãäà f(x) (R∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (
∫ b

a
fn) îãðàíè÷åíà. Ïðè ýòîì

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà (fn) � âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(x) ∈ R∗(a, b). Òàê êàê

fn(x) ≤ fn+1(x) ≤ f(x),

òî
b∫

a

fn(x)dx ≤
b∫

a

fn+1(x)dx ≤
b∫

a

f(x)dx,

ò.å. (
∫ b

a
fn) � âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (
∫ b

a
fn) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê êàê

fn(x) ≤ fn+1(x), òî
b∫

a

fn(x)dx ≤
b∫

a

fn+1(x)dx,

òî åñòü (
∫ b

a
fn) � âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò

ïðåäåë

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = I(f).

Ïîêàæåì, ÷òî
b∫

a

f(x)dx = I(f).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

84



1)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = I(f),

òî ñóùåñòâóåò m ∈ N òàêîå, ÷òî

I(f)− ε ≤
b∫

a

fm(x)dx ≤ I(f). (6.1)

2)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîêà îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå ([xk−1, xk], ξk)
n
k=1 è ðàññìîòðèì

ðàçíîñòü
n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I(f). (6.2)

Òàê êàê fk → f , òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò k = k(x), ÷òî

|fk(x)(x)− f(x)| < ε

b− a
.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k(x) > m, ãäå m âûáðàíî â (6.1).
3)Äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè â (6.2) èìååì∣∣∣∣∣

n∑
j=1

f(ξj)∆xj − I(f)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
j=1

f(ξj)∆xj −
n∑

j=1

fk(ξj)(ξj)∆xj+

+
n∑

j=1

fk(ξj)(ξj)∆xj −
n∑

j=1

∫
∆xj

fk(ξj)(x)dx+
n∑

j=1

∫
∆xj

fk(ξj)(x)dx− I(f)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f(ξj)∆xj −
n∑

j=1

fk(ξj)(ξj)∆xj

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
j=1

fk(ξj)(ξj)∆xj−

−
n∑

j=1

∫
∆xj

fk(ξj)(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
j=1

∫
∆xj

fk(ξj)(x)dx− I(f)

∣∣∣∣∣ = S1 + S2 + S3. (6.3)

Áóäåì îöåíèâàòü S1, S2 è S3.
4)Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè k(x)∣∣f(ξj)− fk(ξj)(ξj)

∣∣ < ε

b− a
.

Ïîýòîìó

S1 ≤
n∑

j=1

|f(ξj)− fk(ξj)(ξj)|∆xj ≤
ε

b− a

n∑
j=1

∆xj = ε. (6.4)

5)Äëÿ îöåíêè S2 è S3 ïîñòðîèì ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþ-
áîì k fk ∈ R∗(a, b). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δk(x) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ
◦
X≪ δk âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣S( ◦

X, fk)−
∫ b

a

fk

∣∣∣∣ < ε

2k+1
.
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Ïîëîæèì δ(x) = δk(x)(x) è ïóñòü ([xk−1, xk], ξk) ≪ δ(x).
6)Çàïèøåì S2 â âèäå∣∣∣∣∣∣

∑
p≥1

 ∑
k(ξj)=p

fp(ξj)∆xj −
∫
[xj−1,xj ]

fp(x)dx

∣∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê ðàçáèåíèå δ-êîíå÷íîå, òî |∆xj| ≤ δ(ξj) è åñëè j òàêîå, ÷òî k(ξj) = p, òî δ(ξj) =
δk(ξj)(ξj) = δp(ξj). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçáèåíèå

([xj−1, xj], ξj)k(ξj)=p

ÿâëÿåòñÿ δp-êîíå÷íûì, è ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû Ñàêñà-Õåíñòîêà

∑
k(ξj)=p

∣∣∣∣∣fp(ξj)∆xj −
∫
[xj−1,xj ]

fp(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ 2
ε

2p+1
.

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì

S2 ≤
∞∑
p=1

ε

2p+1
2 = ε. (6.5)

7)Ïóñòü max k(ξj) =M . Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ k(x) > m, òî

fm(x) ≤ fk(ξj)(x) ≤ fM(x).

Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî, èìååì íåðàâåíñòâà

xj∫
xj−1

fm(x)dx ≤
xj∫

xj−1

fk(ξj)(x)dx ≤
xj∫

xj−1

fM(x)dx.

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ïî j îò 1 äî n, ïîëó÷àåì, ñ ó÷åòîì (6.1),

I(f)− ε ≤
b∫

a

fm(x)dx ≤
n∑

j=1

xj∫
xj−1

fk(ξj)(x)dx ≤
b∫

a

fM(x)dx ≤ I(f).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
S3 < ε. (6.6)

Ñîåäèíÿÿ (6.3)�(6.6), ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ([xk−1, xk], ξk) ≪ δ(x), òî∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f(ξj)∆xj − I(f)

∣∣∣∣∣ < 3ε

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñëåäñòâèå. Òåîðåìà Ëåâè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè fn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó

íà [a, b]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fn(x) íà 0
â òåõ òî÷êàõ, ãäå fn(x) íå ñõîäèòñÿ ê f(x).
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7. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òåîðåìà
Ôàòó

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà áåç òðåáîâà-
íèÿ ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn).

Ëåììà 7.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

max(a, b) =
1

2
(a+ b+ |a− b|),

min(a, b) =
1

2
(a+ b− |a− b|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ≥ b, òî 1
2
(a+b+ |a−b|) = a. Åñëè a < b, òî 1

2
(a+b+ |a−b|) = b.

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå ðàâåíñòâî. Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 7.2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) è α(x) (R∗)-èíòåãðèðóåìû è f(x) ≥ α(x), g(x) ≥
α(x). Òîãäà min(f(x), g(x)) è max(f(x), g(x)) òàêæå (R∗)-èíòåãðèðóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 7.1

min(f(x), g(x)) =
1

2
(f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|). (7.1)

Ñëåäîâàòåëüíî,

0 ≤ |f(x)− g(x)| = f(x) + g(x)− 2min(f(x), g(x)) ≤ f(x) + g(x)− 2α(x). (7.2)

Íî f(x) + g(x) − 2α(x) ≥ 0 è (R∗)-èíòåãðèðóåìà, çíà÷èò, f(x) + g(x) − 2α(x) (L)-
èíòåãðèðóåìà. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (7.2) ñëåäóåò (L)- èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè
|f(x) − g(x)|, à èç (7.1) (L)-èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè min(f(x), g(x)). Òàêèì îáðàçîì,
min(f(x), g(x)) ∈ R∗(a, b). (R∗)-èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè max(f(x), g(x)) ñëåäóåò èç
ðàâåíñòâà

min(f(x), g(x)) + max(f(x), g(x)) = f(x) + g(x)�.
Ñëåäñòâèå. Åñëè α(x), fi(x) (i = 1, 2, ...,m) (R∗)-èíòåãðèðóåìû, fi(x) ≥ α(x) , òî

ôóíêöèè min
i≤m

fi(x) è max
i≤m

fi(x) (R
∗)-èíòåãðèðóåìû.

Ëåììà 7.3. Ïóñòü
1) fn(x) ≥ α(x) (n = 1, 2, ..., x ∈ [a, b]);
2) α(x) è fn(x) (R

∗)-èíòåãðèðóåìû íà [a, b];
Òîãäà f(x) = inf

n∈N
fn(x) (R

∗)-èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì φn(x) = min
k≤n

fk(x). Òîãäà

1) φn(x) ≥ α(x),
2) (φn(x))

∞
n=1 � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

3) φn(x) (R
∗)-èíòåãðèðóåìû ïî ëåììå 7.2.

4)
b∫
a

φn(x)dx ≥
b∫
a

α(x)dx,
b∫
a

φn+1(x)dx ≤
b∫
a

φn(x)dx
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ò.å.
b∫
a

φn(x)dx � îãðàíè÷åííàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåâè,

ôóíêöèÿ
f(x) = lim

n→∞
φn(x)

(R∗)-èíòåãðèðóåìà. À òàê êàê

inf
n≥1

fn(x) = lim
n→∞

φn(x),

òî inf
n≥1

fn(x) (R
∗)-èíòåãðèðóåìà.�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ôàòó î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Òåîðåìà 7.4 (òåîðåìà Ôàòó). Ïóñòü
1) α(x), fn(x) ∈ R∗(a, b),
2) fn(x) ≥ α(x) íà [a, b],

3) lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx < +∞.

Òîãäà
1) ôóíêöèÿ f(x) = lim inf

n→∞
fn(x) (R

∗)-èíòåãðèðóåìà,

2)
b∫
a

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ψn(x) = inf
k≥n

fk(x). Òîãäà

1) ïî ëåììå 7.3 ôóíêöèè ψk(x) ∈ R∗(a, b),
2) ψk(x) îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
3) ψn(x) ≤ fn(x),

4)
b∫
a

ψn(x)dx ≤
b∫
a

fn(x)dx.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî ñâîéñòâàì íèæíåãî ïðåäåëà

lim inf
n→∞

b∫
a

ψn(x)dx ≤ lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx < +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

b∫
a

ψndx < +∞,

à, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
b∫
a

ψn(x)dx îãðàíè÷åíà. Ïî òåîðåìå Ëåâè ïîëó÷àåì, ÷òî,

âî-ïåðâûõ,
f(x) = lim

n→∞
ψn(x) ∈ R∗(a, b),

è, âî-âòîðûõ,

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

ψn(x)dx = lim inf
n→∞

b∫
a

ψn(x)dx ≤ lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx,
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è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñëåäñòâèå. Òåîðåìà 7.4 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè fn(x) ≥ α(x) ïî÷òè âñþäó íà

[a, b].

8. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òåîðåìà
Ëåáåãà

×àùå âñåãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà èñïîëüçóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.1 (òåîðåìà Ëåáåãà). Ïóñòü
1) α(x), β(x), fn(x) ∈ R∗(a, b),
2) ∀ x ∈ [a, b], α(x) ≤ fn(x) ≤ β(x),
3) ñóùåñòâóåò lim

n→∞
fn(x) = f(x).

Òîãäà f(x) ∈ R∗(a, b) è
b∫

a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà fn(x) ≤ β(x) ñëåäóåò

b∫
a

fn(x)dx ≤
b∫

a

β(x)dx.

Ïîýòîìó

lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx < +∞.

Îòñþäà ïî òåîðåìå Ôàòó f ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx. (8.1)

Èç óñëîâèÿ α(x) ≤ fn(x) ñëåäóåò

−fn(x) ≤ −α(x)

è, ïî óæå äîêàçàííîìó,

−
b∫

a

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

−
b∫

a

fn(x)dx = − lim sup
n→∞

b∫
a

fn(x)dx. (8.2)

Èç (8.1) è (8.2) íàõîäèì

lim sup
n→∞

b∫
a

fn(x)dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx.
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Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

lim sup
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = lim inf
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx,

è òåîðåìà äîêàçàíà.�
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü
1) α(x), β(x), fn(x) ∈ R∗(a, b),
2)α(x) ≤ fn(x) ≤ β(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b],
3) ïî÷òè âñþäó íà [a, b] ñóùåñòâóåò lim

n→∞
fn(x) = f(x).

Òîãäà f(x) ∈ R∗(a, b) è
b∫

a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En (n = 1, 2, ...) ìíîæåñòâî òåõ x ∈ [a, b], â êîòîðûõ
íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α(x) ≤ fn(x) ≤ β(x), a ÷åðåç E0 ìíîæåñòâî òåõ x ∈ [a, b], â
êîòîðûõ lim

n→∞
fn(x) ̸= f(x). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû µ̄En = 0. Îáîçíà÷èì E = E0∪(∪∞

n=1En).

Òàê êàê âåðõíÿÿ ìåðà ñ÷åòíî-ïîëóàääèòèâíà, òî µ̄E = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̃(x), β̃(x), f̃n(x), f̃(x) ôóíêöèè, êîòîðûå ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ôóíêöèé α(x), β(x), fn(x), f(x) çàìåíîé èõ çíà÷åíèé íà íîëü â òî÷êàõ ìíîæåñòâà

E. Òîãäà ôóíêöèè α̃(x), β̃(x), f̃n(x), f̃(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëåáåãà. Ïî-

ýòîìó f̃(x) ∈ R∗(a, b) è
b∫

a

f̃(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

f̃n(x)dx.

Òàê êàê ðàçëè÷èå íà íóëü-ìíîæåñòâå íå âëèÿåò íà èíòåãðèðóåìîñòü è âåëè÷èíó èíòå-
ãðàëà, òî f(x) ∈ R∗(a, b) è

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx,

è òåîðåìà äîêàçàíà.�
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû â îñíîâíîì áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòîò ïîñëåäíèé

âàðèàíò òåîðåìû Ëåáåãà.

9. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì. Òåîðåìà Ëåáåãà

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü fn, f ∈ R∗(a, b). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)
∞
n=1 íàçûâàåòñÿ

ñõîäÿùåéñÿ ê f â ñðåäíåì, åñëè

lim
n→∞

∥fn − f∥ = 0.
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Òåîðåìà 9.1 (òåîðåìà Ëåáåãà). Ïóñòü
1) α(x), β(x), fn(x) ∈ R∗(a, b)
2) α(x) ≤ fn(x) ≤ β(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b],
3) ïî÷òè âñþäó íà [a, b] ñóùåñòâóåò lim

n→∞
fn(x) = f(x).

Òîãäà f ∈ R∗(a, b), |f − fn| ∈ R∗(a, b) è

lim
n→∞

∥fn − f∥ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå f ∈ R∗(a, b). Ïåðåõîäÿ â
íåðàâåíñòâå

α(x) ≤ fn(x) ≤ β(x)

ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì
α(x) ≤ f(x) ≤ β(x).

Âû÷èòàÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, íàõîäèì, ÷òî ïî÷òè âñþäó

α(x)− β(x) ≤ fn(x)− f(x) ≤ β(x)− α(x)

è ïî ñâîéñòâàì ìîäóëÿ
|fn(x)− f(x)| ≤ β(x)− α(x).

Îòñþäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè |f − fn| ∈ R∗(a, b). Íî
|f(x)− fn(x)| → 0 ï.âñ. íà [a, b] è ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

0 =

∫ b

a

0 = lim
n→∞

∫ b

a

|fn − f |,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

10. Ïðèáëèæåíèå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ïî÷òè âñþ-
äó íåïðåðûâíûìè è ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè

Òåîðåìà 10.1. Åñëè f ∈ R∗(a, b), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé Fn(x) ñõîäÿùàÿñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) =
x∫
a

f(t)dt íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Èçâåñòíî, ÷òî F

íåïðåðûâíà íà [a, b] è F ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. Äîîïðåäåëèì F íà [b, b+ 1] ïî
íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Ïðè x ∈ [a, b] ïîëîæèì

Fn(x) =
F (x+ 1

n
)− F (x)
1
n

.

ßñíî, ÷òî Fn(x) → F ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. �

Òåîðåìà 10.2. Åñëè f ∈ R∗(a, b), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé hn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 10.1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé fn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó. Òàê êàê fn(x) íåïðåðûâíûå íà [a, b], òî fn(x) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ε = 1

n
∃δ > 0, ÷òî

∀x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < δ =⇒ |fn(x′)− fn(x
′′)| < 1

n
.

Âûáåðåì ðàçáèåíèå
a = x0 < x1 < ... < xm = b

òàê, ÷òî |xj − xj−1| < δ è îïðåäåëèì ôóíêöèè hn ðàâåíñòâîì

hn(x) =

{
fn(xj−1), x ∈ [xj−1, xj), j = 1, 2, ...,m− 1,
fn(xn−1), x ∈ [xn−1, xn], j = m.

Òîãäà äëÿ x ∈ [xj−1, xj) èìååì

|fn(x)− hn(x)| ≤ |fn(x)− fn(xj−1)|+ |fn(xj−1)− hn(xj−1)| ≤

≤ 1

n
+ |fn(xj−1)− fn(xj−1)| =

1

n
.

Ïîýòîìó

|f(x)− hn(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− hn(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+
1

n
→ 0

ïî÷òè âñþäó. �

11. Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà [a, b], íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé íà [a, b],
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé hn(x), ñõîäÿùàÿñÿ ê f(x)
ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

1) Åñëè f(x) ∈ R∗(a, b), òî f(x) � èçìåðèìà. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.2.
2) Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè èçìåðèìûå, íî íåèíòåãðèðóåìûå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

f(x) =

{
2k

k
, x ∈

(
1
2k
, 1
2k−1

]
, k = 1, 2, ...

0, x = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî f(x) èçìåðèìà. Â ñàìîì äåëå,

hn(x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ 1

2n

f(x), 1
2n
< x ≤ 1

åñòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ è hn(x) → f(x) âñþäó, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) èçìåðèìà. Ïîêà-
æåì, ÷òî f(x) /∈ R∗(a, b). Â ñàìîì äåëå,

1∫
1
2n

f(x)dx =
n∑

k=1

1

2k−1∫
1

2k

f(x)dx =
n∑

k=1

2k

k
· 1

2k
=

n∑
k=1

1

k
→ +∞ ïðè n→ ∞.
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Îòñþäà

lim
n→∞

1∫
1
2n

f(x)dx = +∞,

ò.å.
1∫
0

f(x)dx íå ñóùåñòâóåò.�

Ñâîéñòâî 3. Åñëè ôóíêöèè f è g èçìåðèìû, òî ôóíêöèè f ± g, λ · f, f · g, |f | òîæå
èçìåðèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f èçìåðèìà. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé hn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó. Òîãäà |hn(x)| òîæå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè è

||hn(x)| − |f(x)|| ≤ |hn(x)− f(x)|,

ò.å. |hn(x)| → |f(x)| ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, |f(x)| èçìåðèìà. Èçìåðèìîñòü îñòàëü-
íûõ ôóíêöèé äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.�
Ñâîéñòâî 4. Åñëè ôóíêöèè f è g èçìåðèìû è g(x) ̸= 0, òî f(x)

g(x)
èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíî, ÷òî fn(x) → f(x) è gn(x) → g(x) ïî÷òè âñþäó è fn(x) è gn(x) �

ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè. Íî òîãäà fn(x)gn(x)
1/n+g2n(x)

òîæå ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ è fn(x)gn(x)
1/n+g2n(x)

→ f(x)
g(x)

ïî÷òè âñþäó, ò.å.f(x)
g(x)

èçìåðèìà.�
Ñâîéñòâî 5. Åñëè f(x) èçìåðèìà íà [a, b] è φ(y) íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f , òî φ(f(x)) èçìåðèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f èçìåðèìà íà [a, b], òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòó-
ïåí÷àòûõ ôóíêöèé fn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. Íî òîãäà φ(fn(x)) òîæå ñòóïåí-
÷àòûå è ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè φ èìååì

lim
n→∞

φ(fn(x)) = φ(f(x))

ïî÷òè âñþäó. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî φ(f(x)) èçìåðèìà íà [a, b].�
Ñâîéñòâî 6. (Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè èçìåðèìîé ôóíêöèè.)Ïóñòü f èçìåðèìà. Òî-
ãäà f ∈ R∗(a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ω, Θ ∈ R∗(a, b) òàêèå,
÷òî ïî÷òè âñþäó íà [a, b]

ω(x) ≤ f(x) ≤ Θ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, òàê êàê ìîæíî âçÿòü
ω(x) = Θ(x) = f(x).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âíà÷àëå ω(x) = 0. Òàê êàê f èçìåðèìà, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèè hn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî hn(x) ≥ 0. Îáðàçóåì íîâûå ôóíêöèè

fn(x) = min(hn(x),Θ(x)).

Ïî ëåììå 7.1

fn(x) =
1

2
(hn(x) + Θ(x)− |hn(x)−Θ(x)|)

Ïîýòîìó fn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó è

0 ≤ fn(x) ≤ Θ(x).

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå f(x) ∈ R∗(a, b). Â îáùåì ñëó÷àå âìåñòî f(x)
íàäî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f(x)− ω(x). �
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Ñâîéñòâî 7. Åñëè fn(x) èçìåðèìû è fn(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b], òî f(x) èçìå-
ðèìà íà [a, b].
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ φ(y) = arctgy íåïðåðûâíû íà
(−∞,+∞), òî ïî ñâîéñòâó 5 hn(x) = arctgfn(x) èçìåðèìûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

π

2
≤ hn(x) ≤

π

2
.

Ïî ñâîéñòâó 6 (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè) ôóíêöèè hn(x)
èíòåãðèðóåìû. Ïðè÷åì hn(x) = arctgfn(x) → arctgf(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. Òîãäà ïî
òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå arctgf(x) ∈ R∗(a, b), à çíà÷èò, è èçìåðèìà. Íî
f(x) = tg(arctgf(x)) èçìåðèìà ïî ñâîéñòâó 5.�

12. Ïðèáëèæåíèå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L(a, b)

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b], n ∈ N. Ôóíêöèÿ

f(n)(x) =

 f(x), åñëè |f(x)| ≤ n
n, åñëè f(x) > n
−n, åñëè f(x) < −n

íàçûâàåòñÿ ñðåçêîé ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 12.1. Åñëè f ∈ L(a, b), òî ïðè ëþáîì n f(n) ∈ L(a, b) è ||f(n) − f || → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî f(n) ∈ R∗(a, b). Èç îïðåäåëåíèÿ f(n) ñëåäóåò,
÷òî

f(n)(x) = max(min(f(x), n),−n).
Èñïîëüçóÿ ëåììó 7.1 èç ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî ñðåçêè f(n) èçìåðèìû. Èç íåðàâåí-
ñòâà −|f(x)| ≤ f(n) ≤ |f(x)| è êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè èçìåðèìîé ôóíêöèè ñëåäóåò
(R∗)-èíòåãðèðóåìîñòü f(n). Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ f(n) ñëåäóåò òàêæå íåðàâåíñòâî

|f(n)(x)| ≤ |f(x)| (12.1)

è ñõîäèìîñòü f(n)(x) → f(x) ïî÷òè âñþäó. Èç (12.1) ïî ïðèçíàêó àáñîëþòíîé èíòåãðèðóå-
ìîñòè f(n) ∈ L(a, b). Èç òåîðåìû Ëåáåãà î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì ïîëó÷àåì ||f(n)−f || → 0.
�

Òåîðåìà 12.2. Åñëè f ∈ L(a, b), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn(x) ñòóïåí-
÷àòûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî ||f − hn|| → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ∈ L(a, b), òî ïî òåîðåìå 12.1

||f − f(n)|| → 0.

Îáîçíà÷èì ||f − f(n)|| = εn → 0. Òàê êàê f(n) ∈ R∗(a, b), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé hn,k(x) → f(n)(x) ïî÷òè âñþäó ïðè k → ∞. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî

|hn,k(x)| ≤ n (k = 1, 2, ...),
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå hn,k(x) íàäî âçÿòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ

max(min(hn,k(x), n),−n).

Íî òîãäà ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì

||hn,k − f(n)|| → 0 (k → ∞).

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò kn ∈ N òàêîå, ÷òî

||hn,kn − f(n)|| < εn.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

||hn,kn − f || ≤ ||hn,kn − f(n)||+ ||f(n) − f || < 2εn → 0,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �

13. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ëåáåãà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èçâåñòíàÿ êàê òåîðåìà Ðèìàíà-Ëåáåãà, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà ïðè
èçó÷åíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 13.1. Åñëè f ∈ L(a, b), òî

lim
αn→∞

b∫
a

f(x) cos(αnx+ βn)dx = 0 (13.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê f ∈ L(a, b) è

|f(x) cos(αnx+ βn)| ≤ |f(x)| ∈ R∗(a, b),

òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè f(x) cos(αnx + βn) ∈ L(a, b) è
èíòåãðàë â (13.1) ñóùåñòâóåò.
2) Ïóñòü âíà÷àëå f(x) ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü f(x) = λk ïðè x ∈ (xk−1, xk) (k =
1, 2, ...m, x0 = a, xm = b).
Òîãäà

b∫
a

f(x) cos(αnx+ βn)dx =
m∑
k=1

xk∫
xk−1

λk cos(αnx+ βn)dx =

=
m∑
k=1

λk

xk∫
xk−1

cos(αnx+ βn)dx =
m∑
k=1

λk
αn

(sin(αnxk + βn)− sin(αnxk−1 + βn)) → 0

ïðè αn → ∞.
3) Ïóñòü òåïåðü f ∈ L(a, b) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è
íàéäåì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ h(x) òàêóþ, ÷òî

||f − h|| < ε

2
. (13.2)
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Òàê êàê h � ñòóïåí÷àòàÿ, òî ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî ∀ n > n0∣∣∣∣∣∣
b∫

a

h(x) cos(αnx+ βn)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
. (13.3)

Èñïîëüçóÿ (13.2) è (13.3), ïîëó÷àåì ïðè n > n0∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) cos(αnx+ βn)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

b∫
a

(f(x)− h(x)) cos(αnx+ βn)dx

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

h(x) cos(αnx+ βn)dx

∣∣∣∣∣∣ <
b∫

a

|f(x)− h(x)|dx+ ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Çàäà÷è ê ãëàâå 5.

1. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ëåâè.
2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè an ≤ bn òî lim inf

n→∞
an ≤ lim inf

n→∞
bn

3. Ïóñòü an ≥ A ∈ R, bn = min(a1, a2, ..., an). Äîêàçàòü, ÷òî

inf
n≥1

an = lim
n→∞

bn.

4. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ôàòó.
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