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Ââåäåíèå

Ïóñòü (ek)
N
k=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé,

ïîñòîÿííûõ íà èíòåðâàëàõ (∆k)
N
k=1,

(
N⊔
k=1

∆k = [0, 1]

)
òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ

ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ f ñ ó÷àñòêàìè ïîñòîÿíñòâà ∆k ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(t) =
N∑
k=1

f̂(k)ek(t).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f̂(k))Nk=1 íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïî ñè-

ñòåìå (ek). Äëÿ íàõîæäåíèÿ f̂(k) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâà

f̂(k) =

1∫
0

f(t)ek(t)d t =
N∑
j=1

f(∆j) · µ∆jek(∆j)(k = 1, N). (1)

Ðàâåíñòâî (1) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå
f̂(1)

f̂(2)
. . .

f̂(N)

 =


e1,1 e1,2 . . . e1,N
e2,1 e2,2 . . . e2,N
. . . . . . . . . . . .
eN,1 eN,2 . . . eN,N




f(∆1)|∆1|
f(∆2)|∆2|

. . .
f(∆N)|∆N |

 , (2)

ãäå ek,j = ek(∆j). Âû÷èñëåíèå f̂(k) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (2) òðå-
áóåò 2N · N = 2N2 îïåðàöèé, à ýòî ÷èñëî âåëèêî ïðè áîëüøèõ N . Äëÿ
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå â 1965ã. Êó-
ëè è Òàêè â ñëó÷àå, êîãäà N = 2n, ïðåäëîæèëè ïðåäñòàâëÿòü ìàòðèöó
EN = (ek,j) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

EN = En · En−1 · . . . · E2 · E1

ñëàáî çàïîëíåííûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N ×N . Íàïðèìåð,

En =

(
E D1

E −D1

) (
q = e

2πi
N

)
,
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ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè N
2
× N

2
, D1 � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1, q, q2, . . . , q
N
2
−1 íà äèàãîíàëè. Ïîäîáíûì îáðà-

çîì óñòðîåíû è îñòàëüíûå ìàòðèöû Ek. Èñïîëüçóÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå,
óäàåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà (f̂(k))Nk=1 èñïîëüçîâàòü ≈ N logN îïå-
ðàöèé. Ïîñëå ýòîãî àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìû áûëè ðàçðàáîòàíû è äëÿ
äðóãèõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (Óîëøà, Âèëåíêèíà).

Ìû ðàññìîòðèì èíîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ áûñòðûõ äèñêðåòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôàêòîðèçàöèè, êîòîðûé îñíîâàí íà ðåêó-
ðåíòíîì ñïîñîáå äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå
ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.

1. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà

Ïóñòü

χ0(t) ≡ 1, χ2N+j(t) =


2

N
2 , t ∈

[
j
2N

,
j+ 1

2

2N

)
−2

N
2 , t ∈

[
j+ 1

2

2N
, j+1

2N

)
0, t /∈

[
j
2N

, j+1
2N

)
ôóíêöèè Õààðà íà [0, 1) (N = 0, 1, . . . ; j = 0, 1, . . . , 2N − 1).
Çàôèêñèðóåì N ∈ N è ïðåäñòàâèì [0, 1) â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ
ïîëóèíòåðâàëîâ

[0, 1) =
2N−1⊔
j=0

∆
(N)
j (∆

(N)
j = [j2−N , (j + 1)2−N)).

Ëþáàÿ äâîè÷íî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ f (N)(t), ïîñòîÿííàÿ íà ∆
(N)
j , åñòü

ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà

f (N)(t) =
2N−1∑
j=0

f̂(j)χj(t). (1.1)

Âåêòîð (f̂(j))2
N−1

j=0 íàçûâàþò äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå � Õà-

àðà ôóíêöèè f (N). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü f
(N)
j = f(∆

(N)
j ), ò.å.

ôóíêöèþ f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð (f
(N)
j )2

N−1
j=0 .

Ïîëó÷èì áûñòðûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ f̂ . Çàïèøåì ðàâåíñòâî (1.1)
â âèäå

f (N)(t) =
2N−1−1∑
n=0

f̂(n)χn(t) +
2N−1∑

n=2N−1

f̂(n)χn(t) =
2N−1−1∑
n=0

f̂(n)χn(t)+
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+rN−1(t)
2N−1∑
j=0

f̂(2N−1 + j)h
(N−1)
j (t) = f (N−1)(t) + rN−1(t)g

(N−1)(t), (1.2)

ãäå h
(N−1)
j (t) = χ

∆
(N−1)
j

(t), f (N−1)(t) � äâîè÷íî-ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ïî-

ñòîÿííàÿ íà ∆(N−1), g(N−1)(t) � äâîè÷íî ñòóïåí÷àòàÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé

íà ∆
(N−1)
j ðàâíî f̂(2N−1+j). Çàïèñûâàÿ ðàâåíñòâî (1.2) íà ïîëóèíòåðâàëå

∆
(N−1)
j = ∆

(N)
2j ⊔∆

(N)
2j+1, èìååì ñèñòåìó{

f
(N)
2j = f

(N−1)
j + g

(N−1)
j

f
(N)
2j+1 = f

(N−1)
j − g

(N−1)
j

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì{
f
(N−1)
j = 1

2
(f

(N)
2j + f

(N)
2j+1)

g
(N−1)
j = 1

2
(f

(N)
2j − f

(N)
2j+1) (j = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1)

. (1.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè çíà÷åíèÿ f
(N−1)
j ôóíêöèè f (N−1) è çíà÷åíèÿ

g
(N−1)
j ôóíêöèè g(N−1), ïðè÷åì g

(N−1)
j = f̂(2N−1 + j), ò.å. ìû íàøëè êîì-

ïîíåíòû f̂ ñ íîìåðàìè ≥ 2N−1. Ñäåëàííûé øàã óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäó-
þùåì âèäå.

Ïóñòü
(λn) = (λ0, λ1, . . . , λ2N−1−1, λ2N−1 , . . . , λ2N−1)

âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f (N). Ðàâåíñòâà (1.3) äëÿ âåêòîðà (λn) çàïèøåì
â âèäå

λj :=
1
2
(λ2j + λ2j+1) (j = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1)

λ2N−1+j :=
1
2
(λ2j − λ2j+1) (j = 0, 1, . . . , 2N−1)

(1.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.4), ìû ïîëó÷èì íîâûé âåê-

òîð (λn)
2N−1
n=0 , â êîòîðîì ïîñëåäíèå êîìïîíåíòû λ2N−1+j = f̂(2N−1 + j), à

ïåðâûå êîìïîíåíòû (λn)
2N−1−1
n=0 åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f (N−1) =
2N−1−1∑
n=0

f̂(n)χn(t)

êóñî÷íî ïîñòîÿííîé íà ïîëóèíòåðâàëàõ ðàíãà N − 1, ïðè÷åì êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå � Õààðà ôóíêöèè f (N−1) åñòü ïåðâûå 2N−1 êîýôôèöèåíòîâ
èñõîäíîé ôóíêöèè f (N). Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè f (N−1), ò.å. ê âåêòîðó

(λ0, λ1, . . . , λ2N−1−1)

5



ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.4), ïîëó÷èì âåêòîð

(λ0, λ1, . . . , λ2N−2−1, λ2N−2 , . . . , λ2N−1−1),

â êîòîðîì ïîñëåäíèå 2N−2 êîìïîíåíò åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà f̂ .
Ïðîäîëæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë (1.4), ïîëó÷àåì ïî-

ñëå N-ãî øàãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ0, λ1, . . . , λ2N−1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò

ñ f̂ . Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé ðàâíî

2 · 2N + 2 · 2N−1 + . . .+ 2 · 21 ≈ 2N+2.

2. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Óîëøà

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Õààðà.
Ïóñòü N ∈ N ôèêñèðîâàíî, f (N)(x) � äâîè÷íî-ïîñòîÿííà íà [0, 1) è

fj = f (N)(∆
(N)
j ). Ïóñòü wj(x) � ôóíêöèè Óîëøà íà [0, 1). Òîãäà

f (N)(x) =
2N−1∑
j=0

f̂(j)wj(x). (2.1)

Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû f̂(j). Çàïèñûâàåì (2.1) â âèäå

f (N)(x) =
2N−1∑
j=0

f̂(j)wj(x) + rN−1(x)
2N−1−1∑

j=0

f̂(2N−1 + j)wj(x) =

= f (N−1) + rN−1(x)g
(N−1)(x), (2.2)

ãäå f (N−1) è g(N−1) äâîè÷íî-ñòóïåí÷àòûå íà èíòåðâàëàõ ðàíãà N − 1. Çà-

ïèñûâàÿ (2.2) â òî÷êàõ ïîëóèíòåðâàëà ∆
(N−1)
j = ∆

(N)
2j ⊔∆

(N)
2j+1, ñíîâà ïî-

ëó÷àåì ðàâåíñòâà {
f
(N)
2j = f

(N−1)
j + g

(N−1)
j

f
(N)
2j+1 = f

(N−1)
j − g

(N−1)
j

, (2.3)

èç êîòîðûõ íàõîäèì {
f
(N−1)
j = 1

2
(f

(N)
2j + f

(N)
2j+1)

g
(N−1)
j = 1

2
(f

(N)
2j − f

(N)
2j+1)

. (2.4)

Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (N)(x) îáîçíà÷èì ÷åðåç λj (j = 0, . . . , 2N − 1),
òî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âåêòîðà

(λj) = (λ0, λ1, . . . , λ2N−1−1, λ2N−1 , . . . , λ2N−1)
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çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

λj :=
1

2
(λ2j + λ2j+1),

λ2N−1+j :=
1

2
(λ2j − λ2j+1).

Ýòî òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà, è ïîñëå èõ ïðèìåíåíèÿ ìû, êàê è â §1,
ïîëó÷àåì âåêòîð

(λn) = (λ0, λ1, . . . , λ2N−1−1, λ2N−1 , . . . , λ2N−1),

â êîòîðîì ïåðâûå 2N−1 êîìïîíåíò åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (N−1), à ïî-
ñëåäíèå 2N−1 êîìïîíåíò � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(N−1). Íî â îòëè÷èå îò
ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà, çíà÷åíèÿ λ2N−1 , . . . , λ2N−1 íå áóäóò êîýôôèöèåí-
òàìè Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè g(N−1), è ïîýòîìó íóæíî ïðèìåíÿòü ïðåîá-
ðàçîâàíèå (2.4) è ê ëåâîé ïîëîâèíå âåêòîðà (λn), è ê ïðàâîé ïîëîâèíå.
Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó N ðàç, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå�Óîëøà. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò ÷èñëî îïåðàöèé

2N+1 + 2N+1 + . . .+ 2N+1 = N2N+1.

3. Áûñòðûå äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïóñòü N ∈ N ôèêñèðîâàíî. Îïðåäåëÿåì ôóíêöèè

en(x) = e2πin
j

2N , åñëè x ∈ ∆
(N)
j , j = 0, 2N − 1, n = 0, 2N − 1. (3.1)

Îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà [0, 1), ñîñòîÿùóþ èç
äâîè÷íî-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèè en(x) íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå
E = {0, 1, 2, . . . , 2N − 1}, íî â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (3.1) ïðèíèìàþò
âèä

en(j) =
1

2
N
2

e2πin
j

2N . (3.2)

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà E, ñ êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè λ
(N)
j =

f(j) åñòü ïîëèíîì

f(j) =
2N−1∑
n=0

f̂(n)en(j). (3.3)

Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû f̂(n). Çàïèñûâàåì (3.3) â âèäå

2N−1∑
n=0

f̂(n)en(j) =
2N−1−1∑
n=0

f̂(2n)e2n(j) +
2N−1−1∑
n=0

f̂(2n+ 1)e2n+1(j).
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Åñëè j = 2N−1 + ν (ν = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1), òî

e2n(j) =
1

2
N
2

e2πi·2n·
j

2N =
1

2
N
2

e2πin
2N−1+ν

2N−1 =
1

2
N
2

e2πin
ν

2N−1 = en(ν),

e2n+1(j) =
1

2
N
2

e2πi
j

2N · e2πin
ν

2N−1 =
1√
2
en(ν).

Ïîýòîìó
2N−1∑
n=0

f̂(n)en(j) =
2N−1−1∑
n=0

f̂(2n)
en(jmod 2N−1)√

2
+

+e
2πij

2N

2N−1−1∑
n=0

f̂(2n+ 1)
en(jmod 2N−1)√

2
. (3.4)

Îáîçíà÷èì
2N−1−1∑
n=0

f̂(2n)en(jmod 2N−1) = λ
(N−1)
j ,

2N−1∑
n=0

f̂(2n+ 1)en(jmod 2N−1) = µ
(N−1)
j .

Òîãäà ïðè 0 ≤ j ≤ 2N−1 − 1 ðàâåíñòâà (3.4) ïðèìóò âèä

λ
(N)
j =

λ
(N−1)
j√
2

+ e
2πi

2N
j µ

(N−1)
j√
2

,

à ïðè 2N−1 ≤ j < 2N − 1, ò.å. ïðè j = 2N−1 + ν

λ
(N)

2N−1+ν
=

λ
(N−1)
ν√
2

− e
2πiν
2N · µ

(N−1)
ν√
2

.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì{
λ
(N−1)
j = 1√

2
(λ

(N)
j + λ

(N)

j+2N−1)

µ
(N−1)
j = 1√

2
(λ

(N)
j − λ

(N)

2N−1+j
)e−

2πij

2N
(3.5)

ïðè j = 0, 1, 2, . . . , 2N−1 − 1.

Åñëè ÷èñëà λ
(N−1)
j ðàñïîëîæèòü â èñõîäíîé ñòðîêå íà ìåñòàõ

0, 1, . . . , 2N−1− 1, à ÷èñëà µ
(N−1)
j � íà ìåñòàõ 2N−1, 2N−1+1, . . . , 2N − 1, òî

ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñòðîêè (λj) ïî ôîðìóëàì{
λj :=

1√
2
(λj + λj+2N−1)

λj+2N−1 := 1√
2
(λj − λ2N−1+j)e

− 2πij

2N
(3.6)
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Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.6) â ñòðîêå (λj)
2N−1
j=0 íà÷àëî ñòðîêè

λ0, . . . , λ2N−1−1 îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðîé åñòü

f̂(2j) (j = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1), à êîíåö ñòðîêè λ2N−1 , . . . , λ2N−1 îïðåäåëÿåò

ôóíêöèþ, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðîé åñòü f̂(2j + 1). Ïðèìåíÿÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (3.6) N ðàç, ïîëó÷àåì ïåðåñòàâëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü åå â åñòåñòâåííîì ïî-
ðÿäêå, òî íóæíî λj ðàñïîëàãàòü íà ìåñòàõ 2j, à ÷èñëà λ2j+1 � íà ìåñòàõ
2j + 1. Ò.å. ôîðìóëû (3.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ2j :=
1√
2
(λj + λj+2N−1)

λ2j+1 :=
1√
2
e−

2πij

2N (λj − λj+2N−1).

Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì 2N · N , ò.ê. ïðèñóòñòâóåò
êîìïëåêñíàÿ àðèôìåòèêà.

4. Áûñòðîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Âèëåíêèíà

Ïóñòü P = (pj)
∞
j=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ,

÷òî pj ≥ 2. Îáîçíà÷èì m0 = 1,mk = mk−1pk−1 (k = 1, 2, . . .)
Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =
∞∑
k=0

εkmk (εk = 0, pk − 1)

Ïóñòü n =
∞∑
k=0

akmk (ak = 0, pk − 1), x =
∞∑
k=0

xk

mk+1
∈ [0, 1) (xk =

0, pk − 1).
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèè

rk(x)
df
= e

2πi
xk
pk (k = 0, 1, . . .)

íàçîâåì ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà�Âèëåíêèíà.

Ëåììà 4.2. Ôóíêöèÿ rk(x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå âèäà[
j

mk+1

,
j + 1

mk+1

)
(j = 0, 1, . . . ,mk+1 − 1).

Ëåììà 4.3. Åñëè x ∈
[
lpk+j
mk+1

, lpk+j+1
mk+1

)
= ∆

(k+1)
lpk+j l = 0,mk − 1; j =

0, pk − 1, òî

rk(x) =
(
e

2πi
pk

)j
= (εpk)

j.
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Òåîðåìà 4.4. Åñëè f � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà ïîëó-

èíòåðâàëàõ ðàíãà k, òî

f(x) =

mk−1∑
n=0

cnvn(x). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k.
1) Ïðè k = 0 f(x) = const. Ïðè ýòîì

m0−1∑
n=0

cnvn(x) = c0 · v0(x) = c0,

ò.å. óòâåðæäåíèå âåðíî.
2) Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ ôóíêöèè, ïîñòîÿííîé íà ïîëóèíòåðâàëàõ
ðàíãà k. Âûáåðåì ôóíêöèþ f (k+1)(x), ïîñòîÿííóþ íà ïîëóèíòåðâàëàõ
ðàíãà k + 1, è ïóñòü

f
(k+1)
k (x) = λ

(k+1)
l,pk+j ïðè x ∈

[
lpk + j

mk+1

,
lpk + j + 1

mk+1

)
, (l = 0,mk − 1; j = 0, pk − 1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè f
(k)
q (q = 0, pk − 1), ïî-

ñòîÿííûå íà ïîëóèíòåðâàëàõ ðàíãà k è òàêèå, ÷òî

f (k+1)(x) =

pk−1∑
q=0

(rk(x))
qf (k)

q (x). (4.2)

Ïóñòü

f (k)
q (x) = λ

(k)
l,q ïðè x ∈

[
l

mk

,
l + 1

mk

)
, (l = 0,mk − 1; q = 0, pk − 1).

Òîãäà ïðè

x ∈
[
lpk + j

mk+1

,
lpk + j + 1

mk+1

)
⊂
[

l

mk

,
l + 1

mk

)
ðàâåíñòâî (5.2), ñ ó÷åòîì ëåììû 5.2, ïðèíèìàåò âèä

λ
(k+1)
l,pk+j =

pk−1∑
q=0

(rk(x))
qλ

(k)
l,q =

pk−1∑
q=0

(εpk)
jqλ

(k)
l,q . (4.3)

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì l ∈ [0,mk − 1] (4.3) åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

λ
(k)
l,0 , λ

(k)
l,1 , λ

(k)
l,2 , . . . , λ

(k)
l,pk−1.
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Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ε0·0pk

ε0·1pk
ε0·2pk

. . . ε
0·(pk−1)
pk

ε1·0pk
ε1·1pk

ε1·2pk
. . . ε

1·(pk−1)
pk

. . . . . . . . . . . . . . .

ε
(pk−1)·0
pk ε

(pk−1)·1
pk ε

(pk−1)·2
pk . . . ε

(pk−1)·(pk−1)
pk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,

ò.ê. îí åñòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì l ∈
0,mk − 1 ñèñòåìà (4.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è, çíà÷èò, ôóíêöèè

f
(k)
q (x) ñóùåñòâóþò. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

f (k)
q (x) =

mk−1∑
ν=0

cmkq+νvν(x),

è, çíà÷èò,

f (k+1)(x) =

pk−1∑
q=0

(rk(x))
q

mk∑
ν=0

cmkq+νvν(x). (4.4)

Íî

mk+1−1∑
n=0

cnvn(x) =

mk−1∑
n=0

cnvn(x) +

pk−1∑
q=1

(rk(x))
q

mk−1∑
ν=0

cmkq+νvν(x). (4.5)

Òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè â (4.4) è (4.5) ðàâíû, òî ðàâíû è ëåâûå, ò.å.

f (k+1)(x) =

mk+1−1∑
n=0

cnvn(x),

è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñëåäñòâèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè f (k+1)(x) èìååò êî-
ýôôèöèåíòû Ôóðüå � Âèëåíêèíà cn (0 ≤ n < mk+1 − 1), òî êàæäàÿ èç

ôóíêöèé f
(k)
q (x) (q = 0, pk − 1) èìååò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå � Âèëåí-

êèíà cn (qmk ≤ n < (q + 1)mk). Ïîýòîìó âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

ôóíêöèè f
(k−1)
q , . . . , f

(0)
q , ìû ïîëó÷àåì íà ïîñëåäíåì øàãå âìåñòî âåê-

òîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè f (k+1)(x) âåêòîð çíà÷åíèé åå êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå � Âèëåíêèíà. Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñ
êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà çíà÷å-
íèé ôóíêöèè f (k+1) â âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå � Âèëåíêèíà ðàâíî
(p1 + p2 + ...+ pk) · 2mk+1.

5. Áûñòðîå äèàäè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Ïóñòü Z2� äèàäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áåñêî-
íå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t = (tk)

∞
k=1 (tk = 0 èëè 1). Òîïîëîãèÿ â Z2

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé

Vn(t) = {(t0, . . . , tn−1, ξn, ξn+1, . . .)} = {∆(n)
i },

ãäå t0, . . . , tn−1 � ôèêñèðîâàíû, à ξk (k ≥ n) ïðèíèìàþò âñå âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ, ò.å. òîïîëîãèÿ â Z2 ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé â äâîè÷-
íîé ãðóïïå D. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îïðåäåëåíà èíà÷å, à èìåííî, åñëè
t = (t0, t1, . . . , tn, 0, 0, . . .), τ = (τ0, τ1, . . . , τm, 0, . . .) ∈ Z2 ôèíèòíûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, òî

t
.
+ τ = q = (q0, q1, . . . , qs, 0, 0 . . .),

ãäå qj � êîýôôèöèåíòû â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà

n∑
ν=0

tν2
ν +

m∑
ν=0

τν2
ν =

S∑
ν=0

qν2
ν .

Åñëè æå t è τ ∈ Z � ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî âíà÷àëå îïðå-
äåëèì ñðåçêè t(N) = (t0, t1, . . . , tN , 0, . . .), τ(N) = (τ0, τ1, . . . , τN , 0, 0, . . .) è
çàòåì ïîëàãàåì

t
.
+ τ = lim

N→∞
(t(N)

.
+ τ(N)).

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïðè äâîè÷íîì ñëîæåíèè t ⊕ τ ïðîèñõîäèò ïîðàç-
ðÿäíîå ñëîæåíèå ïî mod 2, òî ïðè äèàäè÷åñêîì ñëîæåíèè ïðîèñõîäèò
ïåðåíîñ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä.

Õàðàêòåðàìè ãðóïïû Z2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

χ0,0(t) = 1; χa,n(t) = exp

(
2πi

a

2n

n−1∑
k=0

tk2
k

)
, n ≥ 1, a = 1, 3, . . . , 2n − 1.

Îòìåòèì, ÷òî 1) χa,n ïîñòîÿííû íà îêðåñòíîñòÿõ Vn = ∆
(n)
j ,

2) åñëè ∆
(n)
j = ∆

(n+1)
2j

⊔
∆

(n+1)
2j+1 , òî χa,n+1(∆

(n+1)
2j ) = −χa,n+1(∆

(n+1)
2j+1 ).

Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì äèñêðåòíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü N ∈ N ôèêñèðîâàíî,

f (N)(t) � äâîè÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëàõ ∆
(N)
j . Åå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

f (N)(t) =
2N−1∑
l=0

Clχl,N(t),

òàê êàê

2N−1∑
l=0

Clχl,N(t) =
N−1∑
k=0

2N−1−k−1∑
l=0

C2k(2l+1)χ2l+1,N−k(t) + C0χ0,1(t).
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Íî f (N)(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f (N)(t) =
2N−1∑
l=0

Clχl,N(t) =
2N−1−1∑

l=0

C2lχl,N−1(t) + χ1,N

2N−1−1∑
l=0

C2l+1χl,N−1(t) =

= A(N−1)(t) + χ1,N(t)B
(N−1)(t). (5.1)

Ïóñòü f (N)(t) = λj ïðè t ∈ ∆
(N)
j � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (N) (j =

0, 1, . . . , 2N − 1)

aj � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè A(N−1)(t) íà ∆
(N−1)
j (j = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1),

bj � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè B(N−1)(t) íà ∆
(N−1)
j (j = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1).

Âûáèðàÿ t ∈ ∆
(N)
2j è t ∈ ∆

(N)
2j+1 (j = 0, 1, . . . , 2N−1 − 1), èç ðàâåíñòâà (5.1)

ïîëó÷àåì {
aj =

1
2
(λ2j + λ2j+1),

bj =
1

2χ1,N (∆
(N)
2j )

(λ2j − λ2j+1).

Îòêóäà ïîëó÷àåì ôîðìóëû áûñòðîãî äèñêðåòíîãî äèàäè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

λ2j :=
1
2
(λ2j + λ2j+1)

λ2j+1 :=
1

2χ1,N (∆
(N)
2j )

(λ2j − λ2j+1) (5.2)

Ïîñëå ýòîãî íà âòîðîì øàãå ïðèìåíÿåì ôîðìóëû (5.2) äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé (λ2j)
2N−1−1
j=0 è (λ2j+1)

2N−1−1
j=0 . Ïîñëå N -ãî øàãà ïîëó÷àåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.
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