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Ãëàâà 1

Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäåë

è íåïðåðûâíîñòü

1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü X ̸= ∅ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îòîáðà-
æåíèå ρ : X×X → R íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
1) ∀x, y ∈ X ρ(x, y) ≥ 0,
2) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y,
3) ρ(x, y) = ρ(y, x),
4) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) � íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
×èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y. Ìíîæå-
ñòâî X, â êîòîðîì îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ρ íàçûâàþò ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àþò (X, ρ).

Ïðèìåð. X = R, ρ(x, y)
df
= |x− y|.

1) ρ(x, y) = |x− y| ≥ 0 � î÷åâèäíî.
2) ρ(x, y) = |x− y| = 0 ⇔ |x− y| = 0 ⇔ x = y.
3) ρ(x, y) = |x− y| = |y − x| = ρ(y, x).
4) ρ(x, z) = |x− z| = |(x− y)+ (y− z)| ≤ |x− y|+ |y− z| = ρ(x, y)+ ρ(y, z).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ X,
r > 0.
1) Ìíîæåñòâî Br(x0) = {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
øàðîì, x0 � öåíòð, r � ðàäèóñ.
2) Ìíîæåñòâî Or(x0) = {x ∈ X : ρ(x0, x) < r} íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì
øàðîì â ïðîñòðàíñòâå X èëè îêðåñòíîñòüþ. x0 � öåíòð, r � ðàäèóñ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X.
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Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè â ëþáîé
Oδ(x0) ñîäåðæèòñÿ òî÷êà x ∈ A, x ̸= x0.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. x0 áóäåò ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñîäåðæèòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà A, Or0(x0) � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Òîãäà ∃x1 ∈
Or0(x0), x1 ̸= x0. Âûáèðàåì ÷èñëî r1 òàê, ÷òîáû 0 < r1 < |x0−x1|

2 < r0
2 . Â

Or1(x0) ñóùåñòâóåò òî÷êà x2 ̸= x0. Âûáèðàåì ÷èñëî r2 òàê, ÷òîáû 0 < r2 <
|x0−x2|

2 < r1
2 < r0

22 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê (xk)

∞
k=1 òàêèõ, ÷òî xk+1 ∈ Ork(x0), rk < r0

2k
, xk ̸= x0, ò.å.â Or0(x0)

ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü î÷åâèäíà. �

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (xn)
∞
n=1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn)

∞
n=1 íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x0 ∈ X â ïðîñòðàíñòâå X,

åñëè lim
n→∞

ρ(xn, x0) = 0.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, ρ) èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:xn → x0 èëè limxn = x0.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X.
x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)

∞
n=1, xn ̸= x0, lim

n→∞
ρ(xn, x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
A. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.1 áûëà ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xn)

∞
n=1 òàêàÿ, ÷òî xn ̸= x0, xn+1 ∈ Orn(x0) è rn ≤ r0

2n , ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(xn+1, x0) <

r0
2n → 0.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) òàêàÿ, ÷òî
xn ∈ A, ρ(xn, x0) → 0 è ïóñòü Oδ(x0) � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.
Çíà÷èò, ∃n0, ∀n ≥ n0, ρ(xn, x0) < δ. Ñëåäîâàòåëüíî, xn ∈ Oδ(x0) ∀n ≥ n0,
ò.å. â Oδ(x0) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. �

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ìíîæåñòâî F ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè
ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F åìó æå è ïðèíàäëåæèò.

Ïðèìåð. Ïóñòü X = R, F =
(
1
n

)∞
n=1

, x = 0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, íî x0 ̸∈ F ,
ñëåäîâàòåëüíî, F íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
1) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ åñòü çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî.
2) Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ åñòü çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü (Fα)α∈I � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,
F =

∩
α∈I

Fα, x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F , Oδ(x0) � ïðîèçâîëüíàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Òàê êàê x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F , òî â
Oδ(x0) ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ F . Îòñþäà x ∈ Fα äëÿ ∀α ∈ I. Ñëåäîâàòåëü-
íî, x0 åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Fα ∀α ∈ I. Íî Fα � çàìêíóòîå,
çíà÷èò, x0 ∈ Fα ∀α ∈ I. Ïîýòîìó x0 ∈

∩
α∈I

Fα. Ñëåäîâàòåëüíî, ∩Fα � çà-

ìêíóòî.
2) Ïóñòü (Fk)

n
k=1 � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è ïóñòü F =

n∪
k=1

Fk. Ïóñòü x0 ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F . Òîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëüíîé òî÷êîé ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî èç ìíîæåñòâ Fk (k = 1, n).
Ïîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé íè äëÿ îäíîãî ìíîæåñòâà Fk (k = 1, n). Çíà÷èò, ∀ k = 1, n ∃Ork(x0),
â êîòîðîé íåò òî÷åê ìíîæåñòâà Fk. Ïóñòü r0 = min

k=1,n
rk. Òîãäà â Or0(x0) íåò

òî÷åê ìíîæåñòâ Fk ïðè ëþáîì k. Çíà÷èò, â Or0(x0) íåò òî÷åê ìíîæåñòâà
n∪

k=1

Fk, ñëåäîâàòåëüíî, x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó òî÷êè x0. Ò.å ∃k0, ÷òî x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Fk0. Òàê

êàê Fk0 çàìêíóòî, òî x0 ∈ Fk0 ⇒ x0 ∈
n∪

k=1

Fk ⇒
n∪

k=1

Fk � çàìêíóòî. �

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X.
Òî÷êà x0 ∈ A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, öåëèêîì ëåæàùàÿ âíóòðè A.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæå-
ñòâî G ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà G
ÿâëÿåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé.

Òåîðåìà 1.4. 1) Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
2) Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ åñòü îòêðûòîå
ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü (Gα)α∈I � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, G =∪
α∈I

Gα. Âûáåðåì x0 ∈ G ⇒ ∃α0, x0 ∈ Gα0
. Òàê êàê Gα0

� îòêðûòîå, òî

∃Or0(x0) ⊂ Gαα
⊂
∪
α∈I

Gα.

2) Ïóñòü (Gk)
n
k=1 � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, G =

n∩
k=1

Gk. Ïóñòü x0 ∈ G ⇒ x0 ∈

Gk ∀ k = 1, n. Ò.ê. Gk � îòêðûòîå, òî ∃Ork(x0) ⊂ Gk. Ïóñòü r0 = min
k=1,n

rk.

Òîãäà Or0(x0) ⊂ Ork(x0) ⊂ Gk. ⇒ Or0(x0) ⊂
n∩

k=1

Gk. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 �

âíóòðåííÿÿ òî÷êà. �

2. Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
∞
n=1 ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ ε > 0 ∃n0, ∀m,n ≥ n0 ρ(xn, xm) < ε.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì, åñëè ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x0 ∈ X, ò.å.

∃x0 ∈ X, lim
n→∞

ρ(xn, x0) = 0.

Ëåììà 2.1. Ðàññòîÿíèå ρ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) åñòü
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
åñëè xn → x0, òî ∀ y ∈ X, lim

n→∞
ρ(y, xn) = ρ(y, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ρ(y, x0) ≤ ρ(y, xn) +
ρ(xn, x0). Ñëåäîâàòåëüíî

ρ(y, x0)− ρ(y, xn) ≤ ρ(xn, x0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû: ρ(y, xn) ≤ ρ(y, x0) + ρ(x0, xn), ñëåäîâàòåëüíî

ρ(y, xn)− ρ(y, x0) ≤ ρ(x0, xn).

Ñîåäèíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

|ρ(y, x0)− ρ(y, xn)| ≤ ρ(x0, xn) → 0 ⇒ lim
n→∞

ρ(y, xn) = ρ(y, x0). �
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bn ⊃ . . .

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ âëîæåííûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ
ñòðåìÿòñÿ ê 0. Òîãäà ∃!x0 ∈ X, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ýòèì øàðàì, ò.å.
∞∩
n=1

Bn = {x0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü Bn = Brn(xn) � øàð ðàäèóñà rn ñ öåíòðîì â
òî÷êå xn. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ (xn)

∞
n=1. Ïîêàæåì, ÷òî

ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà. Ïóñòü m > n. Òîãäà Brm(xm) ⊂
Brn(xn). Çíà÷èò, ρ(xm, xn) ≤ rn äëÿ ∀m > n. Íî rn → 0, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñàìîì äåëå, ò.ê. rn → 0, òî
∀ ε ∃n0 ∀n ≥ n0, rn < ε ⇒ ∀m,n, (m > n ≥ n0) ρ(xm, xn) ≤ rn < ε. Òàê
êàê (X, ρ) � ïîëíîå, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ X, lim

n→∞
ρ(x0, xn) = 0.

2) Ïîêàæåì, ÷òî x0 ∈ Brn(xn) ∀n. Â ñàìîì äåëå, ïðè m > n ρ(xm, xn) ≤
rn. Ïåðåéäåì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî m → ∞ ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì n. Ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè ðàññòîÿíèÿ îòñþäà íàõîäèì
ρ(x0, xn) ≤ rn, ò.å. x0 ∈ Brn(xn).
3) Ïîêàæåì, ÷òî îáùàÿ òî÷êà åäèíñòâåííàÿ. Ïóñòü x0, y0 ∈ Bn ∀n ⇒
ρ(x0, y0) ≤ ρ(x0, xn) + ρ(xn, y0) ≤ 2rn → 0 ⇒ ρ(x0, y0) = 0 ⇒ x0 = y0.
�

3. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñâÿçü íîðìû ñ ðàññòîÿíèåì

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü (X,+, ·λ) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïðî-
ñòðàíñòâî ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî λ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå àêñèîìàì:
À1. (x+ y) + z = x+ (y + z),
À2. x+ y = y + x,
À3. ∃Θ ∈ X, ∀x x+Θ = x,
À4. ∀x ∈ X ∃ − x ∈ X, x+ (−x) = 0,
À5. (x+ y) · λ = λx+ λy,
À6. (λ+ µ)x = λx+ µx,
À7. 1 · x = 1,
À8. λ(µx) = (λµ) · x,
Îòîáðàæåíèå || · || : X → R íàçûâàåòñÿ íîðìîé â X, åñëè îíî óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì
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1) ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0 ⇔ x = Θ.
2) ||λx|| = |λ| · ||x||.
3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.
Äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïð-âà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (X, || · ||).

Ïðèìåð. R � åñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||x|| df
=

|x|.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè (X, || · ||) � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, òî ðàâåíñòâî

ρ(x, y)
df
= ||x− y|| = ||x+ (−1) · y||

îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ρ(x, y) ≥ 0 � î÷åâèäíî.
2) ρ(x, y) = 0 ⇔ ||x− y|| = 0 ⇔ x− y = Θ ⇔ x = y.
3) ρ(x, y) = ||x− y|| = ||(y − x) · (−1)|| = | − 1| · ||y − x|| = ρ(y, x).
4) ρ(x, y) = ||x−z|| = ||x−y+y−z|| ≤ ||x−y||+ ||y−z|| = ρ(x, y)+ρ(y, z).
�
Òàê êàê â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ðàññòîÿíèå, òî ìîæ-
íî ãîâîðèòü î ñõîäÿùèõñÿ è ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ è î
ïîëíûõ ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè:
1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(xn, x) = ||xn − x|| → 0.
2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) � ôóíäàìåíòàëüíà, åñëè ∀ ε > 0 ∃n0 ∀m,n ≥
n0, ||xn − xm|| < ε

4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü (X,+, ·λ) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðà-
æåíèå ïðîñòðàíñòâà X×X â R, êîòîðîå êàæäîé ïàðå (x, y) ýëåìåíòîâ èç
X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì (x, y), íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè âûïîëíÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû
A1. (x, x) ≥ 0 è (x, x) = 0 ⇔ x = Θ
A2. (x, y) = (y, x)
A3. ∀λ ∈ R, (λx, y) = λ · (x, y)
A4. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z).
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Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|(x, y)| ≤
√

(x, x) ·
√

(y, y). (4.1)

Íåðàâåíñòâî (4.1) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (x+ λy, x+ λy) ≥ 0 � ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ. Îòñþäà 0 ≤ (x, x)+2λ(x, y)+ (y, y) ·λ2. Îòíîñèòåëüíî λ ïðàâàÿ
÷àñòü åñòü êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, è îí ñîõðàíÿåò çíàê, çíà÷èò, äèñêðèìè-
íàíò D ≤ 0 ⇒ (2(x, y))2 − 4(x, x)(y, y) ≤ 0 ⇒ (x, y)2 ≤ (x, x)(y, y) ⇒
|(x, y)| ≤

√
(x, x) ·

√
(y, y). �

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ðàâåíñòâî ||x|| df
=
√

(x, x) îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàí-
ñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ||x|| ≥ 0 � î÷åâèäíî.
2) ||x|| = 0 ⇔

√
(x, x) = 0 ⇔ (x, x) = 0 ⇔ x = Θ.

3) ||λx|| =
√
(λx, λx) =

√
λ2(x, x) = |λ|

√
(x, x) = |λ| · ||x||.

4) ||x + y||2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) ≤ (x, x) + 2
√
(x, x) ·√

(y, y) + (y, y) = ||x||2 + 2||x|| · ||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2. �

5. Ïðîñòðàíñòâî Rm êàê ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â Rm

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Rm = R×R× . . .×R, ò.å.
ýëåìåíòàìè Rm ÿâëÿþòñÿ êîðòåæè äëèíû m, ñîñòîÿùèå èç äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë:

x = (x(1), x(2), . . . , x(m)).

Ïðè m = 2 x = (x(1), x(2)) � ò.å. óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà. ×èñëà x(j) íàçûâà-
þòñÿ êîîðäèíàòàìè èëè êîìïîíåíòàìè òî÷êè x

Îïðåäåëåíèå 5.2. Îïðåäåëèì â Rm îïåðàöèè + è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

x+ y = (x(1) + y(1), x(2) + y(2), . . . , x(m) + y(m))

λx = (λx(1), λx(2), . . . , λx(m)).

Ñ òàêèìè îïåðàöèÿìè Rm åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðîëü íóëåâîãî ýëå-
ìåíòà èãðàåò ðîëü âåêòîð Θ = (0, 0, . . . , 0).
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Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ðàâåíñòâî

(x,y)
df
=

m∑
j=1

(x(j), y(j))

îïðåäåëÿåò â Rm ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) (x,x) =
∑m

j=1 x
(j)x(j) =

∑m
j=1(x

(j))2 ≥ 0.

(x,x) = 0 ⇔
m∑
j=1

(x(j))2 = 0 ⇔ ∀ j, x(j) = 0 ⇔ x = (0, 0, . . . , 0).

2) (x,y) = (y,x) � î÷åâèäíî.
3) (λx,y) = λ(x,y) � î÷åâèäíî.

4) (x+y, z) =
m∑
j=1

(x(j)+ y(j)) · z(j) =
m∑
j=1

x(j)z(j)+
m∑
j=1

y(j)z(j) = (x, z) + (y, z).

�
Ñëåäñòâèå 1.

∣∣∣∣∣ m∑
j=1

x(j)y(j)

∣∣∣∣∣ ≤
√

m∑
j=1

|x(j)|2 ·
√

m∑
j=1

|y(j)|2.

Ýòî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâå Rm.
Ñëåäñòâèå 2. Ðàâåíñòâî

||x||2 =

√√√√ m∑
j=1

|x(j)|2

îïðåäåëÿåò íîðìó â Rm. Ýòó íîðìó íàçûâàþò Åâêëèäîâîé.

6. Äðóãèå íîðìû â Rm

Îïðåäåëåíèå 6.1. Äâå íîðìû |||·||| è ||·|| â Rm íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè ∃ c1 > 0 è c2 > 0 òàêèå, ÷òî

c1||x|| ≤ |||x||| ≤ c2||x||.

Òåîðåìà 6.1. Ðàâåíñòâî

||x||1 =
m∑
j=1

|x(j)|

îïðåäåëÿåò â Rm íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå ||x||2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ||x||1 ≥ 0 � î÷åâèäíî.

2) ||x||1 = 0 ⇔
m∑
j=1

|x(j)| = 0 ⇔ ∀ j, x(j) = 0 ⇔ x = Θ.

3) ||λx||1 =
m∑
j=1

|λx(j)| = |λ| ·
m∑
j=1

|x(j)| = |λ| · ||x||1.

4) ||x + y||1 =
m∑
j=1

|x(j) + y(j)| ≤
m∑
j=1

(|x(j)| + |y(j)|) =
m∑
j=1

|x(j)| +
m∑
j=1

|y(j)| =

||x||1 + ||y||1.
Ïîêàæåì, ÷òî íîðìû || · ||1 è || · ||2 ýêâèâàëåíòíû.

||x||1 =
m∑
j=1

|x(j)| · 1 ≤

(
m∑
j=1

|x(j)|2
) 1

2

·

(
m∑
j=1

12

) 1
2

=
√
m · ||x||2.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî:

||x||22 =
m∑
j=1

|x(j)|2 ≤

(
m∑
j=1

|x(j)|

)2

= (||x||1)2 ⇒ ||x||2 ≤ ||x||1. �

Çàìå÷àíèå. Âûÿñíèì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì îòíîñèòåëüíî íîð-
ìû || · ||1.

B1(0) =

{
x :

m∑
j=1

|x(j)| ≤ 1

}
.

Åñëè m = 2, òî B2(0) = {(x(1), x(2)) : |x(1)|+ |x(2)| ≤ 1}. Òàê êàê ðàâåíñòâî
|x(1)| + |x(2)| = 1 îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
(0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0), òî åäèíè÷íûé øàð � ýòî êâàäðàò ñ óêàçàííûìè
âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 6.2. Ðàâåíñòâî

||x||∞
df
= max

j=1,m
|x(j)|

îïðåäåëÿåò â Rm íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå || · ||2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ||x||∞ ≥ 0 � î÷åâèäíî.
2) ||x||∞ = 0 ⇔ x = 0 � î÷åâèäíî.
3) ||λx||∞ = max

j=1,m
|λ| · |x(j)| = |λ| · max

j=1,m
|x(j)| = |λ| · ||x||∞.

4) Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: |x(j) + y(j)| ≤ |x(j)| + |y(j)| ≤ ||x||∞ + ||y||∞.
Îòñþäà ||x+ y|| = max

j=1,m
|x(j) + y(j)| ≤ ||x||∞ + ||y||∞. 1

2�
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Ïîêàæåì, ÷òî íîðìà ||x||∞ ýêâèâàëåíòíà íîðìå || · ||2

|x(j)| =
√
|x(j)|2 ≤

√√√√ m∑
j=1

|x(j)|2 = ||x||2 ⇒ ||x||∞ = max
j=1,m

|x(j)| ≤ ||x||2.

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî

||x||2 =

(
m∑
j=1

|x(j)|2
) 1

2

≤

(
m∑
j=1

(max
k=1,m

|x(k)|)2
) 1

2

= ||x||∞ ·
√
m. �

Òåîðåìà 6.3. Íîðìû ||x||1 è ||x||∞ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ||x||1 =
m∑
j=1

|x(j)| ≤
m∑
j=1

||x||∞ = m · ||x||∞.

2) |x(j)| ≤
m∑
j=1

|x(j)| = ||x||1 ⇒ max
j=1,m

|x(j)| ≤ ||x||1 ⇒ ||x||∞ ≤ ||x||1. �

Çàìå÷àíèå. Âûÿñíèì, êàê âûãëÿäèò åäèíè÷íûé øàð â íîðìå || · ||∞. Ïðè
m = 2 B1(0) = {(x(1), (x(2)) : max

j=1,2
|x(j)| ≤ 1}. Ðàâåíñòâîmax(|x(1)|, |x(2)|) =

1 îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè êâàäðàò, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ
(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1). Òàêèì îáðàçîì åäèíè÷íûé øàð â íîðìå || · ||∞ òîæå
êâàäðàò (òî÷íåå êâàäðàò âìåñòå ñ åãî âíóòðåííîñòüþ) êàê è â ñëó÷àå íîðìû
|| · ||1, íî ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò.

7. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â Rm

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè â Rm òðè íîðìû, ìû ìîæåì
ãîâîðèòü î òðåõ âèäàõ ñõîäèìîñòè. Ïóñòü (xn)

∞
n=1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê â Rm, xn = (x
(j)
n )∞j=1.

xn → x0 ïî íîðìå || · ||1, åñëè lim
n→∞

||xn − x0||1 = 0.

xn → x0 ïî íîðìå || · ||∞, åñëè lim
n→∞

||xn − x0||∞ = 0.

xn → x0 ïî íîðìå || · ||2, åñëè lim
n→∞

||xn − x0||2 = 0.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè xn → x0 ïî îäíîé èç íîðì || · ||1, || · ||2, || · ||∞, òî
xn → x0 è ïî îñòàëüíûì äâóì íîðìàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ïîëó÷àåì
||xn − x0||∞ ≤ ||xn − x0||1 → 0 (n → ∞),
||xn − x0||2 ≤ ||xn − x0||1 → 0 (n → ∞),
ò.å. èç ñõîäèìîñòè ïî íîðìå || · ||1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî íîðìàì || · ||2 è
|| · ||∞. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �
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Òåîðåìà 7.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → x0 â Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê x0 ïîêîîðäèíàòíî, ò.å.

∀ j = 1,m x(j)n → x
(j)
0 (n → ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî.Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü xn → x0 â Rm. Òîãäà
lim
n→∞

||xn − x0||∞ = 0. Íî

|x(j)n − x
(j)
0 | ≤ max

j=1,m
|x(j)n − x

(j)
0 | = ||xn − x0||∞ → 0,

ò.å. ∀ j, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x
(j)
n → x

(j)
0 (n → ∞).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü x
(j)
n → x

(j)
0 (j = 1,m). Îòñþäà |x(j)n − x

(j)
0 | →

0. Íî ||xn − x0||1 =
m∑
j=1

|x(j)n − x
(j)
0 | → 0, ò.ê. ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå

ïðåäåëîâ. �

8. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Rm

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê íîðìû || · ||1, || · ||2, || · ||∞ ýêâèâàëåíòíû, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)

∞
n=1, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî îäíîé íîðìå, áóäåò ôóí-

äàìåíòàëüíà è ïî äâóì äðóãèì.

Òåîðåìà 8.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
∞
n=1 ôóíäàìåíòàëüíà â Rm,

òî îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x0 ∈ Rm ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
Rm, ò.å. Rm � ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â Rm ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn) ïî íîðìå || · ||∞, ò.å.

∀ ε > 0 ∃n0, ∀n, k ≥ n0 ||xn − xk||∞ < ε.

Íî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = (x(1), x(2), . . . , x(n0), ) : x(j) ≤ max
j=1,m

|x(j)| =

||x||∞, ñëåäîâàòåëüíî

∀n, k ≥ n0 |x(j)n − x
(j)
k | < ε,

è ýòî âåðíî ïðè âñåõ j = 1,m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(x
(j)
n )∞n=1 ïðè êàæäîì j = 1,m ôóíäàìåíòàëüíû. Íî (x

(j)
n )∞n=1 � ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ëþáîãî j = 1,m ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

x
(j)
n = x

(j)
0 . Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíû ÷èñëà x

(1)
0 , x

(2)
0 , . . . , x

(m)
0 , ò.å. âåê-

òîð x0. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x
(j)
n → x

(j)
0 , òî ïî òåîðåìå 7.2 xn → x0.

�
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9. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â Rm.
Çàìêíóòûé êóá � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü a,b ∈ Rm, ïðè÷åì ∀ j, a(j) ≤ b(j). Ìíîæåñòâî

[a,b)
df
= {x ∈ Rm : a(j) ≤ x(j) < b(j)}

áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûì ïðÿìîóãîëüíèêîì â Rm. Åñëè ∀ j =
1,m b(j) − a(j) = d, òî òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
êóáîì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè d � âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû ÷èñëó d >
0, òî êàæäûé êóá [a, a + d] åñòü çàìêíóòûé øàð â Rm ñ öåíòîì â òî÷êå
x0 = a+ d

2 è ðàäèóñà d
2 ïî íîðìå || · ||∞.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ìíîæåñòâî K ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì â Rm,
åñëè èç ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäå-
ëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òåîðåìà 9.1. Çàìêíóòûé êóá [a, a+ d] â Rm åñòü ïîëíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå
∪
α∈I

Gα ⊃

[a, a+ d], ãäå d = (d, d, . . . , d), èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå. Ðàçîáüåì êóá [a, a+d] íà 2m çàìêíóòûõ êóáîâ âèäà [a1, a1+

d
2 ],

ãäå a
(j)
1 = a(j) èëè a

(j)
1 = a(j) + d

2 . Òîãäà ñðåäè ýòèõ êóáîâ íàéäåòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí, èç ïîêðûòèÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâàìè Gα (α ∈ I) íåëüçÿ
âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç [a1, a1+

d
2 ]. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ýòî çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà d
22 , ëåæàùèé âíóòðè

∪
α∈I

Gα. Ýòîò êóá

[a1, a1 +
d
2 ] ðàçäåëèì íà 2m êóáîâ [a2, a2 +

d
22 ], ãäå a

(j)
2 = a

(j)
1 èëè a

(j)
1 + d

22 .
Òîãäà ñðåäè íèõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êóá, èç ïîêðûòèÿ êîòîðîãî
ìíîæåñòâàìè Gα (α ∈ I) íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Îáîçíà-
÷èì åãî [a2, a2+

d
22 ]. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âëîæåííûõ êóáîâ

[a, a+ d] ⊃ [a1, a1 +
d

2
] ⊃ [a2, a2 +

d

22
] ⊃ . . . ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè øàðàìè ðàäèóñîâ d
2n+1 → 0. Òàê êàê Rm

ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì êó-
áàì [an, an +

d
2n ] îäíîâðåìåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî x0 ïðèíàäëåæèò íåêîòîðî-

ìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó Gα0
. Òàê êàê Gα0

îòêðûòîå, òî ñóùåñòâóåò øàð
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Bε0(x0) ⊂ Gα0
. Íî òîãäà x0 ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó êóáó ñ äëèíîé ñòîðî-

íû < ε0. Ïóñòü ýòî êóá [an0
, an0

+ d
2n0 ]. Òîãäà Gα0

åñòü îòêðûòîå ïîêðûòèå
ýòîãî êóáà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ êóáîâ. �

10. Ñòðóêòóðà êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â Rm

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rm îãðàíè÷åíî, åñëè îíî ëåæèò
âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà.

Òåîðåìà 10.1. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rm îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂ Rm � êîìïàêòíî. Ïðè êàæäîì íàòóðàëü-
íîì n âûáåðåì îêðåñòíîñòü On(0). Îáúåäèíåíèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé åñòü
âñå Rm, è çíà÷èò ñîâîêóïíîñòü îêðåñòíîñòåé On(0) îáðàçóåò îòêðûòîå ïî-
êðûòèå ìíîæåñòâà K. Òàê êàê K êîìïàêòíî, òî èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî
âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (On(0))

N
n=1. Òîãäà ìíîæåñòâî K ëåæèò â

øàðå ON(0)) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 = 0 ðàäèóñà R = N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
K � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. �

Òåîðåìà 10.2. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rm çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂ Rm êîìïàêòíî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî çàìêíóòî.
Âûáåðåì òî÷êó a � ïðåäåëüíóþ òî÷êó ìíîæåñòâà K. Ïîêàæåì, ÷òî a ∈
K. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å. a /∈ K. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ K. Òàê êàê a /∈ K, òî ñóùåñòâóåò O(x), êîòîðàÿ
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðîé Orx(a). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ îêðåñòíîñòåé
O(x) îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K. Íî K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî îêðåñòíîñòåé

Or1(x1), Or2(x2), . . . Orn(xn),

êîòîðûå ïîêðûâàþò ìíîæåñòâî K. Êàæäàÿ îêðåñòíîñòü Orj(xj) íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ îêðåñòíîñòüþ Orxj

(a) (ïî ïîñòðîåíèþ). Ïóñòü

r = min(rx1
, rx2

, . . . , rxm
) > 0.

Â îêðåñòíîñòè Or(a) íåò òî÷åê ìíîæåñòâà K, ò.å. a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó a. �

Òåîðåìà 10.3. Åñëè K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è F ⊂ K � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, òî F � êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà F îòêðûòûìè ìíîæå-
ñòâàìè (Gα)α∈I . Åñëè ∪Gα ⊃ K, òî âñå äîêàçàíî.

Ïóñòü íåâåðíî, ÷òî ∪Gα ⊃ K. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K\(∪Gα) âûáåðåì
îêðåñòíîñòü O(x), êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà F , ÷òî âîçìîæ-
íî, èáî F çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâà Gα è O(x) îáðàçóþò îò-
êðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K. Íî K � êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ìíîæåñòâà K

Gα1
∪Gα2

∪ . . . ∪Gαn
∪O(x1) ∪ . . . ∪O(xs).

Íî ìíîæåñòâî O(x1)∪ . . .∪O(xs) íå ñîäåðæèò òî÷åê èç F , òîãäà ìíîæåñòâà
Gα1

, Gα2
, . . . , Gαm

îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîêðûòèå F . Ò.å. F � êîìïàêòíî. �

Òåîðåìà 10.4. Â ïðîñòðàíñòâå Rm ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà K îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü � ýòî òåîðåìà 10.1 è òåîðåìà
10.2.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü K îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Òàê êàê K
çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé êóá [a, a + d] ⊃ K. Íî êóá [a, a + d]
� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ïî òåîðåìå 9.1, K � çàìêíóòîå è K ⊂ [a, a + d],
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 10.3 K � êîìïàêòíî. �
Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå (ò.å. íå â ïðîñòðàíñòâå Rm) òåîðåìà 10.4
íåâåðíà. Ýòîò ôàêò áóäåò äîêàçàí â êóðñå òîïîëîãèè.

Òåîðåìà 10.5. K ⊂ Rm êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x)∞n=1 ýëåìåíòîâ èç K ìîæíî âûäåëèòü ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó x0 ∈ K.

11. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â Rm

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü n ∈ N0 = N∪{0}, i = (i(1), i(2), . . . , i(m)) ∈ Zm.
Ïðÿìîóãîëüíèê

∆
(n)
i =

[
i(1)

2n
,
i(1) + 1

2n

)
×
[
i(2)

2n
,
i(2) + 1

2n

)
× . . .×

[
i(n)

2n
,
i(n) + 1

2n

)
áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì êóáîì ðàíãà n.

Çàìå÷àíèå. Åñëè íà ïëîñêîñòè R2 ïðîâåñòè ïðÿìûå x(1) = i
2n , x(2) =

j
2n , òî âñÿ ïëîñêîñòü R2 áóäåò ðàçáèòà íà ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî äèçúþíêòíûõ
äâîè÷íûõ êóáîâ ðàíãà n.
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Òåîðåìà 11.1. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rm (m ≥ 2) åñòü îáúåäè-
íåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà äèçúþíêòíûõ äâîè÷íûõ êóáîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ⊂ Rm � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Èç âñåõ äâîè÷-

íûõ êóáîâ ∆
(0)
i ðàíãà n = 0 âûáåðåì òå êóáû, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N0 � ñåìåéñòâî ýòèõ êóáîâ è ÷åðåç E0 èõ îáúåäèíåíèå.
Ðàññìîòðèì êóáû ðàíãà n = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N1 ñîâîêóïíîñòü êóáîâ
ðàíãà n = 1, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè G \ E0 è ïóñòü E1 èõ îáúåäèíåíèå.
Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
E0, E1, . . . , En, . . . òàêèõ, ÷òî
1) En � îáúåäèíåíèå äèçúþíêòíûõ êóáîâ ðàíãà n,
2) En � ëåæèò âíóòðè ìíîæåñòâà G \ E0 \ E1 \ . . . \ En−1. Î÷åâèäíî, ÷òî
∞⊔
n=0

En ⊂ G, òàê êàê ëþáîå En ⊂ G. Ïîêàæåì, ÷òî
∞⊔
n=0

En ⊃ G. Âûáåðåì

x0 ∈ G è ïîêàæåì, ÷òî x0 ∈
∞⊔
n=0

En. Òàê êàê G � îòêðûòîå, òî ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü Oε(x0) ⊂ G. Åñëè n òàêîå, ÷òî 1
2n < ε, òî âíóòðè Oε(x0) åñòü

äâîè÷íûé êóá ðàíãà n, ñîäåðæàùèé x0 è ëåæàùèé âíóòðè Oε(x0) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, âíóòðè G. Ïóñòü n0 åñòü íàèìåíüøèé èç òåõ n, äëÿ êîòîðûõ

∆
(n)
i ⊂ G è ñîäåðæàùèõ òî÷êó x0. Òîãäà ýòîò êóá ∆

(n0)
i åñòü îäèí èç êóáîâ

ñåìåéñòâà Nn0
. Îòñþäà

∆
(n0)
i ⊂

∞⊔
n=0

En ⇒ x0 ∈
∞⊔
n=0

En.

Ò.å. G ⊂
∞⊔
n=0

En. �

12. Ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü X ⊂ Rm (m ≥ 2). Îòîáðàæåíèå f : X → R
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé m ïåðåìåííûõ. Åñëè f : x → y, òî y íà-
çûâàþò çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òî÷êå x è ïèøóò y = f(x). Òàê êàê
x = (x(1), x(2), . . . , x(m)), òî âìåñòî y = f(x) ìîæíî ïèñàòü y =
f(x(1), x(2), . . . , x(m)). Ìíîæåñòâî f(X) = {y ∈ R : ∃x ∈ X, y = f(x)} �
ýòî ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé f(x) äëÿ x ∈ X. f(X) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì
ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïóñòü X ⊂ Rm, x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íà X. ×èñëî
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f0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X, x ̸= x0, ||x− x0|| < δ ⇒ |f(x0)− f0| < ε.

Îáîçíà÷àåì
f0 = lim

x→x0

f(x).

Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê íîðìû ||·||1, ||·||2 è ||·||∞ ýêâèâàëåíòíû, òî îïðåäå-
ëåíèå ïðåäåëà íå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ íîðìà èñïîëüçóåòñÿ â îïðåäåëåíèè.
Çàìå÷àíèå 2. Îïðåäåëåíèå 1.2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∀ Oε(f0) ∃Oδ(x0) ∀x ∈ Oδ(x0) ∩X, f(x) ∈ Oε(f0).

Ýòî îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X, f îïðåäå-
ëåíà íà X. f0 = lim

x→x0

f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè xn → x0, (xn ̸= x0, xn ∈ X) lim
n→∞

f(xn) = f0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü f0 = lim
x→x0

f(x). Âûáèðàåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → x0, òîãäà

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ||xn − x0|| < δ ⇒ |f(x)− f0| < ε.

Òàê êàê xn → x0, òî ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 ||xn − x0|| < δ, çíà÷èò ∀n ≥
n0, |f(xn)− f0| < ε.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ∀xn → x0, lim f(xn) = f0. Ïîêàæåì, ÷òî
f0 = lim

x→x0

f(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå âåðíî. Òîãäà

∃ ε0 > 0, ∀ δ = 1

n
, ∃xn ̸= x0, xn ∈ X ||xn − x0|| <

1

n
, |f(xn)− f0| ≥ ε0,

ò.å. xn → x0, íî f(xn) ̸→ f0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �
Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ìîæíî çàäàòü â âèäå:

Îïðåäåëåíèå 12.3.

f0 = lim
x→x0

f(x)
df
= ∀xn → x0, (xn ∈ X, xn ̸= x0) f(xn) → f0.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íà ÿçûêå íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè ïî
Ãåéíå.
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13. Ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå

1) Åñëè lim
x→x0

f(x) ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = lim
x→x0

f(x) ∧ B = lim
x→x0

f(x). Ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà

∀ ε > 0, ∃ δ1 > 0, ∀x ∈ X,x ̸= x0, x ∈ X, |f(x)− A| < ε

2
,

è
∃ δ2 > 0, ∀x ∈ X, |x− x0| < δ2 |f(x)−B| < ε

2
.

Ïóñòü δ = min(δ1, δ2). Òîãäà ∀x, |x−x0| < δ |B−A| ≤ |B−f(x)|+ |f(x)−
A| < ε

2 +
ε
2 = ε. Îòñþäà |B − A| = 0, ñëåäîâàòåëüíî, A = B. �

2) Åñëè ∃ lim
x→x0

f(x) = A ̸= 0, òî ∃
◦
Oδ (x0), â êîòîðîé signf(x) = signA.

3) Åñëè ∃ lim
x→x0

f(x) = A ∧ lim
x→x0

f(x) = B, òî

3.1. lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = lim
x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x).

3.2. lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x).

3.3. ∀λ ∈ R ∃ lim
x→x0

λf(x) = λ lim
x→x0

f(x).

3.4. Åñëè lim
x→x0

g(x) = B ̸= 0, òî ∃ lim
x→x0

1
g(x) =

1
lim

x→x0
g(x) .

3.5. Åñëè lim
x→x0

g(x) = B ̸= 0, òî ∃ lim
x→x0

f(x)
g(x) =

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x) .

4) Åñëè â
◦
O (x0) ∩X, h1(x) ≤ f(x) ≤ h2(x) è lim

x→x0

h1(x) = lim
x→x0

h2(x) = A,

òî ∃ lim
x→x0

f(x) = A.

5) Åñëè â
◦
O (x0) ∩X, f(x) ≤ g(x), òî lim

x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x).

6) Åñëè f(x) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå X, ò.å. ∃ c > 0 ∀x ∈ X, |f(x)| ≤ c
è ∃ lim

x→x0

g(x) = 0, òî ∃ lim
x→x0

f(x) · g(x) = 0.

7) lim
x→x0

f(x) = ∞ df⇔ lim
x→x0

1
f(x) = 0.

8) lim
x→x0

f(x) = ∞ ⇔ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈
◦
Oδ (x0) ∩X |f(x)| > 1

ε .

Âñå ñâîéñòâà 2)�8) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Äî-
êàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
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14. Ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ïóñòü x0 ∈ Rm, e0 � åäèíè÷íûé âåêòîð â Rm, ò.å.
||e0||2 = 1. Ìíîæåñòâî {x ∈ Rm : x = x0 + λe} íàçûâàþò ïðÿìîé â Rm.

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â
◦
Oδ (x0) è ïóñòü l : x = x0 +

te � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (t) =
f(x0 + te), êîòîðàÿ åñòü ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé t. ×èñëî lim

t→0
F (t) =

lim
t→0

f(x0+ te) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïî íàïðàâëåíèþ l èëè ïî íàïðàâëåíèþ

âåêòîðà e. Îáîçíà÷àåòñÿ lim
x→x0,x∈l

f(x).

Òåîðåìà 14.1. Åñëè f îïðåäåëåíà â
◦
Oδ (x0) è â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò

ïðåäåë, ðàâíûé A, òî â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî ëþáîìó íàïðàâ-
ëåíèþ l, ðàâíûé ýòîìó ÷èñëó A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = lim
x→x0

f(x). Òîãäà ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, ∀x ||x −
x0||2 < δ ⇒ |f(x) − A| < ε. Ïóñòü òåïåðü |t| < δ è x = x0 + te. Òîãäà
||x−x0||2 = |t| · ||e||2 = |t| < δ. Îòñþäà ∀ t ̸= 0, |t| < δ, |f(x0+te)−A| < ε,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ l ðàâåí A. �
Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå íåâåðíî. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f(x, y) = 0 íà ïëîñêîñòè XOY êðîìå òî÷åê (x, y), ëåæàùèõ íà ïàðà-
áîëå y = x2, â êîòîðûõ f(x, y) = 1. Òîãäà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ
l lim f(x, y) = 0. Íî lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) íå ñóùåñòâóåò, ò.ê. â ëþáîé O(0, 0)

åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ f(x, y) = 0 è f(x, y) = 1.

15. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè m = 2.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ïóñòü f(x, y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x0, y0) çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò òî÷êè (x0, y0). Ïðåäåë

lim
y→y0

(
lim
x→x0

f(x, y)

)
íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì.

Âîïðîñ: êîãäà lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) ðàâåí ïîâòîðíîìó?

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü f(x, y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè (x0, y0) çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò òî÷êè (x0, y0), è ïóñòü
1) ∀ y ∃ lim

x→x0

f(x, y) = φ(y).
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2) ∃ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé ïðåäåë lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàçíîñòü

|φ(y)− A| ≤ |φ(y)− f(x, y)|+ |f(x, y)− A|.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà â òî÷êå

∀ ε > 0 ∃ δ1 > 0 ∀ (x, y), |x− x0| < δ1, |y − y0| < δ, |f(x, y)− A| < ε

2
.

Ïóñòü òåïåðü y òàêîå, ÷òî |y − y0| < δ. Òàê êàê ∃ lim
x→x0

f(x, y) = φ(y), òî

∃ δ2 < δ, òàêîå, ÷òî ∀x, |x− x0| < δ2 |f(x, y)− φ(y)| < ε
2 . �

16. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 16.1. Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà X ⊂ Rm, x0 ∈ X. f íàçûâà-
åòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X, ||x− x0|| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Ýòî îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ε− δ (ïî Êîøè).

Îïðåäåëåíèå 16.2. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè

∀Oε(f(x0))∃Oδ(x0) ∀x ∈ Oδ(x0) ∩X f(x) ∈ Oε(f(x0)).

Ýòî îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 16.3. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè

∀O(f(x0))∃Oδ(x0) f(Oδ(x0) ∩X) ⊂ Oε(f(x0)).

Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 16.1. Åñëè x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X, òî f íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò îäíîìåðíûé ñëó÷àé.
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17. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 17.1. Ïóñòü f, g íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ X, f, g îïðåäåëåíû
íà X. Òîãäà
1) f ± g íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
2) ∀λ ∈ R ôóíêöèÿ λf íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
3) f · g íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

4) Åñëè g(x0) ̸= 0, òî ∃O(x0), â êîòîðîé |g(x)| ≥ |g(x0)|
2 .

5) Åñëè g(x0) ̸= 0, òî ∃O(x0), â êîòîðîé sign g(x) = sign g(x0).
6) Åñëè g(x0) ̸= 0, òî 1

g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

7) Åñëè g(x0) ̸= 0, òî f(x)
g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

8) Åñëè f(x) íåïðåðûâíà, òî |f(x)| � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ýòè ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ïðèìåðû. 1) f(x) = x(j) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ Rm.

Â ñàìîì äåëå, |f(x) − f(x0)| = |x(j) − x
(j)
0 | ≤ ||x − x0||∞, è, åñëè

||x− x0||∞ < ε, òî â îïðåäåëåíèè íàäî âçÿòü δ = ε.
2) Ôóíêöèÿ Pn(x) =

∑
n1+...+nm≤n

an1n2...nm
(x(1))n1(x(2))n2 . . . (x(m))nm � íàçû-

âàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îò m ïåðåìåííûõ. Òàê êàê îí âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèè fj(x) = x(j) ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ, òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

18. Ñâîéñòâà ôóíêöèé íåïðåðûâíûõ
íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 18.1. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà X ⊂ Rm, íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíî-
æåñòâà X. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà X, åñëè ∃ c > 0, ∀x ∈
X |f(x)| ≤ c.

Òåîðåìà 18.1. Åñëè f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K ⊂ Rm, òî f îãðàíè÷å-
íà íà K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà
K. Òîãäà

∀n ∈ N ∃xn ∈ K, |f(xn)| ≥ n. (18.1)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
∞
n=1 ïðèíàäëåæèò êîìïàêòóK, çíà÷èò, èç íåå ìîæ-

íî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk
→ x0 ∈ K. Íî f íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0, ñëåäîâàòåëüíî, f(x0) = lim
n→∞

f(xnk
). Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(xnk
) � îãðàíè÷åíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (18.1). �

Òåîðåìà 18.2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K, òî îíà äî-
ñòèãàåò íà êîìïàêòå K ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòåK, òî ïî òåîðåìå 18.1
f îãðàíè÷åíà íà K. Çíà÷èò ìíîæåñòâî f(K) � îãðàíè÷åíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

∃ sup
x∈K

f(x) = M, ∃ inf
x∈K

f(x) = m.

Ïî îïðåäåëåíèþ sup ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ K òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

f(xn) = M è f(xn) ≤ M.

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn âûäåëÿåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xnk

→ x0 ∈ K. Òàê êàê f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî f(x0) = lim f(xnk
) =

M , ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, â êîòîðîé f ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå y0 ôóíêöèÿ f ïðèíè-

ìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. �

Îïðåäåëåíèå 18.2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå X, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x,y ∈ X ||x− y|| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X, òî îíà íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 18.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K ⊂ Rm, òî f
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Òî-
ãäà

∃ ε0 > 0, ∀ δ = 1

n
,∃xn,yn, ||xn − yn|| <

1

n
, íî |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0. (18.2)

Òàê êàê K êîìïàêòíî, òî èç xn ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xnk

→ x0 ∈ K. Òîãäà è ynk
→ x0. Òàê êàê f íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0, òî f(x0) = lim f(xnk
) = lim f(ynk

), ò.å. lim
k→∞

|f(xnk
)− f(ynk

)| = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (18.2). �
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19. Îòîáðàæåíèå èç Rm â Rn,
íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 19.1. Ïóñòü X ⊂ Rm è f : X → Rn (n ≥ 2), òîãäà
îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç Rm â Rn. Òàêèì îáðàçîì
f(x) åñòü âåêòîð â Rn, ò.å.

f(x) = y = (y(1), y(2), . . . , y(n)).

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê f(x) ∈ Rn, òî ïðè êàæäîì j = 1, . . . , n çíà÷åíèå y(j)

åñòü ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x ∈ Rm, îáîçíà÷èì åå f (j)(x). Òîãäà f(x) åñòü
âåêòîð (f (1))(x), f (2))(x), . . . , f (n))(x). Òàêèì îáðàçîì, f(x) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü èç n ñêàëÿðíûõ âåêòîðîâ f (j)(x), (j = 1, 2, . . . , n).

Îïðåäåëåíèå 19.2. Âåêòîð A = (A(j))nj=1 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì îòîáðà-
æåíèÿ f â òî÷êå x0, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X, x ̸= x0, ||x− x0|| < δ ⇒ ||f(x)−A|| < ε.

Îáîçíà÷åíèå: A = lim
x→x0

f(x).

Òåîðåìà 19.1. A = lim
x→x0

f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ j = 1, n A(j) = lim
x→x0

f (j)(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Òàê êàê |A(j) − f (j)(x)| ≤
||A− f(x)||∞, òî íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà ∃ δj (j = 1, n),

÷òî ∀x ∈
◦
Oδj (x0) |f (j)(x)− A(j)| < ε. Ïóñòü δ = min δj. Òîãäà

∀x ∈ Oδ(x0) ||f(x)−A||∞ < ε. �

Îïðåäåëåíèå 19.3. Ïóñòü f : X → Rn, X ⊂ Rm, x0 ∈ X. f íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X, ||x− x0|| < δ ⇒ ||f(x)− f(x0)|| < ε.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ 19.2 è 19.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè x0 åñòü ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà X, òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè lim

x→x0

f(x) = f(x0).

Òåîðåìà 19.2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèè f (k)(x) (k = 1, n) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü î÷åâèäíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

|f (k)(x)− f (k)(x0)| ≤ ||f(x)− f(x0)||∞.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü f (k) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 (k = 1, n). Òîãäà

∀ ε > 0 ∃ δk > 0 ∀x ∈ X, ||x− x0|| < δk ⇒ |f (k)(x)− f (k)(x0)| < ε.

Ïîëîæèì δ = min δk, èìååì

∀x ∈ X, ||x−x0|| < δ ⇒ max
k=1,n

|f (k)(x)−f (k)(x0)| = ||f(x)−f(x0)||∞ < ε. �

Çàäà÷à. Äîêàçàòü òåîðåìó 19.2, èñïîëüçóÿ 19.1.

Òåîðåìà 19.3. Ïóñòü 1) âåêòîð-ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â X ⊂ Rm, x0 ∈
X, f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0;
2) âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå T ⊂ Rl, t0 ∈ T, x(t)
íåïðåðûâíà â òî÷êå t0, x(t0) = x0;
3) çíà÷åíèÿ x(t) ⊂ X, åñëè t ∈ T , ò.å. x(T ) ⊂ X.
Òîãäà êîìïîçèöèÿ f ◦ x íåïðåðûâíà â òî÷êå t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (f ◦ x)(t) = f(x(t)). Òàê êàê f íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0, òî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X, ||x− x0|| < δ ⇒ ||f(x)− f(x0)|| < ε.

Òàê êàê x(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0, òî äëÿ âûáðàííîãî δ > 0 ∃σ >
0 ∀ t, ||t− t0|| < σ ⇒ ||x(t)− x(t0)|| < δ, çíà÷èò, ||f(x(t))− f(x(t0))|| < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, f íåïðåðûâíà â òî÷êå t0. �

Ò.å. êîìïîçèöèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé åñòü íåïðåðûâíàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ.
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Ãëàâà 2

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â O(x0), f : O(x0) → R. Åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x(j)→x

(j)
0

f(x
(1)
0 , . . . , x

(j−1)
0 , x(j), x

(j+1)
0 , . . . , x

(m)
0 )− f(x

(1)
0 , . . . , x

(j−1)
0 , x

(j)
0 , . . . , x

(m)
0 )

x(j) − x
(j)
0

,

òî îí íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ïî ïå-

ðåìåííîé x(j). Îáîçíà÷åíèå: ∂f(x0)
∂x(j) èëè ∂f(x)

∂x(j)

∣∣∣
x=x0

. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå

x0 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü m ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂f(x0)

∂x(1)
,
∂f(x0)

∂x(2)
, . . . ,

∂f(x0)

∂x(m)
.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé
∂f(x)
∂x(j) íóæíî çàôèêñèðîâàòü âñå ïåðåìåííûå, êðîìå x(j), è èñêàòü ïðîèçâîä-

íóþ ïî ýòîé ïåðåìåííîé x(j) êàê îò ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó
ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂f(x)

∂x(j) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû ôîðìó-
ëû íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â O(x0). f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà A1, A2, . . . , Am, çàâèñÿùèå
îò òî÷êè x0, òàêèå, ÷òî ïðèðàùåíèå f(x)− f(x0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

f(x)− f(x0) =
m∑
j=1

Aj · (x(j) − x
(j)
0 ) + α(x) · ||x− x0||, (1.1)
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ãäå α(x) îïðåäåëåíà â O(x0) è lim
x→x0

α(x) = 0.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî â òî÷êå x0 ñóùå-
ñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f(x0)

∂x(j) è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ∂f(x0)
∂x(j) =

Aj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Ïîëîæèì â (1.1)

x(1) = x
(1)
0 , . . . , x(j−1) = x

(j−1)
0 , x(j+1) = x

(j+1)
0 , . . . , x(m) = x

(m)
0 .

Òîãäà (1.1) ïðèìåò âèä

f(x
(1)
0 , . . . , x

(j−1)
0 , x(j), x

(j+1)
0 , . . . , x

(m)
0 )− f(x

(1)
0 , . . . , x

(m)
0 ) =

= Aj(x
(j) − x

(j)
0 ) + α(x) · |x(j) − x

(j)
0 |.

Îòñþäà

f(x
(1)
0 , . . . , x

(j−1)
0 , x(j), x

(j+1)
0 , . . . , x

(m)
0 )− f(x0)

x(j) − x
(j)
0

= Aj +α(x) · sign(x(j) − x
(j)
0 ).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè x(j) → x
(j)
0 . Òîãäà x → x0, çíà÷èò, α(x) → 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò è ðàâåí Aj. Íî òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë è ëåâîé ÷àñòè, êîòîðûé è åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
x(j). �
Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò.å. èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñò-
íîé ïðîèçâîäíîé íå ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Íàïðèìåð,

f(x, y) =

{
1, x ̸= 0 ∧ y ̸= 0.
0, x = 0 ∨ y = 0.

Òîãäà îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (x, y) = (0, 0) ðàâíû íóëþ, ò.å.
ðàâåíñòâî (1.1) ïðèíèìàåò âèä

f(x, y)− f(x0, y0) = α(x, y)||(x, y)− (x0, y0)||. (1.2)

Íî åñëè x = y, ïðè÷åì x ̸= 0, òî f(x, y) − f(x0, y0) = 1 − 0 = 1 ̸→ 0, è
ðàâåíñòâî (1.2) íåâîçìîæíî.

2. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè,
èìåþùåé íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò
äèôôåðåíöèðóåìîñòü?

27



Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f èìååò â O(x0) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå
íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà
1) f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
2) f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

f(x)− f(x0) = f(x(1), x(2), . . . , x(m))− f(x
(1)
0 , x

(2)
0 , . . . , x

(m)
0 ) =

= f(x(1), x(2), . . . , x(m))− f(x
(1)
0 , x

(2)
2 , . . . , x(m))+

+f(x
(1)
0 , x(2), . . . , x(m))− f(x

(1)
0 , x

(2)
0 , x(3), . . . , x(m))+

+f(x
(1)
0 , x

(2)
0 , x(3), . . . , x(m))− . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+f(x
(1)
0 , x

(2)
0 , . . . , x

(m−1)
0 , x(m))− f(x

(1)
0 , . . . , x

(m−1)
0 , x

(m)
0 ) =

ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

=
∂f(ξ1)

∂x(1)
(x(1) − x

(1)
0 ) +

∂f(ξ2)

∂x(2)
(x(2) − x

(2)
0 ) + . . .+

∂f(ξm)

∂x(m)
(x(m) − x

(m)
0 ) =

=
m∑
j=1

(
∂f(ξj)

∂x(j)
− ∂f(x0)

∂x(j)

)
(x(j) − x

(j)
0 ) +

m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) (2.1)

Îáîçíà÷èì
m∑
j=1

(
∂f(ξj)

∂x(j) − ∂f(x0)
∂x(j)

)
(x(j) − x

(j)
0 ) = α(x)||x − x0||2. Òîãäà (2.2)

ïðèìåò âèä

f(x)− f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) + α(x)||x− x0||2. (2.2)

Ïîêàæåì, ÷òî α(x) → 0 ïðè x → x0. Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà∣∣∣∣∣
m∑
j=1

(
∂f(ξj)

∂x(j)
− ∂f(x0)

∂x(j)

)
(x(j) − x

(j)
0 )

∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
m∑
j=1

(
∂f(ξj)

∂x(j)
− ∂f(x0)

∂x(j)

)2
)1/2

· ||x− x0||2.

Îòñþäà

|α(x)| ≤

(
m∑
j=1

(
∂f(ξj)

∂x(j)
− ∂f(x0)

∂x(j)

)2
)1/2

→ 0

ïðè x → x0, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ξj → x0. �
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3. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü 1) f(x) = f(x(1), x(2), . . . , x(m)) äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x0;
2) ôóíêöèè x(j) = x(j)(t) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t = t0;

3) x(j)(t0) = x
(j)
0 .

Òîãäà 1) ôóíêöèÿ F (t) = f(x(1)(t), x(2)(t), . . . , x(m)(t)) äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå t = t0;
2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dF (t0)

d t
=

m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· d x

(j)(t0)

d t
. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî

f(x)− f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) + α(x)||x− x0||2. (3.2)

ãäå α(x) → 0 ïðè x → x0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α(t0) = 0, òîãäà α(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Òàê êàê ôóíêöèè x(j)(t) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå
t = t0, òî

x(j)(t)− x(j)(t0) =
d x(j)(t0)

d t
(t− t0) + αj(t)|t− t0| (j = 1,m), (3.3)

ãäå αj(t) → 0 ïðè t → t0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αj(t0) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå αj(t)
íåïðåðûâíû â òî÷êå t = t0. Ïî óñëîâèþ x(t0) = x0. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ

x(j)(t)− x(j)(t0) = x(j)(t)− x
(j)
0 èç (3.3) â (3.2), ïîëó÷èì

F (t)− F (t0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)

(
d x

(j)
0

d t
(t− t0) + αj(t)|t− t0|

)
+

+α(x(t))||x(t)− x(t0)||2 =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
d x(j)(t0)

d t
(t− t0)+

+

(
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· αj(t)

)
|t− t0|+α(x(t)) ·

(
m∑
j=1

|x(j)(t)− x(j)(t0)|2
)1/2

(3.4)

Ó÷èòûâàÿ (3.3), èìååì(
m∑
j=1

|x(j)(t)− x(j)(t0)|2
)1/2

= |t− t0| ·

(
m∑
j=1

(
d x(j)(t0)

d t
+ αj(t)

)2
) 1

2

(3.5)
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Ïîäñòàâèì (3.5) â (3.4). Îáîçíà÷èì

m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· αj(t) +

(
m∑
j=1

(
d x(j)(t0)

d t
+ αj(t)

)2
) 1

2

α(x(t)) = β(t).

Ïîêàæåì, ÷òî lim
t→t0

β(t) = 0.

1) Òàê êàê αj(t) → 0 ïðè t → t0, òî
m∑
j=1

∂f(x0)
∂x(j) · αj(t) → 0.

2) Òàê êàê limαj(t) → 0, òî

lim
t→t0

(
m∑
j=1

(
d x(j)(t0)

d t
+ αj(t)

)2
) 1

2

= 0.

3) Òàê êàê x(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 è x(t0) = x0, ôóíêöèÿ α(x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 è α(x0) = 0, íî ôóíêöèÿ α(x(t)) íåïðåðûâíà â òî÷êå
t = t0 è α(x(t0)) = 0. Îòñþäà lim

t→t0
α(x(t)) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî β(t) → 0

ïðè t → t0. Çàïèøåì (3.4) â âèäå

F (t)− F (t0) =

(
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
d x(j)(t0)

d t

)
(t− t0) + β(t) · |t− t0|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t = t0, è ñïðàâåäëèâî (3.1).
�

Ïðèìåð. f(x, y) = xy2, x = sin2 t, y = cos t.

∂f

∂t
=

∂f

∂x
· d x
d t

+
∂f

∂y
· d y
d t

= y2 · 2 sin t · cos t+ 2xy · (− sin t).

4. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Âåêòîð-ãðàäèåíò

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â O(x0), e � åäèíè÷íûé âåê-
òîð, l : x = x0+ te � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0. Òîãäà ôóíêöèÿ
F (t) = f(x0+te) åñòü ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t, ïðè ýòîì òî÷êà x0+te ïðî-
áåãàåò ïðÿìóþ l. Ïðîèçâîäíàÿ F ′(0) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â
òî÷êå x0 ïî íàïðàâëåíèþ l (èëè ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà e) è îáîçíà÷àþò

∂f(x0)

∂l
èëè

∂f(x0)

∂e
.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, e � åäèíè÷íûé âåê-
òîð ñ êîîðäèíàòàìè

e = (e(1), e(2), . . . , e(m)).

Òîãäà â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ e, è ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

∂f(x0)

∂e
=

m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· e(j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ x(t) = x0 + te èìååò êîîðäèíàòû x(j)(t) =

x
(j)
0 + te(j), êîòîðûå åñòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè â òî÷êå t = 0 è x(j)(0) =

x
(j)
0 . Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ F (t) =

f(x+ te) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t = 0 è

F ′(0) =
∂f(x0)

∂e
=

m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· d x

(j)(t)

d t

∣∣∣
t=0

=
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· e(j). �

Îïðåäåëåíèå 4.2. Âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ∂f(x0)
∂x(j) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì-

ãðàäèåíòîì è îáîçíà÷àåòñÿ grad f(x0). Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

grad f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· ej,

ãäå ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0).

Ñëåäñòâèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà grad f(x0) è òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò,
÷òî

∂f(x0)

∂e
= (grad f(x), e),

ò.å. ∂f(x0)
∂e åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà grad f(x0) íà âåêòîð e.

Ñëåäñòâèå 2. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

||(grad f(x0), e)||2 ≤ ||grad f(x0)||2 · ||e||2 = ||grad f(x0)||2.

Íî â íåðàâåíñòâå Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî∣∣∣∣∣
m∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
(

m∑
k=1

a2k

) 1
2
(

m∑
k=1

b2k

) 1
2

ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà a = λb, ò.å. âåêòîðû a è b êîëëèíå-
àðíû. Ïîýòîìó â íåðàâåíñòâå∣∣∣∣∂f(x0)

∂e

∣∣∣∣ ≤ ||grad f(x0)||2
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ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ , êîãäà grad f(x0) = λe, ò.å. âåêòîð-ãðàäèåíò óêàçû-
âàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

5. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòè,
óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â O(x0), ò.å. ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

f(x)− f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) + α(x)||x− x0||.

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ, ò.å. ñóììà

m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 )

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ
d f(x0). Òàêèì îáðàçîì,

d f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ). (5.1)

Çàìå÷àíèå 1. Ðàâåíñòâî (5.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
∆x(j)0, ãäå ∆x

(j)
0 = x(j) − x

(j)
0 .

Çàìåíÿÿ â íåì x0 íà ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x, ïîëó÷àåì

d f(x) =
m∑
j=1

∂f(x)

∂x(j)
∆x(j). (5.2)

Çàìå÷àíèå 2. Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé f(x(j)) = x(j) ïðè-
ðàùåíèå ∆x(j) ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì, òî ðàâåíñòâî (5.2) ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

d f(x) =
m∑
j=1

∂f(x)

∂x(j)
d x(j). (5.3)
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Çàìå÷àíèå 3. Ðàâåíñòâî (5.3) ñîõðàíèòñÿ, åñëè x åñòü ôóíêöèÿ x = x(t),
íî â ýòîì ñëó÷àå d x(j) åñòü âåêòîð íå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à ôóíêöèè
x(j)(t). Ò.å, åñëè x = x(t), òî

d f(x(t)) =
d

dt
f(x(t)) · d t =

(
m∑
j=1

∂f(x)

∂x(j)
dx(j)

dt

)
dt =

=
m∑
j=1

∂f(x)

∂x(j)

(
dx(j)

dt
· d t
)

=
m∑
j=1

∂f(x)

∂x(j)
d x(j)(t),

ò.å. âíåøíèé âèä äèôôåðåíöèàëà íå èçìåíèëñÿ. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò
èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû 1-ãî äèôôåðåíöèàëà.
Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ äèôôåðåíöèàëà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:
1) d(f ± g) = d f ± d g.
2) d(fg) = fd g + gd f .

3) d
(
f
g

)
= (d f)·g−(d g)·f

g2 .

Ýòè ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü f = f(x, y) îïðåäåëåíà â O(x0, y0). Ìíîæåñòâî

S = {M(x, y, z) : z = f(x, y)} (5.4)

íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå R3. (5.4) íàçûâàþò çàïèñüþ ïî-
âåðõíîñòè S â ÿâíîì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â O(x0, y0), S : z = f(x, y)
� ïîâåðõíîñòü, M0 = M0(x0, y0, f(x0)). Ïëîñêîñòü Π, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó M0 è òàêóþ, ÷òî

lim
M→M0
M∈S

d(M,π)

d(M,M0)
= 0, (5.5)

íàçûâàþò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0), òî â òî÷êå
M0(x0, y0, z0) = M0(x0, y0, f(x0)) ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è åå
óðàâíåíèå

z − z0 =
∂f(x0, y0)

∂x
(x− x0) +

∂f(x0, y0)

∂y
(y − y0). (5.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Î÷åâèäíî, ÷òî (5.6) åñòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà
ïëîñêîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.5). Âûáèðàåì òî÷êóM1(x1, y1, z1) ∈ Π,
ò.å. z1 = f(x1, y1). Òîãäà

d(M1,Π) =

∣∣∣∂f(x0,y0)
∂x (x1 − x0) +

∂f(x0,y0)
∂y (y1 − y0)− (z1 − z0)

∣∣∣√(
∂f(x0,y0)

∂x

)2
+
(
∂f(x0,y0)

∂y

)2
+ (−1)2

.

Òàê êàê f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0), òî∣∣∣∣∂f(x0, y0)∂x
(x1 − x0) +

∂f(x0, y0)

∂y
(y1 − y0)− (z1 − z0)

∣∣∣∣ =
= |α(x, y)| · ||(x1, y1)− (x0, y0)|| = |α(x1, y1)| ·

√
|x1 − x0|2 + |y1 − y0|2.

Îòñþäà

d(N1, π) ≤
|α(x1, y1)| ·

√
|x1 − x0|2 + |y1 − y0|2

1
.

Êðîìå òîãî,

d(M1,M0) =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (f(x1, y1)− z0)2 ≥

≥
√
|x1 − x0|2 + |y1 − y0|2.

Òîãäà
d(M1,Π)

d(M1,M0)
≤ |α(x1, y1)| → 0

ïðè (x1, y1) → (x0, y0), ò.å. ïðèM1 → M0, ò.å. S åñòü êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.
�

6. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Íåçàâèñèìîñòü îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 6.1. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé x(i) îò ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé ∂f(x)

∂x(j) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé 2-ãî ïîðÿäêà. Îáîçíà-
÷àåòñÿ

∂2f(x)

∂x(j)∂x(i)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

∂2f(x)

∂x(j)∂x(i)
df
=

∂

∂x(j)

(
∂f(x)

∂x(i)

)
.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà, à èìåííî:

∂nf(x)

(∂x(1))n1(∂x(2))n2 . . . (∂x(m))nm
=

∂

∂x(1)

(
∂n−1f(x)

(∂x(1))n1−1 . . . (∂x(m))nm−1

)
(6.1)

(n = n1 + n2 + . . .+ nm).

Âîïðîñ: çàâèñèò ëè ïðîèçâîäíàÿ îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå âûïîëíåíî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå?

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü f(x) = f(x(1), x(2)) èìååò â òî÷êå (x(1), x(2)) îáå

ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ∂2f(x)
∂x(1)∂x(2) è

∂2f(x)
∂x(2)∂x(1) . Åñëè ýòè ïðîèçâîäíûå íåïðå-

ðûâíû â òî÷êå x, òî â ýòîé òî÷êå îíè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

∆h(1)f(x(1), x(2)) = f(x(1) + h(1), x(2))− f(x(1), x(2))

è íàçîâåì ïðèðàùåíèåì ïî ïåðåìåííîé x(1). Îáðàçóåì äâà ïðèðàùåíèÿ
∆h(1)(∆h(2)f(x(1), x(2))) è ∆h(2)(∆h(1)f(x(1), x(2))). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïðèðà-
ùåíèÿ ðàâíû. Â ñàìîì äåëå:

∆h(1)(∆h(2)f(x(1), x(2))) = ∆h(1)(f(x(1), x(2) + h(2)))− f(x(1), x(2)) =

= f(x(1)+h(1), x(2)+h(2))−f(x(1)+h(1), x(2))−f(x(1), x(2)+h(2))+f(x(1), x(2)).

∆h(2)(∆h(1)f(x(1), x(2))) = ∆h(2)(f(x(1) + h(1), x(2)))− f(x(1), x(2)) =

= f(x(1)+h(1), x(2)+h(2))−f(x(1), x(2)+h(2))−f(x(1)+h(1), x(2))+f(x(1), x(2)).

Âèäèì, ÷òî ýòè ïðèðàùåíèÿ ðàâíû, ò.å.

∆h(1)(∆h(2)f(x(1), x(2))) = ∆h(2)(∆h(1)f(x(1), x(2))). (6.2)

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì èìååì:

∆h(1)(∆h(2)f(x(1), x(2))) = (f(x(1) + h(1), x(2) + h(2))−

−f(x(1) + h(1), x(2)))− (f(x(1), x(2) + h(2))− f(x(1), x(2))) =

ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

=
∂

∂x(1)
(f(x(1) +Θ1h

(1), x(2) + h(2))− f(x(1) +Θ1h
(1), x(2)))h(1) =

ñíîâà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

=
∂

∂x(1)

(
∂

∂x(2)
f(x(1) +Θ1h

(1), x(2) +Θ2h
(2))

)
· h(1)h(2).
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Àíàëîãè÷íî,

∆h(2)(∆h(1)f(x(1), x(2))) = (f(x(1) + h(1), x(2) + h(2))−

−f(x(1), x(2) + h(2)))− (f(x(1) + h(1), x(2))− f(x(1), x(2))) =

=
∂

∂x(2)
(f(x(1) + h(1), x(2) + Θ̃2h

(2))− f(x(1), x(2) + Θ̃2h
(2)))h(2) =

=
∂

∂x(2)

(
∂

∂x(1)
f(x(1) + Θ̃1h

(1), x(2) + Θ̃2h
(2))

)
· h(2)h(1).

Ïîäñòàâëÿÿ â (6.2), ïîëó÷àåì

∂2f(x+Θh)

∂x(1)∂x(2)
=

∂2f(x+ Θ̃h)

∂x(2)∂x(1)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè (h(1), h(2)) → 0, ïîëó÷àåì ââèäó íåïðåðûâíîñòè
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂2f(x)

∂x(1)∂x(2)
=

∂2f(x)

∂x(2)∂x(1)
. �

7. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü d f(x) =
m∑
j=1

∂f(x)
∂x(j) d x

(j) � äèôôåðåíöèàë ôóíê-

öèè f . Îí åñòü ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x è ïðèðàùåíèé ∆x(j) = d x(j). Ïî-
ýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î äèôôåðåíöèàëå îò d f(x). Äèôôåðåíöèàë îò
1-ãî äèôôåðåíöèàëà (ò.å. îò d f(x)) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì 2-ãî ïî-

ðÿäêà. Îáîçíà÷àåòñÿ d2f(x). Â îáùåì ñëó÷àå: dnf(x)
df
= d(dn−1f(x)).

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïðèðàùåíèÿ ∆x(j) = d x(j) íå çàâèñÿò îò x, òî ïðè
íàõîæäåíèè 2-ãî è ïðî÷èõ äèôôåðåíöèàëîâ íàäî *** ∆x(j) ïîíÿòíûì.??

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü f(x) èìååò â O(x) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà

dnf(x) =
m∑

i1=1

m∑
i2=1

. . .
m∑

in=1

∂nf(x)

∂x(i1)∂x(i2) . . . ∂x(in)
d x(i1)d x(i2) . . . d x(in).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n.
1) n = 1. df(x) =

∑m
i1=1

∂f(x)

∂x(i1)
d x(i1) � ñïðàâåäëèâîå ðàâåíñòâî.
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2) Ïóñòü dn−1f(x) =
m∑

i1=1

m∑
i2=1

. . .
m∑

in−1=1

∂n−1f(x)

∂x(i1)∂x(i2)...∂x(in−1)
d x(i1)d x(i2) . . . d x(in−1).

Òîãäà

dnf(x) = d(dn−1f(x)) =
m∑

i1=1

. . .

m∑
in−1=1

d x(i1) . . . d x(in−1)d

(
∂n−1f(x)

∂x(i1) . . . ∂x(in−1)

)
=

=
m∑

i1=1

. . .

m∑
in−1=1

d x(i1) . . . d x(in−1)
m∑

in=1

∂

∂x(in)

(
∂n−1f(x)

∂x(i1) . . . ∂x(in−1)

)
d x(in). �

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü f(x) èìååò â O(x) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà

dnf(x) =
∑

n1,...,nm≥0
n1+...+nm=n

(n1 + . . .+ nm)!

n1! . . . nm!

∂nf(x)

(∂x(1))n1 . . . (∂x(n))nm
(d x(1))n1 . . . (d x(n))nm (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n.
1) n = 1. Â ïðàâîé ÷àñòè áóäóò ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîðòå-
æàì (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 0, 1). Ïîýòîìó

df(x) =
1!

1!0! . . . 0!

∂f(x)

∂x(1)
d x(1) +

1!

0!1!0! . . . 0!

∂f(x)

∂x(2)
d x(2) + . . .+

+
1!

0!0! . . . 1!

∂f(x)

∂x(m)
d x(m)

� ñïðàâåäëèâîå ðàâåíñòâî.
2) Ïóñòü

dn−1f(x) =
∑

n1,...,nm≥0
n1+...+nm=n−1

(n− 1)!

n1! . . . nm!

∂n−1f(x)

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m))nm
(d x(1))n1 . . . (d x(m))nm.

Òîãäà

dnf(x) =
∑

n1,...,nm≥0
n1+...+nm=n−1

(n− 1)!

n1! . . . nm!
(d x(1))n1 . . . (d x(m))nm·

·d
(

∂n−1f(x)

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m))nm

)
=

∑
n1,...,nm≥0

n1+...+nm=n−1

(n− 1)!

n1! . . . nm!
(d x(1))n1 . . . (d x(m))nm·

·
(

∂nf(x)

(∂x(1))n1+1(∂x(2))n2 . . . (∂x(m))nm
d x(1)+

+
∂nf(x)

(∂x(1))n1(∂x(2))n2+1(∂x(3))n3 . . . (∂x(m))nm
d x(2) + . . .+
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+
∂nf(x)

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m−1))nm(∂x(m))nm+1
d x(m)

)
. (7.2)

Òàêèì îáðàçîì ïðàâàÿ ÷àñòü â (7.2) ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ âèäà

cn1,...,nm
· ∂n

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m))nm
(d x(1))n1 . . . (d x(m))nm. (7.3)

ãäå n1 + n2 + . . .+ nm = n (à íå n− 1). Íî êàæäîå òàêîå ñëàãàåìîå â (7.2)
ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî ðàç, à èìåííî: ñëàãàåìîå

cn1,...,nm
· ∂n

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m))nm
(d x(1))n1 . . . (d x(m))nm

ïîëó÷àåòñÿ îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèé âèäà

(n− 1)!

(n1 − 1)!n2! . . . nm!

∂n−1f(x)

(∂x(1))n1−1(∂x(2))n2 . . . (∂x(m))nm
, (ïî x(1))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n− 1)!

n1! . . . nm−1!(nm − 1)!

∂n−1f(x)

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m−1))nm−1(∂x(m))nm−1
(ïî x(m)).

Ïîýòîìó ñëàãàåìîå (7.3) ðàâíî ñóììå(
(n− 1)!

(n1 − 1!)n2! . . . nm!
+

(n− 1)!

n1!(n2 − 1)!n3! . . . nm!
+ . . .+

(n− 1)!

n1! . . . nm−1!(nm − 1)!

)
·

· ∂nf(x)

(∂x(1))n1 . . . (∂x(m))nm
(d x(1))n1 . . . (d x(m))nm.

Íî

cn1,...,nm
=

(n− 1)!

n1!n2! . . . nm!
(n1+n2+. . .+nm) =

(n− 1)! · n
n1!n2! . . . nm!

=
(n)!

n1!n2! . . . nm!
. �

8. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé m ïåðåìåííûõ

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü f(x) èìååò â îêðåñòíîñòè O(x0) íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà (n+ 1) âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà

f(x) = f(x0) +
df(x0)

1!
+

d2f(x0)

2!
+ . . .+

dnf(x0)

n!
+

dn+1f(x0 +Θ(x− x0))

(n+ 1)!
(8.1)
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Ðàâåíñòâî (8.1) íàçûâàþò ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà, ò.ê. ïðè m = 1 îíà ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ ôîðìóëó Òåé-
ëîðà:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n+

+
f (n+1)(x0 +Θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x ∈ O(x0) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (t) =
f(x0 + t(x − x0)) íà îòðåçêå [0, 1]. Çàïèøåì äëÿ íåå ôîðìóëó Òåéëîðà â
òî÷êå t0 = 0, ïîëó÷èì

F (t) = F (0) +
F ′(0)

1!
t+

F ′′(0)

2!
t2 + . . .+

F (n)(0)

n!
tn +

F (n+1)(Θt)

(n+ 1)!
tn+1 (8.2)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â (8.2). Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè:

F ′(t) =
m∑

i1=1

∂f(x0 + t(x− x0))

(∂x(i1))

dx(i1)

dt
=

m∑
i1=1

∂f(x0 + t(x− x0))

(∂x(i1))
·∆x

(i1)
0 ⇒

F ′(0) = df(x0).

F ′′(t) =
m∑

i1=1

∆x
(i1)
0 ·

m∑
i2=1

∂

∂x(i2)

(
∂f(x0 + t(x− x0))

∂x(i2)

)
·∆x

(i2)
0 =

=
m∑

i1=1

m∑
i2=1

∂2f(x0 + t(x− x0))

∂x(i1)∂x(i2)
∆x

(i1)
0 ∆x

(i2)
0 ⇒

F ′′(0) = d2f(x0).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F (n)(t) =
m∑

i1=1

. . .

m∑
in=1

∂nf(x0 + t(x− x0))

∂x(i1) . . . ∂x(in)
∆x

(i1)
0 . . .∆x

(in)
0 ⇒

F (n)(0) = dnf(x0).

F (n+1)(Θt) =
m∑

i1=1

. . .
m∑

in=1

m∑
in+1=1

∂n+1f(x0 +Θt(x− x0))

∂x(i1) . . . ∂x(in)∂x(in+1)
∆x

(i1)
0 . . .∆x

(in+1)
0 ⇒

F (n+1)(0) = dn+1f(x0 +Θt(x− x0)).
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Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ â (8.2), ïîëó÷èì

F (t) = f(x0) +
df(x0)

1!
t+

d2f(x0)

2!
t2 + . . .+

dnf(x0)

n!
tn+

+
dn+1f(x0 +Θt(x− x0))

(n+ 1)!
tn+1.

Ïîëîæèì â ýòîì ðàâåíñòâå t = 1. Òàê êàê F (1) = f(x), òî ïîëó÷àåì

f(x) = f(x0) +
df(x0)

1!
+

d2f(x0)

2!
+ . . .+

dnf(x0)

n!
+

dn+1f(x0 +Θ(x− x0))

(n+ 1)!
.

�
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Ãëàâà 3

Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ

1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè â òî÷êå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â Rm (m > 1).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â O(x0). Åñëè ñóùåñòâóåò
Oδ(x0) ⊂ O(x0), â êîòîðîé f(x) ≥ f(x0), òî ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x0 f(x)
èìååò min.

Åñëè ∀x ∈ Oδ(x0), f(x) ≤ f(x0), òî ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x0 f(x)
èìååò max. Åñëè â òî÷êå x0 èìååòñÿ min èëè max, òî ãîâîðÿò, ÷òî â
òî÷êå x0 f(x) èìååò ýêñòðåìóì.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå ýêñòðåìóìà èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ò.å. ïðè
îïðåäåëåíèè ýêñòðåìóìà èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ òîëüêî â íåêîòîðîé (âîç-
ìîæíî, î÷åíü ìàëîé) îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Òåîðåìà 1.1 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü f(x) èìååò ýêñ-
òðåìóì â òî÷êå x0, è â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ∂f(x0)

∂x(j) (j = 1, 2, . . . ,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x) èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì, òî ôóíêöèÿ

f̃(x(j)) = f(x
(1)
0 , x

(2)
0 , . . . , x

(j−1)
0 , x(j), x

(j+1)
0 , . . . , x

(m−1)
0 , x

(m)
0 )

èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå x
(j)
0 , òîãäà ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà

äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé,

d

d x(j)
f̃(x

(j)
0 ) = 0 ⇒ ∂f(x0)

∂x(j)
= 0. �
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2. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ïåàíî

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f(x) èìååò â O(x0) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà

f(x)− f(x0) =
df(x0)

1!
+

d2f(x0)

2!
+ . . .+

dnf(x0)

n!
+ α(x)||x− x0||n2 , (2.1)

ãäå α(x0) → 0 ïðè x → x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñûâàåì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà

f(x)− f(x0) =
df(x0)

1!
+

d2f(x0)

2!
+ . . .+

dn−1f(x0)

(n− 1)!
+

dnf(x0 +Θ(x− x0))

n!
.

(2.2)
Çàïèøåì îñòàòîê â âèäå

Rn(x) =
dnf(x0 +Θ(x− x0))

n!
+

dnf(x0)

n!
= A(x) +

dnf(x0)

n!
.

Äëÿ A(x) èìååì

|A(x)| = 1

n!

∣∣∣∣∣
m∑

i1=1

. . .
m∑

in=1

(
∂nf(x0 +Θ(x− x0))

∂x(i1) . . . ∂x(in)

)
· (x(i1) − x

(i1)
0 ) . . . (x(in) − x

(in)
0 )

∣∣∣∣∣ ≤
ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà

≤ 1

n!

(
m∑

i1=1

. . .
m∑

in=1

(
∂nf(x0 +Θ(x− x0))

∂x(i1) . . . ∂x(in)
− ∂nf(x0)

∂x(i1) . . . ∂x(in)

)2
) 1

2

·

·

(
m∑

i1=1

. . .
m∑

in=1

(x(i1) − x
(i1)
0 )2 . . . (x(in) − x

(in)
0 )2

) 1
2

=

=
1

n!
α(x)·

(
m∑

i1=1

(x(i1) − x
(i1)
0 )2

) 1
2

. . .

(
m∑

in=1

(x(in) − x
(in)
0 )2

) 1
2

=
1

n!
α(x)||x−x0||n2 .

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ∂nf(x)

∂x(i1)...∂x(in) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî α(x) → 0 ïðè
x → x0. Òàêèì îáðàçîì,

f(x)− f(x0) =
df(x0)

1!
+

d2f(x0)

2!
+ . . .+

dnf(x0)

n!
+

1

n!
α(x)||x− x0||n2 . �
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3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òî÷êå

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü 1) f(x) èìååò â òî÷êå x0 íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîä-
íóþ äî 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
2) d f(x0) = 0 (ò.å. â òî÷êå x0 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìó-
ìà). Òîãäà
1) åñëè d2f(x0) > 0, òî â òî÷êå x0 � min;
2) åñëè d2f(x0) < 0, òî â òî÷êå x0 � max;
3) åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ
d2f(x0) > 0 è d2f(x0) < 0, òî ýêñòðåìóìà íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì äëÿ f(x)ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå
Ïåàíî.

f(x)−f(x0) = df(x0)+
1

2
d2f(x0)+α(x)||x−x0||22 =

1

2
d2f(x0)+α(x)||x−x0||22 =

=
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

∂2f(x0)

∂x(i)∂x(j)
(x(i) − x

(i)
0 )(x(j) − x

(i)
0 ) + α(x)||x− x0||22 =

=
||x− x0||22

2

(
m∑
i=1

m∑
j=1

∂2f(x0)

∂x(i)∂x(j)
x(i) − x

(i)
0

||x− x0||2
· x

(j) − x
(j)
0

||x− x0||2
+ α(x)

)
. (3.1)

Îáîçíà÷èì: ∂2f(x0)
∂x(i)∂x(j) = ai,j, ξi =

x(i)−x
(i)
0

||x−x0||2 (i = 1, . . . ,m), ξ = (ξ(1), . . . , ξ(m)).

Î÷åâèäíî, ÷òî

||ξ||2 =

√√√√ m∑
i=1

|ξ(i)|2 =

√√√√ m∑
i=1

|x(i) − x
(i)
0 |2

||x− x0||22
=

1

||x− x0||2
· ||x− x0||2 = 1.

2) Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå x, äëÿ êîòîðîé ||x − x0||2 = R
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó ξ = (ξ(i))mi=1 ïî ôîðìóëå? ξ = x−x0

R , ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.

Çàïèøåì ðàâåíñòâî (3.1) â âèäå

f(x)− f(x0) =
||x− x0||22

2

(
m∑
i=1

m∑
j=1

ai,jξ
(i)ξ(j) + α(x)

)
.

Ôóíêöèÿ

p(ξ) =
m∑
i=1

m∑
j=1

ai,jξ
(i)ξ(j)
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îïðåäåëåíà íà åäèíè÷íîé ñôåðå ||ξ||2 = 1. Íî ñôåðà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì, çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, çíà÷èò, êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì. Íà ýòîì
ìíîæåñòâå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ p(ξ) äîñòèãàåò êàê íàèáîëüøåãî, òàê è
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè:
1) d2f(x0) > 0 ïðè âñåõ x ̸= x0. Òîãäà p(ξ) > 0 íà ñôåðå S, ñëåäî-
âàòåëüíî, p(ξ) äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà
ξ0, ||ξ0||2 = 1, â êîòîðîé p(ξ0) = m0 � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî
m0 > 0. Íî òîãäà ∃O(x0), â êîòîðîé |α(x0)| < m0

2 . Îòñþäà f(x)−f(x0) > 0
â O(x0), çíà÷èò, f(x0) ≤ f(x), ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x0 � min.
2) d2f(x0) < 0 ïðè âñåõ x ̸= x0. ⇒ p(ξ) < 0 íà ñôåðå S ⇒ p(ξ) äîñòèãàåòñÿ
íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ M0 > 0 â òî÷êå ξ0 ∈ S. Òîãäà ∃O(x0), â êîòîðîé
|α(x0)| < M0

2 = 1. f(x)− f(x0) < 0 ⇒ f(x0) ≥ f(x) ⇒ â òî÷êå x0 � max.
3) Ïóñòü ∃x1, â êîòîðîé df(x0) > 0. Îáîçíà÷èì ξ1 =

x1−x0

||x1−x0||2 è ðàññìîòðèì

ïðÿìóþ x− x0 = tξ1. Òîãäà ïðè t ̸= 0

f(x)− f(x0) =
1

2

m∑
i,j=1

ai,jξiξj · t2 + φ(x)t2 · ||ξ1||2 =
1

2
t2

(
m∑

i,j=1

ai,jξiξj + φ(x

)

è ò.ê. φ(x) → 0 ïðè x → x0, òî íà ïðÿìîé l : x − x0 = tξ1 â íåêîòîðîé
Oδ(x0), f(x)− f(x0) > 0.
Ïóñòü ∃x2, â êîòîðîé df(x0) < 0. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ∃Oδ(x0), â
êîòîðîé íà ïðÿìîé l : x− x0 = tξ2, èìååì f(x)− f(x0) < 0, ò.å. â òî÷êå x0

ýêñòðåìóìà íåò. �

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ

p(ξ) =
m∑
i=1

m∑
j=1

ai,jξiξj

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè îáîçíà÷èòü dx
(i)
0 = ξ(i), òî äèôôåðåíöèàë ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå

d2f(x0) =

(
m∑
i=1

m∑
j=1

ai,jξ
(i)ξ(j)

)
||x− x0||22

2
.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
1) åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà p(ξ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (ò.å. ∀ ξ ̸=
0, p(ξ) > 0), òî â òî÷êå x0 −min.
2) åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà p(ξ) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (ò.å. ∀ ξ ̸=
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0, p(ξ) < 0), òî â òî÷êå x0 −max.
3) åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå îïðåäåëåíà, ò.å. p(ξ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
ðàçíûõ çíàêîâ, òî â òî÷êå x0 íåò ýêñòðåìóìà.
Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ âûÿñíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îïðåäå-
ëåííîé èëè íåò, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ñèëüâåñòðà:
à) åñëè

∆1 = a1,1 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣ a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣∣∣∣ > 0, . . . ,∆n =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 . . . a1,n
. . . . . . . . .
an,1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣ > 0,

òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà p(ξ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;
á) åñëè

∆1 = a1,1 < 0, ∆2 =

∣∣∣∣ a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣∣∣∣ > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a3,3
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣ > 0, . . . ,

. . . ,∆m(−1)m > 0,

òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà p(ξ) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;

â) åñëè ∆2 =

∣∣∣∣ a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣∣∣∣ < 0, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà p(ξ) íå îïðåäåëåíà.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ðàçìåðíîñòüm = 2, òî, ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ñèëüâåñòðà,
ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

Ïóñòü ∂f(x0,y0)
∂x = ∂f(x0,y0)

∂y = 0,

B =
∂2f(x0, y0)

∂x∂y
, A =

∂2f(x0, y0)

∂x2
, C =

∂2f(x0, y0)

∂y2
.

1) Åñëè AC −B2 > 0 è A > 0, òî â òî÷êå (x0, y0) � min.
2) Åñëè AC −B2 > 0 è A < 0, òî â òî÷êå (x0, y0) � max.
3) Åñëè AC −B2 < 0, òî ýêñòðåìóìà íåò.

4. Íåÿâíûå ôóíêöèè. 1-ÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: x = (x(1), x(2), . . . , x(m)) ∈ Rm, y ∈ R. Âîçìîæíî
ëè óðàâíåíèå F (x, y) = 0 ⇔ F (x(1), x(2), . . . , x(m), y) = 0 ðàçðåøèòü îòíîñè-
òåëüíî y?

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü F (x, y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå [a,b] ×
[c, d]. Åñëè ∀x ∈ [a,b] ∃! y = y(x) ∈ [c, d] òàêîå, ÷òî F (x, y(x)) = 0,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàâåíñòâî F (x, y) = 0 â ïðÿìîóãîëüíèêå [a,b] × [c, d]
îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíêöèþ y = y(x)
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Òåîðåìà 4.1 (1-ÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ). Ïóñòü F (x, y) îïðåäå-
ëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå

Π = [x0 −∆,x0 +∆]× [y0 −∆(m+1), y0 +∆(m+1)]

(∆ = (∆(1),∆(2), . . . ,∆(m)),∆(j) > 0)

è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) F (x, y) íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå Π.
2) F (x0, y0) = 0.
3) ∀x ∈ [x0 − ∆,x0 + ∆] ôóíêöèÿ F (x, y), êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y
ñòðîãî ìîíîòîííà íà [y0−∆(m+1), y0+∆(m+1)]. Òîãäà ∀ δ(m+1) > 0 òàêîãî,
÷òî 0 < δ(m+1) < ∆(m+1) ñóùåñòâóåò δ = (δ(1), δ(2), . . . , δ(m)), δ(j) > 0,
0 < δ(j) < ∆(j) òàê, ÷òî
1) â ïðÿìîóãîëüíèêå Π̃ = [x0−δ,x0 + δ]×[y0−δ(m+1), y0+δ(m+1)] ðàâåíñòâî
F (x, y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíêöèþ y = y(x);
2) y(x0) = y0;
3) y(x) íåïðåðûâíà â Π̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè F (x, y) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî
y. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå δ(m+1); 0 < δ(m+1) < ∆(m+1). Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ F (x0, y) íà îòðåçêå [y0 −∆(m+1), y0 +∆(m+1)]. Ïî óñëîâèþ

F (x0, y0) = 0 ⇒ F (x0, y0 −∆(m+1)) < 0 ∧ F (x0, y0 +∆(m+1)) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x, y) â òî÷êå (x0, y0 −
∆(m+1)) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé F (x, y) ñîõðàíÿåò
çíàê, ò.å. F (x, y) < 0.

Àíàëîãè÷íî, ∃O(x0, y0 +∆(m+1)), â êîòîðîé F (x, y) > 0. Ïîýòîìó ∃ δ =
(δ(1), δ(2), . . . , δ(m)) (δ(j) > 0) òàê, ÷òî ∀x ∈ [x0 − δ,x0 + δ], F (x, y0 −
∆(m+1)) < 0, F (x, y0 + ∆(m+1)) > 0. Íî F (x, y) ñòðîãî âîçðàñòàåò, òîãäà
∀x ∈ [x0−δ,x0+δ], ∃! y = y(x) òàê, ÷òî F (x, y) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî y(x0) =
y0. Óñëîâèå y(x) ∈ [y0 − δ(m+1), y0 + δ(m+1)] ìîæíî çàïèñàòü â âèäå |y(x)−
y0| < δ(m+1) ïðè x ∈ Oδ(x0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà
â òî÷êå x0. Ïîêàæåì, ÷òî y(x) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x1 ∈ Oδ(x0).
Âûáåðåì x1 ∈ Oδ(x0), ïîëîæèì y1 = y(x1). Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííóþ òåîðåìó
â òî÷êå (x1, y1), ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y(x) â òî÷êå x1. �
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5. Íåÿâíûå ôóíêöèè. 2-ÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ

Ëåììà 5.1. Ïóñòü f(x) èìååò â O(x0) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f(x)
∂x(j) (j =

1, . . . ,m), êîòîðûå íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà

f(x)− f(x0) =
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) +

m∑
j+1

αj(x)(x
(j) − x

(j)
0 ),

ãäå αj(x) → 0 ïðè x → x0 è αj(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

f(x)− f(x0) = f(x(1), x(2), . . . , x(m))− f(x
(1)
0 , x(2), . . . , x(m))+

+f(x
(1)
0 , x(2), . . . , x(m))− f(x

(1)
0 , x

(2)
0 , x(3), . . . , x(m))+

+f(x
(1)
0 , x

(2)
0 , x(3), . . . , x(m))− f(x

(1)
0 , x

(2)
0 , x

(3)
0 , . . . , x(m))+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+f(x
(1)
0 , . . . , x

(m−1)
0 , x(m))− f(x

(1)
0 , x

(2)
0 , x

(3)
0 , . . . , x

(m−1)
0 , x

(m)
0 ).

(5.1)

Îáîçíà÷èì xj = (x
(1)
0 , . . . , x

(j)
0 , x(j+1), . . . , x(m)) j = 1, 2, . . . ,m (xm = x0).

Òîãäà ðàâåíñòâà (5.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(x)− f(x0) = (f(x)− f(x1)) +
m−1∑
j=1

(f(xj)− f(xj+1)). (5.2)

Òàê êàê äëÿ âñåõ j ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x)
∂x(j) , òî ôóíêöèÿ f(x) äèôôå-

ðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííîé x(j), ñëåäîâàòåëüíî,

f(xj)− f(xj+1) =

= f(x
(1)
0 , . . . , x

(j)
0 , x(j+1), . . . , x(m))− f(x

(1)
0 , . . . , x

(j)
0 , x

(j+1)
0 , . . . , x(m)) =

=
f(x

(1)
0 , . . . , x

(j)
0 , x

(j+1)
0 , x(j+2), . . . , x(m))

∂x(j+1)
(x(j+1) − x

(j+1)
0 )+

+αj+1(x
(j+1))(x(j+1) − x

(j+1)
0 ).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â (5.2), ïîëó÷àåì, ÷òî

f(x)− f(x0) =
m∑
j=1

∂f(xj)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) +

m∑
j=1

αj(x
(j))(x(j) − x

(j)
0 ) =

=
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) +

m∑
j=1

(
∂f(xj)

∂x(j)
− ∂f(x0)

∂x(j)
+ αj(x

(j))

)
(x(j) − x

(j)
0 ) =
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=
m∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
(x(j) − x

(j)
0 ) +

m∑
j=1

φj(x)(x
(j) − x

(j)
0 ),

ãäå φj(x) =
∂f(xj)

∂x(j) − ∂f(x0)
∂x(j) + αj(x

(j)) è ââèäó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ
∂f(x)
∂x(j) â òî÷êå x = x0, lim

x→x0

φj(x) = 0. �

Òåîðåìà 5.2 (2-ÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ). Ïóñòü F (x, y) îïðåäå-
ëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå

Πm+1 = [x0 −∆,x0 +∆]× [y0 −∆(m+1), y0 +∆(m+1)]

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) â ïðÿìîóãîëüíèêå Πm+1 ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðûå íåïðåðûâíû;
2) F (x, y) = 0;

3) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂F (x0,y0)
∂y ̸= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê

Π̃m+1 = [x0 − δ̃,x0 + δ̃]× [y0 − δ̃(m+1), y0 + δ̃(m+1)] ⊂ Πm+1

òàêîé, ÷òî
1) â ïðÿìîóãîëüíèêå Π̃m+1 ðàâåíñòâî F (x, y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíê-
öèþ y = y(x);
2) y(x0) = y0;
3) ôóíêöèÿ y(x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â [x0−δ̃,x0+δ̃];
4) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂y(x)

∂x(1)
= −

∂F (x,y)
∂x(1)

∂F (x,y)
∂y

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ∂F (x0,y0)
∂y > 0. Òîãäà ââèäó

íåïðåðûâíîñòè ýòîé ïðîèçâîäíîé ∃ O(x0, y0), â êîòîðîé ∂F (x,y)
∂y > 0. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê [x0−∆̃,x0+∆̃] òàêîé, ÷òî ∀x ∈ [x0−∆̃,x0+∆̃]
ôóíêöèÿ F (x, y) ñòðîãî âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y. Çíà÷èò, ïî
ïåðâîé òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ∃ Π̃m+1, â êîòîðîì ðàâåíñòâî? F (x, y)
îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíêöèþ y = y(x), òàêóþ, ÷òî y = y(x0) = y0. Ïîêàæåì,
÷òî y(x) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðÿìîóãîëüíèêå [x0 − δ̃,x0 + δ̃].
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y),
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ãäå y + ∆y = y(x + ∆x). Òîãäà F (x + ∆x, y + ∆y) = 0, F (x, y) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, y = y(x).

0 = F (x+∆x, y +∆y)− F (x, y) =

ïî ëåììå 4.1

=
m∑
j=1

∂F

∂x(j)
∆x(j) +

∂F

∂y
∆y +

m∑
j=1

φj(x, y)∆x(j) + φm+1(x, y)∆y.

Ïîëîæèì â ýòîì ðàâåíñòâå ∆x(1) = . . . = ∆x(j−1) = ∆x(j+1) = . . . =
= ∆x(m)=0. Òîãäà

0 =
∂F

∂x(j)
∆x(j) +

∂F

∂y
∆y + φj∆x(j) + φm+1∆y.

Îòñþäà

∆y

(
∂F

∂y
+ φm+1

)
= −∆x(j)

(
∂F

∂x(j)
+ φj

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∆y

∆x(j)
= −

∂F
∂x(j) + φj

∂F
∂y + φm+1

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆x(j) → 0, ïîëó÷èì

∃ ∂y

∂x(j)
= −

∂F
∂x(j)

∂F
∂y

. (5.3)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè (5.3) íåïðåðûâíû,
òî ∂y

∂x(j) íåïðåðûâíû. �

6. Ìàòðèöû ßêîáè. ßêîáèàí

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü F(x) : Rm → Rn � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ò.å. F =
(F (1), F (2), . . . , F (n)) è F (j)(x) : Rm → R � êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè
F. Ìàòðèöà 

∂F (1)

∂x(1)
∂F (1)

∂x(2) . . . ∂F (1)

∂x(m)

∂F (2)

∂x(1)
∂F (2)

∂x(2) . . . ∂F (2)

∂x(m)

. . . . . . . . . . . .
∂F (n)

∂x(1)
∂F (n)

∂x(2) . . . ∂F (n)

∂x(m)


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íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè. Îáîçíà÷åíèå: ∂F
∂x èëè D(F (1),...,F (n))

D(x(1),...,x(m))
. Òàêèì îá-

ðàçîì, ∂F
∂x � ýòî ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n×m.

Åñëè n = m, òî ìàòðèöà ßêîáè ∂F
∂x � êâàäðàòíàÿ, åå îïðåäåëèòåëü

íàçûâàåòñÿ ßêîáèàíîì âåêòîð-ôóíêöèè F(x), îáîçíà÷àåòñÿ DF
Dx . Òàêèì

îáðàçîì,
DF(x)

Dx
= det

(
∂F(x)

∂x

)
.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü F(x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â
Πm = [a,b] è ïóñòü x = x(t) : [c,d] → [a,b] âåêòîð-ôóíêöèÿ îò n
ïåðåìåííûõ, ò.å. t ∈ [c,d] ⊂ Rn. Òîãäà äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè F(x(t))
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂F(x(t))

∂t
=

∂F(x(t))

∂x
· ∂x(t)

∂t
(6.1)

Îòìåòèì, ÷òî â (6.1) ∂F(x(t))
∂t � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n, ∂F(x(t))

∂x �

ðàçìåðíîñòè n×m, ∂x
∂t � ðàçìåðíîñòè m× n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýëåìåíò ai,j ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
∂F
∂x è ∂x

∂t èìååò âèä

ai,j =
m∑
k=1

∂F (i)

∂x(k)
· ∂x

(k)

∂t(j)
(6.2)

2) Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

∂F (i)

∂t(j)
=

m∑
k=1

∂F (i)

∂x(k)
· ∂x

(k)

∂t(j)
(6.3)

Ñðàâíèâàÿ (6.2) è (6.3), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (6.1). �
Ñëåäñòâèå. Åñëè m = n, òî âñå ìàòðèöû â ðàâåíñòâå (6.1) � êâàäðàòíûå
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m×m. Ïîýòîìó ïðè m = n

DF(x(t))

Dt
=

DF(x)

Dx
· Dx

Dt

� î÷åâèäíî. �

7. Îáùàÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü F(x,y) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, x ∈ [a,b] ⊂ Rm,
y ∈ [c,d] ⊂ Rn, F : Π = [a,b]× [c,d] → Rn, ò.å. F = (F (1), F (2), . . . , F (n)).
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Åñëè ∀x ∈ [a,b] ∃!y ∈ [c,d] (y = y(x)) òàê, ÷òî F(x,y(x)) = 0,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàâåíñòâî F(x,y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî â Π ôóíêöèþ
y = y(x).

Çàìå÷àíèå. Âåêòîðíîå ðàâåíñòâî F(x,y) = 0 ìîæíî çàïèñàòü êàê ñèñòåìó
F (1)(x(1), . . . , x(m), y(1), . . . , y(n)) = 0
F (2)(x(1), . . . , x(m), y(1), . . . , y(n)) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F (n)(x(1), . . . , x(m), y(1), . . . , y(n)) = 0

(7.1)

ò.å. â ñèñòåìå (7.1) ñòîëüêî ðàâåíñòâ, ñêîëüêî íåèçâåñòíûõ y(1), . . . , y(n).

Òåîðåìà 7.1 (Îáùàÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ). Ïóñòü âåêòîð-
ôóíêöèÿ F(x,y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå

Πm+n = [x0 −∆m,x0 +∆m]× [y0 −∆n,y0 +∆n]

ãäå ∆m = (∆(1),∆(2), . . .∆(m)), ∆n = (∆(m+1),∆(m+2), . . .∆(m+n)), ∆(j) > 0
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1) â ïðÿìîóãîëüíèêå Πm+n F èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïî âñåì ïåðåìåííûì x(j), y(k);
2) F(x0,y0) = 0 = (0, 0, . . . , 0);

3) DF(x0,y0)
Dy ̸= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê Π̃m+n ⊂ Πm+n,

Π̃m+n = [x0−δm,x0+δm]×[y0−δn,y0+δn] (0 < δ(j) < ∆(j), j = 1, 2, . . . , n+m)

òàêîé, ÷òî
1) â ïðÿìîóãîëüíèêå Π̃m+n ñèñòåìà F(x,y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíê-
öèþ y = y(x);
2) y(x0) = y0;

3) ôóíêöèÿ y(x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂y(i)

∂x(j) ;
4) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂y

∂x
= −

(
∂F

∂y

)−1

· ∂F
∂x

.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè n.
1) Ïðè n = 1 � ýòî 2-ÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ.
2) Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ ðàçìåðíîñòè n−1. Ïîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ
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ðàçìåðíîñòè n. Äëÿ óäîáñòâà âåêòîð (y(1), . . . , y(n−1), y(n)) áóäåì çàïèñûâàòü
â âèäå (y, y(n)), ãäå y = (y(1), . . . , y(n−1)). Ïî óñëîâèþ

DF(x0,y0, y
(n)
0 )

D(y, y(n))
̸= 0 ⇒

∣∣∣∣∣∣∣
∂F (1)

∂y(1)
, ∂F

(1)

∂y(2)
, . . . , ∂F

(1)

∂y(n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂F (n)

∂y(1)
, ∂F

(n)

∂y(2)
, . . . , ∂F

(n)

∂y(n)

∣∣∣∣∣∣∣ x=x0
y=y0

y(n)=y
(n)
0

̸= 0.

Íî òîãäà â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò ̸= 0. Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè ∂F (n)(x0,y0,y
(n)
0 )

∂y(n)
̸= 0. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ èçìåíåíè-

åì íóìåðàöèè. Ïîýòîìó ïî 2-é òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ñóùåñòâóåò
ïðÿìîóãîëüíèê

Π̃m+n(x0,y0, y
(n)
0 ) =

= [x0 − δ̃m,x0 + δ̃m]× [y0 − δ̃n−1,y0 + δ̃n−1]× [y
(n)
0 − δ̃(m+n), y

(n)
0 + δ̃(m+n)],

â êîòîðîì ðàâåíñòâî F (n)(x,y, y(n)) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíêöèþ

y(n) = y(n)(x,y) (x ∈ Rm, y ∈ Rn−1),

êîòîðàÿ â Π̃m(x0) × Π̃n−1(y0) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,

y(n)(x0,y0) = y
(n)
0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, F (n)(x,y, y(n)(x,y)) ≡ 0 ∀x,y ∈

Π̃m× Π̃n−1. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ y(n)(x,y) â ïåðâûå n− 1 óðàâíåíèÿ (7.1),
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Φ(1)(x,y) = F (1)(x,y, y(n)(x,y)) = 0,
Φ(2)(x,y) = F (2)(x,y, y(n)(x,y)) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Φ(n−1)(x,y) = F (n−1)(x,y, y(n)(x,y)) = 0.

(7.2)

(7.2) åñòü ñèñòåìà èç (n− 1) óðàâíåíèé ñ (n− 1) íåèçâåñòíûìè y(1), y(2), . . .
y(n−1). Ïîêàæåì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå Π̃m(x0)× Π̃n−1(y0) ýòà ñèñòåìà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 7.1 (ñ çàìåíîé n íà n−1). Âî-ïåðâûõ, êàæäàÿ
ôóíêöèÿ Φ(i)(x,y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x(j), y(k)

êàê ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Âî-âòîðûõ

Φ(i)(x0,y0) = F (i)(x0,y0, y
(n)(x0,y0)) = F (i)(x0,y0, y

(n)
0 ) = 0.

Â-òðåòüèõ, DΦ(x0,y0)
Dy ̸= 0. Ïîêàæåì ýòî. Çàïèøåì ýòîò îïðåäåëèòåëü

DΦ(x,y)

Dy
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂F (1)

∂y(1)
+ ∂F (1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(1)
, . . . ∂F (1)

∂y(n−1) +
∂F (1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(n−1)

. . . . . . . . .
∂F (n−1)

∂y(1)
+ ∂F (n−1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(1)
, . . . ∂F (n−1)

∂y(n−1) +
∂F (n−1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣ (7.3)
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Ïðåîáðàçóåì îïðåäåëèòåëü DF(x,y,y(n))
D(y,y(n))

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ê 1-ó ñòîëáöó ïðèáàâèì ïîñëåäíèé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà ∂y(n)

∂y(1)

2) êî 2-ó ñòîëáöó ïðèáàâèì n-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà ∂y(n)

∂y(2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1) ê n−1-ó ñòîëáöó ïðèáàâèì ïîñëåäíèé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà ∂y(n)

∂y(n−1)

Ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F (1)

∂y(1)
+ ∂F (1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(1)
, . . . ∂F (1)

∂y(n−1) +
∂F (1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(n−1) ,
∂F (1)

∂y(n)

. . . . . . . . .
∂F (n−1)

∂y(1)
+ ∂F (n−1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(1)
, . . . ∂F (n−1)

∂y(n−1) +
∂F (n−1)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(n−1)
∂F (n−1)

∂y(n−1)

∂F (n)

∂y(1)
+ ∂F (n)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(1)
, . . . ∂F (n)

∂y(n−1) +
∂F (n)

∂y(n)
· ∂y(n)

∂y(n−1)
∂F (n)

∂y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ïîëîæèì â ýòîì îïðåäåëèòåëå y(n) = y(n)(x,y) è x = x0,y = y0. Òàê
êàê F (n)(x,y, y(n)(x,y)) ≡ 0, òî â ïîñëåäíåé ñòðîêå âñå ýëåìåíòû, êðîìå
ïîñëåäíåãî, ðàâíû íóëþ. Ðàçëîæèì ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïî-
ñëåäíåé ñòðîêè, ïîëó÷àåì

0 ̸= DF(x0,y0, y
(n)
0 )

D(y, y(n))
=

∂F (n)(x0,y0)

∂y(n)
· DΦ(x0,y0)

Dy
⇒ DΦ(x0,y0)

Dy
̸= 0

è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ýòîò îïðåäåëèòåëü íåðàâåí íóëþ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0,y0). Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê Πm+n−1(x0,y0) ⊂ [x0 − δ̃m,x0 + δ̃m] × [y0 −
δ̃n−1,y0 + δ̃n−1] òàêîé, ÷òî ðàâåíñòâî Φ(x,y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî ôóíê-
öèþ y = y(x), ò.å. ∀x ∈ Πm(x0) = [x0 − δ̃m,x0 + δ̃m] Φ(x,y(x)) = 0,
y(x0) = y0, ôóíêöèè y(i)(x) (i = 1, . . . , n − 1) èìåþò â Π̃m(x0) íåïðå-
ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x(1), . . . , x(m). Íî èç óñëîâèÿ
Φ(i)(x,y(x)) = 0 ñëåäóåò F (i)(x,y(x), y(n)(x,y(x))) = 0 (i = 1, . . . , n− 1) è
òàêîå æå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè i = n. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ôóíêöèÿ
(y(x), y(n)(x)) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî ðàâåíñòâîì F(x,y, y(n)) = 0.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî y(x0) = y0, y
(n)(x0) = y

(n)
0 .

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì òîæäåñòâà F (i)(x,y(x)) ≡ 0 (i = 1, . . . , n) ïî ïåðåìåííûì
x(j) (j = 1, . . . ,m). Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

∂F (i)

∂x(j)
+

n∑
k=1

∂F (i)

∂y(k)
· ∂y

(k)

∂x(j)
= 0 (i = 1, n, j = 1,m).

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(
∂F

∂x

)
n×m

+

(
∂F

∂y

)
n×n

·
(
∂y

∂x

)
n×m

= 0 (7.4)
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Òàê êàê
∣∣∣∂F∂y ∣∣∣ ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà

(
∂F
∂y

)−1

. Óìíîæàÿ íà

íåå ñëåâà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.4), ïîëó÷àåì(
∂F

∂y

)−1

·
(
∂F

∂x

)
+

∂y

∂x
= 0. �

8. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå.
Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Êðèòåðèé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x(1), . . . , x(n), x(n+1), . . . , x(m)) îïðåäåëåíà â
O(x0). Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì: x(n) = (x(1), x(2), . . . , x(n)), x(m−n) =
(x(n+1), . . . , x(m)). Òîãäà f(x) = f(x(n),x(m−n)).

Ïóñòü êðîìå ýòîãî ôóíêöèè φj(x) (j = 1, n) îïðåäåëåíû òîæå â O(x0).
×åðåç φ(x) îáîçíà÷èì âåêòîð-ôóíêöèþ (φ(j)(x))nj=1. Ïóñòü E = {x ∈
O(x0) : φ(j)(x) = 0 ∀ j = 1, n}.
Îïðåäåëåíèå 8.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷-
êå x0 min(max) ïðè óñëîâèè φ(x) = 0 åñëè ∃Oδ(x0) òàêàÿ, ÷òî
∀x ∈ Oδ(x0) ∩ E, f(x) ≥ f(x0) (f(x) ≤ f(x0)). Òî÷êó x0 íàçûâàþò
òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, à çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òî÷êè óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà � çàäà÷åé íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Êîðîòêî çàïèñûâàþò:{

f(x) → min(max)
φ(x) = 0

Ïóñòü x0 � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïðè óñëîâèè φ(x) = 0. Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φ(x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â

O(x0), φ(x0) = 0, è Dφ(x0)
Dx(n) ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíê-

öèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé φ(x(n),x(m−n) = 0 îïðåäåëÿåò â íåêîòîðîé Oδ(x0)
íåÿâíî âåêòîð-ôóíêöèþ x(n) = x(n)(x(m−n)) = x(n)(x(n+1), x(n+2), . . . , x(m)),
ò.å.
φ(x(n)(x(m−n)),x(m−n)) ≡ 0 è x(n)(x

(m−n)
0 ) = x

(n)
0 . Ïîäñòàâëÿÿ

x(n) = x(n)(x(m−n)) â f(x(n),x(m−n)), ïîëó÷èì ôóíêöèþ

Φ(x(m−n)) = f(x(n)(x(m−n)),x(m−n)).

Èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñëåäóåò, ÷òî x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà f(x) ïðè óñëîâèè φ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x
(m−n)
0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþòíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè

Φ(x(m−n)). Ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà dΦ(x
(m−n)
0 ) = 0, ò.å.

∂Φ(x
(m−n)
0 )

∂x(j)
= 0 ∀ j = n+ 1, . . . ,m. (8.1)
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Óñëîâèÿ (8.1) åñòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Òî÷êà x0 ∈ E, â êîòîðîé dΦ(x
(m−n)
0 ) = 0, íàçûâàåòñÿ

ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x) ïðè óñëîâèè φ(x0) = 0.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè x
(m−n)
0 , â êîòîðîé ∂Φ(x

(m−n)
0 )

∂x(j) = 0,
íàäî ðåøàòü ñèñòåìó 

∂Φ(x
(m−n)
0 )

∂x(n+1) = 0
. . . . . . . . . . . . . . .
∂Φ(x

(m−n)
0 )

∂x(m) = 0

èëè èíà÷å 

n∑
j=1

∂f(x)
∂x(j) · ∂x(j)

∂x(n+1) +
∂f(x)
∂x(n+1) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n∑

j=1

∂f(x)
∂x(j) · ∂x(j)

∂x(m) +
∂f(x)
∂x(m) = 0

(8.2)

Â ýòîé ñèñòåìå (m − n) óðàâíåíèé è (m − n) íåèçâåñòíûõ x(n+1), . . . , x(m).

Ïðîèçâîäíûå ∂x(j)

∂x(k) ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè èç
ñîîòíîøåíèÿ

∂x(n)

∂x(m−n)
= −

(
∂φ

∂x(n)

)−1(
∂φ

∂x(m−n)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂x(j)

∂x(k) â (8.2) è ðåøàÿ ñèñòå-

ìó (8.2) îòíîñèòåëüíî x(n+1), . . . , x(m), íàéäåì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x0.
Îäíàêî, ïîäîáíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè äàëåêî íå âñå-

ãäà óäîáåí, ò.ê. îí òðåáóåò ÿâíîãî çíàíèÿ ôóíêöèè x(n)(x(m−1)). Ïîýòîìó
íàì íóæåí êðèòåðèé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü x0 òàêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé Dφ(x0)
Dx(n) ̸= 0 è x(n) =

x(n)(x(m−n)) òà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íåÿâíî ðàâåíñòâîì φ(x) = 0.
Òîãäà (grad φ(j)(x0), dx) = 0 ∀ j = 1, n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
âñåõ j = 1, n

dx(j)(x
(m−n)
0 ) =

m∑
k=n+1

∂x(j)(x
(m−n)
0 )

∂xk
d x(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü ∀ j =
1, n (grad φ(j)(x0), dx) = 0. Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ:

n∑
k=1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)
· d x(k) +

m∑
k=n+1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)
· d x(k) = 0. (8.3)
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Ïîäñòàâëÿÿ x(n) = x(n)(x(n−m)) â ôóíêöèè φ(j)(x(n),x(m−n)) , ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî φ(j)(x(n)(x(m−n)),x(m−n)) ≡ 0 èç êîòîðîãî ïðè êàæäîì j = 1, n

∂ φ(j)(x
(m−n)
0 )

∂x(i)
=

n∑
k=1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)
· ∂x

(k)

∂x(i)
+

∂φ(j)(x0)

∂x(i)
= 0.

Óìíîæèì ýòè ðàâåíñòâà íà d x(i) è ñëîæèì ïî÷ëåííî

m∑
i=n+1

n∑
k=1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)
· ∂x

(k)

∂x(i)
d x(i) +

m∑
i=n+1

∂φ(j)(x0)

∂x(i)
d x(i) = 0.

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ

n+1∑
k=1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)

(
m∑

i=n+1

∂x(k)

∂x(i)
d x(i)

)
+

m∑
i=n+1

∂φ(j)(x0)

∂x(i)
d x(i) = 0 (8.4)

Âû÷èòàÿ èç (8.4) � (8.3), ïîëó÷èì

n∑
k=1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)

(
d x(k) −

m∑
i=n+1

∂x(k)(x
(m−n)
0 )

∂x(i)
d x(i)

)
= 0.

Ýòî ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòåé d x(k) −
∑m

i=n+1
∂x(k)(x

(m−n)
0 )

∂x(i) d x(i). Îïðå-

äåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû Dφ(x0)
Dx(n) ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå, ýòî ðåøåíèå íóëåâîå, îòñþäà

d x(k) =
m∑

i=n+1

∂x(k)(x
(m−n)
0 )

∂x(i)
d x(i). (8.5)

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (8.5). Ïîäñòàâëÿÿ â
(8.4), ïîëó÷àåì

n∑
k=1

∂φ(j)(x0)

∂x(k)
d x(k) +

m∑
i=n+1

∂φ(j)(x0)

∂x(i)
d x(i) = 0.

Îòêóäà dφ(j)(x0) = (grad φ(j)(x0), dx) = 0. �

Òåîðåìà 8.2. Òî÷êà x0 ∈ E áóäåò ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè
f(x(n),x(m−n)) ïðè óñëîâèè φ(x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç óñëî-
âèé (grad φ(j)(x0), dx) = 0 ñëåäóåò

d f(x0) = (grad f(x0), dx) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü x0 ∈ E ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-

êà. Òîãäà dΦ(x
(m−n)
0 ) = 0. Çíà÷èò

m∑
k=n+1

∂Φ(x
(m−n)
0 )

∂x(k) d x(k) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

m∑
k=n+1

(
n∑

j=1

∂f(x0)

∂x(j)
· ∂x

(j)

∂x(k)

)
d x(k) +

m∑
k=n+1

∂f(x0)

∂x(k)
d x(k) = 0.

Ìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ

n∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)

(
m∑

k=n+1

∂x(j)

∂x(k)
d x(k)

)
+

m∑
k=n+1

∂f(x0)

∂x(k)
d x(k) = 0 (8.6)

Ïóñòü (grad φ(j)(x0), dx) = 0, òîãäà ïî ëåììå

m∑
k=n+1

∂x(j)(x
(m−n)
0 )

∂x(k)
d x(k) = d x(j)(x

(m−n)
0 ).

Ïîäñòàâëÿÿ â (8.6), ïîëó÷èì

n∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
d x(j) +

m∑
k=n+1

∂f(x0)

∂x(k)
d x(k) = 0.

Îòñþäà d f(x0) = (grad f(x0), dx) = 0.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü èç ðàâåíñòâ (grad φ(j)(x0), dx) = 0 ñëåäóåò

d f(x0) = 0. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî dΦ(x
(m−n)
0 ) = 0. Èìååì äëÿ dΦ(x

(m−n)
0 ):

dΦ(x
(m−n)
0 ) =

m∑
k=n+1

∂Φ(x
(m−n)
0 )

∂x(k)
d x(k) =

=
m∑

k=n+1

(
n∑

j=1

∂f(x0)

∂x(j)
∂x(j)(x

(m−n)
0 )

∂x(k)
+

∂f(x0)

∂x(k)

)
d x(k).

Ìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ

dΦ(x
(m−n)
0 ) =

n∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)

m∑
k=n+1

∂x(j)(x
(m−n)
0 )

∂x(k)
d x(k) +

m∑
k=n+1

∂f(x0)

∂x(k)
d x(k).

(8.7)
Íà ìíîæåñòâå E ïåðåìåííûå x(1), ..., x(m) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè x(j) =
x(j)(x(n+1), ..., x(m)) j = 1, n. Ïîýòîìó, åñëè x0 ∈ E, òî

m∑
k=n+1

∂x(j)(x
(m−n)
0 )

∂x(k)
d x(k) = d x(j)(x

(m−n)
0 ). (8.8)
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Òîãäà ïî ëåììå 8.1 (grad φ(j)(x0), dx) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ (8.8) â (8.7), ïîëó-
÷àåì

dΦ(x
(m−n)
0 ) =

n∑
j=1

∂f(x0)

∂x(j)
d x(j) +

m∑
k=n+1

∂f(x0)

∂x(k)
d x(k) = (grad f(x0), dx).

Íî ïî óñëîâèþ èç (grad φ(j)(x0), dx) = 0 ñëåäóåò (grad f(x0), dx) = 0.

Çíà÷èò dΦ(x
(m−n)
0 ) = 0. �

9. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ìåòîä ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì:{
f(x) = f(x(n),x(m−n)) → min(max)
φ(x) = (φ(j)(x))nj=1 = 0.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Dφ(x)
Dx(n) ̸= 0 â íåêîòîðîé O(x0) ⊂ Rm.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ôóíêöèþ

F (x, λ) = f(x)−
n∑

j=1

λ(j)φ(j)(x)

íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, ÷èñëà λ(j) � ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè f(x) ïðè óñëîâèè φ(x) =
0 ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 9.1. Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x)
ïðè óñëîâèè φ(x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃λ0 = (λ
(1)
0 , . . . , λ

(n)
0 ), ÷òî dF (x0, λ0) = 0,

ãäå dF (x0, λ0) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííûì x(1), . . . , xm) ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì λ0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ ëåììà.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü äàíû âåêòîðû a,b1,b2, . . . ,bn (a,bj ∈ Rm). Âåêòîð a
åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ b1,b2, . . . ,bn òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èç óñëîâèÿ, ÷òî âåêòîð c îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì b1,b2, . . . ,bn

ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð c îðòîãîíàëåí a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü î÷åâèäíà. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

a =
n∑

j=1

λjbj. Åñëè c îðòîãîíàëåí âñåì bj, òî (c,bj) = 0 ∀ j = 1, 2, . . . , n,

çíà÷èò,

(a, c) =
n∑

j=1

λj(a,bj) =
∑

0 = 0.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû b1,b2, . . . ,bn � ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Òîãäà èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò
âåêòîðû bn+1,bn+2, . . . ,bm, îðòîãîíàëüíûå ìåæäó ñîáîé, è îðòîãîíàëüíû
âåêòîðàì b1,b2, . . . ,bn. Íî òîãäà âåêòîðû b1,b2, . . . ,bn,bn+1, . . . ,bm � ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò áàçèñ â Rm, çíà÷èò,

∃λ1, λ2 . . . , λm, ÷òî a =
n∑

j=1

λjbj +
m∑

j=n+1

λjbj. (9.1)

Ïîêàæåì, ÷òî âñå λj ïðè j > n + 1 ðàâíû íóëþ. Ïî âûáîðó
bn+1,bn+2, . . . ,bm: (bj,bk) = 0 ïðè j ≤ n, k > n. Óìíîæèì îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà (9.1) íà bk (k > n). Ïîëó÷èì

(a,bk) =
n∑

j=1

λj(bj,bk) +
m∑

j=n+1

λj(bj,bk) = 0 + λk||bk||22.

Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ íåîáõîäèìîñòè bk îðòîãîíàëüíû âåêòîðó a, ñëå-
äîâàòåëüíî, λk = 0 (k > n). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (9.1), ïîëó÷èì

a =
n∑

j=1

λjbj. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1. Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé
f(x) ïðè óñëîâèè φ(x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç òîãî, ÷òî
∀ j = 1, . . . , n (gradφ(j)(x0), dx) = 0 ⇒ (gradf(x0), dx) = 0. Ðàññìîòðèì
âåêòîðû gradf(x0), gradφ

(1)(x0), . . . , gradφ
(n)(x0). Ïî ëåììå 9.2 èç îðòîãî-

íàëüíîñòè âåêòîðà dx êî âñåì âåêòîðàì gradφ(j)(x0) ñëåäóåò îðòîãîíàëü-
íîñòü ê âåêòîðó gradf(x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð gradf(x0)
åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ (gradφ(j)(x0))

n
j=1, ò.å.

∃λ(1)
0 , λ

(2)
0 . . . , λ

(n)
0 , ÷òî gradf(x0) =

n∑
j=1

λ
(j)
0 gradφ(j)(x0). (9.2)

Çàïèøåì (9.2) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

∂f(x0)

∂x(i)
=

n∑
j=1

λ
(j)
0

∂φ(j)(x0)

∂x(i)
(i = 1, 2, . . . ,m) (9.3)
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(9.3) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

∂

∂x(i)

(
f(x)−

n∑
j=1

λ
(j)
0 φ(j)(x)

)∣∣∣∣∣
x=x0

= 0,

ò.å.

∀ i = 1,m
∂F (x, λ0)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=x0

= 0 ⇔ dF (x0, λ0) = 0. �

10. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ìåòîä ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x)
ïðè óñëîâèè φ(x) = 0 è ïóñòü λ0 òîò âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî dF (x0, λ0) =
0. Òîãäà

d2f(x0) = d2F (x0, λ0),

ãäå d2f(x0) âû÷èñëåí â ïðåäïîëîæåíèè ñâÿçåé φ(x) = 0, d2F (x0, λ0) âû-
÷èñëåí ôîðìàëüíî ïî ïåðåìåííûì x(1), . . . , x(m) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ∂φ(x)
∂x(n) ̸= 0 â O(x0), òî x(n) =

x(n)(x(n+1), . . . , x(m)), ò.å. ïåðåìåííûå x(1), . . . , x(n) åñòü ôóíêöèè ïåðå-
ìåííûõ x(n+1), . . . , x(m). Íî è ïåðåìåííûå x(n+1), . . . , x(m) åñòü ôóíê-
öèè îò x(n+1), . . . , x(m), ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
x(1), . . . , x(n), x(n+1), . . . , x(m) åñòü ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x(n+1), . . . , x(m).

Òàê êàê x(n) íåÿâíî çàäàíà ðàâåíñòâàìè, òî φ(x(n)(x(m−n)),x(m−n)) = 0.
Ïîýòîìó ïðè x ∈ O(x0)

f(x) = f(x)−
n∑

j=1

λ
(j)
0 φ(j)(x) = F (x, λ0),

ãäå x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñâÿçè φ(x) = 0. Íî òîãäà

d f(x) = dF (x, λ0)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè φ(x) = 0. Íî òîãäà è

d2f(x) = d(dF (x, λ0)) = d

(
m∑
j=1

∂F (x, λ0)

∂x(j)
· d x(j)

)
=

=
m∑
j=1

d

(
∂F (x, λ0)

∂x(j)
· d x(j)

)
=

m∑
j=1

d

(
∂F (x, λ0)

∂x(j)

)
d x(j)+
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+
m∑
j=1

∂F (x, λ0)

∂x(j)
d2(x(j)) =

m∑
j=1

m∑
i=1

∂2F (x, λ0)

∂x(i)∂x(j)
d x(i)d x(j)+

m∑
j=1

∂F (x, λ0)

∂x(j)
d2(x(j)).

Òàê êàê x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî ïîëàãàÿ x = x0, ïîëó÷àåì d2f(x0) =
d2F (x0, λ0). �
Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàííûõ òåîðåì 9.1 è 10.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.
1) Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà F (x, λ) = f(x)−

∑n
j=1 λ

(j)φ(j)(x).

2) Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó

{
∂F (x,λ0)
∂x(i) = 0 (i = 1, . . . ,m)

φ(j)(x) = 0 (j = 1, . . . , n).
Ýòî ñèñòåìà îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ x(1), . . . , x(m), λ(1), . . . , λ(n), â êîòîðîé m+ n óðàâíåíèé
è m+ n íåèçâåñòíûõ.
3) Ïóñòü x

(1)
0 , . . . , x

(m)
0 , λ

(1)
0 , . . . , λ

(n)
0 � ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Ïî òåîðåìå 9.1

x
(1)
0 , . . . , x

(m)
0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x) ïðè óñëîâèè φ(x).

4) Ïðè íàéäåííîì λ0 = (λ
(1)
0 , . . . , λ

(n)
0 ) çàïèñûâàåì â òî÷êå x0 d

2F (x0, λ0).
Åñëè d2F (x0, λ0) åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,

òî â òî÷êå x0 � min.
Åñëè d2F (x0, λ0) åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,

òî â òî÷êå x0 � max.
Åñëè d2F (x0, λ0) íåîïðåäåëåíà, òî ýêñòðåìóìà íåò.
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