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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùåå èçäàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóðñ ëåêöèé ïî ãàðìîíè÷åñêîìó
è âåéâëåò àíàëèçó íà êîìïàêòíûõ íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ ãðóïïàõ. Ïîñëåä-
íèå 10-15 ëåò èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ àíàëèç êàê íà ïîëÿõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë òàê è íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà. Ýòî ñâÿçàíî ñ îäíîé ñòîðîíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ôèçèêå ìèêðîìèðà,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû ñ æåëàíèåì èñïîëüçîâàòü ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ïðè
îáðàáîòêå èíôîðìàöèè. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ íåîæèäàííûì, íî äèñ-
êðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü íå ÷òî èíîå êàê äèñêðåòíîå p-è÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà. Âìåñòå ñ òåì ïðàêòè÷åñêè íå
èçó÷åíû ðÿäû ïî îáîáùåíèÿì ñèñòåìû Õààðà íà ãðóïïû Âèëåíêèíà èëè íà
ãðóïïû öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ãðóïïû Âèëåíêèíà è ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë ÿâëÿþòñÿ íóëüìåðíûìè ãðóïïàìè. Áîëåå òîãî, ïðîèçâåäåíèå ãðóïï
Âèëåíêèíà è ïðîèçâåäåíèå ïîëåé p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë òàêæå ÿâëÿþòñÿ íóëü-
ìåðíûìè ãðóïïàìè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü íå îòäåëüíî àíàëèç íà
ãðóïïàõ Âèëåíêèíà è íà ïîëÿõ ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë è íà èõ ïðîèçâåäåíè-
ÿõ, à èçó÷àòü êàê ãàðìîíè÷åñêèé òàê è âåéâëåò àíàëèç íà ïðîèçâîëüíûõ
íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ.

Íàñòîÿùèé êóðñ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ýòó òåîðèþ è ïîñâÿùåí àíàëèçó
òîëüêî íà êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïàêò-
íûå íóëüìåðíûå ãðóïïû è èõ ñòðóêòóðà. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëè-
çó íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ. Îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, ïîëó÷åíî
ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðîâ ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, äîêàçûâàåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòü ñèñòåìû õàðàêòåðîâ è åå çàìêíóòîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà.
Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè Õààðà íà ïðîèç-
âîëüíîé íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå. Äîêàçûâàåòñÿ èõ îðòîãîíàëüíîñòü
è ïîëíîòà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà. Ôóíêöè Õààðà ñåé÷àñ ïåðåæèâàþò âòî-
ðîå ðîæäåíèå, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì áûñòðîãî
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Õààðà è ïîÿâëåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðîöåññîðàìè.
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Ãëàâà 1

Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû

1 Ãðóïïû, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ìíîæåñòâî G, â êîòîðîì îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðà-
öèÿ �·�, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
1) îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. a · (b · c) = (a · b) · c,
2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G òàêîé, ÷òî ∀x ∈ G x · e = e · x = x.
Ýëåìåíò e íàçûâàþò åäèíè÷íûì èëè åäèíèöåé.
3) ∀x ∈ G, ∃ y ∈ G, x · y = y · x = e. Ýëåìåíò y íàçûâàþò îáðàòíûì ê x
è îáîçíà÷àþò x−1.

Çàìå÷àíèå. Ãðóïïó, â êîòîðîé îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ òî÷êîé, íàçûâàþò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Òî÷êó êàê çíàê óìíîæåíèÿ îáû÷íî îïóñêàþò è âìåñòî
a·b ïèøóò ab. Â êà÷åñòâå ñèìâîëà ãðóïïîâîé îïåðàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
çíàê "+". Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïó íàçûâàþò àääèòèâíîé. Ýëåìåíò e íàçûâà-
þò â ýòîì ñëó÷àå íóëåâûì, à ïðîòèâîïîëîæíûé ê x ýëåìåíò � îáðàòíûì è
îáîçíà÷àþò −x. Êðîìå çíàêîâ · è + ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ
⊕ è +̇ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ãðóïïà (G, ·) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè
∀x, y ∈ G, x · y = y · x.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîììóòàòèâíûå ãðóï-
ïû.
Ïðèìåðû. 1) Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ îáû÷íîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ
+ åñòü êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.
2) Ìíîæåñòâî G = {0, 1, . . . , p − 1} â êîòîðîì îïåðàöèÿ ⊕ îïðåäåëåíà ðà-
âåíñòâîì x⊕ y = (x+ y)mod p åñòü êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.
3) Ïóñòü P = (pk)

∞
k=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, GP ñîñòîèò èç

áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé t = (tk)
∞
k=0, ãäå tk = 0, pk − 1. Îïðåäåëÿ-
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åì îïåðàöèþ ⊕ ðàâåíñòâîì

t⊕ τ
df
= (tk ⊕ τk)

∞
k=0, tk ⊕ τk = (tk + τk)mod pk.

Òîãäà GP � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà. GP íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âèëåíêèíà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P = (pn) íàçûâàþò îáðàçóþùåé. Åñëè âñå pn = 2, òî
ãðóïïó Âèëåíêèíà íàçûâàþò äâîè÷íîé ãðóïïîé Êàíòîðà.
4) Ãðóïïà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Zp = (xk)

∞
k=0, xk = 0, p− 1. Åñëè

x = (xk), y = (yk), òî ñóììà x+̇y=̇z = (zk) îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòìîì

α1 := 0;
for k := 0 to ∞ do
if xk + yk + αk−1 = αkp + βk then zk := βk;

.

Ò.î. îïåðàöèÿ +̇ â Zp îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ñ ïåðå-
íîñîì 1 â ñëåäóþùèé ðàçðÿä. Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà èãðàåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 0 = (0, 0, . . .). Îáðàòíûé ýëåìåíò òàêæå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðåêóððåíòíîãî àëãîðèòìà. Óêàæåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëå-
ìåíòà ê t = (tk)

∞
k=0 â ãðóïïå Z2 . Îáîçíà÷èì îáðàòíûé ýëåìåíò ê t ÷åðåç

τ = (τk)
∞
k=0. Òàê êàê τ � îáðàòíûé ê t, òî t+̇τ = 0 = (0, 0, . . .). Ïîýòîìó

àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà èìååò âèä

τ0 := t0.
for n := 1 to ∞ do
if τn−1 + tn−1 < 2 then τn := tn
else τn := tn ⊕ 1.

.

Çíàêîì + â ýòîì àëãîðèòìå îáîçíà÷åíà îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â R,
çíàêîì ⊕ � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.
5) Ìíîæåñòâî Cn êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z, äëÿ êîòîðûõ zn = 1 ñ îáû÷íîé
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, îáðàçóåò ãðóïïó. Ýëåìåíòàìè ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà (e

2πi
n k)n−1

k=0.

2 Ïîäãðóïïû, ñìåæíûå êëàññû, ôàêòîð ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïóñòü (G, ·) � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà. Ìíîæåñòâî
H ⊂ G, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî òîé æå îïåðàöèè ·,
íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé.

Ïðèìåðû. 1) Ìíîæåñòâî 2Z ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû Z.
2) Åñëè G = {t} ãðóïïà Êàíòîðà, òî ìíîæåñòâà

Gn = {t = (0, 0, . . . , 0, tn, tn+1, . . .)}
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îáðàçóþò ïîäãðóïïû ãðóïïû G.
3) Åñëè GP � ãðóïïà Âèëåíêèíà, òî ìíîæåñòâà

GP,n = {t = (0, 0, . . . , 0, tn, tn+1, . . .) : tk = 0, pk − 1}

áóäóò åå ïîäãðóïïàìè.
4) Ïóñòü Cn � ãðóïïà êîðíåé èç 1, n = p ·q � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Òîãäà ãðóïïû
Cp è Cq áóäóò ïîäãðóïïàìè. Â ñàìîì äåëå, Cp ñîñòîèò èç ÷èñåë(

e
2πi
p k
)p−1

k=0
,

êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå e
2πi
n qk. ßñíî, ÷òî ÷èñëà e

2πi
n qk ∈ Cn.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ïóñòü (G, ·) êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, H � åå ïîäãðóï-
ïà. Ñèìâîëîì Ha (èëè H · a) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî {y ∈ G :
y = ax, x ∈ H}. Êàæäîå ìíîæåñòâî Ha íàçûâàþò ñìåæíûì êëàññîì
ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H.

Òåîðåìà 2.1 1) Åñëè a ∈ H, òî Ha = H,
2) åñëè a /∈ H, òî Ha

∩
H = ∅,

3) äâà ñìåæíûõ êëàññà aH è bH ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Î÷åâèäíî, ÷òî Ha ⊂ H. Ïîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷å-
íèå H ⊂ Ha. Ïóñòü x ∈ H. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ H
òàêîé, ÷òî x = ya ∈ Ha.
2) Ïóñòü a /∈ H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ha

∩
H ̸= ∅ ò.å. ∃ y ∈ G, òàêîé, ÷òî

y ∈ H
∩
Ha. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ H òàê, ÷òî y = xa, x ∈ H.

Íî òîãäà a ∈ H, ÷òî íåâîçìîæíî.
3) Ïóñòü Ha è Hb � ñìåæíûå êëàññû. Åñëè Ha

∩
Hb = ∅, òî âñå äîêàçàíî.

Ïóñòü Ha
∩
Hb ̸= ∅, ò.å. ∃ y ∈ Ha è y ∈ Hb. Òîãäà y = ay1, y = by2, ãäå

y1 ∈ H, y2 ∈ H, ò.å. a = by2y
−1
1 , ïðè÷åì y2 · y−1

1 ∈ H. Îòñþäà íàõîäèì
Ha = b · (y2 · y−1

1 ) ·H = Hb. �
Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.2 Åñëè (G, ·) ãðóïïà, H � åå ïîäãðóïïà, òî ãðóïïà G ïðåäñòà-
âèìà â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ ãðóïïû G ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Åñëè A,B ⊂ G, òî AB
df
= {y = ab : a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Ëåììà 2.3 Åñëè H ⊂ G � ïîäãðóïïà, a, b ∈ G, òî (Ha)(Hb) = Hab.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñìåæíûõ êëàññîâ

Ha = {xa : x ∈ H}, Hb = {yb : y ∈ H}.

Ïîýòîìó

HaHb = {(xa)(yb) : x, y ∈ H} = {xyab : x, y ∈ H}.

Òàê êàê {xy : x, y ∈ H} = H, òî {xyab : x, y ∈ H} = {zab : z ∈ H} = Hab
è ëåììà äîêàçàíà. �
Òåîðåìà 2.4 Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ Hx îáðàçóåò êîììóòàòèâ-
íóþ ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî.1)Ïî ëåììå ïðîèçâåäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ åñòü ñìåæ-
íûé êëàññ, ò.å. ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ êëàññîâ.
2) Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êëàññîâ Hx àññîöèàòèâíà, â ñàìîì äåëå

(Hx)(HyHz) = Hxyz,

(HxHy)Hz = Hxyz.

3) Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êëàññîâ Hx êîììóòàòèâíà.
4) Ïîäãðóïïà H åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå {Hx} ò.ê.

(Hx)H = H ·Hx = Hx.

5) Äëÿ ëþáîãî êëàññàHx êëàññHx−1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì, ò.ê. (HxHx−1) =
Hxx−1 = H. �
Îïðåäåëåíèå 2.4 Ñîâîêóïíîñòü ñìåæíûõ êëàññîâ íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-
ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ G/H.

Ïðèìåðû. 1) G � ãðóïïà Êàíòîðà, Gn = {(0, 0, . . . , 0, tn, tn+1, . . .)}
� ïîäãðóïïà. Ñìåæíûå êëàññû ïî ýòîé ïîäãðóïïå: Gn ⊕ x, ãäå x =
(x0, x1, . . . , xn−1, 0, . . .). Òàêèõ êëàññîâ 2n.
2) GP � ãðóïïà Âèëåíêèíà ñ îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ P =
(p0, p1, . . .), GP,n = {(0, 0, . . . , 0, tn, tn+1, . . .) : tk = 0, pk − 1} åå ïîäãðóï-
ïà. Ñìåæíûå êëàññû: GP,n ⊕ x, ãäå x = (x0, x1, . . . , xn−1, 0, 0, . . .). Âñåãî
òàêèõ êëàññîâ áóäåò p0p1 . . . pn−1.
3) Cn ïðè n = p · q (p, q � ïðîñòûå), Cp � ïîäãðóïïà. Ñìåæíûå êëàññû ýòî
ìíîæåñòâà

Cp,Cp · e
2πi
pq ,Cp · e

2πi
pq ·2, . . . ,Cp · e

2πi
pq (q−1).

4) Zp � ãðóïïà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, Hn = {(0, . . . , 0, tn, tn+1 . . .) :
tn = tk = 0, p− 1} � ïîäãðóïïà. Ñìåæíûå êëàññû òå æå: Hn+̇x, ãäå
x = (x0, x1, . . . , xn−1, 0, . . .)

7



3 Êîíå÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ãðóïïà (G, ·) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè îíà ñîäåð-
æèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. ×èñëî ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Ãðóïïà (G, ·) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè ∃ a ∈ G,
÷òî âñå ýëåìåíòû x ∈ G åñòü ñòåïåíè a, a2, a3, . . . , a−1, a−2, . . . îäíîãî è
òîãî æå ýëåìåíòà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1 Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò öèêëè÷åñêóþ ïîä-
ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ G � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò.
1) Åñëè a = e, òî {e} � ïîäãðóïïà è ïðè ýòîì öèêëè÷åñêàÿ.
2) Ïóñòü a ̸= e. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû

a, a2, a3, . . .

Òàê êàê G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ∃n1, n2 : n2 > n1 òàêèå, ÷òî a
n2 = an1.

Ïóñòü n2 = n1 + p, òîãäà

an1ap = an1 ⇒ ap = e.

Ñëåäîâàòåëüíî, (1, a, a2, . . . , ap−1) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ëåæàùàÿ âíóòðè
G. �
Ñëåäñòâèå. Ëþáîé ýëåìåíò êîíå÷íîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G ïîðîæäà-
åò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó.

Ïðåäëîæåíèå 3.2 Åñëè ãðóïïà G èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê n, òî îíà öèê-
ëè÷åñêàÿ è ëþáîé åå ýëåìåíò îòëè÷íûé îò åäèíè÷íîãî � îáðàçóþùèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ̸= e. Òîãäà ap = e ïðè íåêîòîðîì p. Òàê êàêH =
{1, a, . . . , ap−1} � ãðóïïà, òî ñìåæíûå êëàññû Ha äèçúþíêòíû è

⊔
Ha = G.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ðàâíà q. Òîãäà n = pq è ò.ê. n � ïðîñòîå,
òî q = 1, ñëåäîâàòåëüíî, G = H. �

Ïðåäëîæåíèå 3.3 Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà a ∈ G

an = e.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) åñëè a = e, òî ýòî î÷åâèäíî;
2) åñëè a ̸= e, òî ∃ p, ap = e è n = p · q, çíà÷èò an = apq = (ap)q = eq = e.

�
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4 Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü Ω ̸= ∅ � îñíîâíîå ìíîæåñòâî. Ñîâîêóïíîñòü
N åãî ïîäìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé, åñëè
1) ∅ ∈ N ,Ω ∈ N ,
2) åñëè A,B ∈ N , òî A

∩
B ∈ N ,

3) åñëè Aα ∈ N òî
∪
Aα ∈ N .

Ìíîæåñòâà U ∈ N íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî
U ñîäåðæàùåå òî÷êó x íàçûâàþò îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x è îáîçíà÷àþò
U(x).

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ñîâîêóïíîñòü B ⊂ N íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè N ,
åñëè

∀U ∈ N ∀ x ∈ U ∃B ∈ B, x ∈ B ⊂ U.

.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 Åñëè B � áàçà òîïîëîãèè, òî ëþáîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ B ∈ B.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 Ñîâîêóïíîñòü B áóäåò áàçèñîì íåêîòîðîé òîïîëîãèè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1)
∪
B∈B

= Ω.

2) ∀B1, B2 ∈ B, ∀ x ∈ B1

∩
B2 ∃B ∋ x, B ⊂ B1

∩
B2.

Ïðèìåðû. 1) G � ãðóïïà Êàíòîðà ñ îïåðàöèåé ⊕. Áàçó òîïîëîãèè îáðà-
çóþò ìíîæåñòâà Un(x) = {(x0, x1, . . . , xn−1, tn, tn+1, . . .) : tn = 0 èëè 1}.
Ýòè ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ìíîæåñòâ Un(0) = {(0, 0, . . . , 0, tn, tn+1, . . .)}
ñäâèãîì íà ýëåìåíòû x = (x0, x1, . . . , xn−1, 0, . . .).
2) GP � ãðóïïà Âèëåíêèíà ñ îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ P = (pk)

∞
k=0

è îïåðàöèåé ⊕. Ìíîæåñòâà Un = {(0, 0, . . . , 0, tn, tn+1, . . .) : tj = 0, pj − 1}
îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòè íóëÿ, à ìíîæåñòâà Un(x) = Un ⊕ x, îáðàçóþò
áàçó òîïîëîãèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Um ⊕ y
è Un ⊕ x ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îäíî âêëþ÷àåòñÿ â äðóãîå. Ïóñòü
Un ⊕ x

∩
Um ⊕ y ̸= ∅ è m ≥ n. Òîãäà x0 = y0, x1 = y1, . . . , xn−1 = yn−1 è

çíà÷èò
Un ⊕ x = (x0, x1, . . . , xn−1, tn, tn+1, . . .),

Um ⊕ y = (x0, x1, . . . , xn−1, yn, yn+1, . . . , ym−1, τm, . . .),

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Un ⊕ x ⊃ Um ⊕ y.
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Ïîýòîìó

Un ⊕ x
∩

Um ⊕ y = Um ⊕ y

è â ïåðåñå÷åíèè ñîäåðæèòñÿ èìåííî ìíîæåñòâî Um ⊕ y.
3) Ãðóïïà Zp. Òîïîëîãèÿ â Zp çàäàåòñÿ êàê íà Gp ìíîæåñòâàìè

Un(x) = {(x0, x1, . . . , xn−1, tn, tn−1, . . .)} = Un ⊕ x.

5 Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 5.1 Ïóñòü (G, +̇) � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà è ïóñòü N
� òîïîëîãèÿ â G. Ãðóïïó G ñ òîïîëîãèåé N íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé
ãðóïïîé, åñëè îïåðàöèÿ +̇ íåïðåðûâíà â òîïîëîãèè N , ò.å.

∀x, y ∈ G, ∀O(x+̇y) ∃O(x) ∃O(y), O(x)+̇O(y) ⊂ O(x+̇y).

Ïðèìåðû. 1) GP � ãðóïïà Âèëåíêèíà ñ îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(pk)

∞
k=0 è îïåðàöèåé⊕ ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïîmodpk. Ïðîâåðèì, ÷òî

îïåðàöèÿ ⊕ íåïðåðûâíà. Âûáèðàåì x, y ∈ GP , x = (x0, x1, . . . , xn−1, xn, . . .),
y = (y0, y1, . . . , yn−1, yn, . . .). Òîãäà

x⊕ y = (x0 ⊕ y0, x1 ⊕ y1, . . . , xn−1 ⊕ yn−1, . . .).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü Un(x ⊕ y) èç áàçû îêðåñòíîñòåé. Îíà
èìååò âèä

Un(x⊕ y) = (x0 ⊕ y0, x1 ⊕ y1, . . . , xn−1 ⊕ yn−1, tn, tn+1, . . .).

Âûáåðåì
Un(x) = {(x0, . . . , xn−1, ξn, ξn+1, . . .)},
Un(y) = {(y0, . . . , yn−1, ηn, ηn+1, . . .)}.

Òîãäà

Un(x)⊕ Un(y) = {(x0 ⊕ y0, . . . , xn−1 ⊕ yn−1, ζn, ζn+1 . . .) : ζj = 0, pn − 1}.

Îòñþäà Un(x)⊕ Un(y) = Un(x⊕ y), ò.å. îïåðàöèÿ íåïðåðûâíà.
2) Åñëè âñå pk = 2, òî ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïà Êàíòîðà.
3) Ãðóïïà Zp öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë áóäåò òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé ñ
ââåäåííîé ðàíåå òîïîëîãèåé. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè â ýòîé òîïîëîãèè
ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå êàê è â ãðóïïå Gp.
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6 Çàäàíèå òîïîëîãèè öåïî÷êîé ïîäãðóïï

Îïðåäåëåíèå 6.1 Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íóëü-ìåðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . (6.1)

òàêàÿ, ÷òî
∞∩
n=0

Gn = {0} è òàêàÿ, ÷òî ñäâèãè Gn+̇g îáðàçóþò áàçó òî-

ïîëîãèè N .

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâà Gn îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ. Ïðè êàæ-
äîì n ñìåæíûå êëàññû Gn+̇x ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Áîëåå
òîãî, äâà ñìåæíûõ êëàññà Gn+̇x è Gm+̇y ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îäèí
âêëþ÷àåòñÿ â äðóãîé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü m ≥ n è Gn+̇x

∩
Gm+̇y ̸= ∅.

Òîãäà ∃ z = gn+̇x, z = gm+̇y, gn ∈ Gn, gm ∈ Gm ⊂ Gn. Âûáåðåì ýëåìåíò
g ∈ Gm+̇y è ïîêàæåì, ÷òî g ∈ Gm+̇x. Òàê êàê g ∈ Gm+̇y, òî g = ym+̇y, ãäå
ym ∈ Gm ⊂ Gn. Íî gm+̇y = gn+̇x, ñëåäîâàòåëüíî, y = gn−̇gm + x=̇ζn+̇x,
ãäå ζn = gn−̇gm ∈ Gn. Òîãäà g = ym+̇y = ym+̇ζn+̇x ∈ Gn+̇x, ò.å.
Gm+̇y ⊂ Gn+̇x.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî ñäâèãîâ {Gn+̇x}n,x îáðàçóåò áàçó íåêîòîðîé
òîïîëîãèè, è ýòà òîïîëîãèÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ýòà òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé N .

Ïðåäëîæåíèå 6.1 Åñëè òîïîëîãèÿ N çàäàíà öåïî÷êîé ïîäãðóïï (6.1),
òî îïåðàöèÿ +̇ íåïðåðûâíà â ýòîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ∀Un(x+̇y) = Gn+̇(x+̇y), ∃U(x),
∃U(y), ÷òî

U(x)+̇U(y) ⊂ Un(x+̇y) = Gn+̇(x+̇y).

Âûáåðåì U(x) = Gn+̇x, U(y) = Gn+̇y. Òîãäà

U(x)+̇U(x) = (Gn+̇x)+̇(Gn+̇y) = Gn+̇(x+̇y),

è íåïðåðûâíîñòü äîêàçàíà. �
Ïðåäëîæåíèå 6.2 1) Gn+̇x � îäíîâðåìåííî îòêðûòîå è çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî.
2) Gn+̇x � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ìíîæåñòâà Gn+̇x ïðè ôèêñèðîâàííîì n îáðàçóþò
îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà G. Òàê êàê G êîìïàêòíî, òî èç íåãî ìîæ-
íî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ
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Gn+̇x ïîêðûâàþùèõ G êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü ýòî ìíîæåñòâà (Gn+̇xj)
mn−1
j=0 .

Òîãäà êàæäîå èç ìíîæåñòâ Gn+̇xj èìååò âèä Gn+̇xj = G\
⊔
k ̸=j

(Gn+̇xk), çíà-

÷èò, Gn+̇xj � îòêðûòî è çàìêíóòî.
2) Ïóñòü

∪
α
Uα � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Gn+̇x îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Äî-

áàâëÿÿ ê íåìó ìíîæåñòâà Gn+̇xj (j = 0, . . . , nm − 1, ) íå ñîäåðæàùèå x,
ïîëó÷èì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà G. Èç íåãî âûäåëÿåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà G. Óäàëèì èç íåãî äîáàâëåííûå ìíîæåñòâà Gn+̇xj. Ïîëó÷èì
êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Gn+̇x ìíîæåñòâàìè Uα. �

Ïðåäëîæåíèå 6.3 ∀n ∈ N0 ôàêòîð-ãðóïïà Gn/Gn+1 êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñìåæíûå êëàññû Gn+1 ïî Gn èìåþò âèä Gn+1+̇x, ãäå
x ∈ Gn ⊂ G. Ïîýòîìó ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå Gn+1 � êîíå÷íîå
÷èñëî. �

Îïðåäåëåíèå 6.2 Öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . ,

äëÿ êîòîðûõ ïîðÿäêè pn ôàêòîð-ãðóïï Gn/Gn+1 åñòü ïðîñòûå ÷èñëà, íà-
çûâàþò îñíîâíîé öåïî÷êîé.

Ëåììà 6.4 (Òåîðåìà Ñèëîâà) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, p � ïîðÿäîê
ãðóïïû. Åñëè ÷èñëî qα äåëèò p (q � ïðîñòîå, α ∈ N), òî â G ñóùåñòâóþò
ïîäãðóïïû ïîðÿäêà qα.

Òåîðåìà 6.5 Ïóñòü G � êîììóòàòèâíàÿ, êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðóïïà, è òîïîëîãèÿ çàäàíà öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . .

Ïóñòü pn åñòü ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïïû Gn/Gn+1. Öåïî÷êó ïîäãðóïï ìîæ-
íî äîïîëíèòü òàê, ÷òî ÷èñëà pn áóäóò ïðîñòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü pn = (Gn/Gn+1)
♯ è pn = qα1

1 q
α2

2 . . . qαs
ns

(qj � ïðî-
ñòûå). Ïóñòü Gn+1+̇xj (j = 0, 1, . . . , pn − 1) ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû Gn ïî
ïîäãðóïïå Gn+1. Òàê êàê ôàêòîð-ãðóïïà Gn/Gn+1 èìååò ïîðÿäîê pn è q1 äå-
ëèò pn, òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïàH ⊂ (Gn/Gn+1) ïîðÿäêà q1. Ýòà ïîäãðóïïà
ñîñòîèò èç q1 ñìåæíûõ êëàññîâ Gn+1+̇xnj

(j = 1, 2, . . . , q1). Ïî ïîäãðóïïå
H ïîñòðîèì ãðóïïó Gn,1 òàêóþ, ÷òî

Gn ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1
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è äëÿ êîòîðîé Gn,1/Gn+1 ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé H. Ýòà ïîäãðóïïà Gn,1

ñîñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ x ∈ Gn, äëÿ êîòîðûõ x+̇Gn+1 åñòü ñìåæíûå
êëàññû Gn+1+̇xnj

, îáðàçóþùèå ãðóïïó H. Íî (Gn/Gn,1)
♯ · (Gn,1/Gn+1)

♯ =
(Gn/Gn+1)

♯, òîãäà

(Gn/Gn,1)
♯ · q1 = qα1

1 q
α2
2 . . . qαs

ns
⇒ (Gn/Gn,1)

♯ = qα1−1
1 qα2

2 . . . qαs
ns
.

Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ê ãðóïïå Gn/Gn,1 ïîðÿäêà pn
q1
, íàõîäèì ïîä-

ãðóïïó Gn,1

Gn ⊃ Gn,2 ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1

òàêóþ, ÷òî (Gn/Gn,2)
♯ = qα1−2

1 qα2

2 . . . qαs
ns
. Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ α1 ðàç,

ïîëó÷èì ïîäãðóïïû

Gn ⊃ Gn,α1
⊃ Gn,α1−1 ⊃ . . . ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1

òàêèå, ÷òî (Gn/Gn,α1
)♯ = qα2

2 . . . qαs
ns

è ïîðÿäêè ïîäãðóïï

Gn,α1
/Gn,α1−1, Gn,α1−1/Gn,α1−2, . . . , Gn,1/Gn+1

ðàâíû q1. Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ ìíîæèòåëåé q2, . . . , q
αs
sn
, ïîëó÷èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäãðóïï

Gn ⊃ Gn,m ⊃ Gn,m−1 ⊃ . . . ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1

(m = α1 + α2 + . . .+ αs), äëÿ êîòîðûõ ïîðÿäêè ôàêòîð-ãðóïï

Gn/Gn,m, Gn,m/Gn,m−1, . . . , Gn,1/Gn+1

åñòü ïðîñòûå ÷èñëà q1, q2, . . . , qns
.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ýòîò ïðîöåññ äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäãðóïïGm ⊃ Gm+1,
è òåîðåìà äîêàçàíà. �
Çàìå÷àíèå. Îïèñàííûé ïðîöåññ íàçûâàþò îáû÷íî óïëîòíåíèåì öåïî÷êè
ïîäãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 6.3 Öåïî÷êó ïîäãðóïï, äëÿ êîòîðîé ïîðÿäêè

pn = (Gn/Gn+1)
♯

åñòü ïðîñòûå ÷èñëà, íàçûâàþò îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï.

Çàìå÷àíèå. Òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ èñõîäíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï
(Gn)

∞
n=0 è îñíîâíîé öåïî÷êîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óïëîòíåíèÿ, ýê-

âèâàëåíòíà èñõîäíîé òîïîëîãèè. Ïîýòîìó ìû âñåãäà áóäåì çàäàâàòü òîïî-
ëîãèþ îñíîâíîé öåïî÷êîé.
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7 Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ íóëü-ìåðíîé ãðóïïû ñõî-
äÿùèìñÿ ðÿäîì

Ïóñòü (G, +̇) � êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîä-
ãðóïï (Gn)

∞
n=0.

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê
ýëåìåíòó x ∈ G, åñëè

∀O(x) ∃n0, ∀n ≥ n0 xn ∈ O(x).

x íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn è ïèøóò x = lim
n→∞

xn.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ñìåæíûå êëàññû GN+̇h îáðàçóþò îáðàçóþò áàçó òî-
ïîëîãèè â G, òî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè O(x) òî÷êè
x ìîæíî âûáèðàòü ñìåæíûé êëàññ GN+̇x

Òåîðåìà 7.1 Â ãðóïïå G lim
n→∞

(xn+̇yn) = lim
n→∞

xn+̇ lim
n→∞

yn, åñëè limxn è

lim yn ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x = lim
n→∞

xn, y = lim
n→∞

yn. Âûáåðåì

O(x+̇y) = x+̇y+̇Gn0
. Òîãäà x+̇y+̇Gn0

= (x+̇Gn0
)+̇(y+̇Gn0

). Òàê êàê
lim
n→∞

xn = x ∧ lim
n→∞

xn = y, òî äëÿ îêðåñòíîñòåé x+̇Gn0
è y+̇Gn0

íàéäåò-

ñÿ íîìåð n1, ÷òî ∀n ≥ n1

xn ∈ x+̇Gn0
, yn ∈ y+̇Gn0

⇒ xn+̇yn ∈ x+̇y+̇Gn0
,

ò.å. lim
n→∞

xn+̇yn = x+̇y.

Îïðåäåëåíèå 7.2 Ïðè êàæäîì n ∈ N0 âûáåðåì ýëåìåíò gn ∈ Gn \ Gn+1

è çàôèêñèðóåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gn)
∞
n=0 íàçîâåì áàçèñíîé.

Ëåììà 7.2 Äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

Gn =

pn−1⊔
j=0

(Gn+1+̇jgn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê pn ïðîñòîå ÷èñëî, òî ôàêòîð-ãðóïïà Gn/Gn+1

� öèêëè÷åñêàÿ è ëþáîé åå ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò íóëåâîãî, ÿâëÿåòñÿ îáðà-
çóþùèì è çíà÷èò ìíîæåñòâà

Gn+1, Gn+1+̇gn, (Gn+1+̇gn) + (Gn+1+̇g0), . . . , (Gn+1+̇gn) + . . .+ (Gn+1+̇gn)︸ ︷︷ ︸
pn−1

åñòü âñå ñìåæíûå êëàññû, îáðàçóþùèå ôàêòîð-ãðóïïó Gn/Gn+1.
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Ëåììà 7.3 Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â
âèäå ñóììû ðÿäà

x =
∞∑
n=0

xngn, (7.1)

ãäå gn ∈ Gn \Gn+1, xn = 0, pn − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ gn ∈ Gn \Gn+1

(n = 0, 1, . . .) è çàôèêñèðóåì åå. Âûáåðåì x ∈ G. Ïóñòü x ∈ G0 \G1. Òîãäà
x ïîïàäàåò â îäèí èç ñìåæíûõ êëàññîâ G1+̇xj (j = 0, 1, . . . , p0−1). Òàê êàê
p0 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ôàêòîð-ãðóïïà G0/G1 � öèêëè÷åñêàÿ, ò.å. ìíîæåñòâà

G1, G1+̇g0, (G1+̇g0) + (G1+̇g0), . . . , (G1+̇g0) + . . .+ (G1+̇g0)︸ ︷︷ ︸
p0−1

îáðàçóþò ãðóïïó G0/G1. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G1, G1+̇g0, G1+̇2g0, . . . , G1+̇(p0 − 1)g0.

Òàêèì îáðàçîì, x ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = x0 · g0+̇y1,
ãäå y1 ∈ G1, à x0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , p0 − 1. Åñëè x ∈ G1, òî
ðàâåíñòâî x = x0g0+̇y1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü x0 = 0. Òàêèì
îáðàçîì, âñåãäà x = x0g0+̇y1, ãäå y1 ∈ G1. Ïðîâîäÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ýëåìåíòà y1 ∈ G1 ïîëó÷àåì, ÷òî

y1 = x1g1+̇y2,

ãäå y2 ∈ G2 è x1 = 0, p1 − 1. Ïîýòîìó ∀n ∈ N ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðåä-
ñòàâëåíèå

x = x0g0+̇x1g1+̇ . . . +̇xn−1gn−1+̇yn, (7.2)

ãäå xj = 0, pj − 1, yn ∈ Gn. Òàê êàê yn ∈ Gn è
∞∩
n=1

Gn = 0, òî lim
n→∞

yn = 0

(0 � íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû G). Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (7.2) ê ïðåäåëó,
ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ëåììû 7.1

x = lim
n→∞

n∑
k=0

xkgk =
∞∑
k=0

xkgk.

Ëåììà 7.4 Ëþáîé ðÿä
∞∑
k=0

xkgk (xk = 0, pk − 1) (7.3)

ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó x ∈ G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G1 ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò, òî x0g0 ∈
G1+̇x0g0 ⊂ G0. Àíàëîãè÷íî

x0g0+̇x1g1 ∈ G2+̇x1g1+̇x0g0 ⊂ G1+̇x0g0

Âîîáùå

x0g0+̇ . . . +̇xngn ∈ Gn+1+̇xngn+̇ . . . +̇x0g0 ⊂ Gn+̇xn−1gn−1+̇ . . . +̇x0g0.

Îáîçíà÷èì xn−1gn−1+̇ . . . +̇x0g0 = tn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ Gn+̇tn
åñòü óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî

ïåðåñå÷åíèå ýòèõ êëàññîâ íå ïóñòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∞∩
n=1

(Gn+̇tn) ̸= ∅. Òî-

ãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïîëíåíèé (Gn+̇tn)
′ îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå

G, è ò.ê. G êîìïàêòíî, òî èç íåãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

l∪
k=1

(Gnk
+̇tnk

)′ ⊃ G,

ïðè÷åì
(Gn1

+̇tn1
)′ ⊂ (Gn2

+̇tn2
)′ ⊂ . . . ⊂ (Gnl

+̇tnl
)′.

Íî òîãäà
l∪

k=1

(Gnk
+̇tnk

)′ = (Gnl
+̇tnl

)′ ̸= G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Íåòðóä-

íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ∈
∞∩
n=1

(Gn+̇tn) åäèíñòâåííûé, è ðÿä (7.3) ñõî-

äèòñÿ ê x. Êðîìå òîãî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x′k) è (x′′k)
ðàçëè÷íû, òî ñóììû ðÿäîâ

∑
x′kgk è

∑
x′′kgk òîæå ðàçëè÷íû. �

8 Ïðåäñòàâëåíèå íóëü-ìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû íà
ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå

Ïóñòü (G, +̇) � íóëü-ìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîä-
ãðóïï G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . ., äëÿ êîòîðîé (Gn/Gn+1)

♯ = pn. Áóäåì
ñòðîèòü îòîáðàæåíèå ãðóïïû G íà îòðåçîê [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü x ∈ G è x =
∞∑
n=0

angn (an = 0, pn − 1). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

φ(x) =
∞∑
n=0

an
mn+1

.
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1) Ïîêàæåì, ÷òî φ(x) ∈ [0, 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî φ(x) ≥ 0. Ïîêàæåì, ÷òî
φ(x) ≤ 1. Â ñàìîì äåëå

∞∑
n=0

an
mn+1

≤
∞∑
n=0

pn − 1

mn+1
=

∞∑
n=0

pn
mn+1

−
∞∑
n=0

1

mn+1
=

∞∑
n=0

1

mn
−

∞∑
n=0

1

mn+1
=

=
1

m0
= 1.

2) Ïîêàæåì, ÷òî φ îòîáðàæàåò G íà [0, 1]. Âûáåðåì ξ ∈ [0, 1). Ïî àêñèîìå
Àðõèìåäà äëÿ ÷èñëà m1 = m0p0 íàéäåòñÿ öåëîå a0 òàêîå, ÷òî

a0
m1

≤ ξ <
a0 + 1

m1
. (8.1)

Òàê êàê ξ ∈ [0, 1), òî a0 + 1 ≤ m1 = p0, è çíà÷èò, 0 ≤ a0 ≤ p0 − 1. Ïîýòîìó
èç (8.1) èìååì

0 ≤ ξ − a0
m1

<
1

m1
. (8.2)

Äëÿ ÷èñëà m2 = m1p1 ñîãëàñíî àêñèîìå Àðõèìåäà íàéäåòñÿ öåëîå a1 òàêîå,
÷òî

a1
m2

≤ ξ − a0
m1

<
a1 + 1

m2
. (8.3)

Òàê êàê a1+1
m2

< 1
m1
, òî a1+1 < p1, è çíà÷èò, 0 ≤ a1 ≤ p1− 1. Èç (8.3) èìååì

0 ≤ ξ − a0
m1

− a1
m2

<
1

m2
.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë an ∈
[0, pn − 1] òàêèõ, ÷òî

0 ≤ ξ −
(
a0
m1

+
a1
m2

+ . . .+
an
mn+1

)
<

1

mn+1
.

Ïîëîæèì òåïåðü x =
∞∑
n=0

an
mn+1

∈ G. Î÷åâèäíî, ÷òî φ(x) = ξ.

Åñëè ξ = 1, òî ïîëîæèì an = pn−1, x =
∞∑
n=0

an
mn+1

. Ïîêàæåì, ÷òî φ(x) = 1.

Èìååì

φ(x) =
∞∑
n=0

pn − 1

mn+1
=

∞∑
n=0

pn
mn+1

−
∞∑
n=0

1

mn+1
=

∞∑
n=0

1

mn
−

∞∑
n=1

1

mn+1
= 1.

17



Òàêèì îáðàçîì φ : G
íà→ [0, 1].

3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)
∞
n=0, â êîòîðîé an = 0, pn − 1 íàçîâåì ñòàöèî-

íàðíîé, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, an = 0 èëè an = pn − 1.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè (an) ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è x =
∞∑
n=0

angn,

òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò y =
∞∑
n=0

bngn, òàêîé, ÷òî y ̸= x è φ(x) = φ(y). Ïóñòü

x =
n−1∑
k=0

akgk, ò.å. an = an+1 = . . . = 0, an−1 ̸= 0. Ïîëîæèì

y =
n−2∑
k=0

ak
mk+1

+
an−1 − 1

mn
+

∞∑
k=n

pk − 1

mk+1

è ïîêàæåì, ÷òî φ(x) = φ(y). Â ñàìîì äåëå

φ(y) =
n−2∑
k=0

ak
mk+1

+
an−1

mn
+

∞∑
k=n

pk − 1

mk+1
=

n−2∑
k=0

ak
mk+1

+
an−1 − 1

mn
+

∞∑
k=n

pk
mk+1

−

−
∞∑
k=n

1

mk+1
=

∞∑
k=0

ak
mk+1

+
an−1 − 1

mn
+

1

mn
=

∞∑
k=0

ak
mk+1

= φ(x).

Àíàëîãè÷íî, åñëè

y =
n−1∑
k=0

bkgk+̇(pn − 1)gn+̇
∞∑

k=n+1

(pk − 1) · gk (bn−1 ̸= pn−1 − 1),

òî ïîëîæèì

x =
n−2∑
k=0

bkgk+̇(bn−1 + 1)gn−1+̇
∞∑
k=n

0 · gk.

Òîãäà φ(y) = φ(x).

4) Ïîêàæåì, ÷òî åñëè x =
∞∑
n=0

angn è (an) � íå ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, òî äëÿ ëþáîãî y ̸= x, φ(x) ̸= φ(y).

Ïóñòü y =
∞∑
n=0

bngn è a0 = b0, a1 = b1, . . . , an−1 = bn−1, an ̸= bn. Òîãäà

φ(x)− φ(y) =
∞∑
k=n

(
ak
mk+1

− bk
mk+1

)
=
an − bn
mn+1

+
∞∑

k=n+1

ak − bk
mk+1

.
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Òàê êàê an ̸= bn, òî
∣∣∣an−bn
mn+1

∣∣∣ ≥ 1
mn+1

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak − bk|
mk+1

∣∣∣∣∣ <
∞∑

k=n+1

pk − 1

mk+1
=

∞∑
k=n+1

pk
mk+1

−
∞∑

k=n+1

1

mk+1
=

1

mn+1
,

îòêóäà è ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |φ(x)− φ(y)| > 0.

9 Ìåðà íà êîìïàêòíîé íóëü-ìåðíîé ãðóïïå

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñ-
íîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . .

è pn = (Gn/Gn+1)
♯ � ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà âñå ñìåæíûå êëàññû

(Gn+̇hn)
∞
n=0 âìåñòå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì îáðàçóþò ïîëóêîëüöî, êîòî-

ðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü Gn1
+̇hn1

, Gn2
+̇hn2

� äâà ñìåæíûõ êëàñ-
ñà è ïóñòü n2 ≥ n1. Òîãäà Gn2

+̇hn2
⊂ Gn1

+̇hn1
. Ñëåäîâàòåëüíî,

Gn2
+̇hn2

∩
Gn1

+̇hn1
= Gn2

+̇hn2
∈ M.

2) Òàê êàê Gn1
+̇hn1

⊃ Gn2
+̇hn2

, òî ñìåæíûé êëàññ Gn1
+̇hn1

åñòü äèçú-
þíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ Gn2

+̇h̃j. Òîãäà ðàçíîñòü Gn1
+̇hn1

\
Gn2

+̇hn2
åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ Gn2

+̇h̃j. �

Òåîðåìà 9.2 Ðàâåíñòâà µ(Gn+̇hn) = µGn = 1
mn
, µ∅ = 0, îïðåäåëÿþò

ìåðó íà ïîëóêîëüöå M.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) µGn ≥ 0 � î÷åâèäíî.
2) Ïóñòü n2 > n1, Gn1

+̇hn1
=
⊔
j

Gn2
+̇h̃j. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ

êëàññîâ Gn2
+̇h̃j, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññó Gn1

+̇hn1
, ðàâíî pn1

· pn1+1 · . . . ·
pn2−1. Ïîýòîìó ∑

µ(Gn2
+̇h̃j) =

1

mn2

· pn2−1 · pn2−2 . . . pn1
=

=
1

pn2−1 · pn2−2 . . . · pn1
mn1

· pn2−1 . . . pn1
=

1

mn1

= µ(Gn1
+̇hn1

).

3) Ïðîâåðèì ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü ìåðû µ.
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Ïóñòü Gn+̇h =
∞⊔
j=1

(Gnj
+̇hj) äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàñ-

ñîâ. Òàê êàê âñå êëàññû Gnj
+̇hj � îòêðûòûå ìíîæåñòâà è Gn+̇h � êîìïàêò-

íîå ìíîæåñòâî, òî Gn+̇h =
N⊔
j=1

(Gnj
+̇hj), ÷òî íåâîçìîæíî. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñìåæíûé êëàññ Gn+̇h íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíå-

íèÿ äèçúþíêòíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Ïóñòü Gn+̇h =
N⊔
j=1

(Gnj
+̇hj). Åñëè âñå

nj ðàâíû, òî â ïóíêòå 2) áûëî äîêàçàíî, ÷òî µ(Gn+̇h) =
N∑
j=1

µ(Gnj
+̇hj).

Åñëè íå âñå nj ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî âûáåðåì ñðåäè íèõ íàèáîëü-
øåå, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî nN . Òîãäà êàæäûé èç ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ Gnj

+̇hj ïðåäñòàâëÿåì â âèäå êîíå÷íîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

Gnj
+̇hj =

⊔
l

(GnN
+̇h̃j,l) è, çíà÷èò, Gn+̇h =

N⊔
j=1

⊔
l

(GnN
+̇h̃j,l). Ñíîâà ïî ïóíê-

òó 2)

µ(Gn+̇h) =
N∑
j=1

∑
l

µ(GnN
+̇h̃j,l) =

N∑
j=1

µ(Gnj
+̇hj),

è ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü äîêàçàíà. �
Òåîðåìà 9.3 Ìåðà µ íà M îáëàäàåò ñâîéñòâîì: åñëè E ∈ M, òî
µ(E+̇g) = µE.

Äîêàçàòåëüñòâî.

E ∈ M ⇒ E = Gn+̇hn ⇒ E+̇g = Gn+̇hn+̇g ⇒ µE = µGn, µ(E+̇g) = µGn. �
Îïðåäåëåíèå 9.1 Ðàâåíñòâî µ(E+̇g) = µE íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì èí-
âàðèàíòíîñòè ìåðû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

Òàê êàê µ � ìåðà íà ïîëóêîëüöå M, òî åå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà σ-àëãåáðó,
ïî ñõåìå Êàðàòåîäîðè. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèÿõ.

Òåîðåìà 9.4 Ïóñòü µ∗ âíåøíÿÿ ìåðà, ïîñòðîåííàÿ ïî ìåðå µ íà M,ò.å.

µ∗ = inf

{ ∞∑
k=1

µEk :
∪
Ek ⊃ E, Ek ∈ M

}
. Òîãäà µ∗ èíâàðèàíòíà îòíîñè-

òåëüíî ñäâèãà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

µ∗(E) = inf
∑

⊔
k

(Gnk
+̇hk)⊃E

µ(Gnk
+̇hk) = inf

∑
⊔
k

(Gnk
+̇h+̇hk)⊃E+̇h

µ(Gnk
+̇h+̇hk) =

20



= µ∗(E+̇h). �
Ìíîæåñòâî E ⊂ G íàçûâàåòñÿ µ∗ èçìåðèìûì, åñëè ∀A ⊂ G

µ∗A = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ E ′).

Òåîðåìà 9.5 Ñîâîêóïíîñòü A µ∗ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò σ-
àëãåáðó è µ∗ åñòü ìåðà íà A.

Íà ïîëóêîëüöå M ïðîäîëæåíèå µ∗ ñîâïàäàåò ñ µ. Ïîýòîìó µ∗ îáîçíà÷àþò
÷åðåç µ è íàçûâàþò ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîé ìåðû µ íà σ-àëãåáðó ïî ñõåìå
Êàðàòåîäîðè.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè E =
∞⊔
k=1

(Gnk
+̇hk), òî µE =

∑
µ(Gnk

+̇hk) =
∞∑
k=1

µGnk
.

�
Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå èç ñìåæíûõ êëàññîâ Gn+̇g ñ ïî-
ìîùüþ ñ÷åòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé ∩,∪, \, èçìåðèìû.

10 Ðàññòîÿíèå â íóëü-ìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå

Îïðåäåëåíèå 10.1 Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ρ(x, y) = 0, åñëè x = 0
ρ(x, y) = 1

mn
, åñëè x, y ∈ Gn+̇hn, íî x, y /∈ Gn+1+̇hn+1

(10.1)

èëè èíà÷å

ρ(x, y) = inf

{
1

mn
: x, y ∈ Gn+̇hn

}
. (10.2)

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå x, y ∈ Gn+̇hn ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x−̇y ∈ Gn.
Â ñàìîì äåëå,

x ∈ Gn+̇hn ⇔ x = t+̇hn, t ∈ Gn,

y ∈ Gn+̇hn ⇔ y = τ+̇hn, τ ∈ Gn.

Òîãäà x−̇y = t+̇hn−̇τ−̇hn = t−̇τ ∈ Gn. Ïîýòîìó äëÿ ρ(x, y) ìîæíî çàïè-
ñàòü:

ρ(x, y) = inf

{
1

mn
: x−̇y ∈ Gn

}
. (10.3)

Òåîðåìà 10.1 Ðàâåíñòâà (10.3) îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèå â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ρ(x, y) ≥ 0 � î÷åâèäíî.
2) ρ(x, y) = 0 ⇔ ∀n, x, y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó Gn+̇hn.
Ýòè ñìåæíûå êëàññû îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G0 = G0+̇h0 ⊃ G1+̇h1 ⊃ . . . ⊃ Gn+̇hn ⊃ Gn+1+̇hn+1 ⊃ . . . (10.4)
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Â ñàìîì äåëå, ñìåæíûå êëàññû Gn+̇hn è Gn+1+̇hn+1 èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ,
èëè îäèí âêëþ÷àåòñÿ â äðóãîé, à èìåííî, Gn+̇hn ⊃ Gn+1+̇hn+1, ýëåìåíò
x ∈ Gn+̇hn è x ∈ Gn+1+̇hn+1, ò.å. ñìåæíûå êëàññû Gn+̇hn è Gn+1+̇hn+1

ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷èò,Gn+̇hn ⊃ Gn+1+̇hn+1. Íî ïåðåñå÷åíèå êëàññîâGn+̇hn

ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò (ò.ê.
∞∩
n=0

Gn = {0}). Çíà÷èò, x = y.

3) ρ(x, y) = ρ(y, x) ïî îïðåäåëåíèþ.
4) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).
Åñëè ρ(x, z) = 0, òî ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü ρ(x, z) > 0 ⇒ ρ(x, z) = 1

mn
⇒

x, z ∈ Gn+̇hn è z ∈ Gn+1+̇z, x ∈ Gn+1+̇x, ïðè÷åì Gn+1+̇x ∩Gn+1+̇z = ∅.
Åñëè y ∈ Gn+1+̇x, òî y /∈ Gn+1+̇z. Îòñþäà ρ(y, z) ≥ 1

mn
, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(x, z) = 1
mn

≤ ρ(x, y) + ρ(y, z). Àíàëîãè÷íî, åñëè y ∈ Gn+1+̇z, òî ρ(x, z) ≤
ρ(x, y) + ρ(y, z). Åñëè æå y /∈ Gn+̇gn, òî ρ(x, y) ≥ 1

mn
, ρ(y, z) > 1

mn
⇒

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z). �

Òåîðåìà 10.2 Ðàññòîÿíèå ρ(x, y) îïðåäåëÿåò èñõîäíóþ òîïîëîãèþ â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî

Gn+̇x =

{
y ∈ G : ρ(x, y) ≤ 1

mn

}
,

ò.å. Gn+̇x åñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x ðàäèóñà r = 1
mn
.

1) y ∈ Gn+̇x⇒ x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó, ñëåäîâàòåëü-
íî, ρ(x, y) ≤ 1

mn
.

2) Ïóñòü y ∈ G è ρ(x, y) ≤ 1
mn
. Åñëè y = x, òî y ∈ Gn+̇x. Ïóñòü y ̸= x.

Òîãäà ρ(x, y) = 1
mk

≤ 1
mn
. Îòñþäà y−̇x ∈ Gk ⊂ Gn, ò.å. y ∈ Gn+̇x. �
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Ãëàâà 2

Ôóíêöèè íà êîìïàêòíîé íóëü-ìåðíîé

ãðóïïå

1 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà êîìïàêòíîé íóëü-ìåðíîé
ãðóïïå

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïóñòü (G, +̇,N ) êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ
îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . .

è pn = (Gn/Gn+1)
♯ � ïðîñòûå. Ôóíêöèþ f : G → R èëè f : G → C

íàçûâàþò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ G, åñëè

∀ ε > 0 ∃Gn,∀x−̇x0 ∈ Gn, |f(x)− f(x0)| < ε (1.1)

èëè èíà÷å
∀ ε > 0 ∃Gn,∀x ∈ Gn+̇x0, |f(x)− f(x0)| < ε (1.2)

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ôóíêöèÿ f : G → C íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà G, åñëè

∀ ε > 0 ∃Gn,∀x, y ∈ G x−̇y ∈ Gn, |f(x)− f(y)| < ε (1.3)

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà G, òî îíà
íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå.
Çàìå÷àíèå 2. Òàê êàê ãðóïïà G êîìïàêòíàÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êàíòîðà
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà G, áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà G.

Òåîðåìà 1.1 Ëþáàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ h, îïðåäåëåííàÿ íà G, íåïðå-
ðûâíà íà G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h(x) = hj ïðè x ∈ Gn+̇gj (j = 0, 1, . . . ,mn − 1) è
âñå ñìåæíûå êëàññû Gn+̇gj � äèçúþíêòíû, ò.å. Gn+̇gj � ýòî âñå ñìåæíûå
êëàññû ïî ïîäãðóïïå Gn. Ïóñòü ε > 0. Åñëè x, y ∈ G è òàêèå, ÷òî x−̇y ≤ 1

mn
,

òî x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññóGn+̇gj, òîãäà |h(x)−h(y)| =
hj − hj = 0 < ε. �
Îïðåäåëåíèå 1.3 Ôóíêöèÿ h(x) íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé íà G, åñëè G
ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà äèçúþíêòíûõ ñìåæíûõ
êëàññîâ

G =
s⊔

k=1

Gnk
+̇gk (1.4)

è h(x) ïîñòîÿííû íà êàæäîì ñìåæíîì êëàññå Gnk
+̇gk.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ñìåæíûõ êëàññîâ â (1.4) êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ñóùå-
ñòâóåò n = max

k=1,s
nk è âñå êëàññû Gnk

+̇gk ìîæíî ðàçáèòü íà äèçúþíêòíûå

ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå Gn. Ïîýòîìó ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ h ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
ãðóïïå Gn.

2 Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïóñòü f : G → C. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωn(f), îïðå-
äåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè

ωn(f) = sup
x,y,x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)|,

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 (ωn(f))
∞
n=0 åñòü óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. ωn+1(f) ≤ ωn(f), ò.ê. â îïðåäåëåíèè ωn(f) sup áåðåòñÿ
ïî áîëåå øèðîêîìó ìíîæåñòâó. �
Ïðåäëîæåíèå 2.2 Ôóíêöèÿ f : G→ C íåïðåðûâíà íà G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà lim

n→∞
ωn(f) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü f � íåïðåðûâíà. Òîãäà

∀ ε > 0 ∃Gn, ∀x, y, x−̇y ∈ Gn |f(x)−f(y)| ≤ ε⇒ sup
x,y

x−̇y∈Gn

|f(x)−f(y)| ≤ ε⇒

ωn(f) ≤ ε⇒ ∀ p ≥ n ωn+p(f) ≤ ε.
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωn(f) � óáûâàþùàÿ, òî lim
n→∞

ωn(f) = 0.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü lim
n→∞

ωn(f) = 0. Òîãäà ââèäó ìîíîòîííîñòè

∀ ε > 0 ∃n, ωn(f) ≤ ε⇒ sup
x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)| ≤ ε⇒

∀x, y, x−̇y ∈ Gn, |f(x)− f(y)| ≤ ε,

ò.å. f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. �
Ïðåäëîæåíèå 2.3 Äëÿ âñåõ óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ωn ↓ 0 ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ωn(f) = ωn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè êàæäîì n ∈ N0 = N ⊔ {0} ïîëîæèì
f(x) = ωn, x ∈ Gn \Gn+1

f(0) = 0.

Âû÷èñëèì ωn(f). Åñëè x−̇y ∈ Gn, òî x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òî-
ìó æå ñìåæíîìó êëàññó Gn+̇gn. Åñëè ýòîò ñìåæíûé êëàññ îòëè÷åí îò
Gn, òî f(x) − f(y) = 0. Åñëè ýòîò ñìåæíûé êëàññ ðàâåí Gn, òî íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå f íà Gn � ýòî ωn, íàèìåíüøåå � ýòî 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
sup

x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)| = ωn. Òàê êàê ωn → 0, òî f íåïðåðûâíà. �

3 Èíòåãðèðîâàíèå íà êîìïàêòíûõ íóëü-ìåðíûõ ãðóï-
ïàõ

Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíûì óñëîâèåì
ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . ,

pn = (Gn/Gn+1)
♯ � ïðîñòûå, è ïóñòü µ � ìåðà íà G ïîëó÷åííàÿ ñòàíäàðò-

íûì ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ(Gn+̇x) =
1
mn

ñ ïîëóêîëüöà ñìåæíûõ êëàññîâ ïî
ñõåìå Êàðàòåîäîðè. Òàê êàê ìåðà µG = 1 <∞, òî ìîæíî íà G îïðåäåëèòü
èíòåãðàë, êàê èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó êîíå÷íîé ìåðû, ïî èçâåñòíîé
ñõåìå. Âíà÷àëå îïðåäåëÿåì èíòåãðàë îò èçìåðèìîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.
Äëÿ ýòîãî:
1) Ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî E ⊂ G íà êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðèìûõ äèçúþíêò-

íûõ ìíîæåñòâ E =
n⊔

k=1

Ek.

2) Ñòðîèì âåðõíþþ è íèæíþþ èíòåãðàëüíûå ñóììû

S(f, (Ek)) =
n∑

k=1

MkµEk, S(f, (Ek)) =
n∑

k=1

mkµEk,
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ãäå Mk = supx∈Ek
f(x), mk = infx∈Ek

f(x).

3) Îïðåäåëÿåì âåðõíèé èíòåãðàë

I(f, E) = inf
(Ek)

S(f, (Ek))

è íèæíèé èíòåãðàë
I(f, E) = sup

(Ek)

S(f, (Ek)).

4) Âñåãäà
I(f, E) ≤ I(f, E).

Åñëè I(f, E) = I(f, E), òî f íàçîâåì èíòåãðèðóåìîé íà E. Îáùåå çíà÷åíèå
âåðõíåãî è íèæíåãî èíòåãðàëîâ íàçîâåì èíòåãðàëîì îò f è îáîçíà÷èì∫
E

fd µ

5) Åñëè f íåîãðàíè÷åíà, òî îïðåäåëÿåì èíòåãðàë äëÿ ïîëîæèòåëüíîé
ôóíêöèè f(x) ≥ 0 êàê lim èíòåãðàëîâ îò ñðåçîê

f(N)(x) =

{
f(x), f(x) ≤ N
N, f(x) > N.

ò.å. ∫
E

fd µ = lim
N→∞

∫
E

f(N)d µ.

6) Åñëè f íåîãðàíè÷åíà è èìååò ïðîèçâîëüíûé çíàê, òî ïîëîæèì∫
E

fd µ =

∫
E

f+d µ−
∫
E

f−d µ.

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë åñòü èíòåãðàë Ëåáåãà íà G. Îí
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ôóíê-
öèè f èíòåãðàë

∫
E fdµ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò∫

E |f |dµ.
7)Åñëè f = ϕ+ iψ, òî ïîëàãàåì∫

E

fd µ =

∫
E

ϕdµ+ i

∫
E

ψdµ.

Ïîñëå ýòîãî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(E).
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Òåîðåìà 3.1 Èíòåãðàë
∫
G

fd µ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, ò.å.

∀h ∈ G ∫
G

f(x+̇h)d µ(x) =

∫
G

f(x)d µ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G =
n⊔

k=1

Ek ðàçáèåíèå ãðóïïû G íà äèçúþíêòíûå

ìíîæåñòâà, òî
n⊔

k=1

(Ek+̇h) =
n⊔

k=1

Ek. (3.1)

Ïðîâåðèì ýòî.
1) Ìíîæåñòâà Ek+̇h è El+̇h äèçúþíêòíû ïðè l ̸= h. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
Ek+̇h ∩ El+̇h ̸= ∅, òîãäà ∃x = xk+̇h = xl+̇h, ãäå xk ∈ Ek, xl ∈ El. Ïðèáàâ-
ëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà −̇h, ïîëó÷àåì xk = xl, ÷òî íåâîçìîæíî.
2) Ïóñòü x ∈ G. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò k, ÷òî x ∈ Ek+̇h. Ðàññìàòðè-
âàåì ýëåìåíò x−̇h ∈ G. Òîãäà x−̇h ∈ Ek ïðè íåêîòîðîì k, ñëåäîâàòåëüíî,

x ∈ Ek+̇h, çíà÷èò, x ∈
n⊔

k=1

(Ek+̇h). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4.1) âåðíî.

Òàê êàê µEk = µ(Ek+̇h), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì
äëÿ f(x) è äëÿ f(x+̇h) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó I(f(x), G) = I(f(x+̇h), G).

Àíàëîãè÷íî, I(f(x), G) = I(f(x+̇h), G). Ïîýòîìó f(x+̇h) ∈ L(G) è∫
G

f(x)d µ(x) =
∫
G

f(x+̇h)d µ(x) â ñëó÷àå, êîãäà f îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà íà

G. Íî òîãäà ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈ L(G).
Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè âåðíî òîëüêî â ñëó÷àå èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî âñåé ãðóïïå G. Äëÿ èíòåãðàëà âåðíû ñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà:
1) f èçìåðèìà íà E. Òîãäà

∫
E

|f | ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫
E

f ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì

∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f |.

2) Åñëè E =
∞⊔
n=1

En, f ∈ L(E), òî
∫
E

f =
∑∞

n=1

∫
En

f .

3) Èíòåãðàë
∫
E

f åñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà.

4) Åñëè fn èçìåðèìû íà E, fn(x) → f(x) ï.â. íà E, |fn(x)| ≤ φ(x) ∈ L(E),
òî f ∈ L(E) è

∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn (òåîðåìà Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå).

5)Åñëè f ∈ L(G) òî f(−̇·) ∈ L(G) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫
G f(t)dµ =∫

G f(−̇t)dµ.
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4 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ íóëü-ìåðíûõ
ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü G(j) (j = 1, d) � êîììóòàòèâíûå ãðóïïû. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç G äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G(j), ò.å.

G = G(1) ×G(2) × . . .×G(d) =
d∏

j=1

G(j),

ò.å. ýëåìåíòàìè G ÿâëÿþòñÿ êîðòåæè

x = (x(1), x(2), . . . , x(d)), x(j) ∈ G(j).

Îïðåäåëèì â G îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ +̇ êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàõ, ò.å.

x+̇y
df
= (x(1)+̇y(1), . . . , x(d)+̇y(d)).

Ïðåäëîæåíèå 4.1 Ìíîæåñòâî G ñ ââåäåííîé îïåðàöèåé +̇ ÿâëÿåò-
ñÿ ãðóïïîé. Íóëåâûì ýëåìåíòîì ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ 0 =
(0, 0, . . . , 0), ïðîòèâîïîëîæíûì ê x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò −̇x = (−̇x(j))dj=1.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ãðóïïó (G, +̇) íàçûâàþò ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ãðóïï.

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü (G(j),N (j))dj=1 � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà è ïóñòü

B(j) (j = 1, d) åñòü áàçà òîïîëîãèè N (j) â ãðóïïå G(j). Ñîâîêóïíîñòü B
ìíîæåñòâ B = B(1)×B(2)×. . .×B(d), ãäå B(j) ∈ B(j), åñòü áàçà òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì áàçû òîïîëîãèè. Ïóñòü

A,B ∈ B è A ∩ B ̸= ∅, A =
d∏

j=1

A(j), B =
d∏

j=1

B(j), A(j), B(j) ∈ B(j). Òàê

êàê A ∩ B ̸= ∅, òî ∀ j = 1, d A(j) ∩ B(j) ̸= ∅. Ïîýòîìó ∀ x(j) ∈ A(j) ∩ B(j)

ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà C(j) ∈ B(j) òàêèå, ÷òî x(j) ∈ C(j) ⊂ A(j)∩B(j). Òîãäà

äëÿ ýëåìåíòà x = (x(j))dj=1 ⊂
d∏

j=1

C(j) èìååì

B ∋
d∏

j=1

C(j) ⊂
d∏

j=1

A(j) ∩B(j) =

(
d∏

j=1

A(j)

)∩(
d∏

j=1

B(j)

)
. �
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Ñëåäñòâèå. Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì
ìíîæåñòâ âèäà

A =
d∏

j=1

A(j)

îáðàçóþò òîïîëîãèþ â ãðóïïå G =
d∏

j=1

G(j). Ãðóïïà G ñ îïðåäåëåííîé òà-

êèì îáðàçîì òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 4.3 Åñëè G =
d∏

j=1

G(j) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè-

÷åñêèõ ãðóïï, òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íåïðåðûâíà â òîïîëîãèè ãðóïïû G,
ò.å. G ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ýëåìåíòû x,y ∈ G è ïóñòü U(x+̇y) � îêðåñò-
íîñòü ýëåìåíòà x+̇y. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B ∈ B, ñîäåðæàùåå òî÷-
êó x+̇y. Ïî ïîñòðîåíèþB = B(1)×B(2)×. . .×B(d), è çíà÷èò,B(j) ∋ x(j)+̇y(j).
Òàê êàê îïåðàöèÿ +̇ íåïðåðûâíà â G(j), òî ∀ j = 1, d ñóùåñòâóþò îòêðû-
òûå ìíîæåñòâà U (j)(x(j)) è V (j)(y(j)) òàêèå, ÷òî U (j)+̇V (j) ⊂ B(j). Íî òîãäà
d∏

j=1

(U (j)+̇V (j)) ⊂
d∏

j=1

B(j). Òàê êàê
d∏

j=1

(U (j)+̇V (j)) =

(
d∏

j=1

U (j)

)
+̇

(
d∏

j=1

V (j)

)
,

è ìíîæåñòâà

(
d∏

j=1

U (j)

)
è

(
d∏

j=1

V (j)

)
îòêðûòû, òî îïåðàöèÿ +̇ íåïðåðûâíà

â òîïîëîãèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �

Òåîðåìà 4.4 (òåîðåìà Òèõîíîâà) Åñëè ãðóïïû G(j) êîìïàêòíû, òî èõ
ïðÿìàÿ ñóììà åñòü êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 4.5 Ïóñòü G êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öå-
ïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . (pn = (Gn/Gn+1)
♯) (4.1)

Òîãäà Gd = G×G× . . .×G︸ ︷︷ ︸
d

êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþ-

ùåé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

Gd = Gd
0 ⊃ Gd

1 ⊃ Gd
2 ⊃ . . . ⊃ Gd

n ⊃ . . . (4.2)

ïðè ýòîì pdn = (Gd
n/G

d
n+1)

♯.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (Gk)
∞
k=0 åñòü óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîäãðóïï, òî (Gd
k)

∞
k=0 òîæå óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï. Ïî-

ýòîìó
1) ñìåæíûå êëàññû Gd

n+̇x è Gd
m+̇y ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îäèí âêëþ-

÷àåòñÿ â äðóãîé.
2) Äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ Gd

n+̇x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Gd
n+̇x =

d∏
j=1

(Gd
n+̇x(j)). (4.3)

Â ñàìîì äåëå,

y ∈ Gd
n+̇x ⇔ y = t+̇x ∧ t ∈ Gd

n ⇔ ∀ j = 1, d y(j) = t(j)+̇x(j) ∧ t(j) ∈ Gn ⇔

⇔ ∀ j = 1, d y(j) ∈ Gn+̇x
(j) ⇔ y ∈

d∏
j=1

(Gn+̇x
(j)).

3) Èç ðàâåíñòâà (5.3) ñëåäóåò, ÷òî ñìåæíûå êëàññû Gd
n+̇x çàäàþò áàçó òî-

ïîëîãèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
4) Åñëè n ôèêñèðîâàíî, òî ïðè êàæäîì j ∈ [1, d] ⊂ N ñóùåñòâóåò pn ðàç-
ëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ Gn+1+̇x

(j), êîãäà x(j) ïðîáåãàåò ïîäãðóïïó Gn.

Ïîýòîìó ÷èñëî ìíîæåñòâ âèäà
d∏

j=1

Gn+̇x
(j) ðàâíî pdn. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,

ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ âñåé ãðóïïûGd ïî ïîäãðóïïåGd
n ðàâíî

md
n. �

5 Ìåðà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íóëü-ìåðíûõ ãðóïï

Ëåììà 5.1 Ñîâîêóïíîñòü ñìåæíûõ êëàññîâ Gd
n+̇g (n ∈ N0,g ∈ Gd) îáðà-

çóþò êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gd
n+1+̇h ⊂ Gd

n+̇g. Òîãäà Gd
n+̇g åñòü äèçúþíêò-

íîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ Gd
n+1+̇hj, ãäå hj ∈ Gd

n (j = 0, pd − 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü (Gd

n+̇g) \ (Gh
n+1+̇h) åñòü îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ

êëàññîâ âèäà Gh
n+1+̇hj â êîëè÷åñòâå p

d−1. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì,
÷òî ëþáàÿ ðàçíîñòü (Gd

n+̇g) \ (Gd
n+p+̇h) ïðåäñòàâèìà â âèäå äèçúþíêòíîãî

îáúåäèíåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ âèäà Gd
n+p+̇hj. �

Ëåììà 5.2 Ðàâåíñòâî

µd(G
d
n+̇g)

df
=

d∏
j=1

µ(Gn+̇g
(j))
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îïðåäåëÿåò ìåðó íà êîëüöå ñìåæíûõ êëàññîâ (Gd
n+̇g).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü Gd
n+̇g =

pdn⊔
j=1

(Gd
n+1+̇gj). Òîãäà µd(G

d
n+̇g) =(

1
mn

)d
, µd(G

d
n+1+̇gj) =

(
1

mn+1

)d
. Íî(

1

mn+1

)d

· pdn =

(
1

mn

p
)

= µd(G
d
n+̇g).

Òàêèì îáðàçîì,

µd(G
d
n+̇g) =

pdn∑
j=1

µd(G
d
n+1+̇gj).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè Gd
n+̇g =

⊔
j

(Gd
n+p+̇gj), òî

µd(G
d
n+̇g) =

∑
j

µ(Gd
n+p+̇gj). (5.1)

2) Èç ðàâåíñòâà (6.1) ñëåäóåò, ÷òî åñëè Gd
n+̇g ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî

îáúåäèíåíèÿ äèçúþíêòíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, ò.å.

(Gd
n+̇g) =

⊔
j

(Gd
n+pj

+̇gj),

òî µd(G
d
n+̇g) =

∑
j

µd(G
d
n+pj

+̇gj).

3) Òàê êàê ñìåæíûé êëàññ Gn+̇g
(j) íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêò-

íîãî îáúåäèíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñìåæíûõ êëàññîâ, òî è Gd
n+̇g =

d∏
j=1

(Gn+̇g
(j)) òîæå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

ñìåæíûõ êëàññîâ.
Òàêèì îáðàçîì, µd åñòü ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà íà êîëü-

öå ñìåæíûõ êëàññîâ Gd
n+̇g, ò.å. µd � ìåðà. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kd êîëüöî ñìåæíûõ êëàññîâ (Gd
n+̇g) (g =

(g(1), . . . , g(d))). Òàê êàê µd � ìåðà íà êîëüöå Kd, òî ðàâåíñòâî

µ∗d(E) = inf
∑

∪Gnα+̇gα⊃E

µd(G?+̇gα)

îïðåäåëÿåò âíåøíþþ ìåðó íà Gd. Òåïåðü îïðåäåëÿåì *** ìíîæåñòâà íà G
óñëîâèåì

E ⊂ Gd èçìåðèìî
df⇔ ∀A ⊂ G, µ∗d(A) = µ∗d(A ∩ E) + µ∗d(A \ E).
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Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò σ-àëãåáðó (îáîçíà÷èì Ad). Äëÿ ëþáîãî
E ⊂ Ad ïîëàãàåì µd(E) = µ∗d(E). Ïîýòîìó ∀E ∈ Kd µd(E) ñîâïàäàåò ñ èñ-
õîäíîé ìåðîé íà êîëüöå Kd. Ïîñòðîåííàÿ ìåðà îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè
ìåðû, è, êðîìå ýòîãî, îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

6 Èíòåãðèðîâàíèå íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè êîìïàêò-
íûõ íóëü-ìåðíûõ ãðóïï

Ïî ìåðå µd, ïîñòðîåííîé íà σ-àëãåáðå A, ñòðîèì èíòåãðàë ïî ñõåìå Ëåáåãà:
1) îïðåäåëÿåì èíòåãðàë îò îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé;
2) îïðåäåëÿåì èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé êàê
ïðåäåë èíòåãðàëîâ îò ñðåçîê;
3) îïðåäåëÿåì èíòåãðàë îò ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ðàâåí-
ñòâîì ∫

E

fd µd =

∫
E

f+ −
∫
E

f−;

4) îïðåäåëÿåì èíòåãðàë îò êîìïëåêñíîé ôóíêöèè ðàâåíñòâîì∫
E

(f + ih)d µd =

∫
E

fd µd + i

∫
E

hdµd.

Ïîëó÷àåì èíòåãðàë Ëåáåãà íà Gd, óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì èçâåñòíûì ñâîé-
ñòâàì èíòåãðàëà Ëåáåãà, â òîì ÷èñëå:

1)
∫
E

fd µd =
∞∑
k=1

∫
Ek

fd µd, åñëè E =
∞⊔
k=1

Ek � (ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü).

2) Åñëè f èçìåðèìà, òî
∫
E

fd µd ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫
E

|f |d µd ñóùåñòâóåò è
∣∣∣∣∫
E

fd µd

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f |d µd.

3) Òåîðåìà Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, ò.å. åñëè fn(x) → f(x) ï.âñ. íà
E, òî |fn(x)| ≤ φ(x) ∈ L(E), íî f ∈ L(E) è

∫
E

f = lim
∫
E

fn.

4) Òåîðåìà Ôóáèíè: åñëè f ∈ L(Gd) è d = d1 + d2, òî∫
Gd

fd µd =

∫
Gd1

d µd1

∫
Gd2

f(x(d1),x(d2))d µd2,

ïðè÷åì âíóòðåííèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò ïðè ïî÷òè âñåõ x(d1) =
(x(1), . . . , x(d1)).
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5) Òåîðåìà Ôóáèíè-Òåíåëëè: Åñëè f(x) ≥ 0 íà Gd = Gd1+d2 è ñóùåñòâóåò
ïîâòîðíûé èíòåãðàë ∫

Gd1

d µd1

∫
Gd2

f(x)d µd2,

òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
Gd

d µd =

∫
Gd1

d µd1

∫
Gd2

f(x)d µd2.

7 Ñâåðòêà ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ïóñòü f, h : G→ C. Ôóíêöèþ

(f ∗ h)(x) df
=

∫
G

f(x−̇t)h(t)d µ(t)

íàçûâàþò ñâåðòêîé.

Òåîðåìà 7.1 Åñëè h, f ∈ L(G), òî
1) f ∗ h ∈ L(G),
2) ||f ∗ h||1 ≤ ||f ||1 · ||h||1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâòîðíûé èíòåãðàë∫
G

d µ(t)|h(t)|
∫
G

|f(x−̇t)|d µ(x).

Òàê êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ≥ 0, òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè�Òîíåëëè
ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫

G2

|f(x−̇t)h(t)|d µ(t)d µ(x) =
∫
G

d µ(t)|h(t)|
∫
G

|f(x−̇t)|dµ(x).

Íî òîãäà f(x−̇t)h(t) ∈ L(G2), ïî òåîðåìå Ôóáèíè èíòåãðàë∫
G

f(x−̇t)h(t)dµ(t)

ñóùåñòâóåò ïðè ïî÷òè âñåõ x è∣∣∣∣∣∣
∫
G

fd µ(x)

∫
G

f(x−̇t)h(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫∫
G2

f(x−̇t)h(t)d µ(x)d µ(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∫∫
G2

|f(x−̇t)h(t)|d µ2(x, t) =
∫
G

|h(t)|d µ(t)
∫
G

|f(x−̇t)|d µ(x) = ||h||1 · ||f ||1,

è òåîðåìà äîêàçàíà. �

8 Õàðàêòåðû êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 8.1 Ïóñòü (G, +̇) � êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ôóíêöèÿ χ : G→ C íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ
1) ∀x ∈ G, |χ(x)| = 1.
2) χ(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
3) χ(x+̇y) = χ(x) · χ(y)

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà:
1) χ(0) = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â ðàâåíñòâå χ(x+̇y) = χ(x)χ(y) y = 0. Òîãäà
χ(x) = χ(x) · χ(0). Ñëåäîâàòåëüíî, χ(0) = 1.
2) χ(−̇x) = χ(x).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëîæèì y = −̇x. Òîãäà χ(0) = χ(x)·χ(−̇x). Îòñþäà χ(−̇x) = 1
χ(x) =

χ(x)
1 =

χ(x). �
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íóëü-ìåðíûå êîìïàêòíûå ãðóïïû G è ÷åðåç X

áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ ãðóïïû G.

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü G � íóëü-ìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öå-
ïî÷êîé ïîäãðóïï

G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . .

è ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. Òîãäà ñóæåíèå õàðàêòåðà χ íà ïîäãðóïïó
Gn åñòü õàðàêòåð ïîäãðóïïû Gn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì φn(x) � ñóæåíèå õàðàêòåðà χ íà Gn. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ∀x, y ∈ Gn, |φn(x)| = 1 è φn(x+̇y) = φn(x) · φn(y). Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî íåïðåðûâíîñòü. Âûáèðàåì òî÷êó x ∈ Gn è
ïóñòü Uδ(φn(x)) � îêðåñòíîñòü òî÷êè φn(x). Â òî÷êå x ∈ Gn, φn(x) = χ(x).
Ïîýòîìó ââèäó íåïðåðûâíîñòè χ(x) íàéäåííûé ñìåæíûé êëàññ Gm+̇x, ñî-
äåðæàùèé òî÷êó x, òàêîé, ÷òî

χ(Gm+̇x) ⊂ Uδ(φn(x)).
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Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî ñìåæíîãî êëàññà Gm1
+̇x ñ m1 ≥ n òàêæå

χ(Gm1
+̇x) ⊂ Uδ(φn(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, φn(Gm1
+̇x) ⊂ Uδ(φn(x)). �

Òåîðåìà 8.2 Åñëè õàðàêòåð χn+1 îïðåäåëåí íà ãðóïïå Gn+1, òî åãî ìîæ-
íî ïðîäîëæèòü äî õàðàêòåðà íà âñåé ãðóïïå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñìåæíûå êëàññû Gn+1+̇xj, ñîñòàâëÿþùèå
ôàêòîð-ãðóïïó Gn/Gn+1. Òàê êàê ïîðÿäîê pn ýòîé ôàêòîð-ãðóïïû � ïðî-
ñòîå ÷èñëî, òî ýòà ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ. Ïîýòîìó ∀ g ∈ Gn\Gn+1 (Gn+1+̇g)·
pn = Gn+1. Âûáåðåì òàêîå g è çàôèêñèðóåì. Â ýòîì ñëó÷àå g ·pn ∈ Gn+1, òî-
ãäà â òî÷êå gpn îïðåäåëåí õàðàêòåð χn+1. Îáîçíà÷èì χn+1(gpn) = eiα. Îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ χn íà ñìåæíûõ êëàññàõ (Gn+1+̇g ·j) (j = 0, 1, 2, . . . , pn−1)

ðàâåíñòâîì χn(x+̇g · j) = χn+1(x) · e
iα
pn

j.
Î÷åâèäíî, ÷òî |χn(x+̇gj)| ≡ 1. Ïðîâåðèì îñòàëüíûå ñâîéñòâà õàðàêòå-

ðîâ. Ïóñòü x, y ∈ Gn+1. Òîãäà χn(x+̇y) = χn(x)·χn(y) � ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü
x, y ïðèíàäëåæàò ñìåæíûì êëàññàì è ïóñòü

x = xn+1+̇g · j,

y = yn+1+̇g · ν.
Òîãäà x+̇y = xn+1+̇yn+1+̇g(ν + j).

Åñëè ν ̸= j < pn, òî χn(x+̇y) = χn+1(xn+1) · χn+1(yn+1) · eiα
ν+j
pn =

χn+1(xn+1) · e
iαν
pn · χn+1(yn+1) · e

iαj
pn+1 = χn(x) · χn(y).

Ïóñòü ν + j ≥ pn. Òîãäà ν + j + pn + β (β ≥ 0). Îòñþäà x+̇y =
xn+1+̇yn+1+̇g · pn + g · β. Ñëåäîâàòåëüíî,

χn(x+̇y) = χn+1(xn+1+̇yn+1 + g · pn) · eiα·
β
pn =

= χn+1(xn+1) · χn+1(yn+1) · χn+1(gpn) · eiα
1
pn

(1+j−pn) =

= χn+1(xn+1)e
iα j

pnχn+1(yn+1)e
iα ν

pn · eiα · e−iα = χn(x) · χn(y).

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè χn íà ãðóïïå Gn î÷åâèäíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäîëæèì õàðàêòåð χn+1 ñ ïîäãðóïïû Gn+1 íà ïîä-

ãðóïïó Gn. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå õàðàêòåðà
χn+1 íà âñþ ãðóïïó G. �
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9 Àííóëÿòîðû â íóëü-ìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå (G, +̇) � ïðîèçâîëüíà íóëüìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ
ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï (Gn).

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
õàðàêòåðîâ χ ãðóïïû G òàêèõ, ÷òî χ(x) = 1 íà ïîäãðóïïå H, íàçûâàþò
àííóëÿòîðîì ïîäãðóïïû H è îáîçíà÷àþò H⊥.

Ïðåäëîæåíèå 9.1 Àííóëÿòîð H⊥ åñòü ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Åñëè χ1, χ2 ∈ H⊥, òî χ1 · χ2 ∈ H⊥.
2) χ(x) ≡ 1 ∈ H⊥ è ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû H⊥.
3) Åñëè χ(x) ∈ H⊥, òî 1

χ(x) = 1 íà H⊥ ⇒ 1
χ(x) ∈ H⊥ è χ · 1/χ ≡ 1. �

Ëåììà 9.2 Ïóñòü χ(x) � õàðàêòåð ãðóïïû G. Åñëè ∀ x ∈ G |χ(x)− 1| <
1, òî χ(x) ≡ 1 íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ G äëÿ êîòîðîãî
χ(x) ̸= 1 è |χ(x) − 1| < 1. Ïóñòü χ(x) = eiα. Òîãäà 0 < |α| < π/3. Ðàñ-
ñìîòðèì ýëåìåíò x · p (p ∈ N). Äëÿ íåãî χ(x · p) = (χ(x))p = eiαp. Òàê
êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ G |χ(x) − 1| < 1, òî è

∣∣eiαp − 1
∣∣ < 1, ñëåäîâàòåëüíî,

0 < |αp| < π/3. Íî âûáèðàÿ p äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìû ïîëó÷èì |αp| > π/3.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî χ(x) = 1. �

Òåîðåìà 9.3 Ëþáîé õàðàêòåð êîììóòàòèâíîé íóëü-ìåðíîé êîìïàêòíîé
ãðóïïû ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó àííóëÿòîðó G⊥

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, ÷òî χ(0) = 1.
Òàê êàê χ íåïðåðûâíà â íóëå, òî äëÿ ε = 1 ∃Gn, ∀x ∈ Gn |χ(x)− 1| < 1.
Íî òîãäà ïî ëåììå 9.2 χ(x) ≡ 1 íà Gn. �
Ñëåäñòâèå. X =

∞∪
n=0

G⊥
n .

Òåîðåìà 9.4 Ëþáîé õàðàêòåð χ ∈ G⊥
n åñòü ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà

ñìåæíûõ êëàññàõ Gn+̇g · j (j = 0, 1, . . . , pn − 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Gn+̇g · j. Òîãäà x = xn+̇g · j (xn ∈ Gn).
Ñëåäîâàòåëüíî, χ(x) = χ(xn) · (χ(y))j = (χ(g))j. �

Ëåììà 9.5 G⊥
n åñòü ãðóïïà õàðàêòåðîâ ôàêòîð ãðóïïû G/Gn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

G/Gn = {Gn+̇gn−1an−1+̇gn−2an−2+̇ . . . +̇g1a1+̇g0a0 : aj = 0, pj − 1} (9.1)

è åäèíèöåé ôàêòîð-ãðóïïû G/Gn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà Gn. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû G/Gn èìååì χ(Gn) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
χ ∈ G⊥

n . Îáðàòíî, ïóñòü χ ∈ G⊥
n , ò.å. χ(G

⊥
n ) = 1. Èç (9.1) ñëåäóåò, ÷òî χ

åñòü õàðàêòåð ãðóïïû G/Gn. �

Ëåììà 9.6 Ôàêòîð ãðóïïà G⊥
n+1/G

⊥
n åñòü ãðóïïà õàðàêòåðîâ äëÿ ôàêòîð

ãðóïïû Gn/Gn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 9.5, ïîëàãàÿ â íåé G = Gn,
Gn = Gn+1. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 9.5 ãðóïïà õàðàêòåðîâ ôàêòîð ãðóïïû
Gn/Gn+1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì õàðàêòåðîâ ãðóïïû Gn, îáðàùàþùèõñÿ â
åäèíèöó íà Gn+1, ò.å. ñîâïàäàåò ñ G

⊥
n+1. Íî åäèíèöåé ãðóïïû G⊥

n+1 ÿâëÿåòñÿ
G⊥

n , è, çíà÷èò, G
⊥
n+1 = G⊥

n+1/G
⊥
n , ò.å. G

⊥
n+1/G

⊥
n åñòü ãðóïïà õàðàêòåðîâ äëÿ

Gn/Gn+1. �

Ëåììà 9.7 Ãðóïïû õàðàêòåðîâ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû èçîìîðôíû
ñàìîé ãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Åå
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ãðóïïîé Z(n) = {0, 1, . . . , n− 2, n− 1}, îïåðàöèÿ â
êîòîðîé åñòü ñëîæåíèå ïî mod n. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû Z(n). Òîãäà
1 = χ(0) = χ(n) = χ(1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

n

) = nχ(1), è, çíà÷èò, χ(1) = e
2πi
n j ïðè

íåêîòîðîì j. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(k) = e
2πi
n jk. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé

õàðàêòåð îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íà ýëåìåíòå 1. Ïîýòîìó âñå õàðàêòåðû
χj îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè χj(k) = e

2πi
n jk. (j = 0, 1, . . . , n−1). Êàæäîìó

õàðàêòåðó χj ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî j ∈ Z(n). Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ãðóïïû õàðàêòåðîâ (χj) íà Zp. Òàê
êàê χj1+j2(k) = χj1(k)χj2(k), òî îíî îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. �

Òåîðåìà 9.8 Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n (G⊥
n /G

⊥
n−1)

♯ = pn−1 è (G⊥
n−1)

♯ =
mn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 9.6 ôàêòîð ãðóïïà G⊥
n /G

⊥
n−1 åñòü ãðóïïà õà-

ðàêòåðîâ ãðóïïû Gn−1/Gn, è ïî ëåììå 9.7 îíà èçîìîðôíà ãðóïïå Gn−1/Gn.
Òàê êàê (Gn−1/Gn)

♯ = pn−1, òî (G⊥
n /G

⊥
n−1) = pn−1. �

Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà õàðàêòåðîâ êîìïàêòíîé íóëüìåðíîé ãðóïïû ñ÷åòíà.
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10 Îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû õàðàêòåðîâ

Òåîðåìà 10.1 Ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà (ÎÍÑ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè χ(t) � õàðàêòåð ãðóïïû G, òî χ(t)χ̄(t) = 1,
ñëåäîâàòåëüíî, ∫

G

χ(t)χ̄(t) =

∫
G

1 = µG = 1.

2) Ïóñòü χ(t) ̸≡ 1. Âûáåðåì ÷èñëî h ∈ G, òàê, ÷òîáû χ(h) ̸= 1. Òîãäà∫
G

χ(t) · 1d µ =

∫
G

χ(t+̇h)d µ(t) =

∫
G

χ(t)χ(h)d µ(t) = χ(h) ·
∫
G

χ(t)d µ⇒

∫
G

χ(t)d µ = 1.

3) Ïóñòü χn ̸= χm � äâà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò h ∈ G,
÷òî χn(h) · χ̄m(h) ̸= 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè ∀h ∈ G, χn(h) · χ̄m(h) = 1, òî
χn(h) · 1 = χm(h), ÷òî íåâîçìîæíî. Äëÿ òàêîãî h ∈ G èìååì∫

G

χn(x) · χ̄m(x)d µ =

∫
G

χn(x+̇h) · χ̄m(x+̇h)d µ(x) =

∫
G

χn(x) · χ̄m(x) ·χn(h) · χ̄m(h)d µ(x) = χn(h) · χ̄m(h) ·
∫
G

χn(x) · χ̄m(x)d µ(x),

îòñþäà
∫
G

χn(x) · χ̄m(x)d µ = 0. �

11 Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, íóìåðàöèÿ Ïýëè ñèñòåìû
õàðàêòåðîâ

Îïðåäåëåíèå 11.1 Ïóñòü G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .
îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï, è ïóñòü

G⊥ = G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ . . . ⊂ G⊥
n ⊂ G⊥

n+1 ⊂ . . .

âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àííóëÿòîðîâ. Ïðè êàæäîì íàòóðàëü-
íîì n âûáåðåì õàðàêòåð rn ∈ G⊥

n+1\G⊥
n è çàôèêñèðóåì ýòó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Ñèñòåìó (rn)
∞
n=0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé Ðàäåìàõåðà, à êàæäóþ

ôóíêöèþ rn(x) � ôóíêöèåé Ðàäåìàõåðà.
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Òåîðåìà 11.1 Ëþáîé õàðàêòåð χ ∈ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

χ = (r0(x))
a0(r1(x))

a1 . . . (rn(x))
an(aj = 0, pj − 1). (11.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè χ(x) ≡ 1, òî ðàâåíñòâî (11.1) ñïðàâåäëèâî ïðè
a0 = a1 = . . . = an = 0. Ïóñòü χ(x) ̸≡ 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò n ∈ N, ÷òî
χ(x) ∈ G⊥

n+1\G⊥
n . Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó G⊥

n+1/G
⊥
n . Îíà èìååò ïðîñòîé

ïîðÿäîê pn è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, è, çíà÷èò, ñìåæíûå êëàññû
èìåþò âèä G⊥

n · (rn(x))an (an = 0, 1, . . . , pn − 1), è ò.ê. χ(x) ∈ G⊥
n+1 \G⊥

n , òî
χ(x) = φn(x) · (rn(x))an, ãäå φn ∈ G⊥

n . Åñëè φn ∈ G⊥
n−1, òî ïåðåîáîçíà÷àåì

φn−1 := φn è òîãäà χ(x) = φn−1(x) · (rn−1(x))
0 · rn(x)an.

Åñëè φn ∈ G⊥
n \G⊥

n−1, òî, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó,

φn(x) = φn−1(x) · (rn−1(x))
an−1 an−1 = 1, pn−1 − 1.

Òàêèì îáðàçîì

χ(x) = φn−1(x) · rn−1(x)
an−1(rn(x))

an.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì, ÷òî

χ(x) = (r0(x))
a0(r1(x))

a1 . . . (rn(x))
an (aj = 0, pj − 1). �

Îïðåäåëåíèå 11.2 Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðó χ(x), ïðåä-
ñòàâëåííîìó â âèäå (11.1), ÷èñëî m = a0m0 + a1m1 + . . . + anmn (aj =
0, pj − 1). Ïîëó÷èì çàíóìåðîâàííóþ ñèñòåìó õàðàêòåðîâ χm(x). Ñèñòå-
ìó õàðàêòåðîâ â òàêîé íóìåðàöèè áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé â íóìåðàöèè
Ïýëè.

12 Ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ, ÿäðî Äèðèõëå

Îïðåäåëåíèå 12.1 Ïóñòü f ∈ L(G). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f̂n)
∞
n=0, îïðå-

äåëåííóþ ðàâåíñòâàìè f̂n =
∫
G

f(x)χ̄n(x)d µ(x), íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíè-

åì Ôóðüå ôóíêöèè f . ×èñëà f̂n íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå. Ðÿä

f ∼
∞∑
n=0

f̂nχn(x)

íàçûâàþò ðÿäîì Ôóðüå. Ñóììà Sn(f, x) =
∑n−1

k=0 f̂kχk(x) íàçûâàåòñÿ
÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå.
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Îïðåäåëåíèå 12.2 Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x)

è íàçîâåì ÿäðîì Äèðèõëå.

Òåîðåìà 12.1 Åñëè f ∈ L(G), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Sn(f, x) =

∫
G

f(x−̇t)Dn(t)d µ(t) =

∫
G

f(t)Dn(x−̇t)d µ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âû÷èñëÿòü èíòåãðàë∫
G

f(t)Dn(x−̇t)d µ(t) =
∫
G

f(t)
n−1∑
k=0

χ(x−̇t)d µ(t).

Òàê êàê χk(x−̇t) = χk(x) · χ̄k(t), òî∫
G

f(t)
n−1∑
k=0

f̂kχk(x−̇t)d µ(t) =
n−1∑
k=0

χk(x) ·
∫
G

f(t)χ̄k(t)d µ(t) =

=
n−1∑
k=0

χk(x)f̂k = Sn(f, x). �

Òåîðåìà 12.2 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dmn
(x) =

n−1∏
k=0

(
(rk(x))

0 + (rk(x))
1 + (rk(x))

2 + . . .+ (rk(x))
pk−1

)
. (12.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

Dmn
(x) =

mn−1∑
k=0

χk(x). (12.2)

Íî χk(x) = (r0(x))
a0(r1(x))

a1 . . . + (rn−1(x))
an−1, êîãäà k ∈ [0,mn − 1]. Ïî-

ýòîìó â ñóììå (12.2) ïðèñóòñòâóþò âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(r0(x))
a0(r1(x))

a1 . . .+ (rn−1(x))
an−1 (aj = 0, pj − 1) (12.3)

Íî â ïðàâîé ÷àñòè (12.1) òîæå ïðèñóòñòâóþò âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ
âèäà (12.3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî (12.1) ñïðàâåäëèâî. �
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Ëåììà 12.3 Ôóíêöèè rk(x) íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gk+1+̇gj (gj ∈ Gk) ïðè-
íèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå åñòü ðàçëè÷íûå êîðíè èç åäèíè-
öû ñòåïåíè pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê rk ∈ G⊥
k+1 \ G⊥

k , òî rk ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå
çíà÷åíèÿ íà êàæäîì ñìåæíîì êëàññå Gk+1+̇gj. Âûáåðåì îäèí èç ñìåæíûõ
êëàññîâ: Gk+1+̇gj. Òàê êàê ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïïû Gk/Gk+1 ðàâåí pk, òî
(Gk+1+̇gj) · pk = Gk+1 è, çíà÷èò,

1 = rk(tk+1) = (rk(Gk+1+̇gj))
pk,

ò.å. rk(Gk+1+̇gj) åñòü êîðåíü èç 1 ïîðÿäêà pk. Òàê êàê pk � ïðîñòûå, òî
ãðóïïà Gk/Gk+1 � öèêëè÷åñêàÿ, è, çíà÷èò, ïðè ôèêñèðîâàííîì gj ∈ Gk \
Gk+1 ìíîæåñòâà (Gk+1+̇gj)

a (a = 1, 2, . . . , pk) åñòü âñå ñìåæíûå êëàññû,
îáðàçóþùèå ôàêòîð-ãðóïïó Gk/Gk+1 è, çíà÷èò, ÷èñëà rk(Gk+1+̇gj)

a (a =
1, 2, . . . , pk) åñòü ðàçëè÷íûå êîðíè èç 1 ñòåïåíè pk. �

Ëåììà 12.4 Åñëè x ∈ Gk\Gk+1, òî r
0
k(x)+r

1
k(x)+r

2
k(x)+. . .+r

pk−1
k (x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê x ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñìåæíûõ êëàññîâ
Gk+1+̇gj, òî ïî ëåììå 12.3 ÷èñëà r0k(x), r

1
k(x), r

2
k(x), . . . , r

pk−1
k (x) åñòü ðàç-

ëè÷íûå êîðíè èç 1. Òîãäà
pk−1∑
j=0

(rk(x))
j = 0. �

Ëåììà 12.5 1)
∫
Gk

rk(x)d µ(x) = 0.

2) Äëÿ ëþáîãî ñìåæíîãî êëàññà Gk+̇gj (j = 1, 2, . . . ,mk)∫
Gk+̇gj

rk(x)d µ(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)∫
Gk

rk(x)d µ(x) =

pk∑
j=1

∫
Gk+̇gj

rk(x)d µ(x) =

pk∑
j=1

rk(Gk+̇gj) · µGk =

= µ(Gk) ·
pk∑
j=1

rk(Gk+̇gj).

Íî ïî ëåììå 12.3 ÷èñëà rk(Gk+̇gj) îáðàçóþò ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé èç 1

ñòåïåíè pk, è ò.ê. pk � ïðîñòûå, òî
pk∑
j=1

rk(Gk+̇gj) = 0.
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2)
∫

Gk+̇gj

rk(x)d µ(x) =
∫
G

rk(x) · 1Gk+̇gj(x)d µ(x), ãäå 1Gk+̇gj(x) åñòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Gk+̇gj. Ïî ñâîéñòâó èíâàðèàíòíîñòè
èíòåãðàëà∫

G

rk(x) · 1Gk+̇gj(x)d µ(x) =

∫
G

rk(x+̇gj) · 1Gk+gj(x+̇gj)d µ(x) =

=

∫
G

rk(x+̇gj) · 1Gk
(x)d µ(x) = rk(gj)

∫
G

rk(x) · 1Gk
(x)d µ(x) =

= rk(gj)

∫
Gk

rk(x)d µ(x) = 0

ïî ïåðâîé ÷àñòè ëåììû. �

Òåîðåìà 12.6 (Ëåììà Ïýëè)

Dmn
(x) =

n−1∏
k=0

(rk(x)
0 + rk(x)

1 + . . .+ rk(x)
pk−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 12.4

rk(x)
0 + rk(x)

1 + . . .+ rk(x)
pk−1 =

{
pk, x ∈ G1

0, x /∈ G0 \G1
= pk · 1G1

(x).

Âîîáùå ïðè ëþáîì k

rk(x)
0 + rk(x)

1 + . . .+ rk(x)
pk−1 =

{
pk, x ∈ Gk+1

0, x /∈ Gk \Gk+1
= pk · 1Gk+1

(x).

Íî òîãäà

n−1∏
k=0

(rk(x)
0+rk(x)

1+. . .+rk(x)
pk−1) =

n−1∏
k=0

pk·1Gk+1
=

{
p0p1 . . . pn−1 x ∈ Gk

0, x /∈ Gn.

�

13 Ñõîäèìîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñ íîìåðàìè mn

Òåîðåìà 13.1 Åñëè f ∈ CG, òî ÷àñòè÷íûå ñóììû Smn
(f) ñõîäÿòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ê f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòè÷íûå ñóììû Smn
(f) èìåþò âèä

Smn
(f) =

∫
G

f(t)Dmn
(x−̇t)d µ(t) = m−1

n

∫
G

f(t)1Gn
(x−̇t)d µ(t).

Íî x−̇t ∈ Gn+̇x⇔ t ∈ Gm. Òîãäà∫
G

f(t)1Gn
(x−̇t)d µ(t) =

∫
Gn+̇x

f(t)d µ(t).

Òàêèì îáðàçîì, Smn
(f, x) = m−1

n

∫
Gn+̇x

f(t)dµ(t).

Íî f(x) = m−1
n

∫
Gn+̇x

f(t)dµ(t). Ñëåäîâàòåëüíî,

|Smn
(f, x)−f(x)| = m−1

n

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Gn+̇x

(f(t)− f(x))dµ(t)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ m−1
n

∫
Gn+̇x

|f(t)−f(x)|dµ(t).

Ò.ê. f íåïðåðûâíà, òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃n0, ∀n ≥ n0, ∀ t, x ∈ Gn+̇y |f(x)− f(t)| < ε⇒

|Smn
(f, x)− f(x)| ≤ 1

mn
· ε ·

∫
Gn+̇x

d µ(t) = mn · ε ·
1

mn
= ε. �

14 Çàìêíóòîñòü ñèñòåìû õàðàêòåðîâ â L2

Òåîðåìà 14.1 Ñèñòåìà õàðàêòåðîâ (χn) çàìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå L2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (χn) ïîëíà îòíîñè-
òåëüíî L2. Ïóñòü f ∈ L2 òàêàÿ, ÷òî ∀n ∈ N0

f̂n =

∫
G

f(x)χ̄n(x)d µ(x) = 0.

Òîãäà ïðè ëþáîì n ∈ N

Smn
(f, x) =

mn−1∑
k=0

f̂k · χ̄k(x)d µ = 0.
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Íî Smn
(f, x) = 1

mn

∫
Gn+̇x

f(t)d µ(t).

Ðàññìîòðèì f è χk íå íà G, à íà [0, 1], ïðè îòîáðàæåíèè φ : G
íà→ [0, 1]

ñîõðàíÿåòñÿ ìåðà è êàæäûé ñìåæíûé êëàññ Gn+̇x ïåðåõîäèò â îòðåçîê[
j
mn
, j+1
mn

]
. Ïîýòîìó, åñëè ðàññìàòðèâàòü Smn

(f, n) íà îòðåçêå [0, 1], òî ïîëó-
÷àåì, ÷òî

±

j
mn∫
0

fd µ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
y∫
0

f(x)d µ(x) = 0 âñåõ? p-è÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷-

êàõ. Íî
y∫
0

f(x)d µ(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî âåðõíåãî ïðåäåëà,

òîãäà
y∫
0

f(x)d µ(x) ≡ 0 íà [0, 1], çíà÷èò, ï.âñ. íà [0, 1] d
d y

y∫
0

f(x)d µ(x) = 0,

çíà÷èò, ï.âñ. íà [0, 1] f(y) = 0. Îòñþäà ï.âñ. íà G f = 0.�

15 Ñèñòåìà Õààðà íà íóëü-ìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå

Ïóñòü (G, +̇) êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîä-
ãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . . ,

ãäå (Gn/Gn+1)
♯ = pn � ïðîñòûå ÷èñëà,

{1} = G⊥ ⊂ G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ . . . ⊂ G⊥
n ⊂ G⊥

n+1 ⊂ . . .

âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àííóëÿòîðîâ. Ìû çíàåì, ÷òî
(G⊥

n+1/G
⊥
n )

♯ = pn. Ïóñòü äàëåå gn ∈ Gn \ Gn+1) � áàçèñíàÿ ñèñòåìà,
rn ∈ G⊥

n+1 \G⊥
n � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè Õààðà, íîðìèðîâàííûå â C(G) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì
χ0(x) ≡ 1.

χjmn+k(x) = rn(x)
j(x−̇q)1Gn

(x−̇q), j = 1, pn − 1, k = 0,mn − 1

ïðè÷åì ÷èñëî k è ýëåìåíò q ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

k = an−1mn−1 + an−2mn−2 + . . .+ a0m0; q = an−1gn−1+̇an−2gn−2+̇ . . . +̇a0g0

ò.å. åñëè x = y+̇an−1gn−1+̇ . . . +̇a0g0, ãäå y ∈ Gn, òî χjmn+k(x) = χjmn
(y) è

χjmn+k = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 15.1 Ñèñòåìà ôóíêöèé (1, Hjmn+k) îðòîãîíàëüíà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî∫
G

Hjmn+k(x) · 1d µ(x) = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ∫
G

Hjmn+k(x)d µ(x) =

∫
Gn+̇q

rjn(x−̇q)dµ(x) =
∫
Gn

rjn(x)dµ(x) =

=

pn−1∑
ν=0

∫
Gn+1+̇νgk

rjn(x)dµ(x) =

pn−1∑
ν=0

rjn(Gn+1+̇νgn)

∫
Gn+1+̇νgn

d µ =

=

pn−1∑
ν=0

rjνn (gn) · µGn+1 =
1

mn+1

pn−1∑
ν=0

(rjn(gn))
ν = 0.

2) Ïîêàæåì, ÷òî∫
G

Hj1mn+k(x)H̄j2mn+k(x)d µ(x) = 0 ïðè j1 ̸= j2.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè j1 > j2, ò.å. j1 = j2 + l, l ≥ 1.
Òîãäà ∫

G

Hj1mn+k(x)H̄j2mn+k(x)d µ(x) =

∫
Gn+̇q

rj1n (x−̇q)r̄j2n (x−̇q)dµ(x) =

=

∫
Gn+̇q

rln(x−̇q)rj2n (x−̇q)r̄j2n (x−̇q)dµ(x) =
∫

Gn+̇q

rln(x−̇q)d µ(x) = 0.

3) Åñëè k1 ̸= k2, òî ∫
G

Hj1mn+k1(x)H̄j1mn+k2(x)d µ(x) = 0,

ò.ê. íîñèòåëè ôóíêöèé Hj1mn+k1(x) è Hj1mn+k2(x) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
4) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n ̸= N∫

G

Hj1mn+k1(x)H̄j2mN+k2(x)d µ(x) = 0 (15.1)

45



Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè N > n. Åñëè íîñèòåëè ôóíêöèé Hj1mn+k1(x) è
Hj1mN+k2(x) íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàâåíñòâî (15.1) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå

suppHj2mN+k2 ⊂ suppHj1mn+k1.

Íî òîãäà∫
G

Hj1mn+k1(x)H̄j2mN+k2(x)d µ(x) =

∫
Gn+̇q1

rj1n (x−̇q1)H̄j2mN+k2(x)d µ(x) =

=

∫
GN +̇q2

rj1n (x−̇q1)r̄
j2
N(x−̇q2)d µ(x) =

ïîëîæèì x−̇q2 = z

= rj1n (GN+̇q2−̇q1)
∫
GN

r̄j2N(z)d µ(z) = 0. �

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé (H0,
√
mnHjmn+k) îðòîíîðìèðîâàíà íà G.

Òåîðåìà 15.2 Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà ñìåæíûõ êëàññàõ
GN+1+̇g, åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Õààðà H0, Hjmn+k

(0 ≤ n ≤ N ; j = 1, pn − 1; k = 0,mn − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç LmN+1
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïîñòî-

ÿííûõ íà ñìåæíûõ êëàññàõ GN+1 + g. Ôóíêöèè 1GN+1+g(x) îáðàçóþò îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà LmN+1

ðàâíà mN+1. Ôóíêöèè ñèñòåìû (H0, Hjmn+k)
N pn−1 mn−1
n=0 j=1 k=0 îáðàçó-

þò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó, ïðèíàäëåæàùóþ LmN+1
, è êîëè÷åñòâî ôóíêöèé

â ýòîé ñèñòåìå ðàâíî

1 +
N∑
n=0

(pn − 1)mn = mN+1,

ò.å. ñèñòåìû (1, Hjmn+k)
N
n=0 åñòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà LmN+1

. �

Ëåììà 15.3 Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃jmn+k ôóíêöèè Íààðà, íîðìèðîâàííûå â

L2(G), ò.å. H̃jmn+k =
√
mnHjmn+k. Ïóñòü

Smn+1
(f, x) =

mn+1−1∑
k=0

(f, χk)χk(x)
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÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ (χk)
∞
k=0 è

σmn+1
(f, x) =

mn+1−1∑
k=0

(f, H̃k)H̃k(x)

÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà. Òîãäà

Smn+1
(f, x) = σmn+1

(f, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèè Õààðà (Hk(x))
mn+1−1
k=0 îáðàçóþò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà Lmn+1
, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ χk(x) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

χk(x) =

mn+1−1∑
j=0

ck,jH̃j(x).

Ìàòðèöà (ck,j)
mn+1−1
k,j=0 â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïî ñòðî÷êàì è

ñòîëáöàì, ò.å.

mn+1−1∑
k=0

ck,j c̄k,l = δj,l,

mn+1−1∑
j=0

ck,j c̄l,j = δk,l.

Ïîýòîìó

Smn+1
(f, x) =

mn+1−1∑
k=0

(f, χk)χk =

mn+1−1∑
k=0

(
f,

mn+1−1∑
j=0

ck,jH̃j(x)

)
·
mn+1−1∑

l=0

ck,lH̃l(x) =

=

mn+1−1∑
l=0

H̃l ·

(
mn+1−1∑
k=0

mn+1−1∑
j=0

ck,lc̄k,j(f, H̃j)

)
=

=

mn+1−1∑
l=0

H̃l

mn+1−1∑
j=0

(f, H̃j)

mn+1−1∑
k=0

ck,lc̄k,j =

mn+1−1∑
l=0

H̃l

mn+1−1∑
j=0

(f, H̃j) · δl,j =

=

mn+1−1∑
l=0

H̃l · (f, H̃l). �

Òåîðåìà 15.4 Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ íóëü-ìåðíàÿ ãðóïïà è ïóñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (pn) îãðàíè÷åíà. Òîãäà ðÿä Ôóðüå�Õààðà ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé íà G ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü σn(f, x) =
n−1∑
l=0

(f, H̃l)H̃l(x) ÷àñòè÷íûå ñóììû

ïî ñèñòåìå Õààðà. Ïî ëåììå 15.3 ÷àñòè÷íûå ñóììû σmn
(f, x) ñîâïàäàþò ñ

÷àñòè÷íûìè ñóììàìè Smn
(f, x) ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ (χk)

∞
k=0 è ïî òåîðåìå

14.1 Smn
(f, x)

→→ f(x) íà G. Ñëåäîâàòåëüíî, σmn
(f, x)

→→ f(x) íà G.
2) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Õààðà (f, H̃jmn+k) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|(f, H̃jmn+k)| ≤
√
mnωn(f).

Â ñàìîì äåëå

1
√
mn

|(f, H̃jmn+k)| = |(f,Hjmn+k)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Gn+̇q

f(x)r̄jn(x−̇q)d µ(x)

∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣
∫
Gn

f(y+̇q)r̄jn(y)d µ(y)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
pn−1∑
ν=0

∫
Gn+1+̇νgn

f(y+̇q)r̄jn(y)d µ(y)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
pn−1∑
ν=0

r̄jνn (gn)

∫
Gn+1+̇νgn

f(y+̇q)d µ(y)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
pn−1∑
ν=0

r̄jνn (gn)

∫
Gn+1+̇νgn

(f(y+̇q)− f(gn+̇q))d µ(y)+

+

pn−1∑
ν=0

r̄jνn (gn)f(gn+̇q) ·mn+1

∣∣∣∣∣ ≤ pn ·
1

mn+1
· ωn(f) =

1

mn
· ωn(f).

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà êîì-
ïàêòíîé íóëü-ìåðíîé ãðóïïå G îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ωn(f) = sup
x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)|.

Â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè êîýôôèöèåí-
òîâ Ôóðüå�Õààðà.

Òåîðåìà 15.5 Ïóñòü f îãðàíè÷åíà íà G. Òîãäà

|(H̃jmn+k, f)| ≤ ωn(f)
1

√
mn

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé Õààðà

1
√
mn

(H̃jmn+k, f) =

∫
G

f(x)H̄jmn+k(x)d µ(x) =

∫
Gn+̇q

f(x)rjn(x−̇q)d µ(x).

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x−̇q = y è ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòå-
ãðàëà, ïîëó÷àåì

1
√
mn

(f, H̃jmn+k) =

∫
Gn

f(y+̇q)rjn(y)d µ(y) =

pn−1∑
ν=0

∫
Gn+1+̇νgn

f(y+̇q)rjn(y)d µ(y).

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gn+1+̇νgn, è
ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû

rn(Gn+̇νgn) = rn(gn)
ν.

Ïîýòîìó

1
√
mn

(f, H̃jmn+k) =

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
νj

∫
Gn+1+̇νgn

f(y+̇q)d µ(y) =

=

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
νj

∫
Gn+1+̇νgn

(f(y+̇q)− f(gn))d µ(y)+

+

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
νjf(gn)

∫
Gn+1+̇νgn

d µ(y). (15.2)

Òàê êàê pn ïðîñòûå è
∫

Gn+1+̇νgn

d µ(y) = µGn+1 =
1

mn+1
, òî

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
νjf(gn)

∫
Gn+1+̇νgn

d µ(y) =
f(gn)

mn+1

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
νj = 0.

Ïîýòîìó èç (15.2) íàõîäèì∣∣∣∣ 1
√
mn

(f, H̃jmn+k)

∣∣∣∣ ≤ ωn(f)

mn+1
· pn =

ωn(f)

mn
. �

Òåîðåìà 15.6 Åñëè f íåïðåðûâíà íà G è ωn(f) = o
(

1
pn

)
, òî ðÿä Ôóðüå�

Õààðà íà G ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ÷àñòè÷íûå ñóììû σl(f, x) ïðè mn ≤ l < mn+1

ñ ó÷åòîì ëåììû 15.3? â âèäå

σl(f, x) = σjmn+k(f, x) =
l∑

ν=mn

(f, H̃ν) · H̃ν(x) + σmn
(f, x) =

= Smn
(f, x) +

l∑
ν=mn

(f, H̃ν) · H̃ν(x),

ãäå Smn
(f, x) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ. Ïî òåî-

ðåìå 7.3 Smn
(f, x)

→→ f(x) íà G. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

Sl − Smn
=

l∑
ν=mn

(f, H̃ν) · H̃ν(x)
→→ 0

íà G. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x â ñóììå Sl−Smn
ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå

pn − 1 îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì òåîðåìû 15.4

|Sl − Smn
| ≤ (pn − 1)

ωn(f)√
mn

·
√
mn ≤ pnωn(f) → 0. �
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Ãëàâà 3

Çàäà÷è

Òåìà 1. Ãðóïïû.
1) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Cp êîðíåé èç 1 ñòåïåíè p åñòü ãðóïïà îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ.
2) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Zp = {0, 1, . . . , p − 1} âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p
åñòü ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè m⊕ n = (m+ n)mod p.
3) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû Cp è Zp èçîìîðôíû.
4) Ïóñòü G � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =
(x0, x1, . . . , xn, . . .), ãäå xj = 0, p− 1 (p-ïðîñòîå), è îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îïðå-
äåëåíà êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ p, ò.å.

x⊕ y = (xj ⊕ yj)
∞
j=0, xj ⊕ yj = (xj + yj)mod p.

Äîêàçàòü, ÷òî G � ãðóïïà.
5) Ïóñòü P = (pj)

∞
j=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë. G � ìíîæåñòâî

áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x0, x1 . . . , xn, . . .) ñ îïåðàöèåé

x⊕ y = (xj ⊕ yj)
∞
j=0, xj ⊕ yj = (xj + yj)mod pj.

Äîêàçàòü, ÷òî G � ãðóïïà.
6) Ïóñòü Zp � ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (xj)

∞
j=0,

xj = 0, p− 1, p � ïðîñòîå. Ïóñòü îïåðàöèÿ +̇ â Zp åñòü îïåðàöèÿ ïîêîîðäè-
íàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p ñ ïåðåíîñîì 1 â ñëåäóþùèé ðàçðÿä íàïðàâî.
Äîêàçàòü, ÷òî Zp � ãðóïïà. Zp íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷è-
ñåë.
7) Â ãðóïïå Zp íàïèñàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.
8) Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå åäèíè÷íûé è îáðàòíûé ýëåìåíòû � åäèíñòâåííû.
9) Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êîðíåé èç 1 ñòåïåíè p ðàâíà íóëþ.
10) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî ãðóïïà Cp � öèêëè÷åñêàÿ.
11) Ïóñòü p = p1 · p2, ãäå p1 è p2 � ïðîñòûå. Íàéòè åå ïîäãðóïïû.
12) Ïóñòü p = p1 · p2, ãäå p1 è p2 � ïðîñòûå. Íàéòè Cp/Cp1 è Cp/Cp2.
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13) Ïóñòü G � ãðóïïà Âèëåíêèíà ñ îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(pn)

∞
n=0 è ïóñòü m0 = 1, mn+1 = pn · mn. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ ðà-

âåíñòâîì: φ(x) =
∞∑
n=0

xn

mn+1
, åñëè x = (xn)

∞
n=0. Äîêàçàòü, ÷òî

à) φ(x) ∈ [0, 1].

á) φ : G
íà→ [0, 1].

â) âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ôóíêöèè φ íàðóøàåòñÿ â p-è÷íî-ðàöèîíàëüíûõ
òî÷êàõ, ò.å. åñëè
x = (x0, x1, . . . , xn, pn+1−1, pn+2−1, . . .), xn ̸= pn − 1
y = (x0, x1, . . . , xn−1, xn + 1, 0n+1, 0n+2, . . .),
òî φ(x) = φ(y).
ã) Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë φ(x) è φ(y) íå ÿâëÿåòñÿ p-è÷íî-
ðàöèîíàëüíûì è x ̸= y, òî φ(x) ̸= φ(y).
Òåìà 2. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû.
1) Ïóñòü G � ãðóïïà Âèëåíêèíà, ïîðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ P =
(pn)

∞
n=0 è ïóñòü Gn = {x = (0, . . . , 0, xn, xn+1, . . .) : xj = 0, pj − 1}

Gn,j = Gn ⊕ (j0, j1, . . . , jn−1, 0n, 0n+1, . . .), j = (j0, j1, . . . , jn−1, 0n, 0n+1, . . .).
à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Gn îáðàçóþò ïîäãðóïïû è Gn+1 ⊂ Gn.
á) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Gn,j îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè.
â) Äîêàçàòü, ÷òî

G =
⊔
j

Gn,j.

ã) Äîêàçàòü â ýòîé òîïîëîãèè, ÷òî ìíîæåñòâà Gn îäíîâðåìåííî îòêðûòû
è çàìêíóòû.
ä) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G � êîìïàêòíî.

2) Ïóñòü Zp � ãðóïïà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâà Gn è Gn,j �
òå æå, ÷òî è â ãðóïïå Âèëåíêèíà. Äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâ à)�ä) êàê
è â ãðóïïå Âèëåíêèíà.
à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Gn îáðàçóþò ïîäãðóïïû è Gn+1 ⊂ Gn.
á) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Gn,j îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè.
â) Äîêàçàòü, ÷òî

G =
⊔
j

Gn,j.

ã) Äîêàçàòü â ýòîé òîïîëîãèè, ÷òî ìíîæåñòâà Gn îäíîâðåìåííî îòêðûòû
è çàìêíóòû.
ä) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G � êîìïàêòíî.
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3) Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå Âèëåíêèíà è â Zp ðàâåíñòâî

ρ(x, y) =

{
1
2n , åñëè x, y ∈ Gn,j è x, y /∈ îäíîìó êëàññóGn+1,j

0, x = y

îïðåäåëÿåò íåàðõèìåäîâó íîðìó.
Òåìà 3. Ôóíêöèè íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ.
1) Ïóñòü An×n = (ai,j) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äîêà-
çàòü, ÷òî åñëè åå ñòðîêè îðòîãîíàëüíû è íîðìèðîâàíû, òî åå ñòîëáöû òîæå
îðòîãîíàëüíû è íîðìèðîâàíû. Òàêóþ ìàòðèöó íàçûâàþò óíèòàðíîé.
2) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, òî îáðàòíàÿ A−1 ñîâïàäàåò
ñ òðàíñïîíèðîâàííî-ñîïðÿæåííîé, ò.å. A−1 = (ai,j)

T .

3) Ïóñòü (εj)
p−1
j=0 � âñå êîðíè èç 1 ñòåïåíè p, p � ïðîñòîå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

j ̸= 0, òî (εkj )
p−1
j=0 � òîæå âñå êîðíè èç 1.

4) Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

E =


ε00 ε10 ε20 . . . εp−1

0

ε01 ε11 ε21 . . . εp−1
1

. . . . . . . . . . . . . . .

ε0p−1 ε1p−1 ε2p−1 . . . εp−1
p−1

 ,

ãäå εj � êîðíè èç 1 ñòåïåíè p. Äîêàçàòü, ÷òî
à) ñòðîêè ìàòðèöû E îðòîãîíàëüíû,
á) íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó E−1.
4) Ðàññìîòðèì ôóíêöèè
φj(x) (j = 0, 1, . . . , p− 1), îïðåäåëåííûå íà [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ0(x) ≡ 1, φj(x) = ενj ïðè x ∈
[
ν−1
p , νp

)
= ∆

(p)
ν (ν = 1, 2, . . . , p− 1).

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè φj îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Dp([0, 1]), ãäå

Dp([0, 1]) � ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ íà ∆
(p)
ν .

5) Íàéòè ñóììó
p−1∑
j=0

φj(x).

6) Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (φj)
p−1
j=0 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà [0, 1).

7) Íàéòè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Dp([0, 1]) ïî ñèñòåìå (φj)
p−1
j=0.
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Ãëàâà 4

Àíàëèç íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ

íóëü-ìåðíûõ ãðóïïàõ

1 Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå íóëü-ìåðíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîé, åñëè îíà èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G íà-
çûâàåòñÿ íóëü-ìåðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäãðóïï

. . . ⊃ G−n ⊃ . . . ⊃ G−2 ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .

êîòîðàÿ ïîðîæäàåò áàçó òîïîëîãèè â ýòîé ãðóïïå è òàêàÿ, ÷òî ∩Gn =
{0}, ∪Gn = G.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû ìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåî-
ðèè Ñèëîâà óïëîòíèòü ýòó öåïî÷êó ïîäãðóïï òàê, ÷òî ïîðÿäêè pn (n ∈ Z)
ôàêòîð-ãðóïï Gn/Gn+1 åñòü ïðîñòûå ÷èñëà. Ïîëîæèì m0 = 1 è îïðåäåëèì
÷èñëà mn+1 = pnmn. (n ∈ Z). Ò.å. m1 = m0p0 = p0, m2 = m1p1 = p0p1, . . . ,
mn+1 = p0p1 . . . pn ïðè íàòóðàëüíîì n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, m0 = m−1+1 =
p−1m. Òîãäà m = 1

p−1
, m−2+1 = m−1 = p−2m−2, îòñþäà m−2 =

m−1

p−2
= 1

p−1p−2

è òàê äàëåå, m−n = 1
p−1p−2...p−n

. Âûáåðåì ïðè êàæäîì n ∈ Z ýëåìåíò

gn ∈ Gn \Gn+1 è çàôèêñèðóåì.

Òåîðåìà 1.1 Ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g =
+∞∑

n=−∞
angn (an = 0, pn − 1), (1.1)
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ïðè÷åì â ðÿäå (1.1) ïðè n < 0 òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòëè÷íî
îò íóëÿ, ò.å.

g =
+∞∑
n=N

angn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì g ∈ G è ïóñòü N = sup{n : g ∈ Gn}, ò.å. g ∈
GN . Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó GN êàê êîìïàêòíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó,
ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

GN ⊃ GN−1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .

Ïî òåîðåìå 7.2 ãëàâû 1 ýëåìåíò g îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

g =
+∞∑
n=N

angn (an = 0, pn − 1). �

Òåîðåìà 1.2 Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà ìîäèôèöèðî-
âàííîé ïîëóïðÿìîé [0,+∞)∗, ãäå [0,+∞)∗ åñòü ìíîæåñòâî [0,+∞), â
êîòîðîì êàæäàÿ p-ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà ñ÷èòàåòñÿ äâàæäû: x−0 è x+0.
Ïðè òàêîì èçîìîðôèçìå ãðóïïà Gn ïåðåõîäèò â ìîäèôèöèðîâàííûé îò-

ðåçîê
[
0, 1

mn

]∗
. Ïðè n ≥ 0 ýòî îòðåçêè

[
0, 1

p0p1...pn−1

]∗
. Ïðè n < 0 ýòî

îòðåçêè [0, p−1p−2 . . . pn]
∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì g ∈ G. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1

g =
∞∑

n=N

angn =
−1∑

n=N

angn+̇
∞∑
n=0

angn.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

x = φ(g) =
∞∑

n=N

anmn+1 =
−1∑

n=N

anmn+1+̇
∞∑
n=0

anmn+1.

Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå φ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî êàæäóþ ãðóïïó

GN íà ìíîæåñòâî
[
0, 1

mN

]∗
. Ïðè N < 0 ýòî îòðåçîê [0, p−1p−2 . . . pN ]

∗. Ïî-

ýòîìó φ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî G íà R∗
+. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè g ∈ GN è N < 0, òî ÷èñëà
−1∑

n=N

anmn+1 åñòü íàòóðàëüíûå

÷èñëà. Ïîýòîìó φ(GN) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå ñäâèãîâ ìî-

äèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà [0, 1]∗ íà âñåâîçìîæíûå ÷èñëà âèäà
−1∑

n=N

anmn+1,

à ýòî è åñòü îòðåçîê [0, p−1p−2 . . . pN ]
∗. �
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2 Èíòåãðàë Ëåáåãà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé íóëü-
ìåðíîé ãðóïïå

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 2 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà íà êîì-
ïàêòíîé íóëüìåðíîé ãðóïïå. Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì èíòåãðàë íà ëþáîì
ìíîæåñòâå E ⊂ Gn. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà ïðîèçâîëüíîì ìíî-
æåñòâå E ⊂ G îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.
1. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ïîëàãàåì∫

E

fdµ = lim
n→+∞

∫
E∩G−n

dµ

2. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè ïîëàãàåì∫
E

fd µ =

∫
E

f+d µ−
∫
E

f−d µ.

3. Åñëè f = ϕ+ iψ, òî ïîëàãàåì∫
E

fd µ =

∫
E

ϕdµ+ i

∫
E

ψdµ.

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë åñòü èíòåãðàë Ëåáåãà íà G. Îí
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ôóíê-
öèè f èíòåãðàë

∫
E fdµ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò∫

E |f |dµ. Äëÿ òàêîãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâû âñå ñâîéñòâà èíòåãðàëà
Ëåáåãà, âêëþ÷àÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.

3 Õàðàêòåðû ëîêàëüíî êîìïàêòíîé íóëü-ìåðíîé ãðóï-
ïû

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü

. . . ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .

îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï, pn = (Gn/Gn+1)
♯ � ïðîñòûå ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî

êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ ìíîæåñòâî G⊥
n = {χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, χ(x) = 1}

íàçûâàþò àííóëÿòîðîì ïîäãðóïïû Gn.

Ñâîéñòâà àííóëÿòîðîâ
1) ∀n ∈ Z, G⊥

n åñòü ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ � î÷åâèäíî.
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2) ∀n ∈ Z, G⊥
n ⊂ G⊥

n+1 � î÷åâèäíî.
3)

. . . ⊂ G⊥
−n ⊂ . . . ⊂ G⊥

−1 ⊂ G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ . . . ⊂ G⊥
n ⊂ G⊥

n+1 ⊂ . . .

4) ∀n ∈ Z, (G⊥
n+1/G

⊥
n )

♯ = pn.
5) Ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G⊥

n+1 ïî ïîäãðóïïå G
⊥
n èìåþò âèä

G⊥
n · χ,

ãäå χ � õàðàêòåð, χ ∈ G⊥
n+1.

6) Ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G⊥
n+q ïî ïîäãðóïïå G⊥

n èìåþò âèä

G⊥
n · χ, χ ∈ G⊥

n+q.

7)Òîïîëîãèÿ â ãðóïïå õàðàêòåðîâ ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî êîìïàêòíîìó
ñëó÷àþ.
Ñîâîêóïíîñòü ïîäãðóïï G⊥

n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: ñìåæíûå êëàññû
G⊥

n · χ1 è G⊥
n · χ2 èëè ñîâïàäàþò, èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñìåæíûå êëàñ-

ñû G⊥
n ·χ1 è G

⊥
m ·χ2 èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, èëè îäèí ëåæèò âíóòðè äðóãîãî,

à èìåííî, åñëè n ≤ m, òî G⊥
n · χ1 ⊂ G⊥

m · χ2. Ïîýòîìó ñìåæíûå êëàññû
G⊥

n · χ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû î áàçå òîïîëîãèè. Çíà÷èò, â X
ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ êàê îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ G⊥

n â êîíå÷-
íîì èëè ñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå.
8) Ìåðû â ãðóïïå õàðàêòåðîâ
Òàê êàê G⊥

n+q åñòü îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ G
⊥
n · χ(x) (χ(x) ∈ G⊥

n+q),

òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ G⊥
n · χ(x) îáðàçóåò ïîëóêîëüöî. Â

ýòîì ïîëóêîëüöå ìîæíî ââåñòè ìåðó µ ðàâåíñòâîì

µ(G⊥
n · χ(x)) = µ(G⊥

n ) =
1

mn
.

Ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæàåì ìåðó ïî ñõåìå Êàðàòåîäîðè íà σ-àëãåáðó.
9) Íóìåðàöèÿ ñèñòåìû õàðàêòåðîâ

Ëåììà 3.1 Êàæäûé õàðàêòåð χ ∈ X ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç àííóëÿ-
òîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîìïàêòíîé ãðóïïû è îñíîâûâàåòñÿ
íà òîì, ÷òî õàðàêòåð íåïðåðûâåí â íóëå. �
Ñëåäñòâèå. X =

+∞∪
n→−∞

G⊥
n .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå χ → R+ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ∀n ∈ Z âûáåðåì
õàðàêòåðû rn(x) ∈ G⊥

n+1 \ G⊥
n (n ∈ Z). Ïóñòü χ ∈ X ⇒ χ(x) ∈ G⊥

n+1 \ G⊥
n .

Òîãäà êàæäûé ñìåæíûé êëàññ èìååò âèä G⊥
n · rann (an = 0, 1, . . . , pn − 1).
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Ïîýòîìó χ(x) = φn(x) · rann (x) (an = 0, 1, . . . , pn − 1), φn ∈ G⊥
n . Îòñþäà

φn = φn−1 · ran−1

n−1 (x) (an−1 = 0, pn1
− 1), φn−1 ∈ G⊥

n−1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò
ïðîöåññ, ïîëó÷àåì

χ(x) = φ0(x)r
a0
0 · ra11 . . . rann (x), φ0 ∈ G⊥

0 .

Åñëè ãðóïïà G êîìïàêòíà, òî íà ýòîì ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, ò.ê. G⊥
0 = {1}

è φ0(x) ≡ 1. Åñëè æå ãðóïïà G ëîêàëüíî êîìïàêòíà, òî

φ0(x) = φ−1 · ra−1

−1 (x), a−1 = (0, pn−1 − 1),

φ−1(x) = φ−2 · ra−2

−2 (x), a−2 = (0, pn−2 − 1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

è ïîýòîìó

χ(x) =
n∏

k=−∞

rk(x)
ak (an = 0, pn − 1).

Ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak)
+∞
n=−∞ ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî

t =
n∑

k=−∞

akmk =
−1∑

k=−∞

akmk︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

+
n∑

k=0

akmk︸ ︷︷ ︸
∈N

,

è ïðèñâîèì õàðàêòåðó χ(x) íîìåð t. Òàêèì îáðàçîì,

χt(x) =
n∏

k=−∞

rk(x)
ak (an = 0, pn − 1),

t =
n∑

k=−∞

akmk =
−1∑

k=−∞

akmk +
n∑

k=0

akmk.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè÷èå îò êîìïàêòíîé ãðóïïû õàðàêòåðîâ íå ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî, à êîíòèíóàëüíîå, è ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîé ãðóïïå G íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ.

4 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 4.1 Åñëè f ∈ L(G), òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫
G

f(x)(χ, x)d µ(x),
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êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ
f̂(χ), ò.å.

f̂(χ) =

∫
G

f(x)(χ, x)d µ(x). (4.1)

Ñâîéñòâà.
1) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, ò.å.

(α1f1 + α2f2)̂ (χ) = α1f̂1(χ) + α2f̂2(χ).

Ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî âûòåêàåò èç (4.1).
2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç f+̇h(x) ñäâèã ôóíêöèè f , ò.å. f+̇h(x) = f(x+̇h). Òîãäà

f̂+̇h(χ) =

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà, èìååì

f̂+̇h(χ) =

∫
G

f(x+̇h)(χ, x)d µ(x) =

∫
G

f(x+̇h)(χ, x+̇h)(χ, −̇h)d µ(x) =

= (χ, h)

∫
G

f(x)(χ, x)d µ(x) = (χ, h)f̂(χ). �

3) Åñëè f ∈ L(G), χ1 � õàðàêòåð, òî

(χ1f )̂ (χ) = f̂(χχ−1
1 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (4.1)

f̂(χχ−1
1 ) =

∫
G

f(x)(χχ−1
1 , x)d µ(x) =

∫
G

f(x)(χ, x)(χ−1
1 , x)d µ(x) =

=

∫
G

(χ1, x)f(x)(χ, x)d µ(x) =

∫
G

(χ1f)(x)(χ, x)d µ(x) = (χ1f )̂ (χ). �

4) Åñëè f ∈ L(G), òî (f )̂ = (f̂)∗ ò.å. (f )̂ (χ) = f̂(χ−1).
Äîêàçàòåëüñòâî.

(f )̂ (χ) =

∫
G

f(x)(χ, x)d µ(x) =

∫
G

f(x)(χ−1, x)d µ(x) =

=

∫
G

f(x)(χ−1, x)d µ(x) = f̂(χ−1). �
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5) Åñëè f1, f2 ∈ L(G), òî ñâåðòêà f1 ∗ f2 ∈ L(G) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f1 ∗ f2)̂ (χ) = f̂1(χ)f̂2(χ) (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü ñâåðòêè f1 ∗ f2 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå,
êàê è â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.2). Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Ôóáèíè è èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà, èìååì

(f1 ∗ f2)̂ (χ) =
∫
G

(f1 ∗ f2)(x)(χ, x)d µ(x) =

=

∫
G

∫
G

f1(x−̇t)f2(t)d µ(t)

 (χ, x)d µ(x) =

=

∫
G

f2(t)(χ, t)d µ(t) ·
∫
G

f1(x−̇t)(χ, x−̇t)d µ(x) =

=

∫
G

f2(t)(χ, t)d µ(t)

∫
G

f1(x)(χ, x)d µ(x) = f̂2(χ)f̂1(χ). �

5 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ

φ(x) =
N∑
k=1

λk1Gnk
+̇hk

(x). (5.1)

Åñëè îáîçíà÷èòü n = max
k=1,N

nk è

λ̃j =
∑

k: Gnk
+̇hk⊃Gn+̇h̃j

λk,

òî φ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

φ(x) =
Ñ∑
j=1

λ̃j1Gn+̇h̃j
(x), (5.2)

ãäå â îòëè÷èå îò (5.1) ñìåæíûå êëàññû Gn+̇h̃j â (5.2) äèçúþíêòíû.
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Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü φ(x) = 1Gn
(x). Òîãäà

φ̂(χ) = µ(Gn)1G⊥
n
(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ φ̂(χ) è ôóíêöèè φ èìååì

φ̂(χ) =

∫
G

φ(x)(χ, x)d µ(x) =

∫
Gn

(χ, x)d µ(x).

Åñëè χ ∈ G⊥
n , òî (χ, x) = 1 ïðè x ∈ Gn è ïîýòîìó φ̂(χ) = µGn. Åñëè

χ /∈ G⊥
n , òî ñóæåíèå χ|Gn

õàðàêòåðà χ íà Gn åñòü õàðàêòåð êîìïàêòíîé
ãðóïïû Gn, îòëè÷íûé îò åäèíè÷íîãî, è ïîýòîìó îðòîãîíàëüíûé ê íåìó.
Çíà÷èò,

∫
Gn

(χ, x)d µ(x) = 0. �

Òåîðåìà 5.2 Åñëè φ ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

φ(x) =
N∑
j=1

λj1Gn+̇hj
(x), (5.3)

òî

φ̂(χ) = µGn

N∑
j=1

λj(χ, hj)1G⊥
n
(χ), (5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè 1Gn+̇h.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà, èìååì ñ ó÷åòîì òåîðåìû
5.1(
1Gn+̇h

)∧
(χ) =

∫
G

1Gn+̇h(x)(χ, x)d µ(x) =

∫
G

1Gn+̇h(x+̇h)(χ, x+̇h)d µ(x) =

=

∫
Gn

(χ, x)(χ, h)d µ(x) = (χ, h)

∫
Gn

(χ, x)d µ(x) = (χ, h)1G⊥
n
(χ)µ(Gn).

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì

φ̂(χ) =
N∑
j=1

λj1
⊥
Gn+̇hj

(χ) = µGn

N∑
j=1

λj(χ, hj)1G⊥
n
(χ). �

Ñëåäñòâèå.Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.2 φ̂(χ) ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ íà
X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (5.3). Î÷åâèäíî, ÷òî
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supp φ̂ ⊂ G⊥
n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç GM íàèìåíüøóþ ïîäãðóïïó â G, ñîäåðæà-

ùóþ îáúåäèíåíèå
N⊔
j=1

(Gn+̇hj), è ïîêàæåì, ÷òî φ̂ ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ

êëàññàõ G⊥
Mζ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü χ ∈ G⊥

M . Òîãäà

φ̂(χ · ζ) =
∫
G

φ(x)(χζ, x)d µ(x) =

∫
GM

φ(x)(χ, x)(ζ, x)d µ(x) =

=

∫
GM

φ(x)(ζ, x)d µ(x)

íå çàâèñèò îò χ ∈ G⊥
M , ò.å. φ̂ ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥

Mζ. �

Òåîðåìà 5.3 Ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ φ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîå-
ìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå φ̂(χ) ðàâåíñòâîì

φ(x) =

∫
X

φ̂(χ)(χ, x)d ν(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå φ̂(χ) â âèäå (5.4), íàõîäèì∫
X

φ̂(χ)(χ, x)d ν(χ) = µGn

N∑
j=1

λj

∫
X

1G⊥
n
(χ)(χ, x−̇h)d ν(χ) =

= µGn

N∑
j=1

λj

∫
G⊥

n

(χ, x−̇hj)d ν(χ). (5.5)

Ðàññóæäàÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1, íàõîäèì, ÷òî åñëè
x ∈ Gn+̇hj, òî

∫
G⊥

n

(χ, x−̇hj)d ν(χ) = µG⊥
n . Åñëè æå x /∈ Gn+̇hj,

òî
∫
G⊥

n

(χ, x−̇hj)d ν(χ) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∫
G⊥

n

(χ, x−̇hj)d ν(χ) =

µG⊥
n1Gn+̇hj

(x). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (5.5), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû. �

Ëåììà 5.4 Åñëè φ � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òî∫
G

φ(x)d µ(x) =

∫
G

φ(−̇x)d µ(x). (∗)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê φ � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òî φ(x) ïîñòî-
ÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ

Gn+̇hj = Gn+̇αn−1gn−1+̇αn−2gn−2+̇ . . . +̇αn−σgn−σ

è suppφ ⊂ GN = Gn−σ. Îòîáðàæåíèå x 7→ −̇x ïåðåâîäèò ýëåìåíò

x = xn+̇αn−1gn−1+̇ . . . +̇αn−σgn−σ (xn ∈ Gn)

â ýëåìåíò

−̇x = −̇xn+̇αn−1(pn−1 − 1)gn−1+̇ . . . +̇αn−σ(pn−σ − 1)gn−σ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ −̇x îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó ñìåæ-
íûõ êëàññîâ, íà êîòîðûõ φ ïîñòîÿííû. Ïîýòîìó èíòåãðàëû â (*) ðàâíû.

�

Òåîðåìà 5.5 (Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé)
Ïóñòü φ, ψ � ãëàäêèå ôèíèòíûå ôóíêöèè. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

G

φ(x)ψ(x)d µ(x) =

∫
X

φ̂(χ)ψ̂(χ)d ν(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóïïà,
òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíê-
öèè a(χ) ðàâåíñòâîì

ǎ(x) =

∫
X

a(χ)(χ, x)d ν(χ),

è â ýòîì ñëó÷àå a(χ) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôóíêöèè ă(x) ðàâåíñòâîì

a(χ) =

∫
G

ă(x)(χ, x)d µ(x). (5.6)

Äëÿ ñâåðòêè (a ∗ b)(χ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a ∗ b)̆ (x) = ă(x)b̆(x).

Èç ðàâåíñòâà (5.6) íàõîäèì

(a ∗ b)(χ) =
∫
G

ă(x)b̆(x)(χ, x)d µ(x). (5.7)
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Ïîëîæèì òåïåðü â ðàâåíñòâå (5.7) a = φ̂(χ), b = ψ̂(χ). Ïîëó÷èì

(φ̂ ∗ ψ̂)(χ) =
∫
G

(φ̂)̆ (x)(ψ̂)̆ (x)(χ, x)d µ(x). (5.8)

Íàéäåì (φ̂)̆ . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååì

(φ̂)̆ (x) =

∫
X

φ̂(χ)(χ, x)d ν(χ) =

∫
X

φ̂(χ)(χ, −̇x)d ν(χ) = φ(−̇x).

Ïîýòîìó (5.8) ïðèìåò âèä

(φ̂ ∗ ψ̂)(χ) =
∫
G

φ(−̇x)ψ(−̇x)(χ, x)d µ(x) =
∫
G

φ(−̇x)ψ(−̇x)(χ, −̇x)d µ(x).

Ïîëàãàÿ χ ≡ 1, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ëåììû

(φ̂ ∗ ψ̂)(1) =
∫
G

φ(x)ψ(x)d µ(x).

Çàìåíÿÿ ψ íà ψ̄, èìååì ðàâåíñòâî

(φ̂ ∗ ψ̄ )̂(1) =

∫
G

φ(x)ψ̄(x)d µ(x). (5.9)

C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñâåðòêè (φ̂ ∗ ψ̄ )̂(χ) èìååì ïî îïðåäåëåíèþ

(φ̂ ∗ ψ̄ )̂(χ) =

∫
X

φ̂(χt−1)(ψ̄)̂ (t)d ν(t). (5.10)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ψ̄ ,̂ íàõîäèì

ψ̄ (̂t) =

∫
G

ψ̄(x)(t, x)d µ(x) =

∫
G

ψ(x)(t−1, x)d µ(x) = ψ̂(t−1).

Ñîåäèíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî è (5.10), èìååì

(φ̂ ∗ ψ̄ )̂(χ) =

∫
X

φ̂(χt−1)ψ̂(t−1)d ν(t) (5.11)

Ïîëàãàÿ â (5.11) χ ≡ 1 è ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè â (5.11) è (5.9), èìååì∫
X

φ̂(t−1)ψ̂(t−1)d ν(t) =

∫
G

φ(x)ψ̄(x)d µ(x),
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îòêóäà, ñ ó÷åòîì ëåììû, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè φ(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

G

|φ(x)|2d µ(x) =
∫
X

|φ̂(χ)|2d ν(χ).

Òåîðåìà 5.6 Ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ íà X åñòü ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå íåêîòîðîé ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(χ) ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
íà X, è ïóñòü

g(χ) =

PMPM+1...PN−1∑
j=1

λj1G⊥
M ·χj

(χ),

ò.å. g ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå G⊥
M , ëåæàùèõ â G⊥

N è
supp g ⊂ G⊥

N. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) ðàâåíñòâîì

f(x) =

∫
X

g(χ)(χ, x)dν(χ).

Òîãäà f � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ñ supp f ⊂ GM è ïîñòîÿííàÿ íà ñìåæ-
íûõ êëàññàõ GN+̇hj (hj = aN−1gN−1+̇aN−2gN−2+̇ . . . +̇aMgM). Ïîêàæåì,

÷òî f̂(χ) = g(χ). Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì χ ∈ G⊥
M · ζj è ïóñòü χ = χM · ζj,

ãäå χM ∈ G⊥
M è ζj = rβM

M r
βM+1

M+1 · . . . · r
βN−1

N−1 . Òîãäà

f̂(χ) =

∫
G

f(x)(χ, x)d µ(x) =

∫
GM

f(x)(χMζj, x)d µ(x) =

=

∫
GM

f(x)(χM , x)(ζj, x)d µ(x) =

∫
GM

f(x)(ζj, x)d µ(x) =

=

∫
GM

(ζj, x)d µ(x)

∫
X

g(χ̃)(χ̃, x)dν(χ̃) =

∫
GM

(ζj, x)d µ(x)

∫
G⊥

N

g(χ̃)(χ̃, x)dν(χ̃) =

=

∫
GM

(ζj, x)d µ(x)
∑
k

∫
G⊥

Nχk

λk(χ̃, x)dν(χ̃) (5.12)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà, íàõîäèì ïðè x ∈ GM∫
G⊥

Mχk

(χ̃, x)dν(χ̃) =

∫
X

(χ̃, x)1G⊥
Mχk

(χ̃)dν(χ̃) =
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=

∫
X

(χ̃, x)1G⊥
M
(χ̃, χ−1

k )dν(χ̃) =

∫
X

(χ̃χk, x)1G⊥
M
(χ̃)dν(χ̃) =

=

∫
G⊥

M

(χ̃, x)(χk, x)dν(χ̃) =

∫
G⊥

M

(χk, x)dν(χ̃) = (χk, x)ν(G
⊥
M).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (5.12), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

f̂(χ) =

∫
Gm

(ζj, x)d µ(x)
∑
k

λkν(G
⊥
M)(χk, x) =

ν(G⊥
M) ·

∑
k

λk

∫
Gm

(ζj, x)(χk, x)d µ(x) = ν(G⊥
M)µGm

∑
k

λkδk,j = λj. �

6 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé f ∈ L2(G)

Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 5.5 äëÿ ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ∫

G

|φ(x)|2d µ(x) =
∫
X

|φ̂(χ)|2d ν. (6.1)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : φ → φ̂, êîòîðîå îïðåäåëåíî äëÿ ãëàäêèõ
ôèíèòíûõ ôóíêöèé. Ðàâåíñòâî (6.1) îçíà÷àåò, ÷òî F èçîìåòðè÷íî. Òàê êàê
ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ïëîòíî â L2(G) è L2(X), òî ìû
ìîæåì ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå F íà âñå L2(G) òàê, ÷òî îíî áóäåò èçîìåò-
ðè÷íî îòîáðàæàòü L2(G) íà L2(X). Îáðàç F(φ) ëþáîé ôóíêöèè φ òàêæå
áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå è îáîçíà÷àòü φ̂(χ).

Òåîðåìà 6.1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

φ̂(χ) = lim
n→∞

φ̂n(χ), (6.2)

ãäå φ̂n(χ) =
∫
Gn

φ(x)(χ, x)d µ(x), è ïðåäåë â (6.2) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå

ñõîäèìîñòè ïî íîðìå L2(X), ò.å.

lim
n→−∞

||φ̂(χ)− φ̂n(χ)||L2(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φ̂n(χ) ôóíäàìåí-
òàëüíà. Îáîçíà÷èì φn(x) = φ(x)1Gn

(x). Î÷åâèäíî, ÷òî φn ∈ L1(G), ò.å.
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå φ̂n îïðåäåëåíî. Êðîìå ýòîãî ||φn − φ||L2(G) → 0, è,
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çíà÷èò, ||φn − φm||L2(G) → 0 ïðè m,n → −∞. Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè F
èìååì

||φ̂n − φ̂m||L2(X) = ||φn − φm||L2(G) → 0,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (φ̂n) ôóíäàìåíòàëüíà â L2(X), è, çíà÷èò, ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ ψ(χ) ∈ L2(X), äëÿ êîòîðîé

lim
n→∞

||ψ(χ)− φ̂n(χ)||L2(X) = 0.

Èç èçîìåòðè÷íîñòè F ñëåäóåò, ÷òî ψ = Fφ. �

Òåîðåìà 6.2 Åñëè fn ∈ L2(G) è fn → f ïî íîðìå L2(G), òî f̂n → f̂ ïî
íîðìå L2(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φn � ãëàäêèå ôèíèòíûå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî
||φn − fn||L2(G) ≤ 1

2n . Òîãäà φn → f ïî íîðìå L2(G), è, çíà÷èò, f̂ = lim
n→∞

φ̂n

â L2(X). Òàê êàê ||φn − fn||L2(G) = ||φ̂n − f̂n||L2(X) ≤ 1
2n , òî ||f̂ − f̂n||L2(X) ≤

||f̂ − φ̂n||L2(X) + ||φ̂n − f̂n||L2(X) → 0 ïðè n→ ∞. �

Òåîðåìà 6.3 Åñëè f, g ∈ L2(G), òî∫
G

f(x)g(x)d µ(x) =

∫
X

f̂(χ)ĝ(χ)d ν(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φn è ψn � ôèíèòíûå ãëàäêèå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî
||f − φn||L2(G) → 0 è ||g − ψn||L2(G) → 0. Ïî ðàâåíñòâó Ïëàíøåðåëÿ∫

G

φn(x)ψn(x)d µ(x) =

∫
X

φ̂n(χ)ψ̂n(χ)d ν(χ).

Íî

lim
n→∞

∫
G

φn(x)ψn(x)d µ(x) =

∫
G

fgd µ.

Â ñàìîì äåëå,∣∣∣∣∣∣
∫
G

φnψnd µ−
∫
G

fgd µ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
G

|φnψn − fg|d µ ≤
∫
G

|φnψn − fψnd µ+

+

∫
G

|fψn − fg|d µ ≤ ||ψn|| · ||φn − f ||+ ||f || · ||ψn − g|| → 0 (n→ +∞).
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Àíàëîãè÷íî

lim
n→∞

∫
X

φ̂n(χ)ψ̂n(χ)d µ(χ) =

∫
G

f̂ ĝd ν(χ).

Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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